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OZET

YENI TiP INTEGRAL ORTALAMALARI iCIN
BAZI ESITSIZLIKLER

Huriye KADAKAL

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2018
Doktora Tezi, 95 s.

Damsman: Prof. Dr. Selahattin MADEN
II. Danisman: Prof. Dr. Vedat Suat ERTURK

Bu tezde, geometrik-aritmetik konveks fonksiyonlar ve n-kere diferansiyellenebilir
konveks(digbiikey) ve konkav(igbiikey) fonksiyonlar i¢in yeni integral esitsizlikleri verildi.
Calismanin ilk boliimiinde, konveks fonksiyonlarin tarihi gelisimi ve literatiir taramasi verildi.
Ikinci boliimde, literatiirdeki konveks fonksiyon gesitleri tanimlanarak, konveks fonksiyon
siiflar1 arasindaki hiyerarsi ve literatiirde bulunan farkli ortalamalar verildi. Ugiincii boliimde,
bu tezde kullanilan klasik esitsizlikler ve daha sonrada tezin bulgular kisminda kullanilacak
olan lemmalar ve teoremler verildi. Dordiincii boliimde ise geometrik- aritmetik(GA) konveks
fonksiyonlar ile n-kere diferansiyellenebilir konveks ve konkav fonksiyonlarla ilgili yeni
lemmalar, teoremler, onermeler ve sonuglar verildi. Elde edilen bu yeni sonuglar i¢in g¢esitli
ortalamalar ve n-kere diferensiyellenebilen konveks ve konkav fonksiyonlar kullanilarak
farkli uygulamalar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hermite-Hadamard integra1 Esitsizligi, Geometrik-Aritmetik Konveks
Fonksiyonlar, Holder Integral Esitsizligi, Power-Mean Integral
Esitsizligi.



ABSTRACT

SOME INEQUALITIES FOR NEW TYPE
INTEGRAL MEANS

Huriye KADAKAL

University of Ordu
Institute of Science
Department of Mathematics, 2018
PhD. Thesis, 95 p.

Supervisor: Professor Selahattin MADEN
I1. Supervisor: Professor Vedat Suat ERTURK

In this thesis, new type integral inequalities for geometrically-arithmetically convex
functions and n-time differentiable convex and concave functions are stated. In the
first part, the historical developments of the convex functions and the literature review
have been clarified. In the second part, classes of convex functions in literature, the
hierarchy of convex function classes, and different averages in the literature have been
explained. In the third part, the classical inequalities used in this thesis and then the
lemmas and theorems to be used in the findings of the thesis are given. In the fourth
part, new identities, lemmas, theorems, propositions and results about geometrically
arithmetically convex functions and n-times differentiable convex and concave
functions have been presented. For these new results obtained, different applications
are provided by using different means and n-time differentiable convex and concave
functions.

Key Words: Hermite-Hadamard Integral Inequality, Geometrically Arithmetically
Convex Functions, Holder Integral Inequality, Power-Mean Integral
Inequality.
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1. GIRIS

Glinlimiizde matematige ait tanim veya kavramlarin birgogu matematik disinda diger
bilim dallarinda da siklikla kullanilmaktadir. Bunlardan birkagina 6rnek verecek
olursak; fizikgiler tiirev kavramindan yararlanarak hiz ve ivmeyi bulabilmektedirler,
hiz ivmenin zamana gore integrali oldugundan integralden vyararlanarak hizi
bulabilmektedirler, Diferansiyel denklemler sayesinde 1s1 iletim problemlerini
cozebilmektedirler. Benzer 6rnekler mithendislikte ve diger baska bilim alanlarinda da

karsimiza siklikla ¢ikmaktadir.

Matematiksel bir tanim olan konveksligin giiniimiizde oldukca yaygin kullanildig:
alanlar vardir. Ne anlama geldigini bilsin veya bilmesin, nasil bir sekil veya cisim
oldugunu gorsiin veya goérmesin, insanlar hayatlar1 boyunca konveks ve konkav
sekillerle veya cisimlerle her zaman karsilagsmiglardir ve bunlar1 yasamlar1 boyunca
ister glinliik islerinde ister teknolojide, sanayide ister sanatta, tipta, miizikte, fizikte,
optimizasyonda, matematiksel programlamada, denge problemlerinde, miihendislikte
isterse de diger bilimsel alanlarda mutlaka kullanmislardir. Yani konvekslik bir sekilde

hayatimizda yer almistir ve almaya da devam edecektir.

Kisaca hatirlatmak gerekirse, igerdigi herhangi iki noktayi birlestiren dogru pargasi
lizerinde bulunan tiim noktalar1 da igeren kiimeler konveks kiimelerdir. Bu kisa

hatirlatmay1 yaptiktan sonra devam etmek daha yararl olacaktir.

Egitim 6gretim hayatimiza baktigimiz zaman konveks, konkav tanimi ve 6rnekleri ile
ilk olarak lise yillarimizda ve liniversitede okudugumuz yillarda Genel Matematik ya
da Analiz derslerinde karsilagtigimizi gorecegiz. Bunu biraz daha aciklamak icin o
yillarda tiirev konusunu 6grendikten sonra grafik ¢iziminin nasil yapildigmi tekrar

hatirlayalim:

Verilen bir fonksiyonun grafigini ¢izebilmek icin asagidaki temel adimlar uygulanir.
Sunu belirtelim ki burada bahsedilen adimlar, her tiirli fonksiyonun grafigini el
yordamiyla ¢izmek icin genel sartlar1 icerir. Ancak fonksiyonlarin grafiklerini ¢izmek

icin gesitli bilgisayar programlar1 ve matematik yazilimlari da kullanilabilir.

I. Fonksiyonun tanim kiimesi bulunur. Bulunan tanim kiimesi fonksiyonun

grafigi ¢izilirken dikkate alinir.



ii. Fonksiyon periyodik bir fonksiyon ise periyodu bulunur.
iii. Varsa yatay, diisey, egik ve egri asimptotlar1 bulunur.
iv. Eksenleri kestigi noktalar bulunur.
V. Fonksiyonun birinci tiirevi alinir. Ekstremum noktalar1 bulunur. Maksimum
ve minimum oldugu yerler ile artan ve azalan oldugu araliklar belirlenir.
vi. Fonksiyonun ikinci tiirevi alinarak biikiim(déniim) noktasi varsa bulunur.
vii. Fonksiyonun birinci ve ikinci tiirevine gore isaret tablosu yapilarak grafigin
artan azalan oldugu araliklar ile konveks ve konkav araliklar1 bulunur.

viii. Biitlin bu veriler 1s1¢inda fonksiyonun grafigi ¢izilir.
Ornegin eski bilgilerimizi hatirlayarak y = f(x) = :—; fonksiyonuna ait ikinci tiirevin
koklerini gosteren asagidaki tabloya bakilirsa, (—o0,2) araliginda f"(x) <0

oldugundan dolay1 y = f(x) fonksiyonu bu aralikta konkav ve (2,4+o) araliginda
f" (x) > 0 oldugundan dolay1 y = f(x) fonksiyonu bu aralikta konveks olacaktir.
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Sekil 1.1: y = f(x) = S egrisinin konveks ve konkav oldugu araliklar

)%
A

Sekil 1.2: y = f(x) = i—:; egrisine ait grafik

Bu hatirlatma ile konveks ve konkav kavramlarini ilk kez ciddi anlamda grafik

¢iziminde gérdiiglimiizii hatirlamig oluyoruz. Grafik ¢iziminin diginda yine hem lise



hem de {tniversite yillarimizda matematik ile ilgili derslerimizde hatta ozellikle

geometride asagidaki gibi konveks ve konkav 6rnekleri ile de karsilasiyoruz.

Bir diizlemde birbirinden farkli ve herhangi iici dogrusal olmayan n tane noktay1
ikiser ikiger birlestiren dogru parcalarinin olusturdugu kapali
sekillere ¢okgen denildigini biliyoruz. Bir ¢okgenin bazi kenar dogrular1 ¢okgeni
kesiyorsa bu tiir ¢okgenlere konkav g¢okgen, kenar dogrularmin higbiri, ¢okgeni

kesmiyorsa bu ¢okgenlere konveks ¢okgen denir.

Sekil 1.3: Konkav ¢okgenler
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Sekil 1.4: Konveks ¢okgenler

e Konveks ve konkav kavramlari giinliik hayatimizda matematik disinda baska
nerelerde ya da hangi bilim dallarinda karsimiza ¢ikar? Bu soruya cevap
vererek ayn1 zamanda konveksligin diger bilim dallarinda ne kadar 6nemli bir
yere sahip oldugunu ve insanliga ne kadar yararli oldugunu da ortaya koymus
olacagiz.

1. Giizel Sanatlarda konvekslik kavrami karsimiza ¢ctkmaktadir: Giizel Sanatlar ile
ugrasan dgrenciler veya sanatkarlar konvekslik ve konkavlik ile Ogrenme Kontrolii

ve Incelik hakkinda calismalar yapmaktadirlar. Bu calismalarda, dgrencilere,



konveks veya konkav formdaki baskin, alt hakim ve alt elementler arasindaki ince
iligkileri incelemeye yogunlagsmalar1 istenir. Dikkatlice eksenel, diizlemsel ve
yapilandirma egrilerini olusturarak, yiizey gerilimi, hacimsel hareket ve hiyerarsik

iliskilerle uygulama yapmaya baslarlar. [65].

Sekil 1.5: Giizel Sanatlarda ¢alisilmis konkav ve konveks cisim ornekleri

. Finans matematiginde karsimiza konvekslik kavrami ¢tkmaktadwr: Fiyat
esnekliginin rakamsal Olglitli olarak kullanilmak {izere modifiye durasyon
(diizeltilmis siire) kavrami gelistirilmistir. Modifiye durasyon, pozisyonlarmn faiz
oranindaki degisim karsisinda aldig1i yeni degerin bulunmasi amaciyla
kullanilmaktadir. Durasyon bir zaman Olgiitii iken, modifiye durasyon bir faiz
hassasiyet 0l¢iitii olarak ortaya ¢ikmaktadir. Modifiye durasyon oldukga yararl bir
risk Ol¢iitli olmasina ve faiz oranlarinda meydana gelen kiiclik degisikler sonucu
pozisyon deger degisimlerinde olduk¢a hassas sonuglar vermesine karsimn, 6zellikle
faiz oranlarinda meydana gelen biiyiikk degisikliklerde hata pay1 yiiksektir. Fiyat
getiri arasindaki konveks yapidan kaynaklanan modifiye durasyonun var olan hata
payl, faiz soku miktar1 biiylidiikce daha da artmaktadir. Bu olgunun sebebi
durasyonun, vadenin konveks bir fonksiyonu olmasindan kaynaklanmaktadir.
Diger bir anlatimla, durasyon vade ile birlikte artmakta ancak artis degerleri ayni

olmamaktadir.
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Sekil 1.6: Konveks Durasyon-Vade Fonksiyonu

Faiz hassasiyetinin 6l¢imiinde modifiye durasyonun hata payinin azaltilmasi
amaciyla konveksite yaklagimi kullanilmaktadir. Konveksite, durasyonun degisim
oranini gosteren bir Olclittiir. Diger bir ifadeyle, durasyon, fiyatin faiz oranina gore
birinci tiirevi iken, konveksite ise ikinci tiirevdir. Konveksite degeri arti, eksi veya

sifir olabilmektedir[2].

A: Arti Konveksite: Artan oranda artan
B: Sifir Konveksite: Sabit oranda artan
C: Negatif Konveksite: Azalan oranda artan

Sekil 1.7: Konveksite Tipleri

3. Saghk alaninda karsimiza konvekslik kavrami ¢tkmaktadir: Stiphesiz giiniimiizde
en 6nemli yatirimlardan birisi de sagliga yapilan yatirimdir ve tiim diinyada insan
sagligmi daha mikemmel noktalara ulastirmak i¢in bilim insanlar1 siirekli
caligmalar yapmaktadir ve yapmaya da devam edeceklerdir. Yapilan bu 6nemli
calismalardan birisi de gozlerinden rahatsiz olan insanlarn daha iyi gorebilmelerini
saglamak i¢in kullanilan lenslerdir.

Bir lens, 15181 kirmak i¢in kullanilan seffaf kavisli bir cihazdir ve genellikle camdan
yapilir. Lensler i¢in iki farkl sekil vardir. Bunlara konveks ve konkav denir. Bu
lensler sayesinde insanlarm daha iyi gdrmeleri ve yasam standartlarini

yikseltmeleri saglanir. G6z doktorlar1 uzagi géremeyen miyop hastalarina daha



diistik konkav numarali camli okuma gozliigii, yakin1 goéremeyen hipermetrop

hastalarimna ise daha giiclii konveks camli okuma gozliikleri vermektedirler.

Sekil 1.8: Konveks ve konkav lens

4. Fizikte karsimiza konvekslik kavrami ¢ikmaktadir: Y ansitici yiizeyi ¢ukur olan
aynalara gukur ayna (konkav ayna) denir. Cukur ayna, cisimlerin goriintiilerini
biiyiitebilme ve gelen paralel 1ginlar1 bir noktada toplayabilme 6zelligine sahiptir.
Dis hekimleri tarafindan kullanilir. Giines 1sinlarmin odaklanmasi (bir noktada
toplanmasi) saglanir. Bu sayede ¢ok yiiksek sicakliklar elde edilir. Teleskop
yapiminda kullanilir. Mikroskopta incelenecek cismin tlizerine 151k diisirmek igin
kullanilir.
Yansitici yiizeyi tiimsek olan aynalara tiimsek ayna (konveks ayna) denir. Tiimsek
ayna, cisimlerin goriintiilerini kiigiiltebilme ve gelen paralel 1smlar1 dagitma

Ozelligine sahiptir. Arabalarin yan aynalarinda, biiyiiteclerde kullanilir.
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Sekil 1.9: Tiimsek(konveks) ayna ve ¢ukur(konkav) ayna
5. Endiistri alaminda karsimiza konvekslik kavrami ¢ikmaktadir: Ambalajlar ve
kaplamalar ¢esitli alanlarda ve gesitli kombinasyonel yapilarda diisiiniilmiistiir ve
sabit egrilik alanlarmdaki, yani Oklidyen, kiiresel ve hiperbolik uzayda konveks
govdelerden olusan paketlemeler ve kaplamalar ile ilgili problemlerle daima
ilgilenilmistir. Kiire bi¢imindeki toplarin ambalajlanmasi, ¢oklu paketleme ve
kaplama, ucaklarda dairesel paketleme ve dairesel kaplama vs. gibi konular bunlara

ornek gosterilebilir [49].



6. Biyoloji alaninda karsimiza konvekslik kavrami c¢ikmaktadir: Biyologlar
cokgenlerin  konvekslik  ol¢limiinii  kullanarak  yaprak  smiflandirmasi
yapmaktadirlar [31].

7. Giinliik yasantimizda karsimiza konvekslik kavrami ¢ikmaktadir: Giiniimiizde
evlerimizde, is yerlerimizde ve konser salonlarinda daha iyi ses iletimi i¢in akustik
tasarimlar uygulanmakta ve bu tasarimlarda sesi en aza indirmek ya da yiikseltmek
icin konvekslikten yararlanilarak tasarimlar yapilmaktadir [66].

8. Insan anatomisinde karsimiza konvekslik kavrami cikmaktadir: Bir kisinin yiizii
kim oldugunun bir pargasidir. Insanlar birbirlerinin seklini yiiz sekliyle tanirlar.
Bunun i¢in insan yiizleri konvekslik ve konkavlik kavramlarindan yararlanarak bes
temel gruba ayrilmustir. Bunlar konveks, konkav, diizlem, konveks-konkav ve
konkav-konvekstir [64,67].
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Sekil 1.10: Insan yiizleri

Yukarida degisik bilim dallarindan vermis oldugumuz konvekslik ve konkavlik
ornekleri veya uygulamalar1 ¢cogaltilabilir. Konvekslik ile ilgili degisik uygulamalara,
astronomide, miithendislikte, endiistride, saglikta, miizikte termodinamikte,

cografyada ve optimizasyon teorisinde vs. siklikla rastlanmaktadir.

Konvekslik, M. O. 250 yilinda Archimedes’in iinlii © degerini hesaplamasina kadar
uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Archimedes bir konveks seklin cevre
uzunlugunun onu ¢evreleyen diger bir seklin ¢evre uzunlugundan daha kiiciik

oldugunu 6nemle ifade etmistir.

Gergekte birgok kez konvekslik kavramiyla karsilasiyoruz ve deneyimliyoruz. Dik
pozisyonda durdugumuzda agirlik merkezimizin dik izdiislimii ayagimizin kapladigi

konveks alanin icinde kalir. Bdylece dengemizi saglayabilmekteyiz. Giinlik



hayatimizda konveksligin biiyiik etkileri vardir, 6rnegin endiistri, is, fizik, saglik,

optimizasyon, kontrol teorisi, miizik ve sanat alanlarinda uygulamasi vardir.

Konveks fonksiyon teorisi konveksligin genel konularmimn bir pargasidir. Ciinkii
konveks bir fonksiyonun goriintii kiimesi konveks bir kiimedir. Konveks fonksiyonlar
teorisi matematigin tiim alanlarinda karsimiza ¢ikar. Konvekslik konusunu gerektiren
matematigin ilk konularindan birisi ¢izgisel analizdir. Ikinci tiirev konveksligin

bulunmasinda bize sonucu veren gii¢lii bir aragtir.

1978 yilinda diizenlenen ‘“Proceedings of the Second International
Conference on General Inequalities” isimli konferansta Richard Bellman yaptig1 bir
konusmasinda esitsizlik calismanimn pratik, teorik ve estetik olmak iizere ii¢ nedeni
oldugundan bahsetmistir. Bunlar igerisinde estetik neden i¢in bakan bir kimsenin ya
da bir seyircinin veya bir okuyucunun goziindeki gilizellik olarak ifade etmistir.

Esitsizligin onlar1 cezbeden bir zarifligi oldugunu séylemistir.

Konveks ve konkav tanimlarinin temelini esitsizlik olusturdugundan dolay1 bu tip
fonksiyonlarda esitsizligin ¢ok o©Onemli bir yeri vardwr. Klasik esitsizlikle ve
konvekslikle iligkili olan Gauss, Cauchy, Schwartz, Buniakowsky, Holder,
Minkowski, Chebyshev, Lyapunov, Gram, Bessel, Hadamard, Landau, Bernstein,
Hilbert, Hardy, Littlewood, Polya, Markoff, Kolmogorov, Stieltjes, Beckenbach,
Bellman, Mitrinovi¢, Pachpatte, Pecari¢ ve Fink gibi 6nemli isimler bu alanda ¢ok
sayida kitap yazmuslardir. Ik yaymi 1934 yilinda yapilan ve Hardy, Littlewood ve
Polya tarafindan yazilan “Inequalities” isimli kitap bu alanda ilk ¢alisma olup temel
kaynak olarak dnemli bir yere sahiptir [20]. Bu kitap esitsizlik konusunu ifade eden,
farkli alanlar i¢in kullanish bir rehber olarak kullanilan ilk kitaptir. Genel esitsizlikler
iizerine goriilen diger bir kitap ise E. F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan 1961°de
yazilan “Inequalities” isimli kitaptir. Bu kitap 1934 yilindan 1961 yilina kadar
esitsizlikle ilgili yapilan miikkemmel aragtirmalar1 iceren bir kitaptir. 1970 yilinda
Mitrinovi¢ ise “Analytic Inequalities” isimli kitapla [40] birlikte bu konuyla ilgili
literatiirde mihenk tas1 olusturacak {igiincii kitap olmustur. Konveks fonksiyonlar ve
ilgili esitsizlikler icin literatiirde var olan diger kitaplar ve tezlerden bazilar1 sunlardir:

Bakiniz [3, 9, 13, 18, 19, 32, 39, 41, 42, 54, 58, 59, 60].



Konveks fonksiyonlar 19. yiizyilin sonunda ortaya ¢ikmaya baslamistir. Uzun bir
tarihi vardir. O. Holder (1889), O. Stolz (1893) ve J. Hadamard’in (1893) katkilariyla
temelleri atilmistir. Konveks Fonksiyonlar Teorisi ile ilgili olan Esitsizlikler Teorisi
ise C. F. Gauss, A. L. Cauchy ve P. L. Chebyshev ile gelismeye baglamistir. 19.-20.
yy’da bulunan esitsizliklerin bir kismi konveks fonksiyonlarla iliskilendirilerek temel
esitsizlikler olmuslardir. Bunlarin en 6nemlileri 1881 yilinda Hermite tarafindan elde
edilen Hermite-Hadamard esitsizligi ve 1938 yilinda Ostrowski tarafindan elde edilen
Ostrowski esitsizligidir. Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili calismalari 6nemli bir
kismmi S. S. Dragomir ve C. E. M. Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmis olan
“Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications” isimli kitapta;
Ostrowski esitsizligi ile ilgili ¢caligmalarin biiyiik bir kismi1 da S. S. Dragomir ve
Themistocles M. Rassias tarafindan 2002 yilinda yazilmis olan “Ostrowski Type
Inequalities and Applications in Numerical Integration” isimli kitapta bir araya
getirilmistir. Konveks fonksiyonlar igin esitsizlikler  iizerine calisan diger
matematikgiler; R. Agarval, G. Anastassiou, G. V. Milovanovic, A. M. Fink, Roberts
ve Varberg, N.S. Barnett, M. E. Ozdemir, U. S. Kirmaci, H. Yildirim, M. Z. Sarikaya,
N. Ujevi¢, S. Varosanec, P. S. Bullen, P. Cerone, E. Set ve 1. Iscan seklinde

siralayabiliriz.

Bu tez c¢alismasinda, geometrik-aritmetik konveks fonksiyonlar ve n-kere
diferansiyellenebilir konveks ve konkav fonksiyonlar igin yeni integral esitsizlikleri
elde edilmistir. ilk boliimiinde, konveks fonksiyonlarm tarihi gelisimi ve literatiir
taramasi, ikinci boliimde, konveks fonksiyonlarla ilgili temel tanim ve 6zellikler,
ticlincii boliimde, bu tezde kullanilan klasik esitsizlikler ve daha sonrada tezin bulgular
kisminda kullanilacak olan lemmalar ve teoremler, dordiincii boliimde ise geometrik-
aritmetik(GA) konveks fonksiyonlar ile n-kere diferansiyellenebilir konveks ve
konkav fonksiyonlarla ilgili yeni lemmalar, teoremler, onermeler ve sonuglar
verilmistir. Elde edilen bu yeni sonuglar igin gesitli ortalamalar ve n-kere
diferansiyellenebilen konveks ve konkav fonksiyonlar kullanilarak farkli uygulamalar

verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, doktora tezinin bulgular kisminda kullanilacak olan bazi temel tanim,
teorem, sonug ve kavramlara yer verilecektir. Bazi tanimlarin okuyucu tarafindan
bilindigi kabul edilmektedir.

2.1. On Bilgiler

Tanmm 2.1.1 (Lineer Uzay) L # @ bir kiime ve K bir cisim olsun. +:L X L — L ve
+: K X L - L islemleri tamimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye K cismi

tizerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir[5].
A) L kiimesi + islemine gore bir gruptur.
Gl.Vx,y € Ligin x +y € L dir.
G2.Vx,y,z€ Liginx + (y+z) = (x + y) + z dir.
G3.Vx € Li¢cin x + 8 = 6 + x = x esitligini saglayan bir tek 8 € L vardir.

G4. Vx € L i¢gin x + (—x) = (—x) + x = 0 esitligini saglayan bir tek —x € L

vardir.
G5.Vx,yeLicinx+y=1y+ xdir.
B) x,y € L ve a,b € K olmak lizere asagidaki 6zellikler saglanir.
L1 a.x € L dir.
L2. a.(x+y)=a.x+a.ydir.
L3.(a+ b).x = a.x + b.x dir.
L4. (ab).x = a.(b.x) dir.
L5. 1.x = x dir. (1, K cisminin birim elemanidir)

Tamm 2.1.2 (Bir kiimenin i¢i) X bir topolojik uzay ve A c X olsun. A kiimesinin

kapsadi81 tiim agik alt kiimelerin birlesimine A kiimesinin i¢i denir ve A" ile gosterilir.

Tamm 2.1.3 (Siireklilik): f:S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun. Eger

x—xo|l <& iken herx €S icin |f(x) —f(xy)| <e
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olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, x, da siireklidir denir [12].

Tammm 2.1.4 (Lipschitz Sartr): f:S S R - R fonksiyonu igin |[f(x) — f(¥)| <
M|x — y| olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f, S de Lipschitz sartmi sagliyor denir
[12].

Tanim 2.1.5 (Mutlak Siireklilik): /, R’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f:1 - R
bir fonksiyon olsun. I nin {(a;, b;)}1=, ayrik acgik alt araliklarinin bir birlesimini g6z
Oniine alalim. Eger her € > 0 i¢in

n

n
ZIbi _a] <6 olduunda Z| F(b) - Fa)| < ¢
i=1

i=1
olacak sekilde bir § = §(¢) > 0 sayis1 varsa, f fonksiyonu I kiimesinde mutlak
stireklidir denir [14].

Tanim 2.1.6 (Diizgiin Siireklilik): /:S € R — R ve € > 0 verilmis olsun.

|x; — x,| < & sartint saglayan her x,x, € S icin |f(x,) — f(x,)| < &
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f, S* de diizgiin siireklidir denir [12].
Sonug 2.1.1 f, S de Lipschitz sartin1 sagliyorsa f, S de diizgiin siireklidir [12].

Tamim 2.1.7 (Tiirev) a € R noktasmin bir komsulugunda tanimli bir reel-degerli f

fonksiyonu i¢in eger

—| :=lim
dxl, x-a X—a h—0 h

f'(a)=Df(a)=d£ fO-f@_ . flat+th-f(a

limiti R’de mevcut ise f fonksiyonuna x = a noktasinda tiirevlenebilirdir denir. O
zaman bu limite a noktasinda f’nin tiirevi denir. Eger f fonksiyonu bir E kiimesinin

her noktasinda tiirevlenebilir ise o zaman f’ye E ilizerinde tiirevlenebilirdir ve

d
fr=pr="

fonksiyonuna E tizerinde f’nin tiirevi denir. Eger f' fonksiyonu E iizerinde siirekli ise

0 zaman E tizerinde siirekli tiirevlienebilirdir [23].
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Teorem 2.1.1 f fonksiyonu [a, b] de mutlak siirekli ise [a, b] nin hemen hemen her

noktasinda tiirevlidir[10].

Teorem 2.1.2 (% Belirsizligi icin L’Hospital Kural) f; (x) ve f,(x) fonksiyonlar1 a

noktasmin herhangi bir komsulugunda tiirevlenebilen iki fonksiyon, bu araliktaki her

x degeri icin f§ (%) # 0 ve lim £, (x) = lim £, (x) = 0 ise bu durumda, eger lim 2%
x—a x—a x—a fo(X)

limiti mevcutsa, o halde lim % limiti de mevcuttur ve bu limitler esittir. Yani

x-a J2(X

A _ )

x2a f (X)  xa f (%)

dir [15].

Teorem 2.1.3 (Integraller icin Leibniz Kurah) f, [a,b] iizerinde siirekli bir
fonksiyon ve u, v, [c,d] tizerinde tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. Eger u ve v
sinirlar1 [a, b] araliginin i¢inde iseler o halde

v(x)
d dv du
= | rwat = ;e - e

u(x)
dir [57].
Tamm 2.1.8 (Smurh fonksiyon) f (x) fonksiyonu [a, b] araliginda tanimlanmis olsun.

Her x € [a, b] igin |f(x)| < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa, f (x) fonksiyonu
[a, b] araliginda sinirhdir denir [12].

2.2. Konveks Fonksiyonlarla Ilgili Temel Tanmim ve Ozellikler
Tamim 2.2.1 (Konveks Kiime): [11] L bir lineer uzay ve A < L olmak iizere her x,y €
A i¢in

B={z€el: z=ax+(1—-a)y, 0<a<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki
x ve y nin katsayilari igin @ + (1 — @) = 1 bagmtis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tamimindaki a,1 — a yerine a + § = 1 sartim1 saglayan ve negatif

olmayan «a, S reel sayilar1 alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y
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olan bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve

herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden kiimesidir.

Tamm 2.2.2 (Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon

olmak tizere her x,y € I ve a € [0,1] i¢in,

flax+ 1 —a)y) < af () + (1 - a)f (¥)

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Bakmiz Sekil 2.1).
Ornegin, f:1 € R - R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde bir konveks fonksiyondur
[48].

Sekil 2.1: Bir aralikta konveks fonksiyon (f(x) = |x|)

Sonug 2.2.1 [48]. I © R olmak tizere, bir f fonksiyonunun I araliginda konveks olmasi

icin gerek ve yeter sart, her x,y € I i¢in p + q > 0 olan her p, g = 0 igin

f (px + qy) - pf(x) + qf ()
p+tq /) p+q

olmasidir. I iizerinde tanimli bir f fonksiyonunun kesin konveksliginin geometrik

anlam1 (x, f(x)) ve (y, f(¥)) noktalarini i¢eren I tizerindeki dogru parg¢asmm f’nin

grafiginin iist kisminda yer almasidir. Bunu Sekil 2.2°de gérmekteyiz.

Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimly, [a, b] araliginda konveks (konkav) ve x,

noktasinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise x € (a, b) igin,

f(x) = fxo) £ (2)f'(x0) (x — x0)

esitsizligi yazilir [52].
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Sekil 2.2: Konveks fonksiyonun geometrik yorumu

Tamm 2.2.3 (Konkav Fonksiyon): Eger her x,y € I vet € [0,1] igin f: ] S R—> R
fonksiyonu

fex+ (A -t)y) 2tfx)+ A=) f(y)

esitsizligini sagliyor ise f ye konkav fonksiyon denir. Konkav fonksiyonun geometrik

yorumunu asagidaki sekilde verebiliriz [48].

A
fy)

fltz + (1 = t)y)p-—-—-—m——

tf(a)+ (1= t)f(y)F-—————-

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
(

>

x te+ (1 —1)y Y

Sekil 2.3: Konkav fonksiyonun geometrik yorumu

Konvekslik, Lipschitz sart, siireklilik ve mutlak siireklilik arasindaki iliski asagidaki

teorem ile verilmektedir.
Teorem 2.2.1 L lineer uzay, U € L bir agik kiime ve f: U — R fonksiyon olsun.

a. f, U acik kiimesinde konveks olsun. Eger f fonksiyonu U’da bir noktanin
komsulugunda iistten sinirli bir fonksiyon ise f, U’da yerel Lipschitz’ dir ve
bu nedenle U’nun kompakt alt kiimesinde Lipschitz sartin1 saglar ve U’da

sureklidir.
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b. f, UCS R"™ acik kiimesi tlizerinde konveks ise f, U’nun her kompakt alt

kiimesinde Lipschitz sartin1 saglar ve U’ da siireklidir [48].
Teorem 2.2.2 [8] f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise, bu taktirde

a. f, (a,b) arahiginda siireklidir,
b. f,[a,b] araliginda smirlidir.

Tamim 2.2.4 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, I araliginda tanimli reel degerli bir

fonksiyon olsun. x; < x, olan Vx,,x, € I i¢in

i.  f(xy) > f(x,) ise f fonksiyonu I iizerinde artandr,

i.  f(xy) < f(x,) ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir,

iii.  f(xy) = f(x,)ise f fonksiyonu I {izerinde azalmayandr,

iv.  f(x;) < f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandr,
denir [1].

Teorem 2.2.3 [1]. I, R’ de bir aralik, f, I iizerinde siirekli ve I’ iizerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

i. Vx€l%icin f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artandir.
ii. Vxel%igin f'(x) <0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalandur.
iii. Vxe€l%igin f'(x) = 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir.

iv. Vx € I%igin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir.

Sonu¢ 2.2.2 f ve g konveks fonksiyonlar ve g aynmi zamanda artan ise go f

fonksiyonu da konvekstir [52].

Teorem 2.2.4 Eger f: I — R tanimli konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise f{ (x)

ve f'(x) var ve bu fonksiyonlar I°*de artandir (kesin artandir) [48].

Teorem 2.2.5 f fonksiyonu (a, b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Bu durumda f fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f' niin artan (kesin artan) olmasidir [48].

Teorem 2.2.6 f fonksiyonunun [ agik araliginda ikinci tiirevi mevcutsa, f
fonksiyonunun bu aralik iizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x € [
i¢in f'(x) = 0 olmasidir [40].
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Tamm 2.2.5 (p Normu): X, R™’de bir kiime, u, X in alt kiimelerinin o-cebiri tizerinde

bir 6l¢ii ve f, X lizerinde tanimlanmis 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

Yp
Ifll, = UX Iflpdu} , 1sp<o
suplfl p=o

seklinde tanimlanan ifadeye p-normu denir [10].

2.3. Literatiur Taramasi

Tiirk Dil Kurumu Sézliigiinde “esitsizlik” kelimesi “Iki veya daha cok seyin esit
olmamast durumu, miisavatsizlik” olarak tanimlanmaktadir ve siralayici 6lgek olarak
da “daha az (<)”, “daha ¢ok (>)”, “daha az ya da esit (<)” ve “daha c¢ok ya da esit

(=) simgeleri kullanilir.

Matematik basta olmak iizere hangi bilim dalinda olursa olsun arastirmacilar veya
bilim insanlar1 elde ettikleri sonuglari, daha iyiyi elde edebilmek adina mutlaka daha
onceden elde edilen sonuglarla karsilastirmislardir ve karsilastirmaya devam
edeceklerdir. Yine, Tiirk Dil Kurumu sozliigiinde “karsilastirma” kelimesi “Kisi ve
nesnelerin benzer veya ayni yanlarini incelemek i¢in kiyaslama, mukayese” seklinde
tanimlanmaktadir. Matematigi 6grenmeye basladigimiz ilk yillardan itibaren, agirlik
konusu islenirken hangi cisim digerlerinden daha agirdir, uzunluk konusu islenirken
hangisi digerlerinden daha uzun veya kisadir, hiz konusu islenirken hangisi en hizlidir
ya da hangisi en yavastir, alan veya hacim konusu islenirken hangi alan veya hacim
digerinden daha biiyiik veya kiiciiktiir, rasyonel sayilar islenirken hangisi daha biiyiik
ya da kiigtiktiir, grafik ¢izimi yaparken egri maksimum ve minimum degerlerini hangi
noktalarda alir, iicgenler konusu islenirken “licgen esitsizligi” ile iki kenarin
toplaminin tgilincti kenardan biiyiik farklarmin ise kiigiik oldugu gibi biiyiiklik ve
kiigiikliik kavramlarmi i¢inde bulunduran karsilagtirmalar1 gérmiistizdiir. O halde
basit anlamda esitsizligi “matematiksel ifadelerden ve >, <, >, < sembollerinden
olugsan matematiksel iligkilere esitsizlik denir” seklinde tanimlayabiliriz.

Cok iyi bilinmektedir ki esitsizlikle ifade edildiginden dolay1 giiniimiizde konveks
fonksiyonlarda esitsizligin ¢ok 6nemli bir yeri vardir. Dolayisiyla burada oncelikle

esitsizlikler ile ilgili olarak kisa bir literatiir 6zeti vermeliyiz.
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Esitsizlikler, matematiksel analizin kalbinde yatmaktadwr. Siireklilik ve limit
tanimlarinda ve dolayisiyla integral ve tiirev tanimlarinda karsimiza ¢ikmaktadir.
Uzunluk ve vektor biiyiikliigii kavramlarini genellestirmede 6nemli rol oynarlar. Fakat
fizikle alakali bir¢ok problem, ¢oziimleri i¢in basit esitsizlik kavramlarina dayanir.
Miihendislikte, esitlik agisindan diigiinmek her zaman iyi degildir. Burada 6zellikle
matematikten 6rnek verecek olursak; sinirli reel say1 kiimelerinde, toplamlar i¢in basit
siirlarda, reel sayilar i¢in liggen esitsizliginde, tek degiskenli reel fonksiyonlar i¢in
basit esitsizliklerde(fonksiyonlarin supremumu ve infimumu, siirl fonksiyonlar), tek
reel degiskenli esitsizliklerin ¢oziimiinde, kompleks sayilarda ve bazi kompleks
fonksiyonlarda, R™’de vektorler ve iligkili esitsizliklerde(Cauchy-Schwarz esitsizligi),
timevarimda, homojenlikte(degiskenleri  kisitlamak veya normallestirmek),
degiskenlerin siralanmasinda, limit ve siireklilikte(reel sayilarin yakinsak dizileri, tek
degiskenli reel fonksiyonlarn Limitleri ve Siirekliligi), integraller i¢in temel
sonuglarda(basit tahmin ve integralin mutlak degeri, integraller i¢in birinci ve ikinci
ortalama deger teoremi), diferansiyel hesapta(ortalama deger teoremi, ikinci tiirev
testi), standart esitsizliklerde(Bernoulli, Young, Hoélder, Minkowski, Chebyshev,
Jensen), diferansiyel denklemler i¢in esitsizliklerde vb. gibi konularda esitsizliklerle

karsilasildig1 goriilecektir[38].

Konveksligin basit ve dogal tanimi tinlii bilim adam1 Archimedes’e ve onun ¢ok {inlii
olan m(pi) degerini hesaplamasina kadar uzanmaktadir. Konvekslik taniminin
matematikte yer almasi 19. yilizyilin sonu ve 20. yiizyilin baslar1 olarak gosterilebilir.
19. yiizy1lin sonlarinda Hermite ve Hadamard’in ¢alismalarinda agikg¢a belirtilmese de
bu tiirden fonksiyonlardan bahsedilmektedir. Konveks fonksiyonlar Jensen tarafindan
ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda c¢alisilmistir. Jensen’in bu
calismalarindan sonra konveks fonksiyonlar teorisi esitsizliklerle birlikte olduk¢a hizli
bir gelisme gdstermis ve bu alanda birgok kitap yazilmistir. Konveks fonksiyonlarin
matematiksel analiz, uygulamali matematik, olasilik teorisi gibi matematigin birgok
alaninda, bunun diginda tip, sanat, miizik, insan anatomisi, cografya, finans
matematigi, mithendislik, oyun teorisi, optimizasyon ve endiistri gibi diger bilim
dallarinda uygulamasi oldugu gibi giinliik yasantimizda da yeri vardir. Ornegin ayakta

durus pozisyonumuzda ayaklarimizin kapladigi konveks alanin igine agirlik
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merkezinin dik izdiisiimii boyunca dengemizi saglamaktayiz. Insan yiizleri konvekslik

kavramindan yararlanilarak siniflandirilmaktadir.

Konveks fonksiyonlar daha kapsamli bir sekilde A.W. Roberts ve D. E. Varberg
tarafindan "Convex Functions" adli eserde kaleme alindi. Sadece konveks
fonksiyonlar i¢in esitsizlikler hakkinda Pecari¢ 1987 yilinda "Convex Functions:
Inequalities" adli eseri yaymlamistir. Ayrica okuyucu cesitli konveks fonksiyon
smiflar1 i¢in, Hermite-Hadamard esitsizliginin detayli anlatimmi S.S. Dragomir ve
C.E.M Pearce tarafindan yazilan "Selected Topics on Hermite Hadamard Inequalities
and Applications” [18] adli eserde bulabilir.

Bilim insanlarmin iizerinde ¢caligmalar yaptig1 bircok konvekslik ¢esidi bulunmaktadir.

Bunlardan birisi de tezimizde de ele alacagimiz GA-konveksliktir.

GA konvekslik ile ilgili olarak literatiirde Niculescu ve Persson 2006 yilinda yazmis
olduklari[44] “Convex Functions and Their Applications A Contemporary Approach”
isimli kitapta Geometrik-Aritmetik GA-konvekslik tanimindan ve 6zelliklerinden

bahsetmektedirler.

Satnoianu, [53] ¢alismasinda, GA-konveks fonksiyonlarin durumunu genellestiren
parametrelere bagl olarak n degiskenli fonksiyonlar i¢in cebirsel esitsizlik sinifini ele

almustr.

Zhang ve arkadaslar1 [62], Geometrik-Aritmetik (GA)-konveks fonksiyonlar igin yeni
bir Hermite-Hadamard tipli esitsizligi vermisler ve uygulama olarak gamma

fonksiyonu i¢in yeni Gautschi tipli esitsizlikleri elde etmislerdir.

Zhang ve arkadaslar1 [61], Holder integral esitsizligini kullanarak, GA-konveks
fonksiyonlar igin baz1 Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri olusturmuslar ve

bu esitsizlikleri, 6zel ortalamalar i¢in birkag esitsizlik elde etmek i¢cin uygulamiglardir.

Iscan [25], quasi-geometrik konvekslik kavramimni ortaya koyarak kesirli integraller
icin yeni bir 6zdeslik vermistir. Bu 6zdesligi kullanarak, GA-s-konveks, quasi-
geometrik konveks ve (s, m)-GA-konveks fonksiyonlar igin Riemann Liouville kesirli
integrali ile Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli esitsizliklerin genellestirilmesi i¢in

yeni tahminler elde etmistir.
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Shuang ve arkadaslar1 [56] ¢alismalarinda, geometrik-aritmetik s-konveks fonksiyon
kavramini ortaya koymuslar ve geometrik-aritmetik s-konveks fonksiyonlar igin bazi
Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde etmisler ve bu esitsizliklere 6zel ortalamalar

uygulamalar vermislerdir.

Park [46], Holder integral esitsizligi ile (a,m)-geometrik aritmetik konveks
fonksiyonlar i¢in baz1 genellestirilmis Hermite-Hadamard integral esitsizliklerini elde
etmistir. Ayrica [47], siirekli iki kez tiirevlenebilir (a, m)-geometrik-aritmetik

konveks fonksiyonlar i¢in bazi yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri vermistir.

Shuang ve Qi [55] ¢alismalarinda, (a, m)-GA-konveks fonksiyon kavramimi ortaya
koymuslar ve bu tiir konveks fonksiyonlar i¢in bazi Hermite-Hadamard tipli

esitsizlikleri elde etmislerdir.

Qi ve Xi galismalarinda [50], yeni bir GA-e-konveks fonksiyon tanimi yaparak GA-¢-

konveks fonksiyonlar i¢in Simpson tipli bazi integral esitsizlikleri vermislerdir.

Liao ve arkadaslar1 [35], Geometrik-aritmetik s-konveks fonksiyonlarm tanimimni ve
birinci dereceden kesirli integral esitliklerini kullanarak, diferansiyellenebilir GA s-
konveks fonksiyonlar i¢in bazi ilging Riemann-Liouville kesirli Hermite-Hadamard
esitsizliklerini sunmuslardir. Istenilen tahminlerde hem beta fonksiyonu hem de tam

olmayan beta fonksiyonunu kullanmislardir.

Liao ve arkadaslar1 [36], Geometrik-aritmetik s-konveks fonksiyonlarin tanimi ve
ikinci dereceden kesirsel integral esitlikleri yardimi ile beta fonksiyonu ve tam
olmayan beta fonksiyonu ile ikinci mertebeden diferansiyellenebilir geometrik-
aritmetik s-konveks fonksiyonlar i¢in bazi ilging Riemann-Liouville kesirsel Hermite-

Hadamard esitsizliklerini bulmuslardir.

Latif [33] calismasinda, GA-konveks fonksiyonlar1 i¢in Hermite-Hadamard tipi
esitsizliklerin bazi gelistirilmesini elde etmistir ve elde edilen sonuglarin &zel

ortalamalara uygulamasmni vermistir.

Qu ve arkadaglar1 [51], Geometrik-aritmetik s-konveks fonksiyon kavramindan yola
cikarak geometrik-aritmetik s-konveks fonksiyonlar i¢in sadece konveks fonksiyonlar

icin Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler hakkinda yeni sonuglar1 tekrar elde etmekle
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kalmayip ayni zamanda 6zel durumlarda yeni sonuglar vermek iizere bazi yeni

Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri olusturmuslardir.

Hua ve arkadaslar1 [21], geometrik-aritmetik s-konveks fonksiyonlarin birkag 6zelligi
saglanuslardir. Integrallerin bir fonksiyonun ve tiirevin garpimi oldugu bir integral
esitlik bulmuslar ve daha sonra integrandi bir tiirev ve tiirevi GA-s konveks olan bir
fonksiyonun ¢arpimi olan integraller i¢in Hermite-Hadamard tipli baz1 esitsizlikleri

olusturmuslardir.

Iscan [27] cahgmasinda, P-GA fonksiyon kavrammi tanimladiktan sonra GA
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizliklerini vermis ve yeni bir esitlik
tanimlamis, bu yeni esitligi kullanarak P-GA fonksiyonlar i¢in Hadamard ve Simpson
tipli esitsizliklerin genellemesine iliskin yeni tahminleri elde etmistir. Reel sayilarin

0zel ortalamalarina yapilan bazi uygulamalar1 da vermistir.

Latif [34], koordinatlarda GA-konveks fonksiyon tanimini yapmis, koordinatlarda
GA-konveks fonksiyon kavramini kullanarak, Hoélder integral esitsizligi ve iki kez
diferansiyellenebilir fonksiyon igin eclde edilen yeni bir esitligi kullanarak bu
smiflardaki fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri elde etmis ve son

olarak, pozitif sayilar i¢in 6zel ortalamalara uygulamalarmi vermistir.

Zhang ve arkadaslar1 [63], ilk olarak Hadamard kesirli integrallerini igeren bir kez
tiirevlenebilir fonksiyon igin genel bir integral esitligi verdiler. Ikinci olarak, bu
integral esitligini, kuvvet ortalamalar1 yardimi ile GA-konveks fonksiyonlar1
vasitasiyla Kesirli Hermite-Hadamard esitsizliklerinin bazi yeni genellestirmesini
¢ikarmak, kuvvet ortalamasi ve integraller yardimi ile GG-konveks fonksiyonlarini
tiretmek icin kullandilar. Reel sayilarin 6zel ortalamalari igin yapilan bazi

uygulamalar: verdiler.

Iscan ve Kunt [29], Hadamard kesirli integralleri i¢in yeni bir esitlik vermislerdir.
Daha sonra bu esitligi kullanarak, (a, m)-GA-konveks fonksiyonlar i¢in Hadamard
kesirli integrali ile Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli esitsizliklerin

genellestirilmesi iizerine yeni tahminler elde ettiler.
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Avct ve arkadaslar1 [7], yeni bir integral esitligi ispatlayip bu esitlige dayanarak,
mutlak degerlerin tiirevleri GA-konveks olan fonksiyonlar i¢in bazi integral

esitsizlikleri elde etmislerdir.

Maden ve arkadaslar1 [37], tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in yeni genel bir esitlik verip
bu esitligin bir sonucu olarak, tiirevienebilir GA-konveks fonksiyonlar i¢in bazi yeni

ve genel kesirli integral esitsizlikleri elde etmislerdir.

Iscan ve Aydin [28], GA-s-konveks fonksiyonlar ve Hadamard kesirli integralleri
iceren Hadamard, Ostrowski ve Simpson esitsizliklerinin yeni genellemesini

ispatlamislardir.

Coban ve arkadaglar1 [16], tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in yeni bir esitlik ortaya
koyarak, bu esitligin kullanilmasityla bazi yeni Ostrowski tipli esitsizlikler ve belirli
kuvvetlerde mutlak degerlerdeki tiirevleri GA-konveks olan fonksiyonlara ait orta

nokta formiilii icin baz1 hata tahminlerini elde etmislerdir.

Ardig ve arkadaslar1 [6], yeni bir integral esitligi yardimi ile mutlak degerlerinin
tirevleri GG-konveks ve GA-konveks olan fonksiyonlar i¢in bazi Ostrowski tipli

integral esitsizlikleri elde etmislerdir.

Iscan ve Turhan [30] ¢alismalarinda, tiirevlenebilir ve GA-konveks fonksiyonlar i¢in
yeni bir esitlik verdiler. Bu esitligin bir sonucu olarak tiirevlenebilir GA-konveks

fonksiyonlar i¢in baz1 yeni kesirli integral esitsizliklerini elde etmislerdir.

Hwang ve Dragomir [24], yaptiklar1 calismalarinda ortaya ¢ikardiklar1 yeni lemma ve
teoremleri bizde tezimizde Geometrik-Aritmetik konveks fonksiyonlar igin
uygulamayi, 06zel ortalamalara uygulamalar vermeyi ve ayrica n-kere
diferensiyellenebilen konveks ve konkav fonksiyonlar i¢cin bazi yeni esitsizlikler elde

etmeyi amaglamaktayiz.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu béliimiiniin birinci kisminda, Geometrik-Aritmetik(GA)-Konveks Fonksiyonlarla
ilgili temel tanim ve 6zelliklere, ikinci kisminda Hermite-Hadamard, Holder ve kuvvet
ortalamas1 (Power-Mean) integral esitsizlikleri ile ilgili temel teoremlere ve tiglincii
kisminda ise tiirevinin mutlak degeri konveks olan mutlak siirekli fonksiyonlar i¢in iki

integral ortalamanin karsilastirilmasina yer verilecektir.
3.1. Geometrik-Aritmetik(GA)-Konveks Fonksiyonlarla Tlgili Temel Tamim ve

Ozellikler

Tamm 3.1.1 (GA-Konveks Fonksiyon): [43] f:1 € R* — R fonksiyonu verilsin.
Eger f fonksiyonu her x,y € I, A € [0,1] igin

flAy™) S Af () + (1= Df )

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna geometrik-aritmetik-konveks fonksiyon denir.

Burada x*y'~* ifadesi x ve y pozitif sayilarmm agirlikli geometrik ortalamasi ve
Af(x) + (1 — A)f(y) ifadesi ise f(x) ve f(y) nin agirhikh aritmetik ortalamasidir.

Tammm 3.1.2 (Birinci Anlamda Geometrik-Aritmetik-s (GA-s) Konveks
Fonksiyon): f: I € R* — R fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu, herx,y € I, s €
(0,1] ve 1 € [0,1] igin,

fxtyr=4) < @A) + 1= 29 ()

esitsizligini saghyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda GA-s-konveks (konkav)

fonksiyon denir [26].

Tamm 3.1.3 (Ikinci Anlamda Geometrik-Aritmetik-s (GA-s) Konveks
Fonksiyon): f: I € R* — R fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I, s €
(0,1] ve 1 € [0,1] igin

fxty=1) < (D25 () + (1= DF()

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda GA-s-konveks (konkav)

fonksiyon denir [26].
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Ozel olarak Tamim 3.1.2 ve Tamm 3.1.3°de s = 1 alindiginda Tanim 3.1.1°deki

geometrik-aritmetik (GA)- konveks fonksiyon tanimi elde edilir.

Teorem 3.1.1 Kabul edelim ki f:I € R* — R bir fonksiyon ve s € (0,1] olsun. O

zaman asagidaki ifadeler dogrudur:

(1) f(x) fonksiyonu I iizerinde ikinci anlamda geometrik aritmetik s-
konvekstir ancak ve ancak f(e*) fonksiyonu [n0 = —oo kabul
edildiginde Inl = {Ilnx | x € I} aralig1 lizerinde s-konvekstir.

(2) Eger f(x) fonksiyonu I tizerinde geometrik aritmetik konveks ise f(x)
I tizerinde ikinci anlamda geometrik aritmetik s-konvekstir.

(3) Eger f(x) fonksiyonu [ iizerinde azalan ve geometrik aritmetik s-
konveks ise f(x) I tizerinde s-konvekstir.

(4) Eger f(x) fonksiyonu [ iizerinde artan ve s-konveks ise f (x) I iizerinde

geometrik aritmetik s-konvekstir [21].

Ispat: (1) Eger f(x) fonksiyonu I araliginda geometrik aritmetik s-konveks ise o
halde

f(etlnx+(1—t)lny) - f(xtyl—t) < tsf(x) + (1 _ t)Sf(y) - tSf(elnx) + (1 _ t)s]c(elny)

elde edilir. Bu yilizden f(e*) fonksiyonu Inl araligi tizerinde s-konvekstir. Tersine,

eger f(e*), Inl arahg1 lizerinde s-konveks ise
f(xtyl—t) — f(etlnx+(1—t)lny) < tSf(elnx) + (1 _ t)Sf(elny) — tsf(x) + (1 _ t)Sf(y)

elde edilir. Bunun anlami f(x) fonksiyonu [ iizerinde geometrik aritmetik s-

konveksdir.
(2) Eger bir f(x) fonksiyonu I tizerinde geometrik aritmetik konveks ise

faty™) stf )+ A -0f () < () + A -0)°F ()

elde ederiz. Bu yiizden f (x) fonksiyonu I tizerinde ikinci anlamda geometrik aritmetik

s-konvekstir.

(3) Eger f(x) fonksiyonu I iizerinde azalan ve ikinci anlamda geometrik aritmetik s-

konveks ise

23



flex+ (A =-Oy) < fxfy™ D) <t°f(x) + A - O)°f ()
elde ederiz. Bunun anlami f (x) fonksiyonu I iizerinde ikinci anlamda s-konvekstir.

(4) Eger f(x) fonksiyonu I iizerinde artan ve ikinci anlamda s-konveks ise

fty™ ™) < fltx+ A =y) < t°f() + (A =)°f ()

elde ederiz. Bu nedenle f(x) fonksiyonu I iizerinde geometrik aritmetik s-konvekstir
[21].

Sonug olarak yukaridaki teoremde s =1 alinirsa GA konvekslik ve konvekslik

arasindaki iliskiyi belirten asagidaki teoremi yazabiliriz:
Teorem 3.1.2 Kabul edelimki f:1 € R* — R olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur:

(1) f(x) fonksiyonu I araligi iizerinde geometrik aritmetik konvekstir ancak
ve ancak f(e*) fonksiyonu Inl ={lnx|x €I} arahgi iizerinde
konvekstir.

(2) Eger f(x) fonksiyonu [ iizerinde azalan ve geometrik aritmetik konveks
ise f(x) I lizerinde konvekstir.

(3) Eger f(x) fonksiyonu I iizerinde artan ve konveks ise f(x) I lizerinde

geometrik aritmetik konvekstir.

Lemma 3.1.1 Kabul edelim ki I < (0,) bir aralik ve f:I - R reel degerli bir
fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu I {izerinde ikinci mertebeden tiirevlenebilir ise o
zaman f fonksiyonunun her x € I i¢cin GA-konveks( konkav) olabilmesi i¢in gerekli

ve yeterli kosul
f'e) +xf"(x) 2 ()0
esitsizliginin saglanmasidir[62].
Ispat: Lemmanimn ispati, f fonksiyonu I iizerinde GA-konveks(konkav) ancak ve

ancak g(x) = f(e*) fonksiyonu J = {lnx : x € I} iizerinde konvekstir(konkav)

gercegi ve konveks(konkav) fonksiyonlarin temel 6zelliklerinden kolayca elde edilir.

Ornek 3.1.1 £: (0,) = R, f(x) = Inx fonksiyonu hem GA konvekstir hem de GA-
konkavdir.
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Ornek 3.1.2 f:(0,00) > R, f(x) = ¢ (c sabit) fonksiyonu hem GA-konvekstir hem
de GA-konkavdir.

Teorem 3.1.2 Eger f: 1 — R konveks ise 0 zaman f fonksiyonu I’nmn I’ i¢ini kapsayan
herhangi bir [a, b] kapali aralig1 lizerinde bir Lipschitz sartini1 saglar. Sonug olarak, f

fonksiyonu [a, b] iizerinde mutlak siireklidir ve I’ iizerinde siireklidir[52].

Tamm 3.1.3 (Baza Ozel Ortalamalar): Bu baslik altinda a, b gibi iki pozitif reel say1

icin bazi ortalamalar verilecektir [9, 13].

1. Aritmetik Ortalama:

a+b
A= A(a,b) =
2
2. Geometrik Ortalama:
G = G(a,b) :==Vab
3. Harmonik Ortalama:
2ab
H =H(a,b) := >
4. Logaritmik Ortalama:
a , a=5»b
L =L(ab) :={ b—a
Inb —Ina '’ a#b
5. ldentrik Ortalama:
a , a=D>b
1
[ =1(a,b) =<1 <bb>m
—\— , a+hb
e\a?
6. p-Logaritmik Ortalama:
a , a=5>b
1
L, =L,(a,b) = prtl — gptl Tp , p+—10
a#hb

p+DOBG-a)]

7. Seiffert Ortalama:
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a—>b
S=5(a,b) = -
2arcsina gy
8. Bencze Ortalama:
a—>b
B = B(a,b) = -
arctg aT
9. Kuadratik Ortalama:
a? + b?
K =K(a,b) = oL ab=>0

ortalamalari vardir. Ayrica, p € R olmak iizere L, nin monoton artan oldugu bilinir ve

Lo =1, L_; =L ile gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki iliski literatiirde, asagidaki

gibi yer almaktadir:
HSGLZL<I<A.

Son olarak x,y pozitif sayilarinin r-inci kuvvetlerinin genellestirilmis logaritmik

ortalamasi

( T xT+1_yT+1

vl =y r+0,-1,x+y
Xy =0,x #

L (x,y) = 5 Inx —Iny’ rERxXFy
Inx — Iny
xyﬁ , r=-1,x+y
\ X, X=y

bigiminde tanimlanir.

3.2. Baz Esitsizlikler

Teorem 3.2.1. (Holder Esitsizligi) a = (a4, a,, ...,a,) ve b = (by, by, ..., b,) reel

sayilarin iki n-lisi olsun. Bu takdirde % + % = 1 olmak tizere

p > 1lise
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1 1
n n P n q
Z|akbk| < Z|ak|p ZIbqu
k=1 k=1 k=1

dir [42].
Teorem 3.2.2 (Integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve %+ i = 1 olsun. f ve

g, [a, b] arahiginda tanimli reel degerli fonksiyonlar, |f|? ve |g|?, [a,b] araliginda
integrallenebilir fonksiyonlar ise

b b P b
f F()g()ldx < f F GO j g1

esitsizligi gegerlidir [42].

Tamm 3.2.1 (Power-Mean Esitsizligi) ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimli
ve integrallenebilir iki fonksiyon olsun. |f| ve |g|9, [a, b] araliginda integrallenebilen
fonksiyonlar ise

1

b
[rretgeax

1
1-=
q

b b
f F(0g()ldx < f IF (0)ldx

esitsizligi gegerlidir.[42]

Tamm 3.2.2 (Hermite-Hadamard esitsizligi) f:[a,b] - R konveks fonksiyon

olmak tlzere

b
(1) 52 f roucs

esitsizligine Hermite-Hadamard esitsizligi denir. Burada f fonksiyonunun konkav

fla) + f(b)
2

olmasi esitsizligi tersine gevirir. Klasik Hermite-Hadamard esitsizligi bir konveks

fonksiyonunun ortalama degerinin hesabini saglar [45].
Ispat: f fonksiyonu I arahg iizerinde konveks oldugundan her t € [0,1] i¢in

fta+ @A —-t)b) <tf(a) + (1 —1t)f(b)
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esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0,1] araliginda t degiskenine gore
integralini alirsak

1

j Flta+ (1= Ob)dt < f [tF (@) + (1 — O)f(b)]dt
0

0

1 1

- ftf(a)dt + f(1 _ Of(b)dt =
0

0

f(a) +f(b)
2

elde edilir. Diger yandan, f fonksiyonu [a,b] kapali arahigi iizerinde konveks

oldugundan, t € [0,1] igin,

a+by (ta+(1-0)b (1—t)a+th
f( 2 >_f< 2 y 2 >

< %[f(ta +@A=6)b) + f((1—t)a+th)]

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0,1] araliginda t degiskenine gore

integrali alinirsa,

1
f(a;rb> s%f[f(ta+ (1-0b)+ f((1—t)a + th)]dt
0

=% ff(ta+(1—t)b)dt+ff((1—t)a+tb)dt

elde edilir. Bu son elde edilen esitsizligin sag tarafinda bulunan ikinci integralde

1 -t =s (—dt = ds) degisken degistirmesi yapilarak

f (a er b) < % ff(ta +(1—Db)dt + flf(sa + (1= s)b)ds

= ff(ta + (1 —t)b)dt

bulunur ve buradan
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(a+b

f(a) + f(b)
2 2

b
)Sbiaff(ta+(1—t)b)dxs

elde edilir. f;f(ta + (1 — t)b)dx integral ifadesinde ta + (1 — t)b = x degisken

degistirmesi yapilirsa

b b
ff(ta + (1 = t)b)dx < ﬁj f(x)dx

oldugu kolaylikla goriiliir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.
Tamm 3.2.3 (Ucgen esitsizligi) Her x, y € R sayilar1 igin

lx +y| < |x| + |yl
esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlige tiggen esitsizligi denir [42].

Tamm 3.2.4 (Ucgen esitsizliginin integral formu) £ fonksiyonu [a, b] kapali aralig1

iizerinde siirekli ve reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

b b
[ o < [if@ier @<p

esitsizligine tiggen esitsizliginin integral formu denir [42].

3.3. Tiirevinin Mutlak Degeri Konveks Olan Mutlak Siirekli Fonksiyonlar Icin

Iki Integral Ortalamanin Karsilastirilmas:

Bu kisimda 6zellikle calismamizin bulgular kisminda yararlanacagimiz, Hwang ve
Dragomir [24] makalesinde ortaya ¢ikardiklar1 yeni lemma, teoremleri, sonuglar1 ve
onermeleri verecegiz. Bu caligmada yazarlar, birinci tiirevlerinin mutlak degeri
konveks olan fonksiyonlar i¢in bazi yeni sonuglar ortaya ¢ikarmiglardir. Daha sonra,
birinci tiirevinin mutlak degerinin kuvveti ikinci anlamda s-konveks oldugu durumda
uygun versiyonu bulmuslardir. Elde ettikleri sonuglar1 uygulayarak, 6zel ortalamalar

icin baz1 yeni esitsizlikleri elde etmislerdir.

Klasik Ostrowski tipli integral esitsizligi, bir i¢ noktada degerlendirilen bir fonksiyon
ile bir aralik boyunca fonksiyonun ortalamasi arasindaki fark i¢in bir smir belirtir.

Yani, her x € [a, b],
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2

1 b 1 (x_a+b)
ff(x)dx—f(x) < Z+ﬁ (b

b—a
a

—a)lf e

dir. Burada f’ € L, (a, b), yani

lf'llc = ess sup |f'(t)] < oo

t€la,b]

ve f:[a,b] > R, (a,b) araligi lizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyondur. Burada, i
sabiti daha kiigiik bir sabit ile degistirilemeyecek anlamda nettir.
Teorem 3.3.1 f:[a, b] — R fonksiyonu f’ € L.[a, b] 6zelligine sahip mutlak stirekli

fonksiyon olsun. O zamana < x <y < b i¢in

2

b y a+b x+y
—— [ feodu - —— [ faan| < {7+ [E—Z| to-a-y+2lf]
b—afuuy—xfuu_4 b—a—y+x amyTx *
a X
1 A
Sz(b—a—)"Fx)”f Il

esitsizligini elde ederiz. % sabiti birinci esitsizlikte en iyi olas1 sabittir ve % ikinci
esitsizlikte en iyidir.
Genellikle K2 ile gosterilen ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlarm smifi Hudzik ve

Maligranda [22] tarafindan asagidaki yontemle tanimlanmustir. Eger her x,y €
[0,0),a,8 = 0,a + B = 1 ve bazi sabit s € (0,1] i¢in

flax+By) < af(x) + B (¥)
ise f:[0,00) > R fonksiyonu ikinci anlamdaki s-konveks fonksiyon olarak
adlandirilir.  Ornegin, f(t) = t%,s € (0,1] seklinde tanimlanan f:[0,1] - [0,1]
fonksiyonu ikinci anlamda bir s-konveks fonksiyondur. s = 1 i¢in kolayca goriilebilir
ki, s-konveksligi [0,00) {izerinde tamimlanan fonksiyonlar adi konveksligine

indirgenir.

[17]°de, Dragomir ve Fitzpatrick ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar igin gegerli

olan Hadamard’in esitsizliginin yeni bir versiyonunu ispatladilar. a < b olmak iizere
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a,b € [0,00) ve f:[0,00) — [0,00) ikinci anlamda s-konveks fonksiyon olsun. Eger
f € L[a, b] ise 0 zaman asagidaki esitsizlik gegerlidir:

b
so1p (@D 1 f(a)+ f(b)
2y (f5) S g | S s T

Bu son ifadenin ikinci esitsizligindeki sabit en 1yi olas1 sabittir.

Son zamanlarda, Alomari ve arkadaslar1 [4] tam degerdeki tiirevleri ikinci anlamda s-

konveks olan fonksiyonlarin sinifi igin bazi Ostrowski tipli esitsizlikleri sunmuslardir.
Bu boliimde kolaylik saglamak igin,

G-yb-a-y+x) , E-ab@-x

A= bh—a ’ b—a ’
ab _2(x—a) 6(x —a)?(y — x) 2(x —a)*(y —x)
@bxy) = o= —a-y+x) G-ab-a—y+2?
3x—a)ly—x)  (y—x)(b—a—-y+x)
- + ,
b—a b—a
3 2(x —a)3(y — x) 3(x —a)*(y — x)
](a’b’x'y)_(b—a)(b—a—y+x)2_ b—a
2(b—a—-y+x)y—x) 2(b—1y)?
* b—a " b—-a ’

ile gosterecegiz, burada a < x < y < b dir.
Lemma 3.3.1 [24] f:[a,b] » R bir mutlak siirekli fonksiyon ve a <x <y <b
olsun. O zaman asagidaki esitlik gegerlidir:

b y 1
1 1 (v — )2
—b_aff(u)du——y_xff(u)du =%ftf’((1—t)a+tx)dt

0

x)> /(1 —t)a+tx)dt

a b—a

+f<(y—x)(b—a—y+x) x—a)y—

b—y)? [
+—(b—32 f(l—t)f’((l—t)y+tb)dt.
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Teorem 3.3.2 [24]f: [a, b] = R bir mutlak siirekli fonksiyon ve |f’|, [a, b] tizerinde

konveks olsun. O zaman a < x < y < b i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir:
b y
1 j g 1 f d
=) fde == | fadu
a X

HEZL @l + 1@ b x I @) + b I O] + 2

|f*(b)]

Teorem 3.3.3 f:1 € [0,) — R fonksiyonu f’ € L[a, b] olmak iizere I’ (I nin igi)

tizerinde mutlak stirekli olsun, burada a < b, a, b € I dir. Eger |f'|? fonksiyonu p, q >
1, §+$ =1 ve f' € Lo,[a, b] olmak iizere bir sabit bir s € (0,1] icin [a, b] aralig1

tizerinde ikinci anlamda s-konveks ise 0 zaman a < x <y < b igin

b 0
1 1

1\ (x—a)2 BP* 4 (A— BYPYI\F (b —y)?
S(p+1)(+1> 171l b—a +< A >+ b—a

esitsizligi elde edilir [24].

Teorem 3.3.4 f:1 < [0,0) » R fonksiyonu f' € L[a,b] olmak iizere I arahigi

tizerinde mutlak stirekli olsun, burada a < b, a, b € I dir. Eger |f'|? fonksiyonu p, q >
1, %+$ = 1ve f' € Lo[a, b] olmak iizere bir sabit bir s € (0,1] igin [a, b] lizerinde

ikinci anlamda s-konkav ise 0 zaman a < x < y < b igin

b y
1 1
mf f(u)du — yTxff(u)du

<) 7[5 ()
NLaRRL A R e

esitsizligi elde edilir [24]. Teorem 3.3.4’de s = 1 i¢in asagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 3.3.1:1 € [0,) — R fonksiyonu f’ € L[a, b] olmak {izere I {izerinde mutlak
siirekli olsun, burada a < b, a,b € I dir. Bger |f'|9 fonksiyonu p,q > 1, %+$ =1

ve olmak tizere [a, b] tizerinde konkav ise 0 zaman a < x < y < b igin

b y
1 1
5 Feotn == [ raoa

() [ () (A=Y 1)
a0

esitsizligi elde edilir [24].

Onerme 3.3.1a,b,x,y ER,0<a <x <y < b vep € R\{-1,0} olsun. O zaman
p p

|Lp(a, b) — Ly (x, 2]

M (x —a)?aP 1!

b — pr—l
- 6 - +1(a,b,x,y)xP" +J(a, b, x,y)y?~t + Ll

b—a
elde edilir [24].

Onerme 3.3.2 Kabul edelimki a,b,x,y E Rve 0 < a < x <y < b olsun. O zaman

_ _ 1 (x_a)Z I(a,b;x;J’) ](a,b,x,Y) (b—}’)z
IL=*(a,b) — L7 (x, )| Sg b - t—2 + 52 (b—a)bzl

elde edilir [24].

Onerme 3.3.3 Kabul edelimki a,b,x,y E Rve 0 < a < x <y < b olsun. O zaman

I(a,b)]] _1[(x—a)* [(a,b,x,y) J(abxy) (b—y)?
|ln [I(x,y)” Sg (b—a)a+ X + y (b—a)bl'

dir [24].
Onerme 3.3.4 Kabul edelimki a,b,x,y E Rve0<a<x<y<h<1,0<s<1

vep,q>1, %+%= 1 olsun. O zaman
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(s+q)/q _ (sta)/q
|L(S+q)/q (a,b) L(S+q)/q Cx, y)|

1 1 1
<s+q( 1 )5( 2 )E (x—a)2+ B”“+(A—B)”“If’_l_(b—y)2
T q \p+1/ \s+1 b—a A b—a

elde edilir [24].
Onerme 3.3.5 Kabul edelim ki abx,yERO0<a<x<y<bhb<lO0<a<slve

p,q>1, %+% = 1 olsun. O zaman

(a+q)/q _gyla+q)/q
L(a+q)/q (a,b) L(a+q)/q Cx, y)|

St [ (O (2 )
)

elde edilir [24].
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4. BULGULAR

Bu boliimde ilk olarak Geometrik-Aritmetik (GA) konveks fonksiyonlar i¢in yeni
lemmalar ve teoremler elde edilmis, bulunan bazi sonuglar ¢esitli ortalamalara
uygulanmistir. Daha sonra hem Holder hem de Power-Mean integral esitsizligi ile
birlikte bir integral esitligi kullanilarak n-kere diferansiyellenebilen konveks ve
konkav fonksiyonlar i¢in bir kag yeni esitsizlik elde edilmistir. Bu boliimde elde edilen
bulgularm bir kismu uluslararasi: konferansta bildiri olarak sunulmus, diger bir kismi

ise uluslararasi dergide yayimlanmistir.

4.1 |f'| Fonksiyonunun Geometrik Aritmetik (GA)-Konveks Olmas1 Durumu

f:la,b] € R* > R mutlak siirekli bir fonksiyon, a < x <y < b olsun.
Cxy:la,b] € R* - R gekirdek fonksiyonu

( Ina — Ins
Inb — lna , S Elax]
Ins —Ilnx Ina—Ins
Cay () =9 Iny — Inx + nb—lna . °° ()
Inb — Ins
\ Inb — Ina , S E D]

seklinde tanimlansmn. Asagidaki Ozdesligin ispatinda ¢ekirdek fonksiyonu

kullanilacaktir.

Lemma 4.1.1 f:[a,b] € R* - R mutlak siirekli bir fonksiyon a <x <y <b ve

a,b € R* olsun. Bu durumda asagidaki esitlik saglanir:

b y 1

1 f(w) 1 ff(u) _ (lnx—lna)zj ottt

lnb—lnaf u du_lny—lnx u du_—m tf'(a'~txt)a'"txtdt
a x

0

) fl(xl—tyt)xl—tytdt

1
(Iny — Inx)(Inb — Ina — Iny + Inx) (Inx — Ina)(Iny — Inx)
+ t—
f Inb — lna Inb — lna
0

1
(Inb — Iny)* 1=t pt Y, 1=t ot
+Wf(1 —O)f )yt thtdt

0

Ispat. f:[a,b] € R* - R mutlak siirekli bir fonksiyon, C,,:[a,b] € R* - R

cekirdek fonksiyonu, a < x <y < b ve a,b € R* olsun. Bu durumda
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1 f (u) 1 f(u) b ,
Inb — lnaf u lny lnxf u L(;x,y(s)f (s)ds

esitliginden yararlanarak uygun integral alma ve degisken degistirme islemleri ile

1 1

11=j¢f0f*x0¢’%%ﬁ— f“ﬂfwlttﬂ

1
0 in (2) 0

£ - [ rlattxa
0

()

! 1 )
~Inx — lnaf(x) "~ (Inx — Ina)? J u 2

1
I, = f ((lny — Inx)(Inb — Ina — Iny + Inx) ‘e (Inx — Ina)(Iny — lnx)) Fi-tytyri-tytdt

inb — lna Inb — lna
0

1
J (lny — Inx)(Inb — Ina — Iny + Inx) . (Inx — Ina)(Iny — lnx))

Inb — lna Inb — lna

) d(f(ty")
x 0

1 |(lny — Inx)(Inb — Iny) FO) + (Inx — Ina)(Iny — Inx)

- In (X) Inb — Ilna ) Inb — lna
x

f(x)

1
(Iny — Inx)(Inb — Ina — Iny + lnx))
_ 1-t,,t
ff(x Y)( Inb — Ina dt

1 (Iny — Inx)(Inb — Iny) o)+ (Inx — Ina)(Iny — Inx)
AN Inb — Ina

- Iny — Inx Inb — lna &)

y
j‘ (Iny — Inx)(Inb — Ina — Iny + Inx) du 1
f@w) Inb — Ina u Ilny — Inx

y
_Inb —Iny Inx f (u) 1 fw
~Inb — lnaf(y) T b —ina Inb — f( )= Iny — lnx_[ lnb - lna_f u du

[a-varor)

1
In (5) rd

L= [ - 0rG )yt =
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- —f(y)+ff(y1‘tbt)dt
0

In (5)

_ f (u)
- lnb b —tny’ Ot p = lny)zf

—_— 2 - - - -
bulunur. Yukarida elde edilenlerden I; ifadesi —% ile ve I; ifadesi ise
(Inb-Iny)? .

R ile garpilip taraf tarafa toplanirsa
(nx — Ina)? (nb — Iny)? L (@ 1 [f@
nx — lna nb — Iny u u
- L+1 =—
Inb — Ina 1 H Inb —Ina 3 Iny lnxf du+lnb lna_f du

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem4.1.1 f:[a,b] € Rt - R mutlak siirekli bir fonksiyon ve |f'|, [a, b] tizerinde

GA-konveks fonksiyon olsun. O zamana < x < y < b i¢in

b y
1 f f@) 1 f f@)
du — du
Inb — lna u Iny — Inx u
a X

_x +a 2(x —a) , , ,

= _ln(g) T i) If'(@)| +I(a, b, x, Y)If' ()| +J(a b, x, Y)If' O
y+b  2(y-b)

B NONING IF(®)] (4.1.1)
() w(Z)n(3)

(x—a) y+b 2(y—b)
sllflloo{[““— = I+I(abxy)+](abxy)+[ + l}
(@ m(mE) n@) @)
esitsizligi elde edilir. Bu teoremin ispatinda ve bundan sonra kolaylik saglamasi i¢in,

(Iny — Inx)(Inb — Ilna — Iny + Inx) (Inx — Ina)(Iny — Inx)
= ve B =
Inb — Ina Inb — Ina
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ln(g)_z 2(x —a) Bx y(A—B)—-x(A+B)
I(a,b,x,y) =x - + _

G n@ue wd w@)

x+y) (A-B) X% 4Ax  y\Z

@) " w wgh

Ay — Bx Bx + By —2Ay x+y 2Bx y%
+ + 24 +

n® " w® el @™

| 4Ax X%_ ln(§)+2 2(b—y)

@ @ nEnE

x
gosterimleri kullanilmistir.

— 24

J(a,b,x,y) = .

Ispat: Lemma 4.1.1°den

b y 1
1 1 Inx — Ina)?
ff(u) du ff(u) dul < Mf tlf (@ txt)| al~txtdt
Inb — lna u u
a X

Bl Iny — Inx Inb — lna
0

1

|

0

(Iny — Inx)(Inb — Ina — Iny + Inx) . (Inx — Ina)(lny — Inx)

1(A1—-t,,t 1-t,,t
Inb — Ina Inb — Ina If' Gty Ol x1~tytde

1
(Inb — Iny)? 1=t Bt [2, 1=t Bt
0

elde edilir. |f'|’niin Geometrik-Aritmetik (GA)-konveksligini kullanarak

1 1
{nx — Ina)” [ @y armextar < Gl fna) [ da-olr@i+dr@iasa

Inb — lna ~ Inb—-Ina

_ (Inx — Ina)?
"~ Inb—Ina

|f'(a)l f t(1 —t)at~txtdt + If’(x)lftzal‘txtdt

_ (Inx — Ina)? 413
"~ Inb—Ina (4.1.3)

|f'(a)l f ta~txtdt + {|f' (x)| — If’(a)l}f t2al~txtdt

~— ~—
I 1

e —

yazilir. | ve Il integralleri uygun kismi integrasyon yontemi ile hesaplanirsa
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m? @ msé)

bulunur. (4.1.4) ve (4.1.5) degerleri (4.1.3)’de yerlerine yazilirsa
(Inx — lna)? X X a
’ - +
e ol v
P = 1 @ |~ e b -
m(g) (@) w (@) Q)

=(lnx Ina)? (@)l x __x & __x 2x X
e Vo) ) ) @ D w0

2a 2x 2x 2a
i (3)

(4.1.5)

FIF GO [ln)(cg) @) w (@) (%)]}
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_ (nx - lnot)2 a X 2x 2a

=t | @) e @) (©) e )
F I x 2x 4 2x 3 2a
m(g) (g m(z) Q)
- |t et |f (@)
@ @) ()@ n(E)md
xln(g) 2x 2a ’
[N NmErT e T
_|xta 2(x —a) , () 2(x —a) ,
= e ln(g) ) If' (@] + [x n(®) ln(g)ln(g) If'(x)|  (4.1.6)
elde edilir. Simdi ise
.f (Iny — Inx)(Inb — Ina — Iny + lnx)
) Inb — Ina
L _ll:;)_(l;);_ i If' (" ty D) |x "ty tdt (4.1.7)

integralini hesaplayalim. |f’|’niin GA-konveksligini kullanarak (4.1.7) integralini

f

0

(Iny — Inx)(Inb — Ina — Iny + lnx)
Inb — Ina

(Inx — Ina)(Iny — Inx)

|fl(x1—tyt) |x1—tytdt

Inb — Ina
1
< [ 14 = B = 011+ el Oty (4.18)
0
seklinde yazabiliriz. Buradaki (4.1.8) ile gosterilen son integralde mutlak degerin
At—B, t= %
|At — B| = B
B—-At, t< Z

seklindeki tanimindan yararlanilirsa
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f At — BI[(L = DIf' G + ¢l O Ix*~tytdt
0

- j (B — AD[(1 - OIF Gl + tlf OIx =ty de
0

+ f (At = BY[(1 = DIf ()] + tlf' ) ]xi-tytde

= f (B — At)(1 — O)|f' () |xtytdt + j (B = ADt|f' (y)|x'tytdt
0 0

+ [ —B)a - ol @ixi-tytae + j (At - B)tIf ()lx*-tytdt

Dsltc%’_‘

A
B B

= Bxlf’(x)lf(l —t) (%)tdt —Afo’(x)If(t— t?) (%)tdt
0 0

I 11
+Bx|f’(y)|ft dt - axif’ (y)lft2 (%)tdt
0 0

+Ax|f’(x)|f(t —t?) ;)tdt —Bfo’(x)If(l —t) (%)tdt
v VI

+AXIf ()] f 2(2) de - Balf )| f (4.1.9)

vl VIl

yazilabilir. I-VIII integralleri i¢in uygun degisken degistirme ya da kismi integrasyon
yontemi uygulanarak

Y)”+ f (%) a
0 oln@)x

A yt .
Izof(l—t)(;) dt=(1—t)ln(z)(;
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s |y es D s s

=
P
I KR

11 = !(t —t?) (%)tdt =(t—t?) 1y (X)t

in(%)

= (-t 1y (X)

in(3)

x 0 X 0 x
B2 1 i B 1 i 2 a2
@ gy wet W
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_ 11y B 1ogyi 1 oy
“n@ W@ @Y wg®
elde edilir. Bulunan I-VIII integralleri (4.1.9)’da yerine yazilirsa

f At = BI[(1 = O1f (O] + el G Ix*~tytde =

= Bx|f'(x)|

A g e
% (

[ y
el (BB G (B
A|f()||l< )m(%) (1 z)

+Bx|f'(y)l

it g e
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oo |B 1 ywa B 1 a2 gy 2
W )
5 oy Y
s 2y BRI B
w@ W@ 8w w0

PO g g

N TS N T I 1

Ol e w ) @ el )
N 1 y B 1 g% 1 g

—Bxlf' )| "0 A ) +lnz(%)(;)]

= Bx|f'(x)|

, 1 y 2 y (B B 1 v
+Ax|f (x)lllnz(%)x ln3(¥)x <A AZ)Zn(%)(x)

+ (1 - 2 %) (%)Z lnzl(%) B lnzl(z) + ln32(X) (%)A ln32(%) +
1720 B 1 1 r 20 ()
B T R M ST MR T T )

+Ax|f"(¥)l n (z); 2 (X); * In3 (%); ) A_Z@
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@) W@ el wd W@ wE
[ s o () 1
ol B 1 oo 2(3) 1 1y
= Bx|f'(x)|12(1 -~ =)+ - - - ~1+
g g e e e

: 1 y 2 y (B B 1 (v
+Axlf omllnz UERTIGE 2<A A2>ln @)(x)

gt mgt g el
gt w gt g w we
e e i )

i wgd
_ {_ ané - y( - Ll?r)l_(g)(A vB) z?;xé )w 42 (:l—( %B)) ) 4;‘:6 %} GOl
g e el

olur. Simdi (4.1.2) esitsizligine ait

1

f (1= OIf Gtht) |y -thtdt (4.1.11)

0

(Inb — Iny)?
Inb — lna

integralini hesaplayalim. S6z konusu integrali |f’|’niin GA-konveksligini kullanarak

1

f(l — t)lf’(yl—tbt)lyl—tbtdt

0

(Inb — Iny)?
Inb — lna
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Inb —1 2 ¢
{nb — Iny)” [ta-v21re1+ - ol Gy -pa

~ Inb—Ina
0
Inb — Iny)? 2 ! N
oM M) f (a-o2(2 dt+y|f’(b)|ft(1—t)(;) dt
0
( ) '{ ¢ e |
Inb — lny2 ) ,
=" O [ dt—zj e [ (2) ol
k 0 1 11 ° 1 J
|[1 1 ]|\|
b\* N
+ylf (b)Iut(;) dt—bft (;) dt” (4.1.12)
l v |4 J)

seklinde yazabiliriz. Daha once almis oldugumuz integrallere benzer olarak kismi

integrasyon uygularsak 1-V integralleri i¢in

Il
O Y— -
N
< |
——
o~

2 1 _29 1 +22 1 B 2
) w@) @) w )

bulunur. I-V integrallerini (4.1.12) esitsizliginin sag tarafinda yerine yazilirsa
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(Inb — Iny)?

1
— ! 1-t Lt 1—-t .t
Inb — Ilna f(l OIf' b)) |y ~thtdt
0

b

(Inb—Iny)*) b_1 . S P
< YN — R~ =2, yb
Yin (_

y

Inb — Ina (5) In (y) Yin (y) In? )
PV L A S S S A S
@) e @) @) )
b1 1 b 1 b 1

10| ~y Y inz (2)
+ylf (leyln(%) ylnz(§)+ln2(§) yln(§)+2yln2(§)

e 5) " (3)‘}

_ 2
In 4 )

Inb — lna

FYIFO [ =20 g
Y In2 (g) Y in3 (g) In? (g) In? (g)

_Inb—Iny IFo)l-1-2 ! +29 - —
s B2V ln(g) Y In2 (g) 2 (2)

| e e
Yin (g) Y In? (g) In? (g) in (g)

_mb—-Iny) | Y Y
_lnb—lna{lf (y)ll Y zn(§)+ln2(§) lnz(é)‘

+ £ ()l lln (3) 2 (3) " In? %) ' ln}(lg)B
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b_2b 2y y ,
M@zm®+wefm®hmﬁ

y
b Inb  2p mb gy by b
’ ln(g) g 2 (3) g e (3) ln§+ln(§) n? 7

b — l s + 2 b —b
=l 205y _y2) ) Lf’(ywl”b i e "”b)'(‘“'”)

n(g)m(z) (G n(g) n@n()

elde edilir. (4.1.6), (4.1.10) ve (4.1.13) ifadeleri (4.1.2)’de yerine yazilirsa

b y
1 f f@) 1 f f@)
du — du
Inb — Ina u Iny — Inx u
a X

x+a 2(x—a) ln(g)—Z 2(x —a)

] If"(@)] +

< ln(g) - (g) ln(g) x ln(g) + o (g) ln(Z)‘ €3]

[ Bx yUA-B)-x(A+B) _ (x+y) . A-B) g aax E|
Te@™ w@ e e ey
Ay —Bx Bx+ By — 24y x+y 2Bx y% 4Ax y% ,

R Rt e

— ln(§)+2 2(b—y) ‘ y+b 2(y — b)
v+ 5 If’(y)l+l i+ —— b‘lf’(bn
in(z)  m(G)n(3) in(z) m(G)mn()

_ -x ta 2(x —a) ,
B _zn(g) In (g) zn(g)‘ 7l
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m(2)-2 20-a)  Bx yA-B)—x(A+B) _ (x+)

T Th@ue w® =@ wd
(A—=B) i 4Ax il
2x Q )+ o &) |1rr@l
Ay-Bx Bx+By—-2Ay _ x+y _ 2Bx i 4Ax i In()+2
To® g e wm® wg®
2(b—y) y+b 2(y —b)

|11+ [+ ' ®)

" @nd) (@) @

olur. Buradan da

b y
1 1
ff(u) o ff(u) <
Inb — Ina u Iny — Inx u
a X

_x+a 2(x —a) ) ) )
< _ln(g) g (g) n®) If" (@] +1(a, b, x, Y)If" | + J(a,b,x, YIf' W)I
in(z) n(g)n(3)
x+a 2(x—a) y+b 2(y — b)
< f'lleo — +1(a,b,x,y) +J(a,b,x,y) +
@ m@me] T ) @)

esitsizligini elde ederiz.
4.2 |f'|7 Fonksiyonunun Geometrik Aritmetik (GA)-Konveks Olmasi Durumu

Teorem 4.2.1 f:1 € [0,00) — R fonksiyonu f’ € L[a, b] olmak iizere I" (I nin ici)

tizerinde mutlak siirekli olsun, burada a < b, a, b € I dir. Eger |f'|? fonksiyonu p, q >
1, %+% = 1ve f' € Ly[a, b] olmak tizere [a, b] tizerinde GA-konveks ise 0 zaman

a < x <y < b igin asagidaki esitsizlik elde edilir:
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b y
1 f fQu) 1 f fw)
du — du
Inb — Ina u Iny — Inx u
a X

1 \» (Inx —lna)? ; x9—al 7
<1Flle (> 5) ( )
p+1

Inb — lna \Inx? — lna?

BP*1 4+ (4 — B)P*+1 % yq — x4 %
+ < A > (lnyq - lnxq)

(Inb — Iny)? ( ba — y4 )é
Inb — Ilna \Inb4 — Iny1

(4.2.1)

Ispat: Lemma 4.1.1 ile Holder esitsizligini kullanarak

b y
1 fQw) 1 f f@
b <
Inb — lna,’. u 8 Iny — Inx u duf <
a X
1

|

0

1

f tlf/(al—txt)l al—txtdt

0

(Inx — Ina)?

Inb — lna

(Iny — Inx)(Inb — Ina — Iny + Inx) .

Inb — lna

(Inx — Ina)(Iny — Inx)

e |/ Mo D S L

1

.l-(l _ t)lfl(yl—tbt)lyl—tbtdt
0

(Inb — Iny)?
Inb — lna

1 1
p| 1 q

s(l”x_—l"a)z ftpdt f[If’(al—txt)I(al’txt)]th

Inb — lna
0

(Iny — Inx)(Inb — Ina — Iny + Inx) .

Inb — lna

|

1
q

(Inx — Ina)(Iny — Inx)

p |P[12
dt f 1 Gty B G-ty ]9

0

Inb — lna

50



q

Inb — Iny)?| [ dF
+% [f(l - t)"dt‘ [f“f’(}’ltbt)l(yltbt)]th‘ (4.2.2)
0 0

elde edilir. f' € Lo[a, b] ve |f'|? fonksiyonunun GA-konveksligi kullanilarak,

1

1
f[If’(al‘txt)l(al‘txt)]"dt < f[(l — )@t f'(@)|9 + t(a*txh)|f (x) 9] de
0

— If (@] f (1 - (@ ~x)dt + | ()] j H(ai=txt)dt
0 0

1

= aIf @) f -] ae+arpcor [ e[E)] a
0 0

1

| +atlf (e I@ [(g)q]t - [@:]tq‘

= 21| (@] %[(g)q]t N [(Zg)jq

IR @,
= aq|f'(a)|q -— . (g)q + l Za()_c)q = o (g)q + at |f’(x)|q Ilnc(lg)q - lnza(g)q + In? (g)q]
q x\? x\1
el 1 & 1 @ @ !
R T OO IO MO el

= alllf'llg

xq — q4 ]

= If'II% (4.2.3)

Inxq — lna4

yazilir. Burada integrallere kismi integrasyon uygulanmistir. Benzer sekilde

1 1
f [1F Gty ) (1 -tyt)]ade < f [(1 = OG-ty @] + G-ty )| (y)]9]de
0 0
1

=xq|f'(x)|qf1(1 — 1) [(%)q]tdt+xq|f’(y)|qft[(%)q]tdt

0
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1

BN [CE YT 1 IFS ri (Cl
el el @)‘1]0 s Im(%)‘*[(x” <>\
R G o @@

S v o) S e

@ e

< xf'IIG

= xf'lI&

= x| f'll&

()" Q)]

yq — x4
Inyd — lnxq]

= If'1Ig (4.2.4)

elde edilir. Ayrica

1

1
f [f Gt pO)I = pO)]dt < f[(l —DOELOUS I+t D) ()] dt
0

0

— YAf (y)] f 1-1t) [(g)q]tdt + Y4 (b)] f ¢ [(g)qltdt

tq 1 t 41

+ qlf’(b)|q|[ t [(2)q]t_
R PO

_(1—t) [<b>q]t+ [( )q]

1
, |

=y f' M| ——=|| -
b e (2 )qJ'

0

B © ‘
n®) @) )
sy"llf’ll‘i,l &) L . S G _ G — )4

me () (@) ) n@E) wd) m

1
=y f' )l - - af'(b)l4
i in? (g)q In (g)q In? (%)q‘ " Il

52



6

:yQ“f’”Zo b q b q
b9 — y4
_ 14
= 118 (g =] (4.25)

yazilir. Burada her iki integrale daha once yapildigi gibi benzer sekilde kismi

integrasyon uygulanmistir. Ayrica basit hesaplama ile

1
1
Pdt = —— 4.2.
jtdt ) (4.2.6)
0
g 1
1—t)Pdt = —— 4.2.
Ja-ora=— (427)
0

1

|

(Iny — Inx)(Inb — Ina — Iny + Inx) ; (inx — Ina)(Iny — Inx)|” it

Inb — lna Inb — lna
0
B/A 1
< f (B — At)Pdt + f(At — B)Pdt
0 B/A

WUARTEOL woo

Tp+1 A

elde edilebilir. Burada A ve B bir 6nceki Teorem 4.1.1°de tanimlandig: gibidir. (4.2.2)-
(4.2.8) esitsizlikleri birlestirilirse,

b y
1 fw 1 Fw) (Inx — lna)?[ 1 P
f du — f du| < [ ]
Inb —Ina u Iny — Inx u Inb—Ina lp+1
a X

1 F*’“HA—B)"”]F [nf'll‘;[—yq:xq ]r

1
x?—qd 71]7
"4a
71l [lnxq — lnaq]l

p+1 A Inyd — Inx4
1 1
(Inb — Iny)? [ 1 ]5 11 [ b9 — y1 ] 1
Inb—Ina Ilp+1 S e, Inbq — Iny4
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1
1 )% (Inx — lna)? ( x9—qf )% N <BP+1 + (A - B)p+1>5< y9 — x4 )%

+1 Inb —Ina \Inx9 — Ina? A Iny? — Inx4

= Il

Inb — Ina \Inb% — Iny?

, (b~ lny)2< b — y4 f‘

esitsizligi elde edilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Sonuc 4.2.1 Eger x + h € (a, b) olmak iizere y = x + h olarak seger ve

{Bp“ +(A- B)vﬂ}% Iy — Inx {[(lnx _ ln@)|P* + [(Inb — zny)]vﬂ}%

A " Inb — lna (Inb — Ina — Iny + Inx)

oldugunu da g6z 6niine alirsak, o zaman (4.2.1)’den

b y
1 1
ff(u) . Jf(u) <
Inb — Ina u Iny — Inx u
a X

1
(Inx — Ina)? ( x? — a1 >% A <Bp+1 + (A - B)”+1)5< y?—x1 )%

Inb — Ina \lnx? — lna4 A Iny? — Inx4

< Il (- )
_f°°p+1

, (nb lny)2< b — ya f]

Inb — Ina \Ilnb% — Iny?

x+h

b
1 fw) 1 fw)
Inb — lna,I- u du — In(x + h) — Inx J. u du

1 1

1 \e|l(lnx —na)? ; x7—a \a

<IFlle (-5) ( )
p+1

Inb — lna \lnx? — Ina4

1
In(x + h) — Inx ([(Inx — Ina)]?*! + [(Inb — In(x + h))]P*! 5( (x + h)? — x4 )%
Inb — Ina Inb — Ina — In(x + h) + Inx In(x + h)? — Inx1

(Inb — In(x + h))? ( b? — (x + h)A >%
Inb — Ina Inbq — In(x + h)4

elde ederiz. h —» 0% i¢in

fx+h @du

X

In(x + h) — Inx

54



integralinde % belirsizligi mevcut oldugundan L’Hospital kurali uygulanirsa

lim f;ﬁh@du = lim fgcx:hh) G+ ) - @OC)I
-0t In(x + h) — Inx  n-o* 1 0
x+h

flx+h) - f(x)

— lim X +h
h—0% 1
x+h
h
lim, (x + h)f(x:h ) e+ 0)% = F(x)

elde edilir. Bu durumda asagidaki esitsizlik elde edilir.

ff( ) 4y — )

1 1
<1 ( )l (Inx —lna)? [ x7—q% \4 N (Inb—Inx)?( b1 —x2 \a
flleo +1 Inb — Ilna \Inx? — lna4 Inb —Ilna \Inb? —Inx1) |

Teorem 4.2.2 f:1 € [0,) — R fonksiyonu f’ € L[a, b] olmak iizere I’ (I nin igi)

Inb — lna

tizerinde mutlak stirekli olsun, burada a < b, a, b € I dir. Eger |f'|? fonksiyonu p, q >
1, %+% =1 ve f' € Ly[a, b] olmak iizere [a, b] lizerinde GA-konveks ise 0 zaman

a<x<y<bign

ff(u)

[, -
Inb — lna u lny Inx
a

Inx — 1 2 1 ’ q 4 q] l q q %
—(Z:;—ZZ;) [Cl(a,x,p)]i[lf ()] ;-If €3] — +[C2(xyp)] [lf €3] ;-If 621 ]
(nb — zny)2 (I QI + 1 ()14

Inx — Ina)> s 1 : 1
< % (€@ P I IS TF + 6oy, (I IS

Inb — Iny)?
+ 82 e ) BT
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Inx — 1 2
:Hf,”m{M

[C1(a, x, p)]% + [C,(x,y, p)]%

Inb — Ina Iny — Inx
(Inb — Iny)? 1
b —Ina_ [C3(y, b, p)]? (4.2.9)

esitsizligi elde edilir. Burada kisalik i¢in asagidaki gosterimler kullanilmistir.

1

Cy(a,xp) = f [t(ai-tx)]Pdt (4.2.10)
0
1
e.( = f (Iny — Inx)(Inb — lna — Iny + Inx) .
2 Yo p) = Inb — Ina
0
Inx — Ina)(lny — Inx)|”
(I l::)—( lrr?; nx) (x1"tyHPdt (4.2.11)
1
C3(y,b,p) = f[(l — )y ~tph)]Pdt (4.2.12)

0

Ispat: Lemma 4.1.1 ile Holder esitsizligini kullanarak

b y
1 fw 1 f f@
— <
Inb — lnaf u du Iny — Inx u duf <
a X
1

|

0

1
(Inx — Ina)?

ftlf’(al_txt)l al~txtdt

0

Inb — lna

(Iny — Inx)(Inb — Ina — Iny + Inx) . (Inx — Ina)(Iny — Inx)
Inb — Ina Inb — Ina

If' Gty ~tytde

1
(Inb — Iny)?
mf (I=DIf' 7 bO)ly " bidt
0

Inb — lna

- (Inx — Ina)® f[t(al_txt)]pdt f|f’(a1_txt)|th

0

Inb — lna

1
N [J‘ (Iny — Inx)(Inb — Ina — Iny + Inx) .
0

QR

p

Inx — lna)(lny — Inx
( Uy =)l e,

Inb — lna

-
[ f IZ (xl‘tyt)l"dt‘
0
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Inb — lna
0

+(lnb——lny)2 [f[(l _ t)(yltbt)]pdt‘ [f|f’(y1tbt)|th]
0

q

(4.2.13)

elde edilir. f' € Lo[a, b] ve |f'|? fonksiyonunun GA-konveksligi kullanilarak,

1

j I (a3 =txt)|9dt < f [(1 = Ol @I + tlf' 0l de
0

0

1

- If’(a)qu(l Dt + If’(x)lqjtdt
0 0
<118

f F Gty h]9de < j [(1 = OIF I + el O] de
0

0

1

1
- If’(x)qu(l _Dde+ If’(y)qutdt
0 0
< IIF11%

f F'(ythh)|dt < f [(1 = DI I + tlf"(b)|9]de
0

0

1

- If’(y)qu(l _Dde+ If’(b)qutdt

0
< IIf'II%

bulunur. (4.2.10)-(4.2.16) ifadeleri birlestirilirse,

b y
1 f SO 1 f f@
u-— du
Inb — lna u Iny — Inx u
a X

If" @17+ 1f" Gl

(Inx — Ina)?

~ Inb—-Ina 2

[Ci(a,x, p)]%[ ]q + [Co(x,y, p)]%[
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(4.2.14)

(4.2.15)

(4.2.16)

'O+ If ()19 ]a



(Inb — Iny)? IF O+ I (B9
+ Inb — lna G b, )] 2

Inx — Ina)?
= (Zl);—na)[cﬂa x,p)] [”f g, ]q + [Cy(x, y,p)]p[”f ||Oo]q

(Inb — Iny)? .
+ I G b, p) PPLIFIIG]

Inx — Ina)?
1l {—( rx — [na)

lnb _ lna [Cz(x, y: p)]p

[C.(a,x, p)]P + Iny = Inx

(Inb — Iny)? 1
Y T ina [C3(y,b,p)]P

esitsizligi elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Teorem 4.2.3 f:1 € [0,) — R fonksiyonu f’ € L[a, b] olmak iizere I’ (I nin igi)
tizerinde mutlak siirekli olsun, burada a < b, a, b € I dir. Eger |f'|? fonksiyonu p,q >
1, %+% =1 ve f' € Ly[a,b] olmak tzere [a, b] lzerinde Geometrik-Aritmetik

(GA)-konveks ise 0 zaman a < x <y < b igin

b
1 @ . @ .
Inb — lna f u lny Inx f

;[ 29 +3 ]%
(@ +1(q+2)

2

( [
<1F'll 4 (lnx — lna) | a? X\ )
|k na l[ln( ) [(a) ]

|
I
|

S P | AR
ad|in ) J q+ q+
(Inb — lny)zl[ yP b\P ]I% 1 %\I
Inb — Ina iln(g)z’ [(;) B “ [m] } (4.2.17)
Y, ] J

esitsizligi elde edilir. Burada A ve B Teorem 4.1.1 oldugu gibidir.

Ispat: Lemma 4.1.1 ile Holder integral esitsizligi kullanilarak
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b y L
1 fQw) 1 fw (Inx — lna)zf .
— < 1 a1—t.t 1-t., .t
Inb — lnaf u du Iny — lnxf u du| < Inb — Ina tlf (@ x)a'"txtdt
a x

0
1
|

0

(Iny — Inx)(Inb — lna — Iny + lnx)
Inb — Ina

(Inx — Ina)(Iny — Inx)
Inb — Ina

If' Gty Ol xttytdt

1
Inb —1 2
{nb = Iny)” f (1= Olf' (YtbO) |y thtdt
0

Inb — lna

Inx — Ina)®
_(;:;) ZZI) lf( 1-t t)pdt‘ ljtﬂf (al-t t)lth

1 1
1 q

p
N f (t-tyt)d f At — BI9|f" (x1tyt)|9dt
0

0

1

1o 1
(Inb — Iny)? - 8 A

Y b —Ina f(y b*)Pdt f(l —O)Uf )|t (4.2.18)

0 0
yazilir. f' € Ly[a, b] ve |f'|1 nun GA-konveksligi kullanilarak,
1 1

ftqlf’(al‘txt)lth < f[(l — Ot f' (a)|? + tt?|f' (x)|9]dt

0 0

1

= If'(@If f (t9 = £ dt + ()] f (g

0

<G |

T m] (4.2.19)

bulunur. Simdi mutlak degerin

At—B, t>—
|At — B| =
B —At, t<—
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tanimindan ve kismi integrasyondan yararlanarak asagidaki integrali hesaplayalim:

1 1
fIAt = BI7f"(x*~tyH)|9dt < f[lAt —Bl1(1 - OIf' ()| + |At — B¢l f'(y)|9]de
0 0

1

- If’(x)lq](l—t)IAt—qudH If’(y)l"ftlAt—qudt
0

0

B
A 1
= 11Ol [ (1= 00t = BYae + 1701 [ e - Anyiae
0 B
A
B
ool | o
X y
=" f(A — B —w)uldu — 2 J(B —w)uldu
0 B
A
B
Freole [ If( )l
=" f(Auq — Bul —u?*Y)du — y J.(B a —ui*tdu
0
A
B
If'Cole( uatt Wit yd2\[A )9/ uttt a2\ |
= A - B _ _ _
A? ( q+1 q+1 q+2> A? <Bq+1 q+2>_
a
B q+1 B q+1 B q+2 B q+1 B q+2
_ @l A(z) _B(Z) _(Z) roe B(7) _(Z) __B 1
A? q+1 q+1 q+2 A? q+1 q+2 q+1 qg+2
B q+1 B q+2
_rsja@ -8 2(7) -
< T 03 (4.2.20)
Ayrica

f(l -0 N < f[(l — 1A= Olf' WM+t -0 f (b)|]de

IOk f (1 - OTdt + |f'(b)] f £(1 - O)9dt

0
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1
<|If e [— 4.2.21
< lf"lls T+ 1 ( )

olur. Yine basit hesaplama ile

farseras=ae [ aem 2 le)]

__ @ (f)p_ @ (4.2.22)

o Y08
—
/—\
v

<
[EE——]
U
~
I
=
<
=
—
/\
D
N——
<
[EE——]

f(xl tytypdt = xP

_ xp X D B xp
g (%)p (x) - (%)p (4.2.23)
f(yl‘tbt)pdt = yP fl [(9>pltdt = Y’ [(é)plt |
b P
0 0 Y In (y) Y .
y? b\’ yP
=— () - (4.2.24)
w7V ey

elde edilebilir. (4.2.18)-(4.2.24) esitsizlikleri birlestirilirse,

b y
1 f fw) 1 f f@)
du — du
Inb — Ina u Iny — Inx u
a X

E

(Inx — lna)?| aP /x\P aP P ’ 1 ’
= "Inb — Ina [z X v(a) ‘—x)v] [|f (a)l"[q+1 +1f (x)lq[ —

n (%) in (%
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q+1 q+1 q+1 q+2

0 (37

B(x) -5

qg+1 q+2

q+1 q+1 q+2 A?

o {If’(x)lq
AZ

A7) BR) _(%)WLV'(W

};

p

— 2 p 7
) o LR R e
(Inx — na)? | a? e 2¢+3 )

= 17:;9 — ZZ; In C(lg)p [(g)p - 1] {”f Ie [(q + Z)-(I_q +2) }q

P NP % ||f'||go A(E)q+1_3 2(B)q+2_1 q
’ n(2) &) -1 ; r & *

x A? qg+1 q+2
(Inb— )2 | y?  [/b\? 1 7y
nb — Iny y ) q
+ 5(3) -1 s =]
Inb — lna I (b y q+1

n(3)

<R

1

(Inx — Ina)?| aP X\P ' 2q +3 q
Inb —Ina |, ({)p [(_) a 1] [(q +1)(q +2)
a

a

(
- ||f'||oc,{I
\

[
(Inb — Iny)?| P I b\P ll
| —) -1l
Ty —— Illn (2 P (y) ! |

esitsizligi elde edilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 4.2.4 f:]1 < [0,0) - R fonksiyonu f' € L[a,b] olmak iizere I arahigi

lizerinde mutlak siirekli olsun, burada a < b, a, b € I dir. Eger |f'|? fonksiyonu p,q >

62



1, =1 ve f' € Ly[a, b] olmak iizere [a, b] tizerinde GA-konkav ise 0 zaman

11
P q
a<x<y<bigin

b y
1 1 (Inx — Ina)?
mjf(u)du—mff(u)du S%—M[Cl(a x,p)] |f (Vax)|

Inb — Iny)? 1
ey, Pl (Jo)] + %[cmb,m]vlf'(J@l (4.2.25)

esitsizligi elde edilir. Burada C;(a, x,p), C;(x,y,p) ve C5(y, b,p) ifadeleri (4.2.10)-
(4.2.12)’de tanimlandig1 gibidir.

Ispat. GA-konkavlik igin
b
1 f(w) f(a) + f(b)
f(m)zlnb—lnaj u pu 2 2

esitsizligini ve |f’|? nun GA-konkavligini kullanarak

f PO i < | (Va)

Inb — lna

esitsizligini yazabiliriz. Degisken degistirerek

flf’(al‘txt)lth

integralini hesaplayalim:

= f Lo < | (VD)

(x) u ~ Inx — Ina

f I (a3=txt)|9dt = f @
0 a n
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flf’(al‘txt)I‘Idt < |f'(Wax)|* (4.2.26)
0

Ayrica benzer sekilde degisken degistirerek

[ir ey < | () 42.27)
0
flf’(yl‘fb)lth <|f'(yyp)|" (4.2.28)
0

elde ederiz. O halde bulmus oldugumuz (4.2.10), (4.2.14)-(4.2.16) ve (4.2.26)-(4.2.28)

esitsizliklerini birlestirerek,

b y
1 ff(u) h A1 jf(u) y
Inb—Inal) u Iny—inx) u
a

< (lln);— Ina)? lf [t(al~t t)]Pdtl lf”f (at t)lth

n

(Iny — Inx)(Inb — Ina — Iny + lnx)
Inb — Ina

il

p ! a
(xl—tyt)pdt flfl(xl—tyt)lth

<

(Inx — Ina)(Iny — Inx)
Inb — Ina

1

Inb — 1 2 I
(;b ny) lf t)(}’l_tbt)]pdt] [f|f’(y1_tbt)|th]

0

(Inx — Ina)?

ST[Cl(axp) [|f (Vax)| ] +[Co(x, v, p)]P [lf (xy)| ]

(Inb —

Lo
b = I, [ ()
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(Inx — Ina)?

= [Gi(a, )] ol (Vax)| + [y, o)L/ (o)

Inb —1 2
L A XD

esitsizligini elde ederiz. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

4.3 Ozel Ortalamalara Uygulamalar

Onerme 4.3.1a,b,x,y ER,0<a <x <y < b vep € R\{—1,0} olsun. O zaman

x+a 2(x —a)
IL(a?,b7) - LGP, y)] < ol |

(@) w()m()

y+b+ 2(y—b)
m(3) n(g)m ()

elde edilir. Burada I ve | Teorem 4.1.1°de tanimlandig: gibidir.

aP~1

+I1(a,b,x,y)xP~1 + J(a,b,x,y)yP~1 + pr-1 (4.3.1)

Ispat. f(x) = x?,x € R*,p € R\{—1,0} ile Teorem 4.1.1’den hemen gériiliir. Ancak
oncelikle f(x) = xP fonksiyonunun hangi p degerlerinde artan ve konveks oldugunu

inceleyelim: G < A oldugundan dolay1
al”tht <(1—-tha+tbh = f(a' b)) < (1 —-1t)f(a)+tf(b)
yazabiliriz. f artan ve konveks ise f fonksiyonu GA konvekstir. Bundan dolay1
f'(x) >0, f'"(x)=0
f)=x? = [f')=pxP7" = [f'(x)=pp-1xP?
f'x)=plp—-1xP2=0 = p,=0vep,=1

olur. Isaret tablosu incelenirse p = 1 oldugu goriiliir. Teorem 4.1.1°den yararlanarak

b y
1 f@W 1 f@w) x+a 2(x-a)
lnb—lnaf u du_lny—lnxf u du| < b\ % If' (@)l

a x n(@) n(@)m@)

b 2 b
YT (by )_liF )]

@) w@nQ)

+1(a, b, x, Y)|f G| + J(a, b, x, I f W +
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esitsizligi yazilabilir.

yazarak diizenlersek

x+a
|L(aP, bP) — L(xP,yP)| < - lpaP~?|

m(3) n(G)m ()
y+b 2(y —b)

(@ w®nQ)

+1(a,b,x,y)|pxP~| + J(a, b,x,y) lpyP~ | + lpbP 1|

|L(a?, bP) — L(xP,y?)|

x+a 2(x—a
< |p| o~ ( )b aP~t +I(a,b,x,y)xP~t + J(a, b, x,y)yP~!

n(3) n(@)n()
Lprp, 20-0)
in(z) m(@n()

esitsizligi elde edilir. Burada I ve J Teorem 4.1.1°de tanimlandig1 gibidir.

p—1

Onerme 4.3.2 Kabul edelimki a,b,x,y ERve 0 < a < x < y < b olsun. O zaman

x+a 2x—a) |1

n®) n@mE)"

+I(a,b,x,y) J(a,b,x,y) y+b 2(y—b) 1

i @ m@nE)”

IL(a=, ™) = L(x~Ly™ ™| <

(4.3.2)

elde edilir. Burada I ve ] Teorem 4.1.1°de tanimlandig1 gibidir.

Ispat. f(x) =£,x € R* ile Teorem 4.1.1°den elde edilir. Oncelikle f(x) =1

X

fonksiyonunun hangi x degerlerinde GA-konveks oldugunu inceleyelim:

f@b=) < tf(a) + (1 - Of (b)

oldugundan
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1 <t (1-¢t) th+(1—-1t)a
athl—t ~ q b ab

ab < [th+ (1 —t)ala’h™* = ab <ta’h? '+ (1-t)at*thlt

1<tat 1 t+(1-t)atht = ta" "B t+1A-t)atht-1>0

1-t -t

t(%) +(1—t)(§) -1>0

yazabiliriz. x = g ile gosterirsek tx17¢ + (1 — t)x~t — 1 > 0 olur. Buradan ise
fO)=tx"t+(1—-t)xt=1=>0

)=t -tx "t —A-t)tx 17t >0

>0

t(l—t)[xt—x"1t >0 = t(1—t)xt [1 — %]

olacagi i¢in x = 1 oldugu sonucuna varilir. O halde Teorem 4.1.1°den yararlanarak

b y
1 f) 1 fQ) x+a 2(x — a) ,
i) o = i | ] = [ - I @)

n(g) n@m)

y+b 2(y —b)

+1(a,b,x, If' Ol +J(a b, x, I )| + Nt NLUARI
n(z) n(z)mn(5)
esitsizligini yazabiliriz. f(x) = % = f'(x)=— xl—z yazarak diizenlersek
x+a 2(x —a) 1
|L(a_1:b_1)_L(x—1:y_1)| < b - x b ‘|_ﬁ
n(z) n(z)mn(g)

y+b+ 2(y — b) |_i
m(G) m@nE)|

x+a 2(x —a) 1

n®) n@n@)"

1
< +I(a,b,x,y) |—;

1
+J(a,b,x,y) |—? +

IL(a,b™) = L(x~Ly | <
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y+b+ 2-b) |1
m(3) n(G)m )"

esitsizligi elde edilir. Burada I ve J Teorem 4.1.1°de tanimlandig1 gibidir.

1 1
+I(a,b,x,y)ﬁ+](a,b,x,y)ﬁ+

Onerme 4.3.3 Kabul edelimki a,b,x,y € Rve 0 < a < x <y < b olsun. O zaman

+ 2 - 1 I pb' ) Ibl )]
|A(lna, Inb) — A(lnx, Iny)| < xra_ (x—a) —+ @b xy)  Ja xy)+

n@ w@u@ Y

_y+b+ 2y-b) |1
n(3) m@m()|’

dir. Burada I ve | Teorem 4.1.1°de tamimlandig: gibidir.

(4.3.3)

Ispat. Sonug f(x) = Inx ile Teorem 4.1.1°den elde edilir. O halde Teorem 4.1.1°den

yararlanarak

b y
1 f@) 1 fuw) x+a 2(x — @) ,
) ) ] < iz

(@) m(@n)
y+b 2(y—b)
n(@) m(@n()

esitsizligini yazabiliriz. f(x) = lnx = f'(x) = %yazarak diizenlersek

+1(a, b, x, YIf'COl +J(a, b, x, MIf' )| + £ ()l

|A(Ina, Inb) — A(Inx, Iny)|

B SR CE TP NN TN E23 SELCEL A I
@ n@n@)a et el e e
=-x+a_ 2(x —a) 1+I(a,b,x,y)+](a,b,x,y)+ y+b 2(y = b) 1
n(2) mEHn@*  F Y n(g) m@m)|’

esitsizligini elde ederiz.
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4.4 n-Kere Diferensiyellenebilen Konveks ve Konkav Fonksiyonlar Icin Bazi

Yeni Esitsizlikler

Bu bolimde, hem Holder hem de Power-Mean integral esitsizligi ile birlikte bir
integral esitligi kullanilarak n-kere diferansiyellenebilen konveks ve konkav
fonksiyonlar i¢in bir ka¢ yeni esitsizlik elde edilmistir. Bu kisimda esas sonuglarimizi

elde etmek i¢in asagidaki lemmay1 kullanacagiz.

Lemma 441 f:IcR->R fonksiyonu n €N icin I’ iizerinde n-kere

diferensiyellenebilen bir fonksiyonve a < b icina, b € I', f™ € L[a, b] olmak iizere

n-l (k) k+1 _ £(k) k+1 n+1 2
Z(—nk <f (b)b S (@)a ) ff( )dx _ & n) fx”f(")(x)dx. (4.4.1)
k=0

(k+ 1)

a
esitligi gecerlidir.
Ispat: Tiimevarim metodunu kullanacagiz. n = 1 i¢in kismi integrasyon alarak

b

b
F(b)b - f(a)a — f Fo)dx = f f' (x)dx (442)

a

esitligini elde ederiz. Bu ise n = 1 i¢in (4.4.1) ile cakisir. Benzer sekilde n = 2 i¢in

iki kere kismi integrasyon alarak

1 b b

(k) b bk+1 _ fk) k+1 _1)2+1
Z(‘”k<f = (k+f)! = )‘f Feas =5 [ < coar
k=0 a

a
b

ff( )dx = —l x2f"(x)dx  (4.4.3)

a

f(b)b— f(a)a B f'(b)b? — f'(a)a?
1! 2!

b

b
fxzf”(x)dx = b2f'(b) — a*f'(a) — 2 |xf(x)|2 — f f(x)dx

a

= 102/ (b) - @*f'(@)] - 206/ () - af (@] + 2 [ ). (4.4.4)

elde edilir. (4.4.4) ifadesi n = 2 i¢in (4.4.1) ile ¢akigir. Simdi kabul edelim ki (4.4.1)

esitligi n = t gegerli olsun. Yani
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=1 ®) (p)pk+1 — £ k+1 b )+l b
> - <f ® (Hf)' (@a )—ff(@ﬂ:%fxff@(x)dx (445)
k=0 . a ' a

oldugunu kabul edelim. Kismi integrasyon yontemini kullanarak

b b
_1 t+2 _1 t+2
((t +)1)! jxtﬂf(m)(x)dx - %{xmﬂt)mlz -+ J th(t)(X)dx}

b

(—1)t+2 (—1)t+2
G+ D! [bE*1fOB) — at* 1 fO(a)] — (t + 1) T J X FO (x)dx
= % [bt"’lf(t)(b) t+1f(t)(a)] + (=1 ) j tf(t)(x)dx

1 t+1 b
(= t)' fxtf(t)(x)dx

DT b t+1 £(t+1) (=1 t+1 £(t) t+1 £(t)
e 1)!fx f (x)dx—(t_l_l)'[b FOD) — a1 fO(a)] (4.4.6)

bulunur. (4.4.6)’y1 (4.4.5)’de yerine yazarsak

t—1 b
f(k)(b)bk+1 f(k)(a)ak+1
kz=0( 1)k< e >—ff(x)dx
(=D i t+1 £(t+1) D (t) at+t1F@®
:mfx FED@dx = oy DO 0) - a1 O @)
t—1 b
(k) p)pk+1 — (k) k+1
S -1 (f L )— [ reax
k=0 a
b
-1 t -1 t+2
e PO - @ O] = o [ e

elde edilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.
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Teorem4.4.1a < b, a,b € I’ olmak iizere n € N igin f: 1 € (0,00) — R fonksiyonu

I'iizerinde n-kere diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger £ € L[a, b] ve

q > 1igin | f (”)l [a, b] iizerinde konveks ise o zaman agagidaki esitsizlik gegerlidir:

n-1 b
f(k)(b)bk+1 _ f(k)(a)ak+1
ng(—l)k( ) - f Fxdx
< —(b - @)y (@ ) A1([f @] [F o)) (4.4.7)

Ispat: Eger ¢ > 1 igin | f (”)lq fonksiyonu [a, b] aralig1 iizerinde konveks ise Lemma
4.4.1, Holder esitsizligi ve
b—x

xX—a 9 x—a b—x
reel = =g +5=ge)| s5=lre @ + i@l

a b—a

esitsizligini kullanarak

n-1 b b
(k) b bk+1 _ (k) k+1 1
Z(—1)k <f () (k+{)! (@)a )—ff(x)dx Safx"|f(n)(x)|dx
L 5 /b i
SE fx”pdx f|f(”)(x)|qu
b 5 /b 7

<— fx”pdx ”—|f(">(b)| +— f(">(a)| ]dx

a

pnp+l _ gqnp+l n) n) q
- 20— -ap [ Z = ['f I + [P @[

np+1)(b—a) 2
- —(b — )3y AT (|F O @] [F B
elde edilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Sonug 4.4.1 Teorem 4.4.1’in sartlar1 altinda n = 1 igin asagidaki esitsizlik elde edilir:

b
b)b — 1
f( )b_i(a)a_b_aff(x)dx < Ly(a,b)

llf <b>|q FIf @ 3
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Onerme 4.4.1 a<b olmak iizere a,b € (0,0), ¢g>1 ve mE€ (—x,0]U
[1,0)\{—2q, —q} olsun. Asagidaki esitsizlik elde edilir:

M1 1
L&H(a, b) < L,(a,b)A7(a™,b™).
q

m
. . . —+1
Ispat: Onermenin varsayimlari altinda, f(x) = miwx a"' x € (0, ) olsun. O zaman

|f'(x)]9 = x™, (0, o) lizerinde konveks olur ve istenilen Sonug 4.4.1’den elde edilir.

Gergekten de verilen fonksiyon

1
q

b
b)b — 1
f( )b_};(a)a_b_aff(x)dx

esitsizliginde yerine yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa asagidaki elde edilir:

< L,(a,b) [lf’(b)lq er lf' (@I

b M, 1
1 m m x4 ")+ |f' q|q
it et pfrenran
b—a|lm+gq m+ +q 2
m m
q g+ q o+ m m 1
m+qbq _m+qaq 1 q pat? _ gq 2 p, p™ + gma
b—a b—am+q| M4 ~ NG 2
q
- 1
q 1 [ﬂ+2 L) q (m+2 m+2)] b~ + a™|?
ba ' —qa ‘- a " —qa < i,
m+qgb—a @ m+ 2q b @ < Lp(a,b) 2
m m 1
pa*? —aqa’’ b" +am]t
SLp(a,b)T

m
(3 +2)(b-a)
LM} 1
Léﬂ (a,b) < L,(a,b)A4(a™,b™)
q

Teorem 442 neN igin f:1 < (0,0) > R n-kere diferensiyellenebilen bir
fonksiyon ve 0 < a < b olsun. Eger f™ € L[a,b] ve ¢ =1 igin |[f™|", [a,b]

iizerinde konveks ise o zaman asagidaki esitsizlik gecerlidir:

n—-1 )
f(k)(b)bk“ — f(k) (@)ak+?
;(_Dk< CT] ) - [ rewax

()

1 1_1 n
Sa(b—a) qaL, (a,b)

1

< {lF™®)|" L3 (e, b) — ali(a, )] + |[f™ (@) [bLE (e, b) — L3t (a, )]}

Ispat: Lemma 4.4.1 ve Power-Mean integral esitsizliginden asagidaki elde edilir:
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k + D! <_f K e dx

1(f g 7
< ;(f x”dx) (f x"|f(”)(x)|qu>

1(f o a
< ;(f xndx> (f [_lf(n)(b)l +— |f(n)(a)| ]dx)

n-1 (k) k+1 (k) k+1 b
Z( 1) <f (b)b** — Y (a)a ) ff(x)dx
k=0 a

1 amtl 1—1 (h"+2 — g"*?) (h™+1 — gn*1)
S - = n)
" nl (b - [(n +1)(b— )] {lf (b)l n+2)b—a) -4 n+1)h—-a)
bn+1 n+1) (bn+2 = an+2) %
n) _al
ARGl [ m+Db-a) (+2b-a }

1 L1
= E (b = a) an
1
(£ )| L2t (@, b) - aLi(a b)] + |F (@) [bL (@ b) — L @, Y]}
Sonug 4.4.2 Teorem 4.4.2’nin sartlar1 altinda n = 1 i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir:

N

e %) 1@+l @)+ 6+ 20l @I

b
1
b—a _b—a_[f(x)dx

Onerme 4.4.2 a<b olmak iizere a,b € (0,0), g=1 ve mE€ (—x,0]U

< 6_% (a +
- 2

[1,0)\{—2q, —q} olsun. Bu takdirde asagidaki esitsizlik elde edilir:

211 1,1 1
Lm, (ab) <3 1A' "4 (a,b)[24(a? b?) + G*(a,b)A(a, b)]1.
q

Ispat: Istenilen netice Sonug 4.4.2°den f(x) = mLJrqurl

, X € (0, ) fonksiyonu i¢in
elde edilir. Gergekten de verilen fonksiyonu

1

p— hd :
f(b)b — f(a)a ;’b) "1@2b + DI (B + (b + 2a)If (@)|]a

b
1
b—a _b—aff(x)dx

lrq
<6 q(

esitsizliginde yerine yazarak diizenlemeler yapilirsa agsagidaki esitsizlik elde edilir:

m m
q gty __4 b
maq ! PTmegt ¢ 1 f 9 adx

b—a b—a

1
a+b\""q 1
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m m 1
b7+2 _ E'I-Z _1 + b 1—6 l
s <6 (a ) [2b + a)b™ + (b + 2a)a™]d
Z+2) - 2
q
m+1 1 1_1 1
L%H(a, b) <6 1A 4(a,b)[2(a™ + b™*) + ab(a™ 1 + b 1)]a
q
m+1 1 1_1 1
L (a,b) < 694" 4(a,b)[4A(@™, b™*) + 262(a, H)A(a™, " 1)]a
q

Sonug 4.4.3 Onerme 4.4.2’yi kullanarak m = 1 i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir:
1

+ 1,1 1
Li, (ab)< 394" 4(a, b)[24(a? b?) + G*(a, b)]

q

Sonug¢ 4.4.4 Onerme 4.4.2’yi kullanarak q = 1 i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir:
1
Lm*1(a,b) < 3 [2A(a™*1, b™* 1) + G2(a, b)A(a™ 1, b™ )]
Sonug 4.4.5 Sonug 4.4.4’1 kullanarak m = 1 i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir:
1
L3(a,b) < 5[2A(a2,b2) + G%(a,b)].

Sonug 4.4.6 Teorem 4.4.2°nin sartlar1 altinda g = 1 i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir:

n-1 b
f(k) (b)bk+1 — f(k) (@)ak+1
;(_1)k< e ) - [ reoax

1
< —{f®)| [t e b) - aLi@ b)] + | @] [bLia,b) - Liti(a b}
Teorem 443 neN olmak tlizere f:1< (0,00) >R fonksiyonu n-kere
diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve 0 < a < b. Eger f™ € L[a,b] ve q > 1 icin

| f (”)l [a, b] lizerinde konveks ise o zaman asagidaki esitsizlik gegerlidir:

n-l1 ®) (p)pk+1 — £ Kk+1
PG (f L )— f OLE
k=0 a

1

{|f(">(b)| [L79*2 (@, b) — al™(a, b)]

ng+1

(b

+ ™ @)|*[bLyd (a,b) — Lnd¥) (@, )]}

ng+1
Ispat: | f (”)l [a, b] lizerinde konveks oldugundan, Lemma 4.4.1 ve Holder integral

esitsizligini kullanarak agagidaki esitsizlik elde edilir:
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b

n-1 b
(k) b bk+1 _ £ k+1
k=0 2
. b % b a
SH jlpdx> fx”q|f(”)(x)|qu

=
[N

(n) —a b—x)
1\f b+-——a

“J(f-
o [roof (=
|

- Lo-ar{lfoe) (

[

1
q

S|

an|f(n) (a)|q] dx

bnq+2 _ anq+2 bnq+1 il anq+1 >

+2)(b—a) g+ 1)(b-a)

1
bnq+1 _ anq+1 bnq+2 e anq+2 >}a

n q —
+ |[f™(a)] <b g+ DB —-a) (q+2)(b—-a)

1

b —
= OO 0 ()12 0, 5) — 0L, )

+[F™(@)|"[bL2 (0, b) - L2 (a, )]}

Sonug¢ 4.4.7 Teorem 4.4.3’lin sartlar1 altinda n = 1 i¢in asagidaki elde edilir:

b
f)b—-f(a)a 1
— —b_aff(x)dx
< {U;’(f)lq (1333 (@ b) = aLi(a )] + 7 St )lq(qu< a,b) - E(“’b))}a

Ispat: Ispat icin Teorem 4.4.3’de elde edilen esitsizlikte n = 1 yazarak gerekli
kisaltmalar1 yapmak yeterlidir.

Onerme 4.4.3 a <b olmak iizere a,b € (0,), ¢g>1 ve mE€ (—x,0]U
[1,0)\{—2q, —q} olsun. O zaman asagidaki esitsizlik elde edilir:

M 1 1
LY (ab)<(b—a)a[(p™ - am)LZ:ll (a,b) — G?(a,b)(b™ ! — am‘l)LZ (a, b)]4.
E'I’l
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2

Ispat: Istenen sonug f(x) = miﬂlxq , X € (0,0) fonksiyonu igin Sonug 4.4.7’den

direkt olarak elde edilir. Gergekten de istenen sonucu elde etmek igin

b
fb—fla)a 1 f
b—a b—a f(x)dx
a
1
|1’ (D) If( )| a
S{b—a [Lghi(a b) — alg(a, b)] + == (bLg(a b) = Lg}i (e, b))
esitsizliginde verilen fonksiyonu yerine yazarak gerekli diizenlemeleri yaparsak
_q __9 +1 b
m+qb b m+qaq a 1 j q +1
- dx
b-a b—al) m+q

1

D™ 1 g q a” q q+1 !
<l [t b — et n)] + 5 e by - 1T @ )]

1
e < (b ML (@ b) — al (@ )] + "L (a ) — L3 (@ D))
(F+2)e-a

1
Lo ) _1 a
L%ﬂ(a, b) < (b—a) {(b™ — a™L{}1(a,b) + ab(b™ ! — a™ )L (a, b)}

1
Lq (a b) <(b—a) Q[(bm - am)LZ:ll (a,b) — G?*(a,b)(b™ 1 — am_l)LZ (a, b)]a
q*

esitsizligi elde edilir.
Sonug¢ 4.4.8 Onerme 4.4.3°den m = 1 icin asagidaki esitsizlik elde edilir:

1 1 q+1

—+1 i
L (ab)< L3 (a,b)]7 =LA (a,b)
q

Teorem 4.44 neN icin f:1 < (0,00) >R fonksiyonu I° iizerinde n-kere

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve a < b olmak iizere a, b € I° olsun. Eger f (™ €

Lla,b] ve ¢ > 1 igin | f (”)|q, [a, b] lizerinde konkav ise o zaman agagidaki esitsizlik

gecerlidir:

n-1 (k) b bk+1 _ 0 k+1 bh— b
5o (L (233
k=0

Ispat: | f (”)lq, q > 1 igin [a, b] iizerinde konkav oldugundan Hermite-Hadamard

esitsizligine gore
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a+b)q

f|f(n)(x)|qu <(h-a) ’f(n) (T

elde edilir. Lemma 4.4.1 ve Holder integral esitsizligini kullanarak

n—-1 b b

(k) b bk+1 _ £k k+1
Z(—nk (f (b) (k+f)! (@)a >—ff(x)dx S%fx"|f(")(x)|dx
k=0 a a

b

b
1
SE fx”pdx f|f(")(x)|qu
a

a

S|

|

b p o =
<1 fxnpdx ((b—a) f(n)(“"'b) >q
~nl! 2

a

1
b—al bt — g+l |p a+b
— ()
n! |(np+1)(b—a) 2
b—a a+b
=2, @h | (22)|

olur. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Sonug 4.4.9 Teorem 4.4.4’{in sartlar1 altinda n = 1 i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir:

b
10101 < (252)

Onerme 4.4.4 a < b olmak iizere a,b € (0,), ¢ >1 ve m € [0,1] olsun. Bu

durumda asagidaki esitsizlik elde edilir:

m

M m
Léﬂ(a, b) < L,(a,b)A(a,b).

q
Ispat: Onermenin varsayimlar1 altindaf (x) = mL_quTrl, x € (0,00) olsun. O zaman

|f'(x)|9 = x™, (0, ) iizerinde konkav olur ve Sonug 4.4.9’dan elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Son yillarda esitsizlikler ve konvekslik iizerine ¢ok sayida ¢alismalar yapilmaktadir.
Hem esitsizlikler hem de konvekslik sadece matematigin degil diger bircok bilim
dalinmn ilgisini ¢eken konular olmustur ve ¢ekmeye de devam edecektir. Tezimizin
Giris kisminda da belirttigimiz gibi konvekslik fizik, biyoloji, tip, giizel sanatlar,
miizik, endiistri, finans matematigi, cografya, miihendislik, matematiksel istatistik,
oyun teorisi, termodinamik, insan anatomisi ve giinliik hayatimizda karsimiza

¢ikmaktadir.

Biz 1se bu ¢aligmamizin bulgular kisminda fonksiyonun tiirevinin mutlak degerinin
GA-konveks ve yine fonksiyonun tiirevinin mutlak degerinin herhangi bir kuvvetinin
GA-konveks olmas1 durumlarinda ele almis oldugumuz integral esitlikleri Holder ve
Power-Mean integral esitsizliklerinden yararlanarak konveksligin bir ¢esidi olan
Geometrik-Aritmetik(GA)-konveks fonksiyonlara uygulayip yeni esitsizlikler elde
edilmis ve uygulama agisindan ¢alistigimiz konuya uygun fonksiyonlar alinarak 6zel
ortalamalar arasinda esitsizlikler bulunmustur. Daha sonra son kisimda n-kere
diferensiyellenebilen konveks ve konkav fonksiyonlar i¢in ele almis oldugumuz
integral esitligi ile birlikte Holder, Power-Mean ve Hermite-Hadamard integral

esitsizliklerinden yararlanarak yeni esitsizlikler elde edilmistir.

Bu boliimde elde edilen bulgularin bir kismi uluslararas1 konferansta bildiri olarak

sunulmus, 6zeti bildiri olarak basilmis ve makale ise tam metin olarak yayimlanmistir.
Ayrica tezin son kismi da SCI-EXPANDED kapsamindaki bir dergide makale olarak

basilmastir.
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