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OZET

0Z ESLENIK OPERATORLERIN SUREKLi FONKSiYONLARI iCIN OPERATOR
h-PREINVEKS FONKSIYONLAR

Elif BASKOY

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2018
Yiksek Lisans Tezi, 40 s.

Damgman: Dr. Ogr. Uyesi Erdal UNLUYOL

Bu tez galismasinda bir Hilbert uzayinda sinirli 6z eslenik operatorlerin siirekli fonksiyonlar
icin operatdr h-preinveks fonksiyonlar sinifinin tanimi verildi. Daha sonra Hermite-
Hadamard esitsizligi yardimiyla yeni lemmalar, teoremler ifade ve ispat edildi. Son olarak
ise tlirevlerinin mutlak degerlerinin bazi kuvvetlerinin operatér h-preinveks olmasi
durumunda yeni esitsizlikler elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Hilbert uzayi, sinirli 6z eslenik operatorlerin siirekli fonksiyonu,
operator h-preinveks fonksiyonlar, Hermite-Hadamard esitsizligi.



ABSTRACT

OPERATOR h-PREINVEX FUNCTIONS FOR CONTINIOUS FUNCTIONS
OF SELF ADJOINT OPERATORS

Elif BASKOY

University of Ordu
Institute of Science
Departmentof Mathematics, 2018
MsC. Thesis, 40 p.

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Erdal UNLUYOL

In this thesis, It is defined operator h-preinvex functions for continious function of
bounded self adjoint operator in a Hilbert space. Then it is proved some new lemmas,
theorems via Hermite-Hadamard inequality. Finally, it is obtained some new
inequalities for functions whose derivatives are operator h-preinvex.

Key Words: Hilbert space, continuous functions of bounded, self adjoint operator,
operator h-preinvex functions, Hermite-Hadamard inequality.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Ue(a)

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi, yani (—oo, +00) aralig

[0, +00) aralig:

m-boyutlu Reel sayilar kiimesi, m € N
Kompleks sayilar kiimesi

a noktasimin e komsulugu

I¢-carpim fonksiyonu

Hilbert uzay1

A operatoriintin spekturumu

f fonksiyonunun diverjansi

[a, b] arahiginda integrallenebilen fonksiyonlar simfi
Hermite-Hadamard

H’dan H’ya siirli operatorlerin kiimesi
H’dan H’ya pozitif sinirli operatorlerin kiimesi

H’dan H’ya siirli, 6z eslenik, pozitif operatorlerin kiimesi



1. GIRIS

Elster ve Neshse [1] konveksel fonksiyonlar simfini incelemislerdir, yani f : S C R" —

R™ bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € S ve A € [0, 1] igin

fz) < M(@)+ 1 =Nf(y) (1.0.1)

egitsizligini saglayan z € S noktalarini iceren fonksiyonlara konveksel denir. Eger S bir
konveks kiime ve f de konveks bir fonksiyon ise, bu durumda f’nin konveksel oldugu
aciktir. Aslinda Elster ve Nehse konveksel matematiksel programlama icin optimal sart
altinda bir eyer(biikiim) noktasi elde etmiglerdir.

Hayaski ve Komiya [2] hem konveksel fonksiyonlar1 hem de konveksel fonksiyonlar igin
bir Gordan tipi teorem gelistirmisgler. Ilaveten, konveksel programlar icin Lograngion
dualligini aragtirmiglardir.

Hanson [3], her z,y € S C R i¢in

fl@) = flu) > [n(z,u)]"Vf(u) (1.0.2)

esitsizligini saglayacak sekilde bir n-boyutlu n(z,u) vektor fonksiyona sahip f : S C
R — R diferansiyellenebilir fonksiyonlarini géz oniine almistir. Burada ”V” sembolii
diverjansi gostermektedir. Bu tarz fonksiyonlar Craven [4] tarafindan inveks olarak isim-
lendirilmistir. Bu terim ise ”invariant convex” ifadesinden kisaltilmigtir.

Craven ve Glover [5], Ben-Israel ve Mond [6], ayrica Martin [7] invex fonksiyonlar siifiyla
ilgili caligmalar1 mevcuttur. Ben-Israel ve Mond [6], Hanson ve Mond [8] daha genel olan

yani, S tizerinde diferensiyellenebilen fonksiyonlarin, her z,u € S ve A € [0, 1] igin

flu+ Mz, u)) < AM(z)+ (1= A)f(uw) (1.0.3)

esitsizligini saglayacak sekilde bir n-boyutlu n(z,u) vektor fonksiyonunun varhigini ispat
etmigler ve diferensiyellenebilen fonksiyonlarin hem (1.0.2) yi hem de (1.0.3)’t sagladigini
gostermiglerdir.  Bu kogullar altinda (1.0.3) esitsizligini saglayan bu fonksiyonlara V.
Jeyakumar tarafindan ”pre-invex” ismi verilmistir. Ayrica, f : S C R" — R™ m-boyutlu
vektor degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, eger f'nin bilegsenlerinin her biri, n-ya
gore S tizerinde pre-inveks ise, bu f’ye n’ya gore S tizeinde preinvekstir denir. Her x,u € .S
ve A € [0,1] icin
u+ An(z,u) €S

olup, buradan preinvex fonksiyonlar konvekseldir.



Yukaridaki agiklamalardan da anlagilacagi tizere, invekslik ve preinveksligin nasil or-
taya ¢iktiginin 6zetini verdik. Simdi bu fonksiyon simifinin "neden” ortaya c¢iktigini kisaca
soyleyelim. Konveksligin bu yeni genellestirmesi, optimizasyon poblemleri, statik ve di-
namik problemleri, Pareto veya coklu-amag programlama problemleri vb. konularinin

daha iyi anlagilmasi ve ¢oziilmesi i¢in matematikciler tarafindan elde edilmistir.

Bu yiiksek lisans tez ¢aligmasi klasik preinveks fonksiyonlar teorisi ile herhangi bir
Hilbert Uzay1’ nda sinirli, 6z eslenik operatorler teorisinin bir araya gelmesiyle olugmustur.
Bu alanda Barani ve ark. [9], Ghazanfari ve ark. [10], Wang ve ark. [11]-[12], ayrica daha

bir cok bilim insan1 ¢aligmigtir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde tez i¢in gerekli olan bazi temel bilgiler verilmistir.

Tanim 2.0.1 L bog olmayan bir kiime ve F' bir cisim olsun. + : L X L — L ve
. F x L — L iglemleri tamimlansin. Eger agsagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F' cismi

lizerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir.
A) L + iglemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1l. Her z,y € L i¢in x +y € L dir.

G2. Her z,y,z € Ligin z + (y + z) = (v + y) + zdir.

G3. Her z € L i¢in # 4+ 0 = 0§ 4+ x = x olacak gekilde # € L vardir.

G4. Her x € L igin = + (—x) = (—z) + 2 = 6 olacak sekilde —z € L vardur.
G5. Her z,y € L icin x +y = y + x dir.

B) x,y € L ve «, 8 € F omak {izere agagidaki sartlar saglanir:

L1. az € L dir.

L2. a.(x +y) = a.x + a.y dir.

L3. (o + B)r = a.x + f.x dir.

L4. (af)x = a(f.x) dir.

L5. 1.z = z dir. (Burada 1, F' nin birim elemamidir). F' = R ise L ye reel lineer uzay,

F = C ise L ye karmagik lineer uzay adi verilir.

Tanim 2.0.2 £ C R alt kiimesi verilsin. Eger, a € E ve Uy, C E olacak bigimde bir
€ > ( sayis1 varsa a ya E’nin bir i¢ noktasi denir./ nin tiim i¢ noktalarinin kiimesine £

nin ici denir ve E° ile gosterilir. Eger , E° = E ise E ye R de bir acik kiime denir.

Tanim 2.0.3 f, A kiimesinden B kiimesine bir baginti olsun. Eger f bagintisi A kiimesinin
her elemanini B kiimesinin yalniz bir elemanina egliyorsa f bagintisina A dan B ye bir

fonksiyon denir.

f:A—>B

ile gosterilir. A kiimesine f fonksiyonunun tanim kiimesi B kiimesine ise deger kiimesi
denir.Bu tanima gore f bagintisinin A dan B ye bir fonksiyon olmas icin gerek ve yeter

sart



) Vee A, Jy € B, (z,y) € f
ii) Ve € AVy,z € B, [(z,y) € f ve (z,2) € f] = x = z olmasidir.

Tanim 2.0.4 f:SCR — R, 2y € § ve € > 0 verilmis olsun.Eger
|  — 20 |< & iken her x € S igin | f(x) — f(zo) |< €

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 varsa f, xy da siireklidir denir.

Tanim 2.0.5 I, — R de bir aralik ve f,g: I — R iki fonksiyon olsun. Bu durumda her
x,y € I igin

F@) = Fw)] |9(@) = 9w)] = 0

esitsizligi saglaniyorsa f ve g fonksiyonlarina ayni sirali fonksiyon denir.

Tanim 2.0.6 ¢' C R” kiimesi tlizerindeki herhangi iki noktay1 birlegtiren dogru parcasi
tizerindeki noktalar, ayn1 kiimede kaliyorsa C' ye konveks kiime ya da afin denir. Yani,

0 < a <1 olmak tizere her x1, 25 € C', icin
ar; + (1 — o)z, € C
ise C' C R"™ kiimesi konveks bir kiimedir.

Tanim 2.0.7 IR de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon olmak iizere her x,y € I ve
a € [0,1] igin,
flaz+ (1 —a)y) <af(z)+(1-a)f(y)

esitsizligini saglayan, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Tanim 2.0.8 F CR", f: FF — Rven(--): F x F — R" siirekli bir fonksiyon olsun.
Eger her x,y € F ve t € [0, 1] i¢in

y+in(z,y) € F
ise F' ye n(-,-) ya gore inveks bir kiime denir.

Not 2.0.1 Her konveks kiimenin 7(y, z) = y — x fonksiyonuna gore inveks oldugu agiktir.
Fakat bunun tersi genelde dogru degildir, yani konveks olmayan inveks kiimeler mevcuttur

13].
Ornek 2.0.1 ([13] Ornek 4) S € R? bir kiime ve (-, ) : S x S — R? olsun. Bu durumda

s = ([-9-2u[18]) x ([-9,-2 U [18])
n@w) = ), mle,w )



seklinde tanimlayalim. Burada

1 —u, w120, u >0, Ty — Uy, T2 2>0, wuy >0,

771(1’ U) _ -9 — Uy, Tq > O, u; < 0, 772($ U) _ -9 — U2, T2 > O, Ug < 0,
’ 1—U1, x1§0, ulz(), ’ 1—U2, .Z’QSO, UQZO,

T —u, 11<0, wu <0, Tog — Uz, T2 <0, wuy <0,

olarak secilirse S C R? konveks bir kiime olmayip, yukaridaki sekilde secilen n(z, u)-ya

gore inveks bir kiimedir.

Tanim 2.0.9 F C R", n-ya gore bogtan farkli bir inveks kiime, z ve wu, S-nin keyfi iki

elemani olsun. Bu durumda

}Lp:{y:u+hmmw:t€mﬂﬁ

seklinde tamumlanan P,, kiimesine, S-de bulunan u ve v = u-+n(z, ) noktalarini birlegtiren

kapali bir n-yolu denir. Benzer gekilde,
g = {y =u+tn(x,u):t € (0, 1)}
acik bir np-yolu da tanimlanir.

Tanim 2.0.10 F' C R" n-ya gore bostan farkli bir inveks kiime olsun. Bu durumda her
x,y € Fvetel0,1]ign

(C) ny,y +tn(x,y)) = —tn(x,y)
n(z,y+tn(z,y)) = (1-1t)n(z,y)

ise ) doniigtimi (C') kosulunu saglar denir.
Not 2.0.2 Eger n(C) kosulunu saglarsa, her x,y € F ve her t1,t5 € [0, 1] i¢in

n(y+ tnle,y).y + () = (= t)n(e,y) (2.0.1)
esitligi saglanir. Bunun ispati igin [14] ve [15]’ye bakabilirsiniz.

Tanim 2.0.11 Eger
limg_qf(x) =0

ise f ye x € X, x — a iken sonsuz kiiciik bir fonksiyon denir ve x € X,z — a iken

seklinde gosterilir.



Tanim 2.0.12 f : [a,b] — R fonksiyonu ve z € [a,b] noktasi verilmig olsun. Eger

x + h € [a,b] i¢in B(z) reel bir say1 olmak tizere

[ +h) = f(z) = B(x).h + ¢(x; h)

olacak sekilde h — B(x)h fonksiyonu ve h — 0 (x = ai¢in h - 0" vex = bigin h — 0~ )
iken ¢(x; h) = o(h) olacak sekilde bir ¢(z; h) fonksiyonu varsa, f fonksiyonu x noktasinda

diferensiyellenebilirdir denir.

Tanim 2.0.13 f : [a,0] C R — R smurh olan f fonksiyonu i¢in, [a,b] araligimin P

parcalanmasi, £-ye bagiml olarak,

lim i f(&)Ax;

1P]|—0 <
i=k—1

sonlu limiti varsa bu limite ” f-nin [a, b] aralig tizerinde Riemann veya Belirli integrali”

/f

sembolii ile gosterilir. Bu durumda ” f, [a, b] aralig1 lizerinde (Riemann anlaminda) inte-

denir ve

grallenebilirdir” denir. Burada a-ya integralin alt sinir1, b-ye ise list sinir1 denir.

Tanim 2.0.14 p > 1 ve é—l—% = 1 olsun. f ve g, |a,b] araliginda tanimh reel fonksiyonlar,

| f 1P ve | gl [a,b] arahginda integrallenebilir fonksiyon ise
b b » 1 b . 1
[ i@l < ([ lPas) ([ la)"as)
esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlige Holder Esitsizligi denir.

Tanim 2.0.15 ¢ > 1 olmak iizere | f| ve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilen reel degerli

iki fonksiyon olsun. Bu durumda,

[ s < ( / |f(w)|dx> ( / |f(x)|lg(x)|qu>q

esitsizligine Power-Mean Esitsizligi denir.

Tanim 2.0.16 /,R de bir aralik ve a < b,a,b € I olsun. Bu durumda herhangi bir

konveks f : I — R fonksiyonu igin

f(a+b) < bia/abf(x)dx < fla) + 1) (2.0.2)

2 2

esitsizligi saglaniyorsa bu esitsizlige Hermite-Hadamard Esitsizligi denir. Hermite-Hadamard

esitsizligi f : I — R konveks bir fonksiyonun ortalama degerini verir.



Tanim 2.0.17 Lineer uzaylarda tanimli doniigtimlere operator denir.

Tanim 2.0.18 F bir cisim ve V ve W, F' cismi lizerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V'
ve ¢ € I olmak tizere T': V — W doniigimii,
aT(u+v)="T(u)+T(v)

b T'(cu) = ¢T'(u) sartlarim saghyorsa T' ye V' iizerinde lineer déniigiim denir .

Tanim 2.0.19 F (R veya C) olmak tizere, X bir vektor uzay: olsun. (-,-) : X x X — F
doniigiimii agagidaki ozelliklere sahip ise ”(-,-)” dontigimiine X kiimesi tizerinde bir ig-

carpim, (X, (-, -)) ikilisine de bir ”i¢-carpim” uzay1 denir:

1. Vo € X i¢in (z,2) > 0 ve (z,2) =0 < = = Oy;

2. Va,y € X icin (z,9) = (y,v);
3. Vo,y € X ve a € F igin (ax,y) = a(z,y);
4. Vr,y,z € X i¢in (x + y,2) = (z,2) + (y, 2).

Not 2.0.3 F = R olmas: halinde 2. 6zellik (z,y) = (y,) olur. Ic-carpim tanimim

kullanarak agagidaki esitliklerin dogrulugunu kolayca gorebiliriz.

1. Vz,y,z € X ve Va, 8 € F i¢in (ax + By, 2) = a(z, 2) + By, 2),
2. Vz,y € X ve Va, € F i¢in (x,ay) = a(x,y);
3. Vo,y € X ve Vo, B € F icin (z,ay + B2) = a(z,y) + B(z, 2).

Tanim 2.0.20 X, F' cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun. X iizerinde bir norm asagidaki
ozellikleri saglayan bir

l-]: X —R

fonksiyondur. Her z,y € X ve a € F i¢in

a. x| >0,

b. |z|| =02 =0

c. [lazll = [alfz]|0,

d. [z +yll < [l=[l + [yl

tizerinde bir || - || normu tanimlanmig olan bir X vektor uzayma "normlu vektor uzay”

denir.



Tanim 2.0.21 (X, (-,-)) bir i¢ garpim uzay1 olsun. Eger bu i¢-carpim uzay: tam ise, yani
(X, (+,+)) ig-carpim uzay i¢indeki her Cauchy Dizisi yakinsak ise bu i¢ ¢arpim uzayina bir
"Hilbert Uzay1” denir.

Tanim 2.0.22 A : X — X operatorii verilsin. Eger her € X icin Az = x ise
A operatoriine birim(6zdesglik) operator denir. I, E, Ix veya 1x sembollerinden biriyle

gosterilir.

Tamim 2.0.23 X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanim kiimesi D(A) C X ve goriintii
kiimesi R(A) C Y olan bir operator olsun. Eger A operatorii D(A) 'nin X’ de smirh her
kiimesi R(A)nin Y de sinirh bir kiimesine kargilik getiriyorsa A’ ya ”sinirh bir operator”

denir. Bagka bir deyigle her = € D(A) igin
Az [y<c |z [lx
olacak sekilde sabit bir ¢ > 0 sayis1 varsa, A’ya ”siirli bir operator” denir.

Tanim 2.0.24 X ve Y aym F' cismi iizerinde iki lineer uzay ve A : X — Y operatori

verilsin. Eger D(A), X’ in bir alt uzay1, her z,y € D(A) ve her «, 5 € F igin
Alox + By) = aA(z) + BA(y)
ise A’ya ”lineer operator” denir.

Tanim 2.0.25 A, H Hilbert uzayinda siirl lineer bir operator olsun. Eger herf, g €
D(A) C H i¢in
(Af,9) = (], Ag)

saglaniyorsa A* a A’nin ”eglenik operatori” denir.
Eger D(A) = D(A*) ve A = A* ise bu A’ ya 6z eglenik operator denir.
Tanim 2.0.26 H bir Hilbert uzay1 ve A: D(A) C H — H bir lineer operator olsun.
p(A):={ e C:(A-\E)" e L(X)}
kiimesine A operatoriiniin "regiiler degerler kiimesi” veya "rezolvent kiimesi” denir.

A € p(A) olmak iizere R(\; A) = (A — AE)~! operatoriine A operatoriiniin ”rezolven-

tast” veya ”¢ozlici operatori” adi verilir.



Tanim 2.0.27 H bir Hilbert uzay1 olsun.
p(A) = o(4) == C \ p(4)

kiimesine A operatoriiniin ”spektrumu ” denir. A operatoriiniin spektrum kiimesi "o (A)”

veya " Sp(A)” ile gosterilir.

Tanmim 2.0.28 A, (H;(+,-) kompleks bir Hilbert uzay1 tizerinde keyfi bir 6zeslenik lineer
operator olsun. C(Sp(A)), A operatoriiniin spektrumu tizerinde tammh tiim stirekli
fonksiyonlarin kiimesini gostersin. Gelfand doniigiimii yardimiyla asagidaki ozellikleri
vazilan @ ile C'(Sp(A)) kiimesi arasinda bir #-izometrik izomorfizm vardir. Ayrica H
tizerinde 1y birim operatorii ve A operatorii tarafindan iiretilen bir C*(A) cebiri vardir.

Keyfi f,g € C(Sp(A)) ve a, 5 € C igin,

L ®(af + Bg) = a®(f) + BL(g),
2. ®(fg) = 2(f)®(g) ve ©(f*) = (f)",
3. RN = IfIl := supsegpay | ()],

4. @(f()) = ]-H ve (I)(fl) = A,

burada t € Sp(A) igin fo(t) = 1 ve fi(t) = t. Simdi bir operatoriin, bir fonksiyon altindaki
goriintiisiiniin ne anlama geldigini ifade edelim. A, (H;(+,-)) kompleks bir Hilbert uzay1
tizerinde keyfi bir 6z eslenik lineer operator olsun. C'(Sp(A)), A operatoriiniin spektrumu
tizerinde tanimh tiim stirekli fonksiyonlarin kiimesini ve ® de tanimdaki fonksiyon olsun.
Bu durumda f € C(Sp(A)) icin

F(A) = 0(f) (2.0.3)

seklinde tanimlanan ifadeye keyfi bir A 6z eslenik operatortintin siirekli fonksiyonel hesabi

denir.

Tanim 2.0.29 A ve B, H Hilbert uzay: iizerinde iki 6z eslenik operator olsun. Bu du-

rumda her x € H igin operatorlerde siralama agagidaki sekilde tanimlanir;
A<B ise (Az,x) < (Bz,x).

Tanim 2.0.30 Eger A 6z eglenik bir operator ve f de Sp(A) tizerinde tanimli reel degerli
stirekli bir fonksiyon ise, bu durumda her ¢ € Sp(A) i¢in

f) =0



dir. Buradan

f(A) >0

olup, f(A)'ya H Hilbert uzay: iizerinde pozitif bir operator denir. Ayrica eger f ve g,
Sp(A) iizerinde iki fonksiyon ise bu durumda her t € Sp(A) igin

f@t)>g(t) ise  f(A) > g(A)

elde edilir.

Not 2.0.4 Operator konveks (operator konkav) ve operatér monoton fonksiyonlar tizerinde

baz1 temel sonuglar [16] ve [17] de acik¢a verilmigtir.

Tanim 2.0.31 [17] A ve B, spektrumlar1 I C R de olan keyfi 6z eglenik operatorler ve
A € [0,1] olsun. Bu durumda

fAA+ (1 =N)B) < Af(A)+ (1 - N f(B)

esitsizligini saglayan, f : I C R — R stirekli fonksiyona operator konveks fonksiyon denir.
Buradaki esitsizlik yon degistirirse o zaman bu f : I C R — R stirekli fonksiyona operator

konkav fonksiyon denir.

Dragomir [17] operator konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki sekilde Hermite-Hadamard

tipi esitsizligi ispatlamigtir.

Teorem 2.0.1 [17] f: I C R — R fonksiyonu [ arahg iizerinde operator konveks olsun.

O halde spekturumlar1 I’da olan her ozeslenik A ve B operatorleri igin

((AEEY <)o) + o (225)] 20

< /f (1—t)A+tB)dt
[ <A+B> )+f<B)]<§f(A)+f(B)>

1
< =
- 2

esitsizligi saglanir.

Tanmim 2.0.32 [10] F C B(H),, kiimesi  : F' X F — B(H),, ya gore inveks bir kiime
olsun.Eger her A, B € F ve t € [0,1] igin siirekli olan f : R — R fonksiyonu

F(A+tn(B,A)) < (1—1)f(A) +1f(B) (2.0.5)

esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyona F' iizerinde 7 ya gore operator preinvekstir denir.

10



Teorem 2.0.2 [10] S C B(H)sq, n: S xS — B(H),, doniigtimiine gére inveks bir kiime
ve 1, (C) kogulunu saglasm. Eger her A, B € SveV = A+ n(B,A) igin f: [ - R
fonksiyonu A ve V' operatorleriyle P4y 7 yolu tizerinde 7 ye gore preinveks ise asagidaki

esitsizlik saglanir.

I

A+V 17, 34+V.  A+3V
)} (2.0.6)

) < SIS
/ F(A+tn(B, A))dt

LTy ALV | SA) S0

2
f(A) + f(B)
2

IN

IN

IA

Ispat. : (Az,z) € Sp(A), (Vz,z) € Sp(V) olmak iizere z € H, || = ||= 1 ve ¢ € [0, 1] icin
(A+tn(B,A))x,x) = (Az,z) + t{(n(B, A)z,z) € I (2.0.7)
yazabiliriz. f fonksiyonunun siirekliliginden ve (2.0.7) esitliginden
/01 F(A+ tn(B, A))dt
operator degerli integrali vardir. 7, (C') kogulunu sagladigindan her ¢t € [0, 1] igin
A+ %77(8, A)=A+1n(B,A) + %n(A + (1 —t)n(B,A), A+tn(B, A)). (2.0.8)

esitligi dogrudur. f fonksiyonu n’ye gore preinveks oldugundan

FA+ 0B A) < SFA+ (B A)+ A+ - 0n(BA) (209
< S0 =0f(A) + e F (B + Slef(A) + (1~ )£ (B)
_ fA 1 iB)
- 2

Buradan (2.0.9)'nin her iki tarafini [0, 1] tizerinde t’ye gore integrali alinir ve dogru olan

1 1
/ F(A+ tn(B, A))dt / F(A+ (1= t)n(B, A))dt (2.0.10)
0 0
integral egitligini kullanirsak

f(A + (AJ;n(B,A))>

< [ At

f(A) + f(B)
2

VAN

11



egitsizligini elde ederiz. Boylece her A, B C I ozeslenik operatorler ve preinveks fonksiy-
onlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini elde ederiz.

Reel degerli ¢, 4.5 : [0,1] — R fonksiyonu

SOI,A,B(t> = <f<A + tn(B,A))iL‘,:C)

seklinde tanimlansin. Bir onceki 6nermeden ile f operator preinveks oldugundan ¢, 4 5,
[0,1] {izerinde konveks fonksiyondur. Reel degerli konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard esitsizligini kullanirsak

w<a+b> < ! /bw(s)dsé—gp(a)jw(b)

2 b—a 2

Burada a = 0,b = % alirsak

(EEE)na) < o [ onston < (PO,

esitsizligini elde ederiz.

Jun

Eger a = %,b = 1 olarak secersek

<f(A—ZSV>$,UC> < 211 Oa,4,8(t)dt < <f(V) +2f(A+TV)$aSU>

Yukaridaki (2.0.11) ve (2.0.11) esitsizliklerini taraf tarafa toplarsak

GUCEST) +1(F5) ey < A+ (B, Ay, 2y

<1[f(A+V)+ f(A)+f(V)}x’x>

2 2 2

esitsizligini elde etmisg oluruz. Son olarak f fonksiyonunun siirekliliginden

/(f(A+t77(B,A))x,x>dt . </ f(A+tn(B,A))dtx,x>
0 0
ve (2.0.8) esitliginden

f(A) + f(B)
2

2

f<A+V> < 1[f(3A+V A—|—3V)]

2 4 )+ 1 4 =

Boylece ispat tamamlanir. Bu teoremin bir sonucu olarak

Sonug 2.0.1 Teorem 2.0.2°in varsayimlar: altinda,

0 < /0f(A+tn(B,A))dt—f<A;V)<f(A)—gf(V)—/o F(A+tn(B, A))dt

esitsizligini elde ederiz.
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Ornek 2.0.2 Ornek (2.0.3) deki sartlar altinda Her A, B € S ve V.= A+ (B, A) igin

(/H—V)? < 1 [<3A+V>2+ <A+3V>2}

2 - 21 4 4
< [+t )z
0
< S+ (55
- A? + B?
- 2

saglanir.

Simdi 7 dontigtimiine gore (C') kosulunu saglayan baz operator preinveks fonksiyon ve

inveks kiime ornekleri verelim.

Ornek 2.0.3 ([10], Ornek 1-a) Varsayalm 1y H Hilbert uzay: iizerinde bir birim op-

eratorii,

T:=(-3x1yg,~1x1y) = {A€B(H)y: -3x1lg<A<—1xlg}
UZ:(lH,4X1H) = {AEB(H)Sa21H<A<4X1H}
S:=TUuU C B(H),

ven : S xS — B(H)s, fonksiyonu

A—B A BeU
A—- B, A BeT
mAB) =31 B ABerT
—1ly—B, Ac€UBEeT
olsun. 7;’in (C) kogulunu sagladigy ve S kiimesinin 7; fonksiyonuna gore inveks oldugu

aciktir. f(t) = ? reel fonksiyonu S kiimesi iizrinde 7; e gore preinvekstir. Fakat a,b € R

i¢in g(t) = a + bt fonksiyonu S kiimesi {izerinde 7; e gore preinveks degildir.

Ornek 2.0.4 ([10], Ornek 1-b) V := (=2x14,0), W := (0,2x1y), S := VUW C B(H).,
ve g 1S x S — B(H)s, fonksiyonu

A—B, A/ BeV veya A, BeW
(4, B){ 0 di{{er

seklinde tanimlansin. 79, (C') kogulunu saglar ve S kiimesi 7, ye gore invekstir. a € R

icin f(t) = a sabit fonksiyonu S {izerinde 1, ye gore sadece preinveks fonksiyondur.

13



Not 2.0.5 Her operator konveks fonksiyon, (A, B) = A — B déniigiimiine gére operator
preinveks bir fonksiyondur, fakat tersi genelde dogru degildir [10].

Ornek 2.0.5 ([10] Ornek 1-¢) f(t) = —|t| konveks bir fonksiyon degildir, fakat f-fonksiyonu

A—B, A B>0veya A, B <0,

n3(A, B) = { B — A, diger durumlarda,

Ornek 2.0.6 f(t) = — | t | fonksiyonu
A—B, A B>0 veya A, B<0

na(4, B) { B— A, diger

fonksiyonuna gore konveks olmayan fakat preinveks olan bir fonksiyondur.
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3. YAPILAN CALISMALAR

3.1 Operator h-preinveks Fonksiyonlar

Biz bu kisimda literatiirde olmayan ve ilk defa burada tanimlayacagimiz ” Operator

h-preinveks Fonksiyonlar” sinifin ineleyecegiz.

Tamim 3.1.1 [ ve (0,1) C J,R’de iki aralik ve S C B(H)!,n : S xS — B(H),
doniigiimiine gore invex bir kiime olsun. h # 0,h : J — R negatif olmayan bir fonksiyon
oldugunu kabul edelim. Bu durumda f : I — R siirekli bir fonksiyon olmak tizere her

a € [0,1], A ve B ise spektrumlar1 I'da olan S’ deki keyfi iki pozitif operator igin
f(A+an(B, A)) < h(a) f(A) + h(1 — a)f(B)

esitsizligi saglaniyorsa f’ye S’deki operatorler igin [ iizerinde 1 dontigtimiine gore operator

h-preinveks fonksiyon denir.

Teorem 3.1.1 S C B(H)! ,n:S xS — B(H){, doniigiimiine gore inveks bir kiime ve
f:ICRy— R, [ araliginda siirekli fonksiyon olsun.n doéniigimiiniin S tizerinde (C')
sartini sagladigini kabul edelim. Bu durumda her A, B € S,V = A+n(B,A) vet € [0, 1]
icin f'nin I’da A ve V'nin spektrumlari ile birlikte P4y n-yolu iizerinde n’ye gore operator

h-preinveks olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kogul her z € H, || = ||= 1 igin
Pa,a,8(t) =< f(A+in(B,A))z,z >

seklinde tamimlanan ¢, 4 5[0, 1] — R fonksiyonunun [0, 1] araliginda h-konveks olmasidir.

Ispat. 2 € H , |z ||=1 ,ps.a5 [0,1] iizerinde operatér h-konveks ve

Cl :A—f—tl?](B,A) GPAV g[
Cy :A+t27](B,A) € PywC1I

< f(CL 4+ An(Cy, Ch)zyx) > = fLA+tin(B,A) + (A +tan(B,A), A+ tin(B,A)))z,z >
A+ (1—=MNtun(B,A) + )\tgn(B, A))x, x>

A
f
A
FIA+ (1= Nt + M2)n(B, A))z, x>

@x,A,B((l — )\)Ifl + )\tg)
h(/\)(p:v,A,B(tl) + h(l - A)@x,A,B(tQ)
h(A) < f(C)xz,x > +h(1 = X) < f(Cy)z,z >

IN
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Dogru olan asagidaki egitliklerden
@x,A,B(tl) =< f(A + t177<B,A)).Z',$ >=< f(Cl)Jﬁ, x>

(70507A,B<t2) =< f(A + th(BvA))%ﬂ? >=< f(CQ)'I? z >

f, Payn-yolu tizerinde n’ye gore operator h-preinvekstir. Tersine, her A, B € S |V =
A+ n(B,A), f fonksiyonu P4y n-yolu tizerindeki n’ye gore operatér h-preinveks ve ty,to

€ [0, 1] olsun. Bu durumda ,
0eap(t) =< f(A+n(B,A))x,x >

Seklinde tanimlanan ¢, 4 5 : [0,1] — R fonksiyonunun h-konveks oldugunu gésterelim.
Iddiaya gore f fonksiyonu Pyuy n-yolu tizerinde n’ya gore operator h-preinveks oldugundan

her A,B € S ve A € [0,1] i¢in

Paa(1 =Nt +M2) = < f(A+ (1= At + M2)n(B, A))z, x>
— < f(A+ tn(B, A) — Man(B, A) + Mon(B, A,z >
= f(A+tin(B, A) + (ta — t1)) (B, A))z, z >
= < f(A+tn(B,A) + N(ts — t1)n(B, A))z,x >
= < f(A+tn(B,A) + An(A +tan(B,A), A+ tin(B, A))]) >
— < f(A* 4 (B A, x>

A" = A+tn(B,A)
B*:= A+ tyn(B, A)

f operator h-preinveks oldugundan

< f(A"+ (B A" )z, x> < h(\) < f(A)z,x > +h(1 = N) < f(B")z,z >
< h(N) < f(A+tn(B,A))x,z >
+h(l = X) < f(A+toan(B,A))z,x >
< h(A)ge,an(t1) + ML = AN)gs,a5(t2)

olup buradan ¢, 4 g [0, 1] aralig) tizerinde h-konvekstir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.2 f.g iki operator h-preinveks fonksiyon olsun. Bu durumda eger f ve g aym

sirali fonksiyonlar ve h(t) + h(1 —t) < 1 ise o zaman fg'de ayn1 zamanda bir operator
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h-preinveks fonksiyondur.
Ispat. f ve g operator h-preinveks fonksiyon oldugundan,

f(A+tn(B, A))
g(A+1n(B, A))

h(1 =) f(A) + h(t) f(B)

<
< h(1 —t)g(A) + h(t)g(B)

yazabiliriz. Bu iki egitsizligi taraf tarafa carparsak

f(A+ (B, A))g(A+in(B,A)) < [b(1=1)f(A) + h(t)f(B)][h(1 —t)g(A) + h(t)g(B)]

(1= 6" f(A)g(A) + h(t)h(1 = t)[f(A)g(B) + f(B)g(A)]
+[h(t)]*f(B)g(B)
(1 =) f(A)g(A) + h(t)h(1 = )[f(A)g(A) + f(B)g(B)]
+[h()*f(B)g(B)
= [p(1=1)f(A)g(A) + h(t) f(B)g(B)I[A(t) + h(1 - 1)]
< h(1=1)f(A)g(A) + h(t)f(B)g(B)

[ _
= _

h

IN

elde edilir. Boylece iki operator h-preinveks fonksiyonun ¢arpimi da operator h-preinvekstir.

Teorem 3.1.3 f bir operator h-preinveks fonksiyon olsun. Bu takdirde

fRA+n(B, A) —x) < [h(t) + h(1 = D][f(A) + f(B)] - f()

esitsizligi dogrudur.
Ispat. f I — R siirekli bir fonksiyon ve f operator h-preinveks oldugundan z =
A +1tn(B, A) € I yazabiliriz. Bu durumda

fRA+n(B,A)—xz) = f(2A+n(B,A)—A+tn(B,A))
= f(A+ (1 -t)n(B,A))
(

< W) f(A) +h(1-1)f(B)

= [p(@) + (L = D][f(A) + f(B)] = [M(1 = 1) f(A) + h(t) f(B)]
< [(t) + A1 =D][f(A) + f(B)] = f(A+tn(B, A))

= [p(@) + h(1 = D[f(A) + f(B)] = [(2)

istenen sonucu elde ederiz.

Teorem 3.1.4 f: 1 — (0, 00) bir operator h-preinveks fonksiyon ve w : [A, A+n(B, A)] —

R negatif olmayan integrallenebilir ve A + %'r](B , A)’ya gore simetrik bir fonksiyon olsun.
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Burada A < A +n(B, A),h(3) # 0 ve n da (C) sartim saglasim. Bu durumda agagidaki

esitsizlik saglanir.

1 2A+ (B, A) A+n(B,4) A4n(B,A)
2h(%)f( 5 )/A w(x)dr < /A fl2)w(z)ds
A+n(B,A)
< TAIB) gy - [ vy

Ispat. Iddiaya gore f operator h-preinveks oldugundan asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

(1)

IN

IN

<

1 2A+n(B,A)) /A+"<vi‘> 1 /A+"<B7A> 24+ (B, A)

i

A 5 Jw(x)dx

; w(x)deQh(%)

A+n(B,A) _
1)/ 2A+n(B,A) x+x)w(x)dx

2

A+n(B,A)
s [ GFRAT (B A) - ) + f)ula)da

A+n(B,A)

% ) F2A + (B, A) — 2)w(2A + (B, A) — z)dz
1 [A+n(B,A)

§/A Jw(x)dx

A+n(B

f(:r;)w(a:)dx

A

1 A+n(B,A)
5/ FRA+ (B, A) — 2)w(2A + n(B, A) — z)dz
A

A4n(B,A)
/ f(z)w(z)dx

1 [ATn(BA)
5/ [(R(t) +h(1 = 1)) [f(A) + f(B)] = f(z)]w(zx)dx
A
A+n(B,A)
—l—%/A fx)w(x)dx
A+n(B,A)
w(m)mu—m /A w(z)de

Gerekli hesaplamalar yapildiginda teoremin ispati tamamlanir.

Teorem 3.1.5 f : [ — (0,00) ve w : I — (0,00) sirasiyla operatér hi-preinveks ve

operator ho-preinveks fonksiyon olsunlar. Burada A + n(B, A), hi(3) # 0,hs(3) # 0. Bu
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durumda eger n(-, -)(C') sartin saghyorsa agagidaki esitsizlik dogrudur.

1 2A+n(B,A). 2A+n(B,A) 1 Atn(B,4)
e L e ey e B T [ e
< M(A, B) /1 b ()ha(1 — t)dt + N(A, B) /1 b (£)hs () dt.
Burada
M(A, B) = f(A)w(A) + f(B)w(B) (3.1.1)
N(A4, B) = f(A)w(B) + f(B)w(A) (3.1.2)

ispat. Iddiaya gore f ve w sirasiyla operator hy ve ho-preinveks olduklarmdan ve n da
(C) sartin sagladigindan agagidaki esitsizlikleri yazabiliriz.

2A+n(B,A)
2

2A+n(B,A)

I !

)= J(A+ (1 =t)n(B,A)

Jw(
+%n(A+tn(B,A),A+(1—t)n(B,A)))w(A+(1—t)n(B,A)+%n(A+tn(B,A),A+(1—t)n(B,A)))
< M(pha()F (A + tn(B, A)) + f(A+ (1 = t)n(B, A)][w(A + tn(B, A)) + w(A + (1 —
tn(B; A))]

< M(5)ha(3) [f(A + tn(B, A)) + w(A + tn(B, A)) + f(A + (1 = (B, A)w(A + (1 -
tyn(B, A))]

+hy () ha(3) [ () ha(£)] M (A, B) + [ha()ha(t) + hi(1 — t)ha(1 — t)]N(A, B)

Yukaridaki esitsizligin t’ye gore [0, 1] araligi {izerinden integralini alirsak

2A+ (B, A). 24+ 5(B,A). 2h(bha(l) [ATBA
FEE (R - S |
1 1
< 2h1(%)h2(%)[M(A, B)/O B (E)hs(1 — £)dt + N(A, B)/O b (D) ha(1)d1]
elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.1.6 f : I — (0,00) ve w : I — (0,00) swrasiyla operator hj-preinveks ve
operator hg-preinveks fonksiyon olsunlar. Bu durumda A < A + n(B, A) igin agagidaki

esitsizlik dogrudur.

1
n(B, A)

A+n(B,A) 1 1
/ F()w(x)dr < M(A, B) / I ()hs(1)dt + N (A, B) / T (£ (1 — )t
A 0 0
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Burada M (A, B), (3.1.1) ve N(A, B) (3.1.2) ise ifadeleridir.

Ispat. f,w negatif olmayan h; preinveks ve ho-preinveks fonksiyon olsun, her ¢ € 0,1]

i¢in agagidaki esitsizligi yazabiliriz.

f(A+ (B, A))w(A+in(B,A)) < [h(1—=1)f(A)+hi(t)f(B)][ha(1 — t)w(A) + ho(t)w(B)]
— (1= (1 — O F(AN(A) + by ()ha(1 — 1) f(B)w(A)
(1= () f(AVw(B) + (D ha(t) (B)u(B)

Ustteki esitsizligin [0, 1] arahginda t’ye gore integralini alirsak,

n(; 5 /A B @) < F(ANw(A) /0 Cha(1— Oho(1 — e
+F(A)yw(B) /01 ha(1— t)ha(t)dt
T (B)w(A) /01 hy()ha(1 — £)dt
@) [ ok
= [f(ADw(A) + f(B)w(B)] /01 ha(t)ha(t)dt
HIAW(B) + 1B [ ha(Oha1 -

— M(A,B) /1 hi(t)ha(t)dt + N(A, B) /1 ha(£)ha(1 — t)dt

elde ederiz. Bu ise

A+n(B,A) 1 .
n(Bl A)/A f@)w(x)dx < M(A, B)/0 hl(t)hg(t)dt—l—N(A,B)/O hy(t)ho(1 —t)dt

olup, boylece ispat tamamlanir .

3.2 Mutlak Degerlerinin Kuvveti Operator h-Preinveks Fonksiy-
onlar icin Esitsizlikler

Simdi diferensiyellenebilen operator h-preinveks fonksiyonlar i¢in bazi yeni Hermite-
Hadamard tipi esitsizlikleri elde edelim. Bunu yapabilmek i¢in ilk 6nce bazi lemmalara

ihtiyacimiz var.

Lemma 3.2.1 f : I — (0,00) diferensiyellenebilen bir déniisim A < A + n(B, A) ve
e LA, A+ n(B, A)] olsun.
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Eger

A+4n(B,A) !
n(Bly . / fayis— DT IA LB A) _ (B4, / (1-20) f'(A+tn(B, A))d]

ise agagidaki egitlik dogrudur.
Ispat. Lemmanm iddialarma gore agagidakileri yazabiliriz.

f(A+tn(B,A))(1_2t ’0+2/ f(A+tn(B, A))

(B, A) oA

/1(1—2t)f’(A+tn(B,A))dt .

FA+t(BA) B 2 [
~T B4 ‘n<B,A>+n<B,A>/Of<A””(B’A”C“
+

A+ F(A+n(BA) 2 A+n(B,A)
- n(B, A) (B, A)]? /A f(x)dx

2 f(A) + f(A+n(B,A)) 1 A+n(B,A)
n(B,A) - 2 P n(B, A) / f(x)da]

A

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir .

Teorem 3.2.1 f: 1 — R, I° diferensiyellenebilir bir déntigim A < A + n(B, A) sartim
saglayan A,A 4+ n(B, A) € I° olsun. Bu durumda eger |f’| ,[A, A + n(B, A)] iizerinde bir
operator h-preinvex fonksiyon ise bu durumda agagidaki esitsizlik dogrudur.

f(A) + f(A+n(B, A)) 1 Atn(B,A)
2 (B, A) / f(@)de

A
< WA+ 17wy [0 -2

Ispat. Bu teoremin sartlar1 altinda ispat asagida acik bir gekilde yapilmigtir.

f(A) + f(A+n(B,A)) 1 Atn(B,A)
| 2 (B, A) / f(z)dz]

n(B, A)
2

/1(1 C %) (A + tn(B, A))d

< M0 [ -l A+ (s,
< 1B [ st — ol )+ OIS )l
< "By 4158 /!1—2tlh
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Teorem 3.2.2 f: 1 — R, I° diferensiyellenebilir bir déniigim A < A + n(B, A) sartini
saglayan A,A + n(B, A) € I° olsun. Eger |f'|7 | [A, A+ n(B, A)| iizerinde bir operator

h-preinvex fonksiyon ise bu durumda agagidaki esitsizlik dogrudur. Burada ¢ > 1 i¢in

L+l =1dir,
A+ f(A+n(B, A 1 A+n(B,A)
F(A) + F(A+n(B.A) [ s
2 n(BaA) A
77 B7A / _P_ ’ _p_ 1 ijl
< A [y st v 17 [ o]
2(p + 1)1) 0
Ispat. Bu teoremin sartlan altinda asagidakileri yazabiliriz.
f(A) + f(A+n(B,A)) 1 /A+77(B~4) n(B,A) [! ,
a fxdx:—/ 1-2t) f'(A+tn(B, A))dt
| 2 n(B.A) /. (w)de] = |25 | (1=20) ' (A+tn(B, A))d]

B,A) (!
%/0 11— 2t||f'(A+tn(B, A))|dt

esitsizliginin dogru oldugunu biliyoruz. Simdi integraller i¢in Holder esitsizligini yukaridaki
esitsizlige uygularsak

f(A) + f(A+n(B,A)) 1 Atn(B,A)
‘ 2 (B, A) /

f(x)dx‘

A

< "(BQ’A>(/01|1—ztypdt)‘l’</01|f’(A+tn(B,A>>|th)‘l‘

elde ederiz. Iddiaya gore f operatér h-preinveks oldugundan

[ s apr < [ -0l ar e

esitsizligini yazabiliriz. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.3 f: I — R, I° diferensiyellenebilir bir déniigim A < A+ n(B, A) sartin
saglayan A,A + n(B,A) € I° olsun . Eger |f'|7 |[A, A + n(B, A)] araligi iizerinde bir

operator h-preinvex fonksiyon ve ¢ > 1 ise

A+n(B,A)
I+ SALUBAY L[ g

2 n(B, A)

A

< 2Bt i+ ey [ wow)’

esitsizligi dogrudur.

ispat. Lemma 3.2.17 i kullanarak asagidaki ifadeleri yazabiliriz.

‘f(A) + f(A+n(B,A)) 1 /A+n(B,A)
2 n(B, A)

f(x)d]

A
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=2 Lo o, apa < "B [ o s, apja

Power mean esitsizligini kullanarak

1

[ 1=z e Aplar < ([ - 22 s, appan:
esitsizligini yazabiliriz. f operator h-preinveks oldugundan
[ =z m@appa < [ - 2m - ol oL@
= IOl [ - 2n
esitsizligini elde ederiz. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.2.4 f: I — (0, 00) diferensiyellenebilen bir fonksiyon, A, A+n(B,A) € [, A <
A+n(B,A) olsun. Eger f' € L1[A, A+ n(B, A)] ise bu durumda

1 24+ 9(B,4), 1 Atn(B,A) o,
n(B,A)f< 2 ) [U(B,A)]Q/A f(z)dz = /th(A—l—tn(B,A))dt

1
+[ (1—1t)f'(A+tn(B, A))dt
2
esitligi dogrudur.
ispat

/2 tf'(A+tn(B,A))dt + ﬁ(t — 1) f'(A+tn(B,A))dt

0 2

t:u/f’(A+tn(B,A))dt=/dv
f(A+1tn(B,A))

dt = du — v
n(B, A)
A"‘t?](B,A):ZL‘, for t=0z=A4

(B, A)dt = dz,  for t:% At 'rz(B2, A)

t_1:U/f/(A+tn(B,A))dt:/dv

f(A+1tn(B, A))
dt = du —
n(B, A)

A+tn(B,A) =z, for tZ%x:A+n(BQvA)
n(B,A)dt = dx, for t=12=A4+n(B,A)
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u.v—/v.du _ ‘f(A—i-tnBA é / fA—anBA))dt

n(B,
f(A+tn(B,A)) o f(A+tn(B,A))
s / WBA
FA+2BAY Ay 1BA) fA+tnBA fA+tnBA))
WBA) T aBA) / / “
A+n(BA)

B 2 f(x)dx Atn(B.4) f(:p)d:p
[ amart /<> [n<B,A>P]
1 2A+n(B,A)

= n(B,A)f< 5 )

1 A+n(B,A)
- [n(B,Aﬂz/A fw)de

Ispat boylece tamamlanir.

Teorem 3.2.5 f: 1 — R, IY diferensiyellenebilir bir déniigim A < A + n(B, A) sartim
saglayan A, A+ n(B, A) € I° olsun. Bu durumda eger |f’| ,[A, A + n(B, A)] tizerinde bir

operator h-preinvex fonksiyon ise bu durumda agagidaki esitsizlik dogrudur.

A+n(B,A) '
n(Bl,A>/A f<:“>dﬁ”—f<m++(3"4>>| < (B, A f(A)|( / th(1 — t)dt

0

1

+ﬁ(1 — )h(1 — t)dt)

[N

1
—Hf’(B)\(/O th(t)dt%—[ (1 —t)h(t)dt)]
ispat. Lemma 3.2.11 uygulayarak,
A+n(B,A) A A
;)/ f(z)dz — f(2+77—(B’))‘

n(B, A 2

1

<n(B, A) /0 A+ (B, A)dt + | (1= ) F(A+ tn(B, A))dt

MH\
>

<n(B.A)| [ 4[ma =017 )+ ol ) a

NI

+ﬁ (1_t)[h(l_t)lf/(A”+h(t)|f'(B)|]dt

2

:77(37 A)

If’(A)I(/Oé th(l —t)dt + [(1 —t)h(1 — t)dt>

+ ’f/(B”(/j th(t)dt + [(1 - t)h(t)dt)]

esitsizliklerini elde ederiz. Bu ise ispat1 tamamlar.
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Teorem 3.2.6 f : I — R, I° diferensiyellenebilir bir doniigiim, A < A + n(B, A) igin
A, A+n(B,A) € I° olsun. Eger |f'|?, [A, A+ n(B, A)] {izerinde bir operator h-preinvex

fonksiyon ise bu durumda asagidaki esitsizlik dogrudur. Burada ¢ > 1 igin %} + % = 1’dir.

f(z)dz

f(A) + f(A+n(B,A)) 1 /A+n<B,A>
2 n(B, A)

A

1 1

[/0‘2 [h(l —t)‘f’(A)’q_|_h(t)‘f/<B)|q]Edt

=

<7)(B,A)< ( 1 )
- 2

2 p+1)
‘i‘/é |:h<1_t)‘f/<A)’q+h(t)‘f/<B)|q]th]

esitsizligi dogrudur.

ispat. Lemma 3.2.1 ve Holder esitsizligini uygulayarak,

L 24+ 9(B, A)

WBA) /. f(@)dr — f( 5

>\

<n(B, A) /()Qtf’(A+t77(B,A))dt+ [(1 —£)f'(A+tn(B, A))dt

<n(B, A) (/jtﬁdt)’l’(/oé |f’(A+tn(B,A))\th>;

+ (ﬁu - t)pdt);' (/1 /(A + tn(B, A))\%lt) ‘11]

yazabiliriz. Iddiaya gore f operator h-preinveks oldugundan

1
/2
0
1

[1 f/(A—i—tT](B,A))‘thg[ [hu_t)|f/(A)|q+h(t)|f/(B)|q}dt

pam@ e < [ na -l ol @

0

yazabiliriz . Ayrica

3 1 1
it = | (1—tyPdt = ———
/0 / =0t = i+

2

dogru olan esitsizliklerini kullanarak ispat tamamlanir.
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4. SONUC VE ONERILER

Sonug olarak, bu yiiksek lisans tez ¢aligmasinda;

1. Bir Hilbert uzayinda 6z eslenik operatorlerin stirekli fonksiyonlari i¢in operator A

preinveks kavrami verildi.
2. Bu yeni tamim yardimiyla yeni egitsizlikler ifade ve ispat edildi.

3. Elde edilen bu sonuglar uluslararasi sempozyumlarda sozlii olarak sunuldu[18], [19],

[20].

4. Sunulan bildiriler uluslararas: hakemli dergilerde basildi[21], [22].
Bu tezden elde edilen sonuglar dogrultusundaki onerimiz,

1. Sinirh operatorler teorisi ile esitsizlikler teorisi alaninda caligmak isteyen bilim in-
sanlaria konveksligin diger cesitlerini bir Hilbert uzayinda 6z esglenik operatorlerin

siirekli fonksiyonlarina tagiyabilmesi i¢in yol ve yontem gosterecegini,
2. Bu yiiksek lisans tez ¢aligmasinda elde edilen sonuglar daha da genellegtirilebilir.

3. Boylece bu alandaki bosluklar yeni yapilacak bilimsel ¢alismalarla doldurulabilecegini

diistiniiyoruz.
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