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Bu tezin amaci, bazi esnek kafes yapilarin1 vermek, bu yapilara ait temel 6zellikleri
arastirmak ve elde edilen sonuglar1 ortaya koymaktir.

Bu ¢alisma iki ana boliimden olusmaktadir. flk boliimde calismamizda temel olan
kafesler ve esnek kiimeler hakkinda bazi tanim ve teoremler ifade edilmistir. ikinci
bolimde esnek kafes, esnek alt kafes, esnek kafes homomorfisi, esnek dagilimli
kafes ve esnek modiiler kafes kavramlar1 verilerek bunlara ait Ozellikler
arastirilmistir ve elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.
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SOFT LATTICE STRUCTURES
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The aim of the present thesis is to give the some soft lattice structures, to investigate
the basic properties of these structures, and is to present the obtained results.

This study consists of two main chapters. In first chapter, some definitions and
theorems which are crucial for our study such as lattice and soft set are stated. In
second chapter, by giving the concepts of soft lattice, soft sublattice, soft lattice
homomorphism, soft distributive lattice and soft modular lattice, the algebraic
properties belonging to these are examined and obtained results are evaluated.
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1. GIRIS

Belirsizlik problemleri ve bu problemlerin ¢oztimiine yonelik yaklagimlar bircok bilim
adami tarafindan uzun zamandir ele alinmaktadir. Belirsizligi anlamak ve buna uygun
¢oziimler bulmak icin bir¢ok yaklagim metotlar: gelistirilmigtir. Bu yaklagimlardan en
onemlileri bulanik kiimeler (Zadeh, 1965), yaklasimh kiimeler (Pawlak, 1982) ve esnek
kiimeler (Molodtsov, 1999) dir. Esnek kiime teorisi, belirsizlik i¢eren problemlerin mev-
cut metotlar ile ¢oztimii noktasinda karsilagilan zorluklarlarin iistesinden gelebilmek ve bu
problemlere uygun ¢oztimler geligtirebilmek igin ilk olarak Molodtsov (1999) tarafindan
ortaya konuldu. Molodtsov (1999, 2004) bir¢ok alana esnek kiime teorisini uyguladi. Es-
nek kiimeler, hem teori hem de pratigin dengeli bir kapsamini vurgular. Gilintimiizde esnek
kiime teorisi, mithendislik, bilgisayar bilimleri, ekonomi, sosyal bilimler, doga bilimleri ve
tip bilimi bagta olmak iizere akilli sistemlerden karar verme sistemlerine kadar bir ¢ok
alanda genig bir uygulama imkani buldu. Maji ve ark. (2002, 2003) bir karar verme
probleminde esnek kiimelerin bir uygulamasini yaptilar ve esnek kiimelerde bazi iglemleri
tanimladilar. Esnek kiime teorisi, 6zellikle esnek karar verme gibi bircok alanda genis kap-
samli uygulamalarla ilerleme gostermistir (Maji ve ark., 2003; Ali ve ark., 2009; Cagman
ve Enginoglu, 2010; Feng ve ark., 2010; Feng ve ark., 2011; Feng ve ark., 2013). Daha
sonrasinda esnek kiimelerin cebirsel yapilar tizerindeki uygulamalarida birgok arastirmaci
tarafindan ele alindi1 ve bu yapilar tizerindeki etkisi incelendi. Ik olarak Aktag ve Cagman
(2007) esnek grup kavramini verdiler ve bu kavramin temel 6zelliklerini incelediler. Jun
(2008) esnek kiimeleri BCK/BCl-cebirlerine uygulayarak, BCK/BClI-cebirlerinde esnek
kiimelerin cebirsel 6zeliklerini aragtirdi. Feng ve ark. (2008) esnek kiime teorisini kulla-
narak esnek yar1 halka kavramini verdiler ve bu kavrama ait bazi 6zelikleri incelediler. Sun
ve ark. (2008) esnek modiilleri tanimlayarak, esnek modiillere ait baz temel 6zellikleri
elde ettiler. Shabir ve Ali (2009) yarigruplarda esnek ideal kavramini verdiler. Ma-
jumdar ve Samanta (2010) esnek doniigiim kavramini verdiler ve onlarin bazi ézellikleri
tizerinde gahgtilar. Acar ve ark. (2010) esnek halkalar1 tanimladilar ve esnek halkalarin
bazi temel ozelliklerini incelediler. Qin ve Hong (2010) esnek kiimelerin kafes yapisini
ingaa ettiler, esnek egitlik kavramini incelediler ve bunlarla ilgili baz1 ozellikler elde et-
tiler. Yamak ve ark. (2011) esnek hypergroupoid kavramini verdiler ve bu kavrama ait

baz1 yeni Ozellikler elde ettiler. Celik ve ark. (2011) esnek kiimeler {izerinde yeni ikili



islemler verdiler ve esnek halkalarla ilgili yeni ozellikler elde ettiler. Karaaslan ve ark.
(2012) esnek kiimelerdeki baz iglemleri kullanarak, esnek kiimeler tizerinde esnek kafes-
leri tanimladilar ve baz1 esnek kafes yapilarini incelediler. Nagarajan ve Geetha (2014) bir
esnek kafesin esnek ideali kavramini verdiler ve ilgili 6zellikleri arastirdilar. Bera ve ark.
(2017) bir kafes tizerinde esnek kongriians bagintisini tanimladilar ve tam esnek kongriians
bagintis1 kavramini verdiler.

Biz bu calismada bazi esnek kafes yapilarimi ele alacagiz, temel ozelliklerini inceleyecegiz
ve elde edilen sonucglar1 degerlendirecegiz. Bu c¢alisma iki ana boliimden olusmaktadir.
Ik boliimde ¢calismamzda temel olan kafesler ve esnek kiimeler hakkinda bazi tamm ve
teoremler ifade edilmistir. Ikinci boliimde esnek kafes, esnek alt kafes, esnek kafes ho-
momorfisi, esnek dagiliml kafes ve esnek modiiler kafes kavramlar: verilerek bunlara ait

ozellikler aragtirilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Kafesler

Tamm 2.1.1 (Birkhoff, 1967) L # () bir kiime ve “<” L {izerinde bir baginti olsun. L’ye

sirali kiime denir. <
(i) Hera € Ligina < a
(ii) Her a,b € Ligin a <bve b < aise a=b
(iii) Her a,b,c € Ligina < bveb < cise a < ¢ dir.
Bir L siral kiimesi (L, <) notasyonu ile gosterilir.

Tanim 2.1.2 (Birkhoff, 1967) (L, <) bir sirali kiime, B C L ve a € L olsun.

(i) Eger her b € B igin a < b ise a € L elemanina B nin bir alt sinir1 denir.
(ii) Eger her b € B i¢in b < a ise a € L elemanina B nin bir iist smir1 denir.

(iii) Eger a, B kiimesinin bir alt smir1 ve a € B ise a ya B kiimesinin en kiigiik eleman1

denir.

(iv) Eger a, B kiimesinin bir iist sinir1 ve a € B ise a ya B kiimesinin en biiyiik elemani

denir.

Tanim 2.1.3 (Birkhoff, 1967) (L, <) sirali kiime ve B C L olsun. B, B nin tiim {ist

sinirlarindan; B, B tim alt sinirlarindan olugan bir kiime olsun.

e B # () ve B nin en biiyiik elemani varsa bu elemana B nin en biiyiik alt siniri

(infumumu) denir ve inf B = AB = Apepb notasyonlarindan biri ile gosterilir.

e B # () ve B nin en kii¢iikk elemani varsa bu elemana B nin en kiigiik tist simiri

(supremumu) denir ve sup B = VB = Vb notasyonlarindan biri ile gosterilir.

Tanim 2.1.4 (Birkhoff, 1967) (L, <) bir sirali kiime olsun. L kiimesine kafes denir <
Her a,b € L i¢in sup{a,b} = a V b ve inf{a, b} = a A b mevcuttur.

Tamim 2.1.5 (Birkhoff, 1967) (L, <) bir kafes olsun.
3



(i) L ye tam kafes denir. < Her () # T C L i¢in sup T ve inf T mevcuttur.
(ii) L ye modiiler kafes denir. < Her a,b,c € Lvea <bicinaV (bAc) =bA(aVc) dir.

(iii) L ye dagilimh kafes denir. < Her bir a,b,c € LicinaV (bAc) = (aVb) A (aVc)
veaA (bVe)=(aAb)V (aAec).

Bir L kafesi genel olarak (L,<,V,A) seklinde gosterilir. Ayrica, L kafesinin en kiiglik

elemani ve en biiylik elemani varsa, bu elemanlar sirasiyla “0” ve “1” ile gosterilir.

Tamim 2.1.6 (Birkhoff, 1967) L bir kafes 0 € L ve her z € L igin 0 < z ise L ye alttan
siirh kafes denir ve (L, <,0) ile gosterilir. 1 € L ve her z € L igin x < 1 ise L ye iistten
siurh kafes denir ve (L, <, 1) ile gosterilir. L kafesi tistten ve alttan sinirli ise L ye sinirh
kafes denir ve (L, <,0, 1) ile gosterilir.

Aksi soylenmedikce biuitiin kafesler simirh kafes olarak ele alinacaktur.

Tanim 2.1.7 (Birkhoff, 1967) (L, <) bir tam kafes olsun. L ye sonsuz V-dagilimh kafes
denir. < Her a,b; € L, i € Aigin a A (Vb)) = V;en(a Ab;) dir.

Tanim 2.1.8 (Birkhoff, 1967) (L, <) bir kafes ve @ # T' C L olsun. T ye alt kafes denir.
< Her a,be T icinaVbaAbeT dir.

Teorem 2.1.1 (Birkhoff, 1967) (L, <) bir kafes olsun. Eger L dagihmh (modiiler) kafes

ise L nin her alt kafesi de dagilimli (modiiler) dir.

Tanmim 2.1.9 (Birkhoff, 1967) (L, <) ve (Lo, <) swali kiimeler ve f : Ly — Ly bir
fonksiyon olsun. f ye sira korur fonksiyon denir. < Her a,b € L; igina < bise f(a) < f(b)
dir.

Tanim 2.1.10 (Birkhoff, 1967) (L1, <) ve (L2, <) kafesler ve f : Ly — Ly bir fonksiyon
olsun. f ye kafes homomorfisi denir. < Her a,b € Ly icin f(a A b) = f(a) A f(b) ve

flaVvb) = f(a)V f(b) dir.

Ornek 2.1.1 (i) A # 0 bir kilme ve L = p(A) olsun. 7,8 € Licgn T < S < T C S

ile verilen “<” bagmtisi ile (L, <) sonsuz V-dagihmh kafestir.

(ii) L sonlu bir kiime ve (L, <) dagilimh kafes ise (L, <) sonsuz V-dagilimh kafestir.



(ili) (L1, <) ve (Lg, <) sonsuz V-dagilimh kafesler olsun. L; x Lo lizerinde “<” siralama
bagintisi (a,b) < (¢,d) < a < ¢ ve b < d geklinde verilsin. Bu taktirde (Ly X Lo, <)

sonsuz V-dagiliml kafestir.

2.2 Esnek Kumeler

Tanim 2.2.1 (Molodtsov, 1999; Feng ve ark., 2008) U ve E bostan farkl kiimeler, p(U)
U'nun giig kiimesi, E parametreler kiimesi ve A C E olsun. 1 : A — (U) doniigimii
ile verilen (n, A) ikilisine U iizerinde bir esnek kiime denir. Burada R C A x U olmak
tizere her x € A i¢in n(z) = {y € U | (z,y) € R} seklinde tanimlanir. Des(n, A) = {z €
A i |n(z) # 0} kiimesine (1, A) esnek kiimesinin destegi denir. Her x € A icin n(z) = 0
ise (1, A) ya bog esnek kiime denir. Eger Des(n, A) # ) ise (1, A) ya bostan farkli esnek

kiime denir. U iizerinde tanimli biitiin esnek kiimelerin ailesi S(U) ile gosterilecektir.

Ornek 2.2.1 f: A — U bir fonksiyon ve 5 : A — p(U) bir déniigiim olmak iizere her
x € Aigin n(z) = {f(z)} seklinde tanimlanan (7, A) ikilisi U tizerinde bir esnek kiimedir.

Ornek 2.2.2 ¢ : U, — U, bir fonksiyon ve (1, A), (1, B) srasiyla Uy ve U, iizerinde

esnek kiimeler olmak tlzere

p(n) : A= p(Uz) (n)(x) = w(n(r))
P~ (1) 1 B = o(Un) ¢~ (1)(y) = ¢ (1))
ile tanimlanan (¢(n), A) ve (¢! (1), B) ikilileri sirasiyla U, ve Uj tizerinde esnek kiimelerdir.
Tanim 2.2.2 (Molodtsov, 1999) (n, A) ve (u, B) U {izerinde iki esnek kiime ve A C B

olsun. Eger her x € A i¢in n(z) C u(x) ise (n, A) ya (i, B) nin esnek alt kiimesi denir.
Bu durum (n, A) C (u, B) notasyonu ile gosterilir.

Onerme 2.2.1 ¢ : Uy — U, bir fonksiyon olmak iizere (1, Ay) ve (12, Ag) Uy tizerinde,
(1, B1) ve (ug, Bg) Us tizerinde tamiml esnek kiimeler olsun. Bu taktirde agagidakiler

saglanir.

(1) (m, A1) € (m2, A2) ise (p(m), A1) C (p(m2), A2)



(it) (p1, Br) € (p2, B2) ise (7' (1), Br) € (¢ (p2), Ba)

Tanim 2.2.3 (Ali ve ark., 2009; Feng ve ark., 2008) {(n;, A;) | i € A} U iizerinde esnek

kiimelerin bir ailesi olsun.

(i) A= Uend; ve her a € Aigin A(a) = {i | a € A;} olmak {izere n(a) = Uiep)ni(a)
seklinde tanimlanan (7, A) esnek kiimesine {(n;, A;) | i € A} esnek kiimeler ailesinin

birlegimi denir. Bu durum (J,;,(n;, 4;) notasyonu ile gésterilir.

(ii)) A = Nierd; ve her a € A igin n(a) = Nijeansi(a) seklinde tanimlanan (7, A) esnek
kiimesine {(n;, A;) | ¢ € A} esnek kiimeler ailesinin arakesiti denir. Bu durum

Nica(mi; A;) notasyonu ile gosterilir.

(i) A = NieaA; ve her a € A icin n(a) = Uieani(a) seklinde tammlanan (n, A) esnek
kiimesine {(7;, 4;) | i € A} esnek kiimeler ailesinin daraltilmig birlegimi denir. Bu

durum | |, (7, A;) notasyonu ile gésterilir.

(iv) A = Ujend; ve her a € A igin A(a) = {i | a € A;} olmak {izere n(a) = Nic@)ni(a)
seklinde tanmimlanan (7, A) esnek kiimesine {(7;, A;) | i € A} esnek kiimeler ailesinin

genigletilmis arakesiti denir. Bu durum [ ], (7;, A4;) notasyonu ile gosterilir.

(v) A = [[;cp Ai ve her (a;) € A icin n(a;) = Uieani(a;) seklinde tanimlanan (7, A)
esnek kiimesine {(n;, 4;) | ¢ € A} esnek kiimeler ailesinin V-birlesimi denir. Bu

durum \/,_,(n;, A;) notasyonu ile gésterilir.

(vi) A = [l,cpAi ve her (a;) € A icin n(a;) = Nieani(a;) seklinde tanimlanan (7, A)
esnek kiimesine {(7;, 4;) | ¢ € A} esnek kiimeler ailesinin A-arakesiti denir. Bu

durum A, ., (7, A;) notasyonu ile gésterilir.

U itizerinde tanmmh (n, A) ve (i, B) gibi iki esnek kiime i¢in yukarida verilen tammlar
sirasiyla agagidaki sekillerde gosterilir.
n, A) ve (u, B) esnek kiimelerinin birlegimi: (n, A) U (u, B)

n, esnek kiimelerinin arakesiti : (n, A) N (u, B)

(

(n, A) ve (u,
(n, A) ve (u,
(n,A) ve ( esnek kiimelerinin genigletilmis arakesiti: (n, A) M (u, B)
(n, A) ve (

B)

B) esnek kiimelerinin daraltilmig birlesimi: (n, A) U (i, B)
1, B)

B)

n, A) ve (i, B) esnek kiimelerinin V-birlegimi: (n, A) V (i, B)



(n, A) ve (i, B) esnek kiimelerinin A-arakesiti: (1, A) A (u, B)

Onerme 2.2.2 {(n;, 4;) | i € A} C Es(U) ve (n, B) € Es(U) olsun. Bu taktirde;

() (1 B) 01 (Usen i 4)) = Usen (1, B) 0 (1, A1)
(i) (0, B)U ( Niealms 40)) = Nhien (0, B)U (1 41) )
Gif) (3, B) 1 (Lhen 0> A43)) = Lien (0 B) 11 01, 40))
(i) (1, B) U (Tien (s 40) = ien (00, B) U (. 4))

ispat:

() (BN (Uien(ms A0)) = (11, BO(Uiendi) ) ve Usen (7, B) N1 A1) ) = (6 Usen (B0
Al)) olsun. A(z) = {i | 2 € A}, Al@) = {i | x € BN A} olmak iizere
x € BN (Uiepnd;) = Uien (BN A;) ise
(@) = 1) 0 Uienemi(@)) = ien (@) 1 06(2)) = Uieniin (@) N 0i(e) = o)
dir. Buradan (1, B) N (Uie,\(m, AZ)> = Uien (0, B) N (i, A;)) dir.

(i) (1, BYU (Nien(m: A1) = (1 BU (Miends)) ve
Nicn ((n, B)U(n:, A,-)) - (5, Nien(B U Ai)) olsu.
T € BU (Niea4;) = Niea(B U A;) olmak tizere;
Eger x € B\ NiepA; ise pu(z) = n(x) dir. Ayrica x ¢ NjepA; oldugundan Ji € A,z ¢
A;ve A= {j | x € A;} olmak iizere §(z) = [Nicn (n(z) Uni(z))] An(z) = n(z) dir.
Yani p(z) = d(z) olur.
Eger © € NMiepaA; \ B ise u(x) = Mieani(x) dir. Ayrica her ¢ € A igin x € A; \ B
oldugundan §(z) = Niean;i(x) dir. Yani p(x) = §(x) olur.
Bier o € B (Mierds) ise pi(x) = 1(2) 0 (Mienin(2) = Mienln(z) N mi(z)) = 6(2)
olur. Buradan (n, B) U (ﬂieA(m,Ai)) = ((7}, B)U (772‘,142‘)) dir.

(iii) (i) nin ispatina benzer gekilde yapilir.
(iv) (ii) nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 2.2.1 {(n;, A;) | i € A} U tizerinde esnek kiimelerin bir ailesi olsun. Bu taktirde

asagidaki ozellikler saglanir.



(i) (Es(U),C) sirali kiimedir.

(ii) (Es(U),E) tam kafestir ve Sup{(n;, 4;) | i € A} = Ujen (i 4i), inf{(ni,Ai) | i€
/\} = ﬂie/\(ni’Ai)'

(iii) (Es(U),C) sonsuz V-dagilimlh kafestir.

ispat:

(1) (m, A1), (2, A2) ve (n3, A3) U iizerinde esnek kiimeler olsun. (n1, A1) T (12, Az)
oldugu agiktir. (91, A1) E (19, As) ve (12, A2) T (11, A1) olsun. Bu taktirde buradan
Ay € Ay ve her ¢ € Ay igin 1y (z) C no(x) dir. Benzer sekilde As C A; igin ve her
x € A igin mo(z) C my(x) dir. Dolayisiyla Ay = Ay ve mi(z) = n2(z) olur. Buradan
(m, A1) = (o, Ag) dir. (m1, A1) C (12, Az) ve (12, A2) T (n3, A3) olsun. Buradan
Ay C Ay ve her z € Ay icin m(z) C mo(x) dir. Benzer sekilde Ay C Az ve her
x € Ay igin na(x) C n3(x) dir. Dolaysiyla Ay C Az ve ni(x) C n3(x) olur. Yani
(m, A1) C (n3, A3) dir. Sonug olarak (S(U), =) bir siral kiimedir.

(ii) Agik olarak her j € A icin (1;, 4;) € U;ep (1, A;) dir. Diger yandan, (u, A) € S(U)
ve her i € A icin (n;, 4;) € (u, A) olsun. Buradan A; C A ve her x € A i¢in
ni(x) C p(x) dir. Boylece Uiend; C A ve © € Ujen icin Ujepni(z) € p(x) yani
Uien(mis Ai) € (1, A) olur. Buradan Sup{(n;, A;) | i € A} = U,;ep(mi; Ai) dir.

Acik olarak her j € A icin (),c (1, Ai) € (05, 4;) dir. Diger yandan, (p, A) € S(U)
ve her i € A igin (u,A) C (m;, A4;) ise her i € A ve her x € A igin A C A;
ve pu(x) C ni(z) dir. Boylece A C MiepA; ve © € A igin p(z) C Nieani(x) yani
(s A) € Nien(mis A) olur. Buradan Inf{(n;, A;) | i € A} = Micn (M A;) dir.

(iii) Onerme 2.2.2 ile agiktir.

Tanim 2.2.4 (Yamak ve ark., 2011) (n, A) ve (u, B) sirasiyla Uy ve Us iizerinde esnek

kiimeler ve f : Uy — Us ve g : A — B iki fonksiyon olsun. Eger her z € A igin
f(n(x)) = u(g(x)) ise (f,q) : (n,A) — (i, B) ye bir esnek fonksiyon denir.



Bu tamimda, eger f ve g bire-bir (érten) bir doniigiim ise (f,g) ye bire-bir (érten) es-
nek fonksiyon denir. (1, A) ve (i, B) arasindaki bire-bir ve Orten esnek fonksiyona esnek

tam egleme denir. Bu durum (7, A) = (i, B) notasyonu ile gosterilir.

Onerme 2.2.3 (Yamak ve ark., 2011) (n, A), (u, B), (5, C) sirasiyla Uy, U, ve Us tizerinde
esnek kiimeler ve (é,9) : (1, 4) — (1, B), (9,7) : (1, B) — (6, C) olsun. Bu taktirde

agagidaki ozellikler saglanir.

(i) (pod,yorh): (n,A) — (4,C),
(ii) (4,1) esnek tam esleme ise (¢~1,¢~1) : (u, B) — (n, A) esnek tam eglemedir.

Tanim 2.2.5 (Yamak ve ark., 2011) (n, A) ve (u, B) swrasiyla U; ve U, tizerinde esnek
kiimeler ve (f,g) : (n, A) — (u, B) olsun.

(i) (n,A) esnek kiimesinin (f,g) esnek fonksiyonu altinda goriintiisii U, tizerinde bir
esnek kiimedir. Bu durum (f, g)(n, A) = (f(n), B) seklinde gosterilir ve her y € B
icin

fmm»:{ Uy, () cier € Res

eger y ¢ Resg

seklinde tanimlanir.

(ii) (u, B) esnek kiimesinin (f, g) esnek fonksiyonu altindaki ters goriintiisii U; {izerinde
bir esnek kiimedir. Bu durum (f, )~ (u, B) = (f~(u), A) seklinde gosterilir ve her
r € Aigin f~ () (z) = f~1(u(g(x))) seklinde tanimlanir.



3. ESNEK KAFES YAPILARI

3.1 Esnek Kafesler

Bu boliimde, esnek kafes kavramini ele alacagiz ve bu kavrama ait bazi ozellikleri
arastiracagiz. Bu boliim boyunca, L bir tam kafes ve biitiin esnek kiimeler bostan farklh
olarak ele alincaktir. R bagmntisi R C A x L olmak tizere n : A — p(L) kiime degerli
fonksiyonu n(z) = {y € L | Ry} seklinde tammlansin. Acgik¢a (n, A) L iizerinde bir

esnek kiimedir.

Tanim 3.1.1 (1, A) L tizerinde bir esnek kiime olsun. Eger her z € A igin n(z) L nin alt
kafesi ise (1, A) ya L iizerinde bir esnek kafes denir. L iizerindeki biitiin esnek kafeslerin

kiimesi Fk(L) ile gosterilecektir.

Ornek 3.1.1 L = {0,p,q,7,s,t,v,1} kafesi Sekil 3.1. deki gibi verilsin.

Sekil 3.1: L ={0,p,q,r,s,t, v, 1} kafesi

A = {r,q,v} olmak tizere  : A — p(L) kiime degerli fonksiyonu n(z) = {y € L | tRy &
xVy = 1} seklinde tanimlansin. Buna gore n(r) = {1, s}, n(q) = {1,t}, n(v) ={1,p,t, s}
dir. Agikca her x € A i¢in n(z) L nin bir alt kafesidir. Buradan (n, A) € Ek(L) dir.

Ornek 3.1.2 L = {0,p,q,7,s,t,v,1} kafesi sekil 3.2 deki gibi verilsin.
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Sekil 3.2: L ={0,p,q,r,s,t,v, 1} kafesi

A = {1,2,3} olmak iizere n : A — (L) kiime degerli fonksiyonu n(1) = {p,r,t, 1},
n(2) = {0} ve n(3) = {1, s} seklinde tammlansin. Acik¢a her x € A igin n(z) L nin alt
kafesidir. Buradan (n, A) € Ek(L)dir.

Ornek 3.1.3 L = {0,p,q,7,s,1} kafesi Sekil 3.3. deki gibi verilsin.

0

Sekil 3.3: L ={0,p,q,r,s, 1} kafesi

A ={0,p,q,r,s,1} olmak tizere n : A — p(L) kiime degerli fonksiyonu n(z) = {y €
L | zRy & xVy = 1} seklinde tammmlansin. Buna gore n(0) = {1}, n(p) = {1,¢, 1, s},
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n(q) ={Lp,r, sy, n(r) ={1,p,q,s}, n(s) ={L,p,q,r}, n(1) = {0,p,q, 7, 5,1} dir. Agikca
q,r € n(p) dir. Fakat ¢ Ar =0 ¢ n(p). Buradan n(p) L nin alt kafesi degildir. Benzer
sekilde 1(q), n(r) ve n(s) L nin alt kafesi degildirler. Ustelik (n, A) ¢ Ek(L) dir.

Eger (n,A) L iizerinde bir esnek kafes degilse bogtan farkli bir B C A alt kiimesi
yardimiyla (n, B) L tizerinde bir esnek kafes yapilabilir.

Ornek 3.1.4 L = {0,p,q,7,s,1} kafesi gekil 3.4. deki gibi verilsin.

Sekil 3.4: L ={0,p,q,r,s, 1} kafesi

A ={0,p,q,r,s,1} olmak tizere n : A — p(L) kiime degerli fonksiyonu n(z) = {y €
L | zRy & = Ay = 0} seklinde tanimlansin. Buna gore 7(0) = {0,p,q,r,s,1}, n(p) =

{0,q,7, s}, n(a) ={0,p,r}, n(r) ={0,p,q}, n(s) = {0,p}, n(1) = {0} dir. Agikea, n(q) ve
n(r) L'nin alt kafesi degillerdir. Acikca her © € B icin np(z) L nin alt kafesidir. Ustelik
(n,A) ¢ Ek(L) dir.

Slmdl B = {071%3, ]-} g A alalm. Buradan 773(0) = {07paQ77n7 S, 1}7 UB(P) = {O7Q7 r, S}a
ne(s) = {0,p}, ns(1) = {0} dir. Ustelik (n, B) € Ek(L) dur.
Sonug 3.1.1 Her kafes bir esnek kafes olarak ele alinabilir.

Teorem 3.1.1 L bir kafes ve {(n;, A; | i € A} L {izerinde esnek kafeslerin bir ailesi olsun.

Bu taktirde;
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(i) MNiex(mi, Ai) bir esnek kafestir.
(i) [1;ex(mi, As) bir esnek kafestir.
(iii) Her 4,5 € A ve i # j icin A; N A; =0 ise U, (i, A;) bir esnek kafestir.

(iv) Her i,j € A, o € U, Ai icin n;(z) € n;(x) veya n;(x) C n;(x) ise J,cy (i, Ai) bir

esnek kafestir.

(v) Heri,j € A, x € [,y Ai icin n;(x) C n;(x) veya n;(z) € ni(z) ise | ;o) (7, Ai) bir

esnek kafestir.
(vi) Aiex(ni, Ai) bir esnek kafestir.

(vii) Her i,j € A, a; € A; icin ni(a;) € n;(a;) veya nj(a;) € ni(a;) ise \/;o, (i, A;) bir

esnek kafestir.

ispat:

(1) Niex(i; 4i) = (1, C) olsun. Burada C' = [, 4 ve her z € C igin p(x) =
Micx mi(z) dir. Acikca her i € A igin 7;(x) L nin bir alt kafesidir. Buradan u(z) L
nin bir alt kafesidir. Ustelik (0., (mi, 4;) L iizerinde bir esnek kafestir.

(i) [liex(mi, A;) = (1, C) olsun. Burada C' = J,c, A; ve her z € C icin p(r) =
Niex@ mi(@) dir. Des(p, C) = Uc, Des(mi, A;) # 0 oldugundan (u, C') bostan
farkhdir. Buradan z € Des(p, C) icin p(x) = (Ner(m:)(x) # 0 dir. Dolayisiyla
her i € A(z) i¢in n;(x) # 0 dir. Agikca her i € A(z) ve x € (J,c, A; icin n;(x) L nin
bir alt kafesidir. Ustelik MNiea@) Mi(z) L nin bir alt kafesidir. Buradan [],c, (s, Ai)

L tizerinde bir esnek kafestir.
(iii) Tanm 2.3.5 (i) ile aciktir.

(1iv) User(mis Ai) = (i, C) olsun. Buradan C' = |J,.,

Uierw mi(x) dir. Des(p, €) = Ujey Des(ni, A;) # 0 oldugundan (i, C) bostan

() = Uie@ mi(x) # 0 dir ve Jip € A(z)

n;(z) veya n;(z) C n;(r) oldugundan
(i,

A;) L tzerinde bir esnek kafestir.

A; ve her ¢ € C igin u(x) =

farkhdir. € Des(p, C) olsun. Buradan pu(z

oyleki n,(z) # 0 dir. @ € |J,c, Ai icin n;(z

) =
) <
U,ea7i(x) L nin bir alt kafesidir. Ustelik {J

1EA
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(v) (iv) nin ispatina benzer sekilde yapilir.

(vi) Niex(mi, Ai) = (1, C) olsun. (z;)iex € Des(p, C') alalim.
Buradan pu((2;)iex) = [;er mi(%:) # 0 dir. Her 4 € X igin 7;(z;) L nin bir alt kafesi
oldugundan (., 7i(#;) L nin bir alt kafesidir. Buradan A,_,(7;, 4;) L iizerinde bir

esnek kafestir.

(vii) Viea(mi Ai) = (p,C) olsun. (x;)ien € Des(u, C) alahm. Buradan p((z;)ien) =
Uiexmi(zi) # 0 dir ve Jig € A(x) Syleki n;,(x4,) # O dir. Her i, € A x; € A; igin
ni(z) € nj(z) veya n;(z) € n;(z) oldugundan n;(x;) L nin bir alt kafesidir. Béylece
Uiex mi(2;) L nin bir alt kafesidir. Buradan \/,, (7;, 4;) L lizerinde bir esnek kafestir.

Sonug 3.1.2 (1, A) ve (11, B) L iizerinde iki esnek kafes olsun. Bu taktirde,

(i) (n,4) N (u, B) € Ek(L)

(i) (n, A) N (p, B) € Ek(L)

(iii) ANB =0 ise (n,A)U (s, B) € Ek(L)

(iv) Her z € AN B icin n(z) C p(x) veya p(z) C n(x) ise (n, A) U (1, B) € Ek(L)
(v) Her z € AN B igin n(z) C u(x) veya p(x) C n(x) ise (n, A) U (u, B) € Ek(L)
(vi) (0, A) A (p, B) € Ek(L)

(vii) Her (z,y) € Ax B icin n(x) C p(y) veya pu(y) C n(x) ise (n, A) V (n, B) € Ek(L)

Ornek 3.1.5 L = {1,p,q,7,0} kafesi gekil 3.5 deki gibi verilsin.

A = {1,2,3} parametreler kiimesi olmak tizere n : A — (L) kiime degerli fonksiyonu
her x € A igin n(1) = {0,p,1}, n(2) = {0,p} ve n(3) = {p,q} seklinde tanimlansin.
Agikga her z € A igin n(z) L nin alt kafesidir. Buradan (n, A) ikilisi L {izerinde esnek
kafestir. B = {1,3,4} olmak iizere u : B — p(L) kiime degerli fonksiyonu her x € B
icin p(1) = {p,q, 7,0}, u(3) = {r} ve u(4) = {p,r} L seklinde tamimlansm. Agikca her
x € B icin p(z) L nin alt kafesidir. Buradan (u, B) L tizerinde esnek kafestir.
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Sekil 3.5: L = {1,p,q,r,0} kafesi

Ustelik (5,C) = (1, A) N (i, B) ve (6,C) = (n, A) A (1, B) L fizerinde esnek kafestir.
Fakat (0,C) = (n, A)U(u, B) ve (6,C) = (n, A)V (i, B) L iizerinde esnek kafes degildirler.
Clnki §(3) =n(3) Uu(3) ={p,q,r} ve 6(1,3) = n(1) V u(3) = {0,p,r, 1} L nin alt kafesi
degildir,

Tanmim 3.1.2 (1, A) L tizerinde bir esnek kafes olsun.

(i) Eger her x € A i¢in n(z) = 0g, ise (n, A) ya L tizerinde sifir esnek kafes denir.

(ii) Eger her x € A i¢in n(z) = L ise (n, A) ya L iizerinde tam esnek kafes denir.

Ornek 3.1.6 L = {0,p,q,r, 1} kafesi sekil 3.6 daki gibi verilsin.

A = {p,q} olmak tizere F : A — p(L) kiime degerli fonksiyonu her x € A igin n(z) =
{y € L | x ANy = 0} seklinde tamimlansin. Buradan n(p) = n(q) = {0} olur. Agikea (1, A)

L tuizerinde sifir esnek kafestir.
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Sekil 3.6: L ={0,p,q,r, 1} kafesi

Ornek 3.1.7 L = {0, p, q,r, 1} kafesi gekil 3.7 deki gibi verilsin.

0

Sekil 3.7: L ={0,p,q,r, 1} kafesi

A = {r,0} olmak iizere F' : A — (L) kiime degerli fonksiyonu her x € A i¢in n(z) =
{y € L|zAy € {0,r}} seklinde tammlansin. Buradan n(r) = n(0) = L olur. Agikca

(n, A) L tizerinde tam esnek kafestir.

Tanim 3.1.3 (1, A) ve (u, B) L tizerinde iki esnek kafes ve (7, A) C (i, B) olsun. Eger
her x € A igin n(z), p(z) in alt kafesi ise (1, A) ya (i, B) nin esnek alt kafesi denir.
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Ornek 3.1.8 L = {0,p,q,7,s,1} kafesi agagidaki gibi verilsin.

1

0

Sekil 3.8: L ={0,p,q,r,s, 1} kafesi

A ={0,p,q,1,s,1} olmak tizere n: A — (L) kiime degerli fonksiyonu n(z) = {y € L |
xRy < xVy =z} ve B={0,q,r, s} olmak tizere u : B — p(L) kiime degerli fonksiyonu
wx) = {y € L | zRy & x Vy = z} seklinde tanmimlansin. Buradan 7(0) = {0},
n(p) = {0,p}, n(q) = {p.q}, n(r) = {0,r}, n(s) = {0,q,r,s}, n(1) = {0,p,q,r,s,1},
1(0) = {0}, p(q) = {0, g}, u(r) = {0,r}, pu(s) = {0,q,r, s} seklindedir. Agkeca (n, A) ve
(11, B) L tizerinde esnek kafeslerdir. Ustelik B C A ve her z € B icin u(x) n(z) in alt
kafesidir. Sonug olarak (u, B) (1, A) nin esnek alt kafesidir.

Onerme 3.1.1 Her esnek kafes kendisinin bir esnek alt kafesidir.
ispat: Tanmim 3.1.3 ile isapat1 agiktir.

Tanim 3.1.4 (n, A) L, tizerinde bir esnek kafes ve f : L; — Ly bir kafes homomorfisi
olsun. Bu taktirde (f(n))(z) = f(n(x)) dir.

Onerme 3.1.2 (n, A) ve (i, B) L, iizerinde esnek kafesler ve (1, A) (i1, B) nin esnek alt
kafesi olsun. Eger f : Ly — Lo kafes homomorfisi ise (f(n), A), (f(x), B) nin bir esnek
alt kafesidir.

Ispat: (1, A), (1, B) nin esnek alt kafesi olsun. O halde A C B ve her x € A icin 5(z),
p(z) in alt kafesidir. f: Ly — Ly homomorfisi oldugundan her x € A, y € B igin f(n(x))
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ve f(pu(y)) Lo nin alt kafesi olur. Ayrica her z € A igin f(n(x)) f(u(y)) nin alt kafesidir.
Buradan (f(n), A), (f(u), B) nin esnek alt kafesidir.

3.2 Esnek Kafes Homomorfisi

Tanim 3.2.1 (1, A) ve (i, B) swrasiyla Ly ve Ly lizerinde esnek kafesler ve (f, g) : (n, A) —
(u, B) ye bir esnek fonksiyon olsun. Eger f : L1 — L ye bir kafes homomorfisi ise (f, g)
ye esnek kafes homomorfisi denir. Bu durumda (n, A), (i, B) ye esnek homomorftur denir
ve (n, A) « (u, B) ile gosterilir.

Eger f : L1 — Ly ye bir kafes izomorfisi ve g : A — B birebir ve 6rten fonksiyon ise (f, g)
ye esnek kafes izomorfisi denir. Bu durumda (n, A), (1, B) ye esnek izomorftur denir. Bu

durum (n, A) = (u, B) seklinde gosterilir.

Onerme 3.2.1 "~ bagintisi esnek kafesler tizerinde bir denklik bagimtisidir.

Ispat: (u, A), (n,B) ve (6,C) swrasiyla Ly, Lo ve Ls tizerinde esnek kafesler olsun.
(i) (p, A) =~ (u, A) oldugu agiktir.

(ii) (u, A) = (n, B) olsun. Bu taktirde, 3 f : L — Lo ye izomorfi ve 3 g: A — B
birebir ve 6rten doniisimi 6yleki, her x € A i¢in f(u(z)) = n(g(z)) dir. Buradan
f~': Ly — Ly izomorfisi, g7! : B — A doniisiimii mevcuttur ve her y € B icin
f~t(n(y)) = u(g*(y)) dir. Béylece (n, B) ~ (u, A) olur.

(iii) (u, A) = (n, B) ve (n,B) = (§,C) olsun. Bu taktirde, f: L1 — Lo, ¢ : Ly — L3
izomorfileri ve g : A — B, h : B — C birebir, 6rten dontigimleri mevcuttur
oyleki her x € A, y € B igin f(u(z)) = n(g(z)) ve ¢(n(y)) = 6(h(y)) dir. Buradan

o(n(g(x))) = o(f(u(x))) = 6(h(g(x))) olur. Yani, ¢ o f(u(z)) = d(h o g(z)) dir.
Béylece (i, A) =~ (6, C) elde edilir.

Onerme 3.2.2 (n, A), (4, B) ve (,C) swrasiyla Ly, Ly ve Ls kafesleri iizerinde esnek
kafesler olsun. Eger (f,g) : (n,A) — (i, B) ve (f',q') : (u, B) — (J,C') esnek kafes
homomorfileri ise (f' o f,¢' o g) : (n, A) — (9, C) esnek kafes homomorfisidir.
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Ispat: Onerme 2.2.3 ile acikca (f' o f,¢ o g) : (1, A) — (8, C) bir esnek fonksiyondur.
Diger taraftan, f : Ly — Ly ve f': Ly — L3 kafes homomorfileri oldugundan f’'o f :
Ly — L3 kafes homomorfisidir. Boylece (f' o f, g o g): (n, A) — (9, C) bir esnek kafes

homomorfisidir.

Ornek 3.2.1 L; = {0,p,q,1} ve Ly = {0/, 1'} kafesleri sirasiyla sekil 3.9 ve gekil 3.10

deki gibi verilsin.

0

Sekil 3.9: Ly = {0,p, q, 1} kafesi

1/

®
O/

Sekil 3.10: Ly = {0, 1"} kafesi
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A = {0,p,q,1} ve B = {0/, 1'} olmak tizere n : A — p(L;) kiime degerli fonksiyonu
n(x) ={y € Ly : xRy < xVy = x,x € A} seklinde tanimlansin. O halde, (n, A) € Ek(L;)
dir. p: B — p(L9) kiime degerli fonksiyonu p(z) = {y € Ly : xRy < xVy =xz,x € B}
seklinde tamimlansin. O halde, (u,B) € Ek(Ly) dir. f : Ly — Lyveg : A — B

doniigtimleri f(0) = 0", f(p) = 0, f(q) = 1", f(1) =1V, g(0) =0, g(p) = 0, g(q) = 1",
p(1) = 1’ geklinde tamimlansin. Bu durumda f : L; — Ls bir kafes homomorfisidir.

Ayrica her z € A icin f(n(x)) = p(g(z)) esitligi saglanir. Buradan (n, A) « (u, B) dir.

Teorem 3.2.1 (1, A) ve (u, B) sirasiyla Ly ve Ly tlzerinde iki esnek kafes ve (f,g) :

(n, A) — (p, B) esnek kafes homomorfisi olsun.

(i) Eger f orten, g birebir ve orten ise (f(n), B) Ly de bir esnek kafestir.

(i) (f~'(u), A) Ly tizerinde bir esnek kafestir.

ispat:

(i) y € B olsun. g orten oldugundan g(x) = y olacak sekilde bir z € A mevcuttur,
n(x) Ly in alt kafesi ve f kafes homomorfisi oldugundan f(n(z)) Ly nin alt kafesidir.
Ayrica g birebir oldugundan her y € B icin f(n)(y) = f(n(x)) L nin alt kafesidir.
Buradan (f(n), B) Ly de bir esnek kafestir.

(ii) Her 2 € A i¢in g(x) € B ve (u, B) Ly tizerinde esnek kafes oldugundan p(g(z)) Lo
nin alt kafesidir. Ayrica her z € A i¢in f~'(u(g(z))) Ly in alt kafesidir. Buradan
(f~*(n), A) Ly iizerinde bir esnek kafestir.

Teorem 3.2.2 (n, A) ve (u, B) swasiyla Ly ve Ly tzerinde iki esnek kafes ve (f,g) :

(n, A) — (p, B) esnek kafes homomorfisi olsun.

(i) Eger (n, A) Ly tizerinde tam esnek kafes ise (f(n), B) Ly lizerinde tam esnek kafestir.

(ii) Eger f birebir ve (u1, B) sifir esnek kafes ise (f~*(p), A) Ly iizerinde sifir esnek kafestir.

ispat: Tanim 2.2.5 ve Tanim 3.1.2 yardimiyla ispat1 kolaylikla gosterilebilir.
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Teorem 3.2.3 (1, A) ve (u, B) swrasiyla Ly ve Lo tizerinde esnek kiimeler olsun. Eger

(n, A) Ly tizerinde esnek kafes ve (1, A) ~ (i, B) ise (u, B) de L iizerinde esnek kafestir.

Ispat: (1, A) ~ (u, B) oldugundan (f,g) : (n, A) — (1, B) esnek kafes izomorfisi mev-
cuttur. g : A — B birebir ve érten bir doniigiim oldugundan her y € B igin g(z) = y ve
f(n(z)) = u(g(x)) = u(y) olacak sekilde bir z € A mevcuttur. Agikc¢a f(n(x)) Lo nin alt
kafesidir ve bundan dolay1 p(y) Lo nin alt kafesidir. Buradan (u, B) Ls iizerinde esnek

kafestir.

3.3 Esnek Dagilimli Kafesler

Tanim 3.3.1 (1, A) L iizerinde bir esnek kiime olsun. Eger her # € A igin n(z) L nin

dagilimh alt kafesi ise (1, A) ya L tizerinde bir esnek dagilimlh kafes denir.

Ornek 3.3.1 L = {0,p,q,r, 1} kafesi gekil 3.11 daki gibi verilsin.

®p

® ()

Sekil 3.11: L ={0,p,q,r, 1} kafesi

A = {p,q,r} olmak lizere n : A — p(L) kiime degerli fonksiyonu n(z) = {y € L :
TRy < xVy = z} seklinde tamimlansin. Buna gore n(p) = {0,p}, n(q¢) = {0,p,q},
n(r) = {0,p,q,r} dir. Acgik¢a her x € A i¢in n(x), L nin dagilimh alt kafesidir. Buradan
(n, A) L tizerinde bir esnek dagilimli kafestir.
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Onerme 3.3.1 L bir dagiimh kafes ve (7, A) € Ek(L) olsun. Bu taktirde (1, A) L

tizerinde esnek dagilimh kafestir.

Ispat: (1, A) € Ek(L) oldugundan her € A icin n(x) L nin alt kafesidir. L dagihmh ve
her dagiliml kafesin alt kafesi dagilimli oldugundan her x € A igin n(x) L nin bir dagilimh
alt kafesidir. Buradan (n, A) L {izerinde bir esnek dagilimh kafestir.

Uyar1: Yukaridaki teoremin tersi dogru degildir. Yani, eger (1, A) L tizerinde esnek

dagilimh kafes ise L nin dagilimh kafes olmasi gerekli degildir.

Ornek 3.3.2 L = {0,p,q,7,s,1} kafesi Sekil 3.12 deki gibi verilsin.

0

Sekil 3.12: L ={0,p,q,r,s, 1} kafesi

A = {p,q,r, s} olmak lizere n : A — p(L) kiime degerli fonksiyonu n(z) = {y € L :
Ry < x ANy = y} seklinde tamimlansim. Buna goren(p) = {0,p} , n(q¢) = {p,q} ,
n(r) =40,r}, n(s) = {0, s} dir. Agikca her = € A i¢in n(x), L nin dagilimh alt kafesidir.
Buradan (n, A) L tizerinde bir esnek dagilimh kafestir. Fakat L dagilimli kafes degildir.

Teorem 3.3.1 (1, A) ve (u, B) swrasiyla Ly ve Lo iizerinde esnek kafesler ve (f,g) :
(n, A) — (i, B) bir esnek kafes homomorfisi olsun. Bu taktirde,

(i) Eger (n, A) esnek dagihmh kafes ise (f(n), A) Lo tizerinde esnek dagilimli kafestir.
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(ii) (u, B) Lq tizerinde esnek dagihmh kafes ise (f~*(u), B) L; tizerinde esnek dagihmh

kafestir.
ispat: Tanim 2.2.5 ve Tanim 3.3.1 yardimiyla ispat1 kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 3.3.2 (1, A) L iizerinde bir esnek dagilimli kafes ve (u, B), (1, A) nin esnek alt
kafesi olsun. O halde (u, B) de esnek dagihml kafestir.

Ispat: (u, B) (1, A) nm esnek alt kafesi olsun. O halde B C A ve her z € B icin ju(z)
n(x) in alt kafesidir. (n, A) L {izerinde esnek dagilimh kafes oldugundan her x € A i¢in
n(xz) L nin dagilimh alt kafesidir. Her x € A igin p(x) n(x) in alt kafesi oldugundan p(z)
de L nin dagilmh alt kafesidir. Buradan (u, B) L tizerinde esnek dagihmh kafestir.

Teorem 3.3.3 (1, A) L, lizerinde ve (u, B) Ly tizerinde esnek kafesler olsun. Eger (1, A)
L, tizerinde esnek dagihmh kafes ve (n, A) =~ (u, B) ise (u, B) de Ly iizerinde esnek
dagilimh kafestir.

Ispat: (n,A) ~ (u,B) ise (f,g) : (n,A) — (u, B) olacak sekilde f : Ly — Ly ve
g : A — B doniigtimleri vardir ve her z € A igin f(n(x)) = p(g(x)) dir. (n, A) L, tizerinde
esnek dagiliml kafes ise her = € A icin n(x) Ly in dagihimh alt kafesidir. Ustelik f(n(x))
Ly nin dagihmh alt kafesidir. Yani p(g(z)) Lo nin dagihmh alt kafesidir. g : A — B
orten oldgundan her y € B igin 3z € A 6yleki g(z) = y dir. Buradan p(y) Lo nin dagilimh

alt kafesidir. Sonug olarak (u, B) Lo tizerinde esnek dagilmh kafestir.

3.4 Esnek Moduler Kafesler

Tanim 3.4.1 (1, A), L iizerinde bir esnek kiime olsun. Eger her z € A i¢in n(z) L nin

modiiler alt kafesi ise (1, A) ya L tizerinde esnek modiiler kafes denir.

Ornek 3.4.1 L = {0,p,q,7,s,t,v,1} kafesi Sekil 3.13 deki gibi verilsin.

A ={0,p,q,r, 1} olmak iizere n : A — p(L) kiime degerli fonksiyonu n(z) = {y € L :
xRy < Ay = 0} seklinde tanimlansin. Buna gore n(p) = {p,q,r,v,t}, n(q) = {0, p,r, t},
n(r) =40,p,q,s}, n(1) = {0} dir. Agik¢a her = € A i¢in n(z) L nin modiiler alt kafesidir.

Buradan (1, A) L iizerinde esnek modiiler kafestir.
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Sekil 3.13: L ={0,p,q,r,s,t,v,1} kafesi

Onerme 3.4.1 L bir modiiler kafes ve (7, A) € Ek(L) olsun. Bu taktirde (n, A) L

uzerinde esnek modiiler kafestir.

Ispat: (1, A) € Ek(L) oldugundan her z € A icin n(z) L nin alt kafesidir. Burada L
modiiler kafes ve her modiiler kafesin alt kafesi modiiler kafes oldugundan her z € A igin

n(z) L nin modiiler alt kafesidir. Buradan (7, A) L lizerinde esnek modiiler kafestir.

Uyar:: Yukaridaki teoremin tersi dogru degildir. Yani eger (n, A) L iizerinde bir esnek
modiler kafes ise L nin modiiler kafes olmasi gerekli degildir. Asagidaki ornekle bu

durumu agiklayalim.

Ornek 3.4.2 L = {0,p,q,r,s,1} kafesi gekil 3.14. deki gibi verilsin.

A = {p,q,r,s} olmak tizere n : A — p(A) kiime degerli fonksiyonu n(z) = {y €
L : xRy & x Ay = y} seklinde tamimlansim. Buradan n(p) = {0,p}, n(q) = {p,q},
n(r) = {0,r}, n(s) = {0,q,r,s} dir. Agkca her x € A icin n(x), L nin modiiler alt
kafesidir. O halde (n, A) L iizerinde bir esnek modiiler kafestir. Fakat L modiiler kafes
degildir.
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Sekil 3.14: L ={0,p,q,r,s, 1} kafesi

Teorem 3.4.1 (n, A) ve (u, B) swrasiyla Ly ve Lo iizerinde esnek kafesler ve (f,g) :
(n, A) — (i, B) esnek kafes homomorfisi olsun. Bu taktirde

(i) Eger (n, A) esnek modiiler kafes ise (f(n), B) Ly lizerinde esnek modiiler kafestir.

(i) (u, B) Ly iizerinde esnek modiiler kafes ise (f~*(u), A) Ly iizerinde esnek modiiler

kafestir.
ispat: Tanim 2.2.5 ve Tanim 3.4.1 yardimiyla ispat1 kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 3.4.2 (n, A), L iizerinde bir esnek modiiler kafes ve (i, B), (1, A) nin esnek alt
kafesi olsun. O halde (i, B) de L iizerinde esnek modiiler kafestir.

Ispat: (u, B) (1, A) nm esnek alt kafesi olsun. O halde B C A ve her z € B icin ju(z)
n(x) in alt kafesidir. Ayrica (n, A) L iizerinde esnek modiiler kafes oldugundan her x € A
icin 7(x) L nin modiiler alt kafesidir. u(x) de n(z) in alt kafesi oldugundan her = € B i¢in

w(x) L nin modiiler alt kafesidir. Buradan (u, B) L {izerinde bir esnek modiiler kafestir.

Teorem 3.4.3 (1, A) L, tizerinde ve (p, B) Lo iizerinde esnek kafesler olsun. Eger (1, A)
L, iizerinde esnek modiiler kafes ve (n, A) = (u, B) ise (u, B) de Lo tizerinde esnek modiiler

kafestir.
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Ispat: (n,A) ~ (u,B) ise (f,g) : (n,A) — (u, B) olacak sekilde f : Ly — Ly ve
g : A — B doniigtimleri vardir ve her z € Aigin f(n(x)) = p(g(x)) dir. (n, A) L, tizerinde
esnek modiiler kafes ise her z € A icin n(x) Ly in modiiler alt kafesidir. Ustelik f(n(x))
Ly nin modiiler alt kafesidir. Yani u(g(x)) Lo nin modiiler alt kafesidir. g : A — B orten
oldgundan her y € B i¢in dx € A dyleki g(z) = y dir. Buradan p(y) Ls nin modiiler alt

kafesidir. Sonug olarak (u, B) Lo tizerinde esnek modiiler kafestir.

Teorem 3.4.4 Bir esnek dagilimh kafes esnek modiiler kafestir.

Ispat: (1, A) L iizerinde esnek dagiliml kafes olsun. Buradan her z € A icin n(z) L nin
dagilimh alt kafesidir. Yani z,y,z € Aigin n(z)A(n(y)Vn(z)) = (n(z)An(y))V(n(z)An(z))
dir.

Eger n(y) < n(z) ise ; n(@) A (n(y) Vn(z)) = nly) V (n(z) An(z)) elde edilir. Buradan
her z € A igin n(x) L nin modiiler alt kafesidir. Yani (1, A) L tizerinde esnek modiiler

kafestir.

Yukaridaki teoremin tersi dogru degildir. Yani bir esnek modiiler kafes esnek dagilimlh

kafes olmayabilir.

Ornek 3.4.3 Sekil 3.15 deki L = {0,p,q,7,s,t,v,1} kafesini dikkate alalim.

Sekil 3.15: L ={0,p,q,r,s,t,v,1} kafesi
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A ={0,p,q,r, 1} olmak iizere n : A — p(L) kiime degerli fonksiyonu n(z) = {y € L :
rRy < x Ay = 0} seklinde tammlansin. Buna gére n(p) = {p,q,r,v,t}, n(q) = {0,p,r, t},
n(r) ={0,p,q, s}, n(1) = {0} dir. Agik¢a her x € A i¢in n(z), L nin modiiler alt kafesidir.
Buradan (n, A), L iizerinde esnek modiiler kafestir. Fakat (1, A) esnek dagilimli kafes
degildir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasinda oncelikle bir U kiimesi tlizerinde tanimli biitiin esnek kiimelerin
ailesinin “C” bagintis1 ile tam kafes ve sonsuz V-dagiliml kafes yapisina sahip oldugu
gosterilmigtir.  Esnek kiimeler tizerinde ikili islemler verilerek esnek kafesler igin ikili
islemlerin buradaki etkileri incelenmistir. Kafes teorisine ait bazi sonuglarin esnek kafesler
icinde gegerli oldugu gosterilmigtir. Esnek fonksiyon yardimiyla esnek kafeslerin homo-

morfik goriintiisii ve homomorfik ters gortintiisiine ait bazi ozellikler verilmistir.

Bu sonuclara dayanarak, esnek kafes yapisi yardimiyla klasik kafes yapisina ait 6zellikler
incelenebilir. L kafesi tizerinde bir t-norm alinarak esnek kiimelerin yapisi incelenebilir.
Kafeslerin karakterize edilmesinde de faydali olabilecek diger esnek kafes yapilarinin 6zellikleri

tizerine baz1 ¢aligmalar yapilabilir.
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