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OZET

CESITLI GUCLU KONVEKS FONKSIiYONLAR iCiN INTEGRAL
ESITSIZLIKLERI

AYSE KUBRA DEMIREL
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

DOKTORA TEZi 109 SAYFA

(TEZ DANISMANI: Prof. Dr. SELAHATTIN MADEN)
(IKINCI TEZ DANISMANI: Dr. Ogr. Uyesi. Nihat ALTINISIK)

Esitsizlik teorisi, matematiksel analizin merkezi alanlarindan biri olarak kabul
edilmis ve bircok bilimsel alanda giderek artan uygulamalarla hizla biiyliyen bir
disiplin haline gelmistir. Son yillarda bu konu bir¢ok matematik¢iden biiyilik ilgi
gérmiis ve literatiirde ¢cok sayida yeni sonug arastirilmistir. Bu tez ¢aligmasinda da,
konveks fonksiyonlarm o©Onemli bir smnifi olan farkli tiirden giicli konveks
fonksiyonlar i¢in bazi integral esitsizlikleri verildi. Calismanin ilk boliimii giris
niteliginde olup, konveks fonksiyonlar ile esitsizlikler teorisinin tarihi gelisimine ve
literatiirde yer alan caligmalara deginildi. Ikinci boliimde, literatiirde yer alan bazi
konveks ve giiclii konveks fonksiyon tanimlar verilip, literatiirde yer alan
ortalamalara ve 6zel fonksiyonlara deginildi. Ugiincii béliimde, farkls tiirden konveks
ve giliclii konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli ve Ostrowski tipli
integral esitsizlikleri ve tezin bulgular kisminda yararlanilacak lemmalar verildi.
Dordiincit bélimde ise, giigli M, 4 konveks, giicli geometrik-aritmetik (GA)

konveks, giiclii harmonik ve gliglii p -konveks fonksiyonlar i¢in yeni lemmalar ve bu

lemmalar kullanilarak Hermite-Hadamard tipli ve Ostrowski tipli integral
esisizlikleri ile bazi sonuclar verildi. Calismanin besinci boliimiinde tartisma ve
sonug, altinc1 boliimiinde ise tezde kullanilan kaynaklar verildi.

Anahtar Kelimeler: Hermite-Hadamard Tipli Integral Esitsizligi, Ostrowski Tipli
Integral Esitsizligi, Konveks Fonksiyon, Giiglii M A-
Konveks Fonksiyon, Giiglii Geometrik-Aritmetik Konveks
Fonksiyon, Giiclii p -Konveks Fonksiyon, Gii¢lii Harmonik
Konveks Fonksiyon.
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ABSTRACT

INTEGRAL INEQUALITIES FOR SEVERAL STRONGLY CONVEX
FUNCTIONS

AYSE KUBRA DEMIREL
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY

MATHEMATICS

PHD THESIS, 109.
(SUPERVISOR: Prof. Dr. SELAHATTIN MADEN)
(CO-SUPERVISOR: Assist. Prof. Dr. Nihat ALTINISIK)

The theory of inequality has been recognized as one of the central areas of
mathematical analysis and has become a rapidly growing discipline with increasing
applications in many scientific fields. In recent years, this topic has attracted great
attention from many mathematicians and many new results have been researched in
the literature. In this thesis, some integral inequalities for the different types of
strongly convex functions, which are an important class of convex functions, are
given. The first part of the thesis is an introduction that includes the historical
development of the theory of inequalities and convex functions and the studies in the
literature are mentioned. In the second part, some convex and strongly convex
function definitions placed in the literature are given and some averages and some
special functions placed in the literature are mentioned. In the third part, Hermite-
Hadamard type and Ostrowski type integral inequalities are given for different kind
of convex and strongly convex functions. In the fourth part, the new lemmas for
strongly M A4 -convex, strongly geometric-arithmetic (GA)-convex, strongly p -

convex and strongly harmonic convex functions are given. Furthermore using these
lemmas, Hermite-Hadamard type and Ostrowski type integral inequalities and some
results are given. In the fifth part of the thesis, the discussion and conclusion and in
sixth part, it is given references which are used in the thesis.

Keywords: Hermite-Hadamard Type Integral Inequality, Ostrowski Type Integral
Inequality, Convex Function, Strongly M 4-Convex Function,

Strongly Geometric-Arithmetic Convex Function, Strongly p -Convex
Function, Strongly Harmonic Convex Function.
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1. GIRIS

Konvekslik M.O. 250 yilinda Arsimetin iinlii 7 degerini hesaplamasma (sinirh
diizgiin ¢okgenler kullanarak) dayanan bir kavramdir. Arsimet bir konveks seklin
cevresinin, onu ¢evreleyen diger konveks seklin ¢evresinden daha kiigiik oldugu
gercegini fark etmistir (Niculescu ve Persson, 2006). Konvekslik son yillarda,
uygulamali matematigin bir¢cok alaninda extremum problemlerinin ¢aligmalarinda
giderek artan bir Oneme sahiptir (Rockafellar, 1972). Minimize edilecek bir
fonksiyonun grafigi konveks oldugunda, u¢ problemlerini incelemek i¢in konvekslik
yararl bir 6zellik olur (Kurdila ve Zabarankin, 2005). Ayrica, konvekslik endiistride,
is diinyasinda, tipta ve sanatta ¢ok sayida uygulama ile giinlilk hayatimizda biiyiik bir
etkiye sahiptir (Niculescu ve Persson, 2006).

Konveks bir fonksiyonun goriintii kiimesi konveks oldugu i¢in, konveks fonksiyonlar
teorisi genel bir konvekslik konusudur. Bununla birlikte, hemen hemen matematigin
tim dallarina dokunan O6nemli bir teoridir. Grafik analizi, matematikte konvekslik
kavramin1 gerektiren ilk konulardan biridir. Konveksligi tanimak i¢in ikinci tiirev

testi giiclii bir aractir (Niculescu ve Persson, 2006).

Tarihsel, mantiksal ve pedagojik olarak konveks fonksiyon c¢alismalar1 reel bir
degiskenin reel degerli fonksiyonlar1 baglaminda baslar (Roberts ve Varberg, 1973).
Teorik ve wuygulamali matematikte ¢ok yaygin olarak kullanilan konveks
fonksiyonlarin iki temel 6zelligi vardir: Kesin konveks bir fonksiyon en fazla bir
minimuma sahiptir ve herhangi bir yerel minimum ayni zamanda globaldir. Konveks
fonksiyonlar teorisinin yogun bir arastirma faaliyeti vardir ve geometrik fonksiyonel
analiz, matematiksel ekonomi, konveks analiz ve lineer olmayan optimizasyonda
onemli sonuglar elde edilmistir (Niculescu ve Persson, 2006). Konveks analiz,
matematiksel ekonomide, 6zellikle optimum ve denge kavramlari konusunda énemli

bir rol oynar (Beckmann ve Kiinzi, 1978).

1905 ve 1906 yillarinda, iinlii Danimarkali miithendis ve matematik¢i J. L. W. V.
Jensen tarafindan yayinlanan iki makaleden sonra, konveks fonksiyonlar teorisi hizli
bir gelisme gostermistir. Bu hizli gelismenin nedenleri su sekilde siralanabilir:
Birincisi, modern analizde bir¢ok alan dogrudan veya dolayli olarak konveks

fonksiyonlarin uygulamalarmi igerir; ikinci olarak ise konveks fonksiyonlar esitsizlik



teorisi ile yakindan iliskilidir ve birgok 6nemli esitsizlikler konveks fonksiyonlarin

uygulamalarinin sonuglaridir (Pecaric ve ark., 1992).

Esitsizlikler, matematigin hemen hemen tiim dallarinda ve diger bilim alanlarinda
onemli bir rol oynamaktadir (Pachpatte, 2005). Her matematikg¢inin esitsizligi sevdigi
sOylenir. Richard Bellman'in zarif bir sekilde sdyledigi gibi, esitsizlikleri incelemek
icin pratik, teorik ve estetik olmak {izere ii¢ neden vardir. Bir¢ok pratik arastirmada,
bir niceligi digeri ile smirlandirmak gerekir. Klasik esitsizlikler bu amag i¢in ¢ok
faydalidir. Teorik agidan bakildiginda, ¢ok basit sorular tiim teorileri olusturur.
Ornegin, bir negatif olmayan bir niceligin digerini ne zaman kapsadig1 sorulabilir. Bu
basit soru, pozitif operatorler teorisini ve diferansiyel esitsizlikler teorisini olusturur.
Son olarak, estetik acidan bakilirsa miizik, sanat ya da matematigin bazi parcalarinin
giizel oldugu konusunda genel bir fikir birligi vardir. Onlart ¢ekici kilan ise

esitsizliklerin zarafetidir (Mitrinovic ve ark., 1991).

Esitsizlikler teorisi, siirekli bir gelisim siirecindedir ve esitsizlikler, matematigin
cesitli dallarinda ¢ok ¢esitli problemleri incelemek i¢in ¢ok etkili ve giliclii araglar
haline gelmistir. Esitsizlikler teorisi, son yiizyillda matematiksel analizin merkezi
alanlarindan biri olarak kabul edilmis ve bircok bilimsel alanda giderek artan
uygulamalarla hizla biiyliyen bir disiplin haline gelmistir. Bu biiyiime, esitsizlikler
teorisinin matematiksel analizin bagimsiz bir alani olarak ortaya ¢ikmasina neden
olmustur. Gegtigimiz on yilda, esitsizlikler teorisindeki hizli gelisme beklenmedik
sonuglar dogurmus ve mevcut sonuglara yonelik yeni ve basit kanitlar ortaya
cikarmigtir. Genel olarak bazi 6zel esitsizliklerin, farkli matematik dallarinin
gelisiminde yararli ve 6nemli bir ara¢ oldugu kabul edilmektedir. Son yillarda bu
konu birgok matematik¢iden biiyiik ilgi gérmiis ve literatiirde ¢ok sayida yeni
sonuglar elde edilmistir (Pachpatte, 2005).

Esitsizlikler konusunda ilk kapsamli ¢alisma Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
1934°de yapilan ¢aligmadir. Hardy ve arkadaslari elde ettikleri birgok yeni esitsizligi
“Inequalities” isimli kitapta toplamislardir (Hardy ve ark., 1934). Daha sonra 1961
yilinda Beckenbach ve Bellman’da esitsizlikler ile ilgili yeni sonuglarin yer aldigi

“An Introduction to Inequalities” isimli bir kitap yazmislardir (Beckenbach ve



Bellman, 1961). 1970 de Mitrinovic tarafindan yayinlanan “Analytic Inequalities”

isimli kitap, esitsizlikler ile ilgili yeni konular igermektedir (Mitrinovic, 1970).

Esitsizlik teorisi konveks fonksiyonlarla dogrudan ilgilidir. Literatiirde tanimli olan
bircok esitsizligin yam1 sira sadece konveks fonksiyonlar i¢in tanimlanan bazi
integral esitsizlikleri de vardir. Bu esitsizliklerin en 6nemlisi olan Hermite-Hadamard
esitsizligi ile ilgili 6nemli bir kaynak Dragomir ve Pearce tarafindan 1991 yilinda
yazilan “Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications” isimli
kitaptir (Dragomir ve Pearce, 1991). Konveks fonksiyonlar i¢in tanimlanan bir diger
onemli esitsizlik Ostrowski esitsizligidir. Dragomir ve Themistocles tarafindan 2002
yilinda yazilan “Ostrowski Type Inequalities and Applications in Numerical
Integration” isimli kitap bu esitsizlik ile ilgili yazilmis temel kaynaklardandir

(Dragomir ve Themistocles, 2002).

Konveks fonksiyonlarin onemli bir smifi olan giiclii konveks fonksiyonlar ve
bunlarla ilgili esitsizlikler i¢in literatiirde var olan diger caligmalardan bazilar1 su

sekilde siralanabilir:

M. A. Noor, K. I. Noor ve S. Iftikhar, giiclii harmonik konveks fonksiyonlar ile ilgili
caligmalar yapmus, giiclii log-konveks ve giiglii harmonik konveks fonksiyonlar igin
Hermite-Hadamard esitsizligini elde etmislerdir (Noor ve ark., 2016). K. Nikodem, J.
L. Sanchez ve L. Sanches 2014 yilinda yaptiklar1 bir calismada giiglii konveks kiime
icin Hermite-Hadamard esitsizligini ve ayrik Jensen esitsizligini elde etmislerdir
(Nikodem ve ark., 2014). M. V. Cortez yaptig1 bir caligmada gii¢lii h-konveks
fonksiyon siniflarin1 incelemis ve Hermite-Hadamard-Fejer tip esitsizliklerini
gostermistir (Cortez, 2016). Y. Erdem, H. Ogiinmez ve H. Budak 2016 yilinda
yaptiklar1 bir caligmada tiirevleri ikinci anlamda gii¢lii s-konveks olan fonksiyon
siiflart i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili yeni genellestirilmis sonuglar
elde etmislerdir (Erdem ve ark., 2016). H. Angulo, J. Gimenez, A. M. Moros ve K.
Nikodem ¢alismalarinda gii¢lii h-konveks fonksiyonu ve bazi 6zelliklerini incelemis
ve gilicli h-konveks fonksiyon i¢in Hermite-Hadamard tip esitsizlikleri elde
etmiglerdir (Angulo ve ark., 2011). A. Azocar, J. Gimenez, K. Nikodem ve J. L.
Sanchez 2011 yilinda yaptiklar ¢alismada giiclii midconvex fonksiyonlar: incelemis

ve bazi Ozelliklerini ele almislardir (Azocar ve ark., 2011). M. Bracamonte, J.



Gimenez ve M. V. Cortez 2016 yilinda yaptiklari bir ¢alismada ikinci anlamda giiglii
(s,m)-konveks fonksiyon siniflarin1 incelemis ve Hermite-Hadamard-Fejer tip
esitsizligini ispatlamislardir (Bracamonte ve ark., 2016). S. Turhan, N. Okur ve S.
Maden yaptiklar1 bir ¢alismada gii¢lii konveks fonksiyonu temel alinarak Sugeno
integralleri i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizligi incelemislerdir (Turhan ve ark.,

2016).

Konveks fonksiyonlar i¢in tanimlanan esitsizlikler {izerine ¢alisan diger
matematikciler B. G. Pachpatte, C. P. Niculescu, L. E. Persson, J. E. Pecaric, F.
Proschan, R. T. Rockafellar, S. Varosanec, A. W. Roberts, D. E. Varberg, M.
Alomari, K. Nikodem, J. L. Sanchez, T. Y. Zhang, M. E. Ozdemir, U. S. Kirmac1, M.

Z. Sarikaya, H. Kavurmaci, E. Set ve 1. Iscan olarak siralanabilir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, tezde kullanilacak olan bazi temel tanim, teorem ve Orneklere yer

verilmistir.

2.1 Konveks Fonksiyonlar ile ilgili Temel Tanim ve Teoremler
Bu boliimde konveks fonksiyon tanimina yer verilmeden once bazi temel tanimlara

deginilmis, daha sonra farkl tiirden konveks fonksiyon siniflar1 tanimlanmastir.

Tamm 2.1.1 (Vektor Uzay): X bos olmayan bir kiime ve K, bu vektor uzayi
tizerinde bir cisim olsun. +: X xX > X ve x:KxX — X islemleri tanimlansin.

Asagidaki sartlar saglanirsa, X ’e K tizerinde bir vektor uzay1 (lineer uzay) denir.

A) X, + islemine gore degismeli gruptur.

i Vx,ye X i¢in x+ ye X ’dir.
i. Vx,y,ze X i¢in x+(y+z)=(x+y)+z dir.
iii. Vx e X i¢in x+ 6 =6+ x olacak sekilde bir § € X vardir.
iv. Vx e Xigin x+ (—x) = (—x) +x =6 olacak iekilde bir —x € X vardir.
12 Vx,ye€ X icin x+ y = y+x dir.

B) Vx,yel ve a,f € F olmak lizere asagidaki sartlar saglanir.

i. ax e X ’dir.
ii. a(x+y)=ax+ay di.
i, (a+B)x=ax+ fx dir
iv. Ix =x’dir. (Burada 1, F'’in birim elemanidir).

F =R ise X ’ereel vektor uzay ve F'=C ise X ’e kompleks vektdr uzay adi verilir

(Anton, 1994).



Tamm 2.1.2 (Konveks Kiime): X bir vektor uzayi, Ac X ve x,ye A4 olmak

lizere,
M={zeX:z=ax+(1—a)y , OSQ’SI}CA
ise A kiimesine konveks kiime denir (Kreyszig, 1989).
Eger zeM ise z= ax+(1 —a)y ’deki x ve y ’nin katsayilar i¢in o +(1 —a) =1

bagintis1 daima dogrudur. Bu nedenle konveks kiime tanimindaki o ve (l—a)

yerine «+ f =1 sartim1 saglayana,f pozitif reel sayilar1 alinabilir. Burada
geometrik olarak M ’nin u¢ noktalar1 x ve y olan (kapali) bir dogru pargast oldugu

aciktir (Bayraktar, 1987).

Sekil 2.1 Konveks Kiime

Sekil 2.2 Konveks Olmayan (Konkav) Kiime

Tamm 2.1.3 (J -Konveks Fonksiyon): /, R ’de bir aralik olmak iizere Vx,y e/

i¢in

(E22) L0



sartin1 saglayan f fonksiyonuna [/ iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J -

konveks fonksiyon denir (Mitrinovic, 1970).

Tanim 2.1.4 (Kesin J -Konveks Fonksiyon): Vx,ye/ ve x# y i¢in

PESRI0

2 2

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonuna / {izerinde kesin J -konveks fonksiyon denir

(Pecaric ve ark., 1992).

Tamim 2.1.5 (Konveks Fonksiyon): /, R ’de bir aralik ve f:7 — R bir fonksiyon

olmak iizere Vx,y eI ve a €[0,1] i¢in,

f((l—a)x+ay) <(l-a)x+ay
esitsizligini saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir veya C (1 ) sinifina

aittir denir. Eger bu esitsizlik x#y ve a€(0,1) i¢in kesin ise bu durumda f

fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir (Niculescu ve Persson, 2006).

Eger —f fonksiyonu konveks (kesin konveks) fonksiyon ise f fonksiyonuna

konkav (kesin konkav) fonksiyon denir (Niculescu ve Persson, 2006).

f(z2)
EF (1) + (L — &) @) [
f(t$1+(1—t)12)
flz1)

o1 tzy + (1 —t)ze T2

Sekil 2.3 Konveks Fonksiyon

Sonug 2.1.1 Her konveks fonksiyon ayni zamanda bir J -konveks fonksiyondur.



Sonu¢ 2.1.2 Bir f fonksiyonunun 7/ — R’de konveks olmasi i¢in gerek ve yeter

sart, Vx,y el ve Vp,q >0 reel sayilar1 i¢in

f(pxwyjs pf (x)+af (¥)
P+q P+q

esitsizliginin saglanmasidir (Mitrinovic, 1970).

Teorem 2.1.1 f fonksiyonu [a,b] araliginda tanimli, bu aralikta konveks (konkav)
ve x, noktasinda diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda, x e (a,b)
icin f(x)—f(x)<(2)/"(x)(x—x,) esitsizligi vardir (Roberts ve Varberg, 1973).
Tamm 2.1.6 Eger f fonksiyonu hem konveks hem konkav fonksiyon ise f’e

lineerdir (afindir) denir (Greenberg ve Pierskalla, 1970).

Tamm 2.1.7 (Eslenik Konveks Fonksiyon): g:[O,OO)—>[O,00) fonksiyonu kesin
artan ve siirekli, ayrica g(O) =0 ve x > iken g(x) — oo sartlarini saglayan bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde g~' fonksiyonu vardir ve g fonksiyonu ile ayni sartlari

saglar. Ayrica, f ve f " fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlanirsa bu iki fonksiyona

konveks fonksiyon denir.

f(x): g(s)ds ve f*(y)z gil(t)dt

O e 2
O

Burada f ve f " fonksiyonlar1 birbirlerinin konveks eslenigidir (Roberts ve

Varberg, 1973).

Tanmm 2.1.8 (Siireklilik): f/:ScR — R fonksiyonu, x, €S ve ¢>0 verilsin.
xeS ve|x—x,|< & igin ‘f(x)—f(x0 )‘ < ¢ olacak sekilde bir & >0 sayis1 varsa f
fonksiyonu x,’da siireklidir denir (Kolmogorov ve Fomin, 1975).

Tanim 2.1.9 (Diizgiin Siireklilik): 7 :ScR — R fonksiyonu ve &>0 verilsin.

|x, —x,| < & sartini saglayan her x,,x, €S igin ‘ f(x)-f (xz)‘ < ¢ olacak sekilde bir



0 >0 sayis1 varsa f fonksiyonu S ’de diizgiin siireklidir denir (Kolmogorov ve

Fomin, 1975).

Tanmm 2.1.10 (Lipschitz Sarti): f:ScR —> R fonksiyonu ve her x,yeR icin
‘ F(x)-1( y)‘£k|x— y| sartim saglayan k>0 sabiti varsa f fonksiyonu S de
Lipschitz sartin1 saglar (Rockafellar, 1972).

Tanim 2.1.11 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, [ araliginda bir fonksiyon

olsun. Her x,,x, €[ ve x, <x, i¢in

i f(x)< f(x,) ise f fonksiyonu / iizerinde artandir.

ii. f(x)>f(x,) ise f fonksiyonu I iizerinde azalandur.
ii. f(x)< f(x,) ise f fonksiyonu [ iizerinde azalmayandur.
iv. f (xl)z f (xz) ise f fonksiyonu / iizerinde artmayandir.

Eger [ fonksiyonu artmayan ve azalmayan bir fonksiyon ise monotonik

fonksiyondur (Kolmogorov ve Fomin, 1975).

Teorem 2.1.2 f fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olmak iizere; f fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olmasi igin gerek-yeter sart

/" ’niin artan (kesin artan) olmasidir (Pecaric ve ark., 1992).

Tamm 2.1.12 (Beta Fonksiyonu): Re(x),Re(y)>0 i¢in

B(xy)=[r"(1-1) " at

S e —

seklinde tanimlanan fonksiyona beta fonksiyonu denir. Bu integral, x>0 ve y >0

icin yakinsantir (Jeffrey ve Dai, 2008).

Beta fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar.

i. ﬁ(x+1,y)= ,B(x,y), x,ye(O,OO)

X+y



1

Ly)=—

ii ﬂ( y) 5

i, ﬂ@ngziﬁ*a—gy%hzzuixﬁy, x,y>0
I'(x)r

iv. ﬂ(x,y):%, x,y>0

v B(xy)=B(rx)
Tamm 2.1.13 (Hipergeometrik Fonksiyon): ¢ >5>0 ve |z| <1 i¢in

1

ZE(a’b;C;Z):m

1
[ (=e)" (1=2t) " at
0

seklinde tanimlanan fonksiyona hipergeometrik fonksiyon denir (Jeffrey ve Dai,

2008).

2.2 Bazi Konveks Fonksiyon Siniflar1 ve Temel Tamimlar

Tanim 2.2.1 (Quasi-Konveks Fonksiyon): / R bostan farkli bir konveks kiime
ve f:1— R bir fonksiyon olsun. Vx,y el ve 1€[0,1] igin,

f(Ax+(1=2)y)<max{f(x),/ ()}

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonuna quasi-konveks fonksiyon denir (Roberts ve

Varberg, 1973).
Eger f fonksiyonu,
f(Ax+(1=2)y) <max{f(x),/ ()}

esitsizligini saglarsa f ’e kesin quasi-konveks fonksiyon denir. Ve aym sartlar

altinda,
f(ﬂx+(1—/1)y) Zmax{f(x),f(y)}

ise f’e quasi-konkav fonksiyon ve eger
f(/1x+(1—/1)y) >max{f(x),f(y)}

10



esitsizligini saglarsa f ’ye kesin quasi-konkav fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce,
1998).

Tanmm 2.2.2 f fonksiyonu hem quasi-konveks fonksiyon hem de quasi-konkav
fonksiyon ise f ’ye quasi-monotonik fonksiyon denir (Greenberg ve Pierskalla,

1970).

Sonu¢ 2.2.1 Herhangi konveks fonksiyon ayni zamanda bir quasi-konveks
fonksiyondur. Ancak bunun tersi her zaman dogru degildir, yani quasi-konveks

fonksiyon olup konveks olmayan fonksiyonlar vardir. Ornegin,

g(t):{lz, te[-2,-1]

*, te(-1,2]
seklinde tanimlanan g:[—2,2] — R fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir

fakat bu aralikta quasi-konvekstir (Ion, 2007).

Tanim 2.2.3 (J -Quasi-Konveks Fonksiyon): f:/ — R fonksiyonu her x,ye/

i¢in,

f(x;ngmax{f(x),f(y)}

esitsizligini saglarsa f ’ye Jensen-quasi-konveks veya J -quasi-konveks fonksiyon

denir (Dragomir ve Pearce, 1998).
Tanim 2.2.4 (Wright-Konveks Fonksiyon): f:/ —> R fonksiyonu her y>x,
0>0ve y+d,xel icin

f(x+8)=f(x)= f(y+6) =1 (¥)

esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna / < R’de wright-konveks fonksiyon denir

(Dragomir ve Pearce, 1998).

Tanim 2.2.5 (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): f:/ — R bir fonksiyon olsun.

y>x ve 0 >0 sartlar1 altinda her x,y,y+d¢el ve te [0,1] icin

%[f(tx+(1_;)y)+f((l—t)x+ty)]Smax{f(x),f(y)}

11



veya
1
E[f(y)+f(x+5)] <max{f(x),f(y+03)}
esitsizliklerinden biri saglanirsa f fonksiyonuna 7/ < R’de wright-quasi-konveks

fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce, 1998).

Tanim 2.2.6 (Log-Konveks Fonksiyon): / =[a,b], R ’de bir aralik ve f:1 >R

bir fonksiyon olsun. Her x,y e [a,b] ve Ae [O, 1] i¢in

f A+ (1=2)p) < f1 () 17 ()
esitsizligi saglanirsa f fonksiyonuna log-konveks fonksiyon denir (Alomari ve
Darus, 2009).

Tanim 2.2.7 (Godunova-Levin Fonksiyonu): f:/ — R pozitif bir fonksiyonu her

x,yel ve /16(0,1) icin

f(Ax+(1-2)y)<

esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyonu veya Q(I )

sinifina aittir denir (Dragomir ve Pearce, 1998).

Tanim 2.2.8 (P-Fonksiyonu): f:/ — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun.

Vx,yel ve a € [O,l] olmak tizere

f(a'x+(1—a)y)£f(x)+f(y)

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna P-fonksiyonu veya P(I ) sinifina aittir denir

(Dragomir ve ark., 1995).

Tamm 2.2.9 (7 -Konveks Fonksiyon): Her x,y€[a,b] ve 21€[0,1] i¢in f pozitif

fonksiyonu

F (e (1-2) ) <M, (£(3), £ (7):2)

12



esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna r-konveks fonksiyon denir (Gill ve ark.,

1997).

Burada, x,y pozitif sayilarinin ». kuvvetlerine gére kuvvet ortalamasi M, (x, y;/i)

su sekilde tanimlanir:
] 1
M, (%, i) = (Ax"+(1=2)y" )", r=0
iyt =0

Tanim 2.2.10 (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): f:IR, :[O,oo)—>R,

0<s<lvea +pf =1olsun. Va, >0 ve Vu,veR, i¢in

flau+pv)<a’ f(u)+p°f(v)
esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna birinci anlamda s -konveks fonksiyon denir.
Birinci anlamda s-konveks fonksiyonlarin simifi Kj ile gosterilir (Hudzik ve
Maligranda, 1994).
Tamm 2.2.11 (ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): f:R, =[0,0)>R,

O0<s<lvea+pf=1olsun. Vo, >0 ve Vu,veR_ igin

flau+pv)<a’ f(u)+p°f(v)
esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir.

ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlarm smufi K’

N

ile gosterilir (Hudzik ve

Maligranda, 1994).

Sonu¢ 2.2.2 Birinci anlamda s -konveks fonksiyon ve ikinci anlamda s -konveks
fonksiyon tanimlarinda s =1 alinirsa, bilinen konvekslik tanimina indirgenir (Hudzik

ve Maligranda, 1994).

Tanim 2.2.12 (/#-Konveks Fonksiyon): 20 ve h:J — R negatif olmayan bir

fonksiyon olsun. Her x,y e ve a (0,1) i¢in

flax+(1-a)y)<h(a) f(x)+h(1-a) f(y)

13



esitsizligini saglayan negatif olmayan f:/ —> R fonksiyonuna /4 -konveks
fonksiyon veya SX (h,l ) smifina aittir denir. Burada, / ve J, R ’de iki aralik ve

(0,1) ¢ J *dir (Varosanec, 2007).

Yukaridaki esitsizligin tersini saglayan f fonksiyonuna /4 -konkav fonksiyon veya

SV (h,I) sinifina aittir denir (Varosanec, 2007).
Tanim 2.2.10’dan agik¢a goriilmektedir ki;

i. h(a)=a segilirse, tim negatif olmayan konveks fonksiyonlar SX (4,/)

sinifina ve tiim negatif olmayan konkav fonksiyonlar SV (h,l ) sinifina aittir.

ii. h(a)= i segilirse, SX (h,1)=Q(1) dur.
a

i, h(a) =1 segilirse, SX(h,I) ) P(I) “dir.
iv. h(a) =a’ secilirse, SX(h,I) D Kf ’dir. Burada, s € (O,l) "dir.

Tamm 2.2.13 (m-Konveks Fonksiyon): f:[0,6] >R ve 5>0 olsun. Her

x,ye[O,b] ve t,m E[O,l] i¢in

f(tx+m(1—t)y) Stf(x)er(l—t)f(y)
esitsizligini saglayan f fonksiyonuna m -konveks fonksiyon denir. — f fonksiyonu
m -konveks fonksiyon ise f fonksiyonu m -konkav fonksiyondur. f (O) <0 sartin

saglayan [O,b] araliginda tanimli tim m -konveks fonksiyonlar smifi K, (b) ile

gosterilir (Toader, 1984).

Konveks fonksiyonlar kendi bolgelerinin i¢ kisminda siireklidir. Ancak, m -konveks

fonksiyonlar siirekli degildir. Ornegin; f fonksiyonu

%x, 0<x<1
S)=15 7

ol 1<x<2
2772
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1
seklinde verilsin. f fonksiyonu her me(O,E} icin m -konvekstir fakat x=1

noktasinda siirekli degildir (Ave1 Ardig ve Pavic, 2017).

Tanim 2.2.11°de m=1 segilirse, [O,b] aralifinda m -konveks fonksiyon bilinen

konveks fonksiyona indirgenir (Klaricic Bakula ve ark., 2008).
Tamm 2.2.14 ((a,m)-Konveks Fonksiyon): f:[0,b5] >R ve 5>0 olsun. Her
X,VE [O,b] vete [0,1] igin
f(tx+m(1—t)y)Staf(x)+m(1—ta)f(y)
esitsizligini saglayan f fonksiyonuna (a, m) -konveks fonksiyon denir. Burada,

(a,m)e[0,1]* dir (Mihesan, 1993).

Tamm 2.2.15 ((4,m)-Konveks Fonksiyon): /:JcR —R negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. Her x, ye[O,b], me[O,l] ve ae[O,l] olacak sekilde

f: [O,b] — R negatif fonksiyonu

flax+m(1-a)y)<h(a)f(x)+mh(1-a) f(y)
esitsizligini saglayan f fonksiyonuna (h, m) -konveks fonksiyon denir (Ozdemir ve
ark., 2011).

Tamm 2.2.16 (Geometrik Konveks Fonksiyon): f:/cR, =(0,0) >R, bir

fonksiyon olsun. Her x,y e/ ve A€ [0,1] icin

7A@ ro) ]

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang ve

ark., 2012).
Tammm 2.2.17 (Quasi-Geometrik Konveks Fonksiyon): f:/c (0,oo) —->R

fonksiyonu her x,y eI ve t €[0,1] i¢in

15



S () <sup{ s (x), £ ()]
esitsizligini saglarsa f* fonksiyonuna / ’da quasi-geometrik konveks fonksiyon denir
(Iscan, 2013).
Tamm 2.2.18 (s-Geometrik Konveks Fonksiyon): f:/cR, - R, fonksiyonu

her x,yel, /16[0,1] ve Se(O,l] igin

_ 28 1-4)"
1)<l @] )]
esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna s-geometrik fonksiyon denir (Zhang ve ark.,
2012).
Tamm 2.2.19 (Geometrik-Aritmetik Fonksiyon): f/:/ cR" — R fonksiyonu her

x,yel ve /16[0,1] icin

[ )<(1=2) f(x)+ 21 (»)

esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna geometrik-aritmetik konveks (GA-konveks)
fonksiyon denir (Niculescu, 2000).

Burada x'*y” ifadesi x ve y pozitif sayilarmin agirlikli geometrik ortalamasi ve

(1—/1) f (x)+/1 f ( y) ifadesi ise f (x) ve f ( y) fonksiyonlarmin agirlikli aritmetik
ortalamasidir (Niculescu, 2000).

Ikinci dereceden diferansiyellenebilir f:7 — R fonksiyonunun GA-konveksligi
X f"+xf">0 esitsizligini sagladigi anlamma gelir. Bu nedenle, tiim ikinci

dereceden diferansiyellenebilir, azalmayan konveks fonsiyonlar GA-konveks

fonksiyondur (Niculescu, 2003).

Tanmmm 2.2.20 (Birinci Anlamda Geometrik-Aritmetik-s (GA-s) Konveks

Fonksiyon): f:/ <[0,0) >R fonksiyonu her x,y e, 1€[0,1] ve s€(0,1] i¢in

7)< @) 2 () +(1-47) £ ()
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esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna birinci anlamda geometrik-aritmetik-s

konveks (konkav) fonksiyon denir (Iscan, 2014).

Tanmmm 2.2.21 (ikinci Anlamda Geometrik-Aritmetik-s (GA-s) Konveks
Fonksiyon): f:/cR, =[0,0) >R, fonksiyonu her x,yel, A1€(0,1] ve

s €(0,1] igin

ST @) A () +(1-2) £ ()

esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna ikinci anlamda geometrik-aritmetik-s konveks

(konkav) fonksiyon denir (Shuang ve ark., 2013).

Tanim 2.2.18 ve tanim 2.2.19°da s=1 alinirsa, GA-konveks fonksiyon tanimi elde

edilir (Shuang ve ark., 2013).

Tamm 2.2.22 (Geometrik Simetrik Fonksiyon): g:/cR, :(0,00) —->R
fonksiyonu her xe[a,b] icin g(a—bj = g(x) esitligini saglarsa g fonksiyonu \/E
92

’ye gore geometrik simetrik fonksiyondur (iscan ve Turhan, 2016).

Tamm 2.2.23 (Harmonik Simetrik Fonksiyon): g:[a,b]cR, - R fonksiyonu

her xe[a,b] icin

|
g(¥)=¢| T
7+7_7
a b x

esitligini saglarsa g fonksiyonu

al; ’ye gore harmonik simetrik fonksiyondur

(Latif ve ark., 2015a).
Tanmim 2.2.24 (Harmonik Konveks Fonksiyon): / c R, reel bir aralik olsun.

f:I >R fonksiyonu x,y el ve te[O,l] icin

f[L]sm)m—r)f(x)

tx+(1—t)y

17



esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. Eger bu

esitsizligin tersi alinirsa harmonik konkav fonksiyon elde edilir (Iscan, 2014).
Onerme 2.2.1 / c R, reel bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda,
i. Eger I c (0,00) ve f konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise f
fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir.
ii. Eger I ((),oo) ve f harmonik konveks ve artmayan bir fonksiyon ise

f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

iii. Eger I c (—oo,O) ve f harmonik konveks ve azalmayan bir fonksiyon

ise f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.
iv. Eger [ c(—oo,O) ve f konveks ve artmayan bir fonksiyon ise f
fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir (Iscan, 2014).

Tanmim 2.2.25 (Harmonik s-Konveks Fonksiyon): / — R, reel bir aralik olsun.

f:1 >R fonksiyonu her x,yel, te [0,1] ve sabit s € (0,1] i¢in

tx+(1—t)y

f{#] <(2)ef(y)+(1-2) f(x)
esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna harmonik s-konveks (konkav) fonksiyon denir
(Iscan, 2015).
Onerme 2.2.2 / c R, reel bir aralik ve f:7 — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

i Eger f fonksiyonu s-konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise harmonik

s -konveks fonksiyondur.

ii. Eger f fonksiyonu harmonik s-konveks ve artmayan bir fonksiyon ise

s -konveks fonksiyondur (Iscan, 2015).
Tammm 2.2.26 (Harmonik Quasi-Konveks Fonksiyon): f:/c (0,oo) - [0,oo)

fonksiyonu her x,y eI ve t €[0,1] i¢in
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f(ﬁ]swm{f(ﬂ,f(y)}

esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna harmonik quasi-konveks fonksiyon denir

(Zhang ve ark., 2014).

I c (0,00) araliginda herhangi bir harmonik konveks fonksiyon ayni zamanda bir

harmonik quasi-konveks fonksiyondur, fakat tersi dogru degildir (Kadakal ve ark.,

2017).
Tanmm 2.2.27 ( p -Konveks Fonksiyon): / c R, reel bir aralik ve peR, olsun.
f:1 > R fonksiyonu her x,yel ve a e[O, 1] icin

1

([ 0= < ar (94011 0)

esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna p -konveks fonksiyon denir. Eger bu

esitsizligin tersi almirsa p -konkav fonksiyon elde edilir (Iscan ve ark., 2017).

Sonu¢ 2.2.3 p-konveks fonksiyon tanimmda p=1 ve p=-1 almrsa, /< (0,)

araliginda p -konvekslik sirasiyla bilinen konvekslige ve harmonik konvekslige
indirgenir (Iscan ve ark., 2017).
Tamm 2.2.28 ( p -Quasi-Konveks Fonksiyon): / c R, reel bir aralik ve peR,
olsun. f:/ — R fonksiyonu her x,y el ve a e[O, 1] icin

!

f[[ax” +(1—a)y”]Pj£max{f(x),f(y)}

esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna p -quasi-konveks fonksiyon denir. Eger bu

esitsizligin tersi almirsa p -quasi-konkav fonksiyon elde edilir (iscan ve ark., 2017).
Onerme 2.2.3 1 c R, reel bir aralik, peR, ve f:1 — R bir fonksiyon olsun. Bu
durumda,

i Eger p<1 ve f fonksiyonu quasi-konveks ve azalmayan bir fonksiyon

ise p -quasi-konveks fonksiyondur.
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ii. Eger p>1 ve f fonksiyonu p -quasi-konveks ve azalmayan bir

fonksiyon ise quasi-konveks fonksiyondur.

iii. Eger p<1 ve [ fonksiyonu p -quasi-konkav ve azalmayan bir

fonksiyon ise quasi-konkav fonksiyondur.

iv. Eger p>1 ve f fonksiyonu quasi-konkav ve azalmayan bir fonksiyon
ise p -quasi-konkav fonksiyondur.

v. Eger p>1 ve f fonksiyonu quasi-konveks ve artmayan bir fonksiyon ise
p -quasi-konveks fonksiyondur.

Vi. Eger p <1 ve f fonksiyonu p -quasi-konveks ve artmayan bir fonksiyon

ise quasi-konveks fonksiyondur.

Vil. Eger p>1 ve f fonksiyonu p -quasi-konkav ve artmayan bir fonksiyon

ise quasi-konkav fonksiyondur.

Viii. Eger p<1 ve f fonksiyonu quasi-konkav ve artmayan bir fonksiyon ise

p -quasi-konkav fonksiyondur (iscan ve ark., 2017).

Tamm 2.2.29 ((M,N)-Konveks Fonksiyon): R, =(0,00) daki iki saymm tiim
ortalama degerlerinin ailesi ‘R olsun. (M ,N ) e R verilsin. /R, >R, fonksiyonu

her x,y eR, i¢in

S (M (x0) <N (f(x).£ ()

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna (M ,N ) -konveks fonksiyon denir (Turhan ve

ark., 2017).

Tamm 2.2.30 (M, A4-Konveks Fonksiyon): / bir aralk ve ¢:/ —>¢(I)cR
stirekli ve kesin monotonik bir fonksiyon olsun. f:/ — R fonksiyonu her x,y e/
ve te[O, 1] i¢in

Fo (tp(x)+(1=t) () <of (x)+ (1=1) £ ()

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna M A-konveks fonksiyon denir. Eger bu

esitsizligin tersi alirsa M 4 -konkav fonksiyon elde edilir (Turhan ve ark., 2017).
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Onerme 2.2.4 [ bir aralk, ¢:/ —>¢(/)cR siirekli ve kesin monotonik bir

fonksiyon ve f:7 — R bir fonksiyon olsun.
i p: 1 >R, p(x)=mx+n, meR-{0} ve neR igin M, A4-konvekslik
I ’da bilinen konvekslige indirgenir.
i. @:1—(0,0) ve ¢(x)=Inx igin M, A-konvekslik /’da bilinen GA-
konvekslige indirgenir.
ii. @:1—(0,0) ve ¢@(x)=x" i¢in M A-konvekslik /’da bilinen
harmonik konvekslige indirgenir.
. @:1—(0,0), ¢(x)=x" ve peR—{0} i¢in M, A-konvekslik /’da
bilinen p -konvekslige indirgenir (Turhan ve ark., 2017).
Tamm 2.2.31 (M, A- p-Fonksiyon): [ bir aralik ve ¢:/ — R siirekli ve kesin

monotonik bir fonksiyon olsun. f:/ — R fonksiyonu her x,y el ve t e [0, 1] icin

S0 (to(x)+(1=1)p(v))) < 1 (a)+ £ (b)
esitsizligini saglayan f fonksiyonuna M A-p fonksiyon denir (Maden ve ark.,
2017).

Tamm 2.2.32 (M ,A4-Quasi-Konveks Fonksiyon): / bir aralik ve ¢:/ >R
stirekli ve kesin monotonik bir fonksiyon olsun. /' : / — R fonksiyonu her x,ye [

ve te[O,l] igin

/(07 (to(x)+(1=1)(»))) < sup{f (a). £ (b)}

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna M A -quasi-konveks fonksiyon denir. Eger bu
esitsizligin tersi almirsa M 4 -quasi-konkav fonksiyon elde edilir (Turhan ve ark.,

2017).

Onerme 2.2.5 / bir aralik, ¢:/ — R siirekli ve kesin monotonik bir fonksiyon ve

f:1 —> R bir fonksiyon olsun. Bu durumda,
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il.

iil.

.

p:1 >R, go(x):mx+n, meR—{O} ve neR i¢in M, A-quasi-
konvekslik 7/ ’da bilinen quasi-konvekslige indirgenir.

@:1—(0,0) ve ¢(x)=Inx igin M A-quasi-konvekslik /’da bilinen
geometrik-quasi-konvekslige indirgenir.

@:1—(0,0) ve @(x)=x" i¢in M A-quasi-konvekslik /’da bilinen
harmonik-quasi-konvekslige indirgenir.

p:1—> (O,oo) , go(x) =x" ve peR —{0} igin M A -quasi-konvekslik /

’da bilinen p -quasi-konvekslige indirgenir (Turhan ve ark., 2017).

Tamim 2.2.33 (Baz1 Ozel Ortalamalar): Bu tamim iginde @ ve b gibi iki pozitif reel

say1 i¢cin bilinen bazi ortalamalar verilmistir (Bullen ve ark., 1998; Pachpatte, 2012).

a+b

1. Aritmetik Ortalama: 4= A4(a,b)=

2. Geometrik Ortalama: G =G (a,b) = Jab

3. Harmonik Ortalama: H = H (a,b) = 2ab
a+b
a , a=b
4. Logaritmik Ortalama: L=L(a,b)=y p—qa A
—, a#
Inb-Ina
a , a=b

aa

5. Identrik Ortalama: 7 =1(a,b)=11( pp -
( j , a#b
e

6. p-Logaritmik Ortalama:
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7. Agirlikli  Aritmetik Ortalama:  x, e[a,b], p,>0 ve P =Z; p, >0,

(i=1,2,..,n) olmak iizere 4, (x, p)=izn: p.x, ifadesine x, sayilarmin p,
=

agirlikli aritmetik ortalamasi denir.

8. Agurlikli Geometrik Ortalama: x, €[a,b], p, >0, (i=1,2,..,n) olmak iizere
G, (x, p) =Hxip“ ifadesine x, sayilarmin p, agirhikli geometrik ortalamasi
i=1

denir.

9. Agirliklh Harmonik Ortalama: x; € [a,b], p, >0, (i =1, 2,...,n) olmak tlizere

H, (x, p) = ifadesine x, sayilarinin p, agirlikli geometrik ortalamasi

PO
xi

denir.
Ortalamalar arasindaki basit iligki literatiirde su sekilde bilinir: H <G<L<I< 4.
Ayrica, p e R i¢in L, monoton artandir ve L, =1, L, =L ile gosterilir (Pachpatte,
2012).

2.3 Baz Giiclii Konveks Fonksiyon Siniflar1 ve Temel Tanimlar

Tamm 2.3.1 (Gii¢lii Konveks Fonksiyon): (X ,

-|) bir reel normlu uzay ve 7, X
’in konveks alt kiimesi ve ¢>0 olsun. f:/ —> R fonksiyonu her x,yel ve
t €[0,1]igin

S+ (U=t)p) <of (x)+ (1=0) £ (v)=er (1=0) o=
esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna gli¢lii konveks fonksiyon denir (Polyak, 1966).

Lemma 2.3.1 (X,

-|) bir reel i¢ garpim uzayi, 7, X ’in konveks alt kiimesi ve
c¢>0 olsun. f:/ —> R fonksiyonunun giiclii konveks fonksiyon olmasi i¢in gerek

ve yeter sart, g = f —c|| . ||2 fonksiyonun konveks fonksiyon olmasidir (Nikodem ve

Pales, 2011).
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Onerme 2.3.1 Diferansiyellenebilen bir f fonksiyonu i¢in asagidaki durumlar

saglanir (Lara ve ark., 2014).

i f fonksiyonunun ¢ >0 modiiliine gore giiclii konveks fonksiyon olmasi

icin gerek ve yeter sart f'’niin giicli artan olmasidir, yani f'’niin
(f'(x) —f’(y))(x—y) >2c(x —y)2 esitsizligini saglamasidir.
ii. f fonksiyonunun ¢ >0 modiiliine gore giiclii konveks fonksiyon olmasi

icin gerek ve yeter sart f "(x) > 2c esitsizliginin saglanmasidir.

Tamm 2.3.2 (Giiclii Harmonik Konveks Fonksiyon): f:/ c R, — R fonksiyonu

her x,yel, te[O,l] ve ¢>0 igin

f(L]g(1_t)f(x)+tf(y)_ct(1_t)(x—yjz

lx+(1—t)y Xy

esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna c¢ >0 modiiliine gére giiclii harmonik konveks

fonksiyon denir (Noor ve ark., 2016).
Onerme 2.3.2 / R, biraralik ve f:7 — R bir fonksiyon olsun.
i Eger / <(0,+%) ve f fonksiyonu gii¢lii harmonik konveks fonksiyon
ise ayni zamanda harmonik konveks fonksiyondur.

i. Eger / < (0,+%) ve f fonksiyonu gii¢lii harmonik konveks ve artmayan
bir fonksiyon ise, ¢ >0 modiiliine gore gii¢lii konveks fonksiyondur.
iii. Eger I =(0,4) ve f fonksiyonu, ¢ >0 modiiliine gére giiglii konveks

ve azalmayan bir fonksiyon ise gli¢lii harmonik konveks fonksiyondur

(Bracamonte ve ark., 2016).

Tamm 2.3.3 (Giiglii /-Konveks Fonksiyon): (X - ||) bir reel i¢ ¢arpim uzay1, 7,
X ’in konveks alt kiimesi ve ¢>0 olsun. h:(O,l)—)(O,oo) fonksiyonu verilsin.

f:I —> R fonksiyonu her x,y e[ ve te[O, 1] icin
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S (e (U=0)p) < h(0) £ (x) +(1=1) £ (y) = et (1=0) =5
esitsizligini saglayan f fonksiyonuna giiclii /-konveks fonksiyon denir. Ozel
olarak; bu esitsizlikte h(t):t almirsa giiclii konveks fonksiyon, SE(O,l) icin

h(t)=ts almirsa giiclii s -konveks fonksiyon, h(t):l almirsa giicli Godunova-
t

Levin fonksiyonu ve h(t) =1 aliirsa gii¢lii P -fonksiyon elde edilir (Angulo ve ark.,

2011).

Tanim 2.3.4 (Gii¢lii Quasi-Konveks Fonksiyon): / — R bostan farkli bir konveks

kiime ve f:I — R bir fonksiyon olsun. Vx,y e/ ve t e [0,1] icin,

f(tx+(1=0)y)<sup{ £ (x), f (»)} et (1=t) e~ o

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna ¢ >0 modiiliine gore giiclii quasi-konveks

fonksiyon denir (Sun ve ark., 2016).

Tanim 2.3.5 (Giiclii s-Konveks Fonksiyon): f:/ — R fonksiyonu

f(tx+(1—t)y)Stsf(x)+(l—t)sf(y)—cz‘(l—t)(b—a)2

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna c¢>0 modiiliine gore giicli s-konveks

fonksiyon denir (Erdem ve ark., 2016).

Tanim 2.3.6 (Giiclii Geometrik Aritmetik (GA) Konveks Fonksiyon):

f:IcR, > R fonksiyonu her x,y el ve te[O,l] icin

£ )< (=0 f (x)+of (v)=er(1=1)fin y—Inf

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna c¢>0 modiiliine gore giicli GA-konveks

fonksiyon denir (Bekar ve ark., 2014).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde ilk olarak literatiirde yeralan bazi1 énemli esitsizliklere deginilecektir.
Daha sonra Hermite-Hadamard integral esitsizlikleri, Ostrowski integral esitsizlikleri

ve ilgili temel teoremler verilecektir.
3.1 Bazi1 Onemli Esitsizlikler

Teorem 3.1.1 (Holder Esitsizligi): £ =1,....n i¢in a, =20, b =0 ve l+l:1

P 9
olsun. Bu durumda,
1 1
i Eger p ve g pozitifise Y a,b, S(Z akjp (Zkaq esitsizligi saglanr.
k=1 k=1 k=1
il. Eger p <0 veya ¢ <0 ise yukaridaki esitsizligin tersi saglanir.

Bu iki esitsizlik Holder esitsizligi olarak adlandirilir (Mitrinovic, 1970).

Teorem 3.1.2 (integrallenebilir Fonksiyonlar I¢in Holder Esitsizligi): f ve g

fonksiyonlar1 [a,b] araliginda taniml reel fonksiyonlar ve p>1 i¢in l+l:1
P 9

olsun. Eger | f |p ve | g|q fonksiyonlar1 [a,b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar
ise
1 !

b b » P b g q

.Hf(x)g(x)‘ dx < (ﬂf(x)‘ dxj (ﬂg(x)‘ dxj
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik literatiirde integrallenebilir fonksiyonlar i¢in Holder
esitsizligi olarak adlandirilir (Mitrinovic ve ark., 1993).
Teorem 3.1.3 (Power Mean Esitsizligi): /' ve g fonksiyonlar [a,b] aralifinda

tammli ve integrallenebilen iki fonksiyon ve ¢ >1 olsun. Eger |f] ve |g’

fonksiyonlar1 [a,b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

b q

7)o \f@)\dx}l; e

a
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esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik literatiirde power mean esitsizligi olarak adlandirilir

(Mitrinovic ve ark., 1993).

Teorem 3.1.4 (Ucgen Esitsizligi): Her x, y reel sayilari icin

i. |+ | < |x]+]3]
i =D <=1
i bl
iv. |, + x| <o |+,

esitsizlikleri saglanir. i ve ii’deki esitsizlikler ancak ve ancak x =0 veya y=0 veya
x ve y ayn isarete sahip oldugunda saglanir. iii’deki esitsizlik ancak ve ancak
x=0 veya y=0 veya x ve y zit isarete sahip oldugunda saglanir. iv’deki esitsizlik

ise ancak ve ancak tim Xx,...,x

n

sayilar1 sifirdan farkli ve ayni isarete sahip

olduklarinda saglanir (Mitrinovic ve ark., 1993).

Teorem 3.1.5 (Integraller icin Ucgen Esitsizligi): f fonksiyonu [a,b] aralifinda
reel degerli ve siirekli bir fonksiyon ve a <b olmak iizere
b

jf(x)dx

a

b

Sﬂf(x)‘dx

a

esitsizligi saglanir (Mitrinovic ve ark., 1993).
Teorem 3.1.6 (Young Esitsizligi): ¢ >0 olmak iizere, f fonksiyonu [0,c] iizerinde

reel degerli, siirekli ve kesin artan bir fonksiyon olsun. Eger f (0) =0, ae [O,C] ve

b G[O,f(c)] ise
Ja-f(x)dx+1.f_l(x)dx2ab

0

esitsizligi saglamir. Burada /', f fonksiyonunun tersidir (Mitrinovic, 1970).
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3.2 Konveks Fonksiyonlar Ile ilgili Onemli Esitsizlikler

Teorem 3.2.1 (Jensen Esitsizligi): Eger /' fonksiyonu / c R de tanimli konveks
k

fonksiyon, n>2 icin x = (xl,...,xn) el" ve p, P = z p, ile tanimlanan pozitif n
i=l1

’liler ise bu durumda

1 & 1 &
f[F;pixiJSFZpif(xi)

n i n i=l
esitsizligi saglanir (Mitrinovic ve ark., 1993).

3.2.1 Hermite-Hadamard Integral Esitsizligi

Simetriye sahip olan esitsizliklerin arastirilmasi analiz i¢in ¢ok ilging ve onemlidir.
Bunun en iyi bilinen 6rnegi Hadamard (1893) tarafindan yayinlanan iinlii Hermite-
Hadamard esitsizligidir. Bu esitsizlik analizde ¢ok iyi ¢alisan konveks fonksiyonlarin
ortalama degerinin tahminini verir (Gao, 2010). Aslinda “konveks” terimi ayni
zamanda 1881°de Hermite tarafindan elde edilen bir sonugtan ileri gelmis ve 1883°de
temel matematik dergisi “Mathesis” de kisa bir not olarak yayinlanmistir. Ancak
Hermite’in bu kisa notu matematiksel literatiirde higbir yerde bahsedilmemekte ve bu
esitsizlik Hermite’in sonucu olarak bilinmemektedir (Dragomir ve Pearce, 1991).
Hermite-Hadamard ¢ift yonlii esitsizligi, dogal geometrik bir yorumu olan ve belirli
esitsizlikler icin ¢ok sayida uygulama igeren reel sayr araliklarinda tanimlanan

konveks fonksiyonlarin ilk temel sonucudur (Dragomir ve Pearce, 1991).

Klasik Hermite-Hadamard esitsizligi, niimerik analizden iyi bilindigi gibi, tanim
kiimesinin orta noktasit ve u¢ noktalari dahil olmak {iizere, kompakt bir aralikta
tanimlanan herhangi bir konveks fonksiyonun integral ortalamasi icin alt ve fiist
tahminler saglar. Aslinda, Hermite ve Hadamard’in esitsizligi sadece konveksligin
bir sonucu degildir, ayn1 zamanda onu karakterize eder: eger siirekli bir fonksiyon
tanim kiimesinin herhangi bir kompakt alt araliginda sol veya sag tarafini saglarsa, o

zaman fonksiyon mutlaka konvekstir (Bessenyei, 2010).

Teorem 3.2.2 (Hermite-Hadamard integral Esitsizligi): / =[a,b] ve [ >R

konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda,
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2 ) b-a 2

a

7(48)s 5 fr e s LI 0)

esitsizligi saglanir. Bu esitlik literatiirde konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard esitsizligi olarak adlandirilir (Pachpatte, 2005).

Ispat. x=a(1—t)+bt ve 0<7<1 olsun. Bu durumda,

b 1

J.f(x)dXZJ.f(a(l—t)+bt)dz

a 0

S(a)+/(b)

</(a) .

O e —

(1—t)dt+f(b)_l[tdt=

elde edilir. Simdi esitsizligin sol tarafini ispatlayalim.

a+b

14 1|3 ‘
b—a'!f(x)dxzb—a ;[f(x)deLQ-Lf(x)dx
2
. nr AN t(b—a) . .
Yukaridaki son parantezin ilk teriminde x =a+ 5 i¢in,
atb
7 b—a t(b-a)
'[f(x)dx: 5 -([f(a+ 5 t
elde edilir ve ikinci teriminde x =b— t(b _ a) icin
5 b—at t(b—a) b—a t(b—a)
[ f(x)dx=- . !f(b— == !f b-——— i

elde edilir. Bu sonuglar yerine yazilir ve konvekslik tanimi uygulanirsa,

o )
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elde edilir ve ispat tamamlanir (Azpeitia, 1994).

Teorem 3.2.3 Eger p,q >0, f fonksiyonu / o [a,b] de konveks bir fonksiyon ve

yoPatrab
pP+q

ise bu durumda 0<ys{ a}min(p,q) icin
q

p+

f(w_wj%”f (a2 ()
p+q v, p+q

b—a

esitsizligi saglanir. p=¢g=1 ve y= durumunda bu esitsizlik Hermite-

Hadamard esitsizligine indirgenir (Lupas, 1976).

Teorem 3.2.2 de konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard integral esitsizligi
verildi. Simdi ise bazi farkli tiirden konveks fonksiyon smiflari i¢in Hermite-

Hadamard tipli integral esitsizlikleri verilecektir.

Teorem 3.2.4 f:/ cR, - R fonksiyonu harmonik konveks fonksiyon ve a,b e[,

a<b olsun. Eger f € L[a,b] ise

f( 2abj< ab Tf(x)dng(a)ﬁ(b)

a+b) b—a’ x* 2

a

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard tip integral esitsizligi olarak adlandirilir (iscan, 2014).

Teorem 3.2.5 f:/cR, =(0,00) >R fonksiyonu bir GA-konveks fonksiyon ve
a,bel, a<b olsun. Eger f eL[a,b] ise asagidaki esitsizlik saglanir (Iscan ve

Turhan, 2016).

(B2 g o e L)

Bu esitsizlik GA-konveks fonksiyon i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir.
Teorem 3.2.6 f:IcR,=(0,0)—>R fonksiyonu GA-konveks fonksiyon ve
a,bel, a<b olsun. g:[a,b]—)[0,00) fonksiyonu ise siirekli pozitif ve \/E ye
gore geometrik simetrik bir fonksiyon olsun. Bu durumda
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esitsizligi saglanir (Latif ve ark., 2015b).
Teorem 3.2.7 f:/ c R, - R fonksiyonu bir p -konveks fonksiyon, p e ]R\{O} ve

a,bel, a<b olsun. Eger [ €L[a,b] ise,

p bp% b . b
f (Cl ; j pri)apjf(x)xp dng(a);f()

a

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik p -konveks fonksiyon i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligi olarak adlandirilir (Fang ve Shi, 2014; Iscan ve ark., 2017).
Teorem 3.2.8 f:/cR, - R fonksiyonu M A4-konveks fonksiyon ¢:7—>R

stirekli ve kesin monotonik fonksiyon ve a,bel, a<b olsun. Eger f,¢'e L[a,b]

ise asagidaki esitsizlik saglanir.

J‘[(p1(€0(cz)+<o(b)nS I if(x)(p'(x)dng

2
Bu esitsizlik M A4 -konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi olarak

adlandirilir (Turhan ve ark., 2017).

Teorem 3.2.9 f:/ —> R fonksiyonu ¢ >0 modiiliine gore giiclii konveks fonksiyon

olsun. Her a,be I ve a<b igin

2 b—a 2

a

2 . b 2
742} Samtf s [ s Loy

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik gii¢lii konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligi olarak bilinir (Merentes and Nikodem, 2010).

Teorem 3.2.10 f:I=[a,b]CR+—>R fonksiyonu ¢ >0 modiiliine gore giiglii

harmonik konveks fonksiyon olsun. Eger f € L[a,b] ise,
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2

|a—b|
| ab |

|a—b|
| ab |

2 6

2
<

b [0 S () e
b—a° x

2ab c
+_
f(a—i—b) 12

esitsizligi saglanir ve bu esitsizlige giiclii harmonik konveks fonksiyonlar icin

Hermite-Hadamard esitsizligi denir (Noor ve ark., 2016).

3.2.2 Ostrowski Integral Esitsizligi

Literatiirde iyi bilinen bir diger esitsizlik, Ostrowski integral esitsizligidir. 1938'de,
Alexander Markovich Ostrowski bir integral esitsizligi kanitlamistir. Ostrowski, bir
fonksiyonun integral ortalamasindan sapma tahmini problemini ele almistir
(Bracamonte ve ark., 2017). Ostrowski’nin 1938'de bu esitsizligi ispatlamasindan bu
yana, esitsizlik tiplerinin arastirllmast ve bunlarin uygulamalar1 {izerine
yogunlasilmistir. Son yirmi yilda, kokenleri Ostrowski'nin esitsizligine dayanan
cesitli genellemeler, genislemeler ve uygulamalar elde etmeye yonelik ¢alismalar

literatiirde yer almistir (Pachpatte, 2012).

Teorem 3.2.12 (Ostrowski Integral Esitsizligi): /:/ c R — R fonksiyonu /°’da

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve a,bel, a<b olsun. Eger her x e [a,b] icin

f '(x)‘ <M ise asagidaki esitsizlik vardur.

Burada, i sabiti en iyi katsayidir ve daha kiigiik bir katsay1 ile yer degistiremez

(Ostrowski, 1938). Bu esitsizlik literatiirde, xe[a,b] noktasinda f (x) degeri ile

1

b—a

b
I f (t)dt integral ortalamasi1 yaklagimi i¢in bir iist smir veren Ostrowski

integral esitsizligi olarak bilinir (Baloch ve Iscan, 2015).

Ostrowski integral esitsizligi asagidaki formda da yazilabilir (Iscan, 2013b; Alomari
ve ark., 2010).
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b

jf(t)dt

b-a-

(%)=

M {(x—a)2 +(b—x)2}

“-a) 2

Ostrowski integral esitsizligi verildikten sonra, literatiirde yer alan bazi lemmalar ve
bu lemmalar kullanilarak konveks ve gii¢lii konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli

integral esitsizlikleri verilecektir.

Lemma 3.2.1 f:/cR, - R fonksiyonu /°’da diferansiyellenebilir bir fonksiyon

ve a,bel, a<b olsun. Eger ['e L[a,b] ise, 0 zaman her x € [a,b] icin

ab ¢ f(u) _ab 2 t , ax
105 1% du_'b—a%kx_a) !oa+(1-¢)xf‘f(}a+(1—f)x}h

a

(m+@igxyf{m+8x0x}%

esitligi saglanir (Iscan, 2013c).

~(b-x)

S
S S

Teorem 3.2.13 [cR, reel bir aralik ve f:7—R fonksiyonu /7°’da

q
s

diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,bel’, a<b ve f'e L[a,b] olsun. Eger | 1!

g >1 icin harmonik s -konveks fonksiyon ise, her x € [a,b] icin

ab
<
—a

[ ] <5 (- a)' (4 (a.xv5.0.9) 7 ()]

- [

+4, (a,x,s,q,q)‘f’(a)‘q )q +(b—x)

2

(/13 (b,x,s,q,q)

f'(x)‘q +4, (b,x,s,q,q)‘f'(b)“’ )q}

esitsizligi saglanir. Burada,

/11(a,x,s,v,p):w2E(2v,p+s+l;p+s+2;1—ﬁj
x x

2
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ﬂz(a,x,s,v,p):wzlﬂ(b,p+l;p+s+2;l—gj
X X

b

/13(b,x,s,v,p):wzﬂ(h,l;phs%%l—%j
B(s+1,p+1) x
14(b,x,s,v,p):T2E 2v,s+l;p+s+2;1—g

dir (Iscan, 2013c).
Lemma 3.2.2 f:/cR, >R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir fonksiyon,

a,bel, a<b olsun. Eger f' e L[a,b] ise, 0 zaman

f(x)- ! j’.f(u) =(Ina—1Inb j.p ’bl ! [bl t)dt

Inb-Ina? u

esitligi vardir (Coban ve ark., 2016). Burada, x € [a,b] icin

Inb—-Inx
t, te|0,
Inb-1na

- Inb—Inx
t—1, te ,1
Inb—Ina

dir.

Teorem 3.2.14 [cR, reel bir aralik ve f:7—R fonksiyonu /7°’da

diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,be’, a<b ve f'e L[a,b] olsun. Eger

geometrik-aritmetik (GA)-konveks fonksiyon ise, her x € [a,b] icin

1) [,

Inb-Ina*

<(Inb-Ina)|

f’(b)‘(H2 (a,b,x)+ H, (a,b,x))]

'(a)‘(H1 (a,b,x)+H, (a,b,x)) +
esitsizligi saglanir. Burada,

H,(a,b,x) = —— S| (Inb=Inx) x+2(Inb=Inx+1)x-2b |,

(Inb—Ina)
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! 3[(lnb—lnx)z)c+(1na—lnb+2)(lnb—lnx)x

H (abx)=——
2(:x) (Inb—Ina)

+(Ina—Inb+2)x+blnb—blna-2b],

H,(a,b,x)= ! )3 [—(lnb—lnx)zx+(lnb—lna—2)(lnb—lnx)x

(lnb—lna

+(Inb—Ina-2)x+alnb-alna+2a],

H,(a,b,x)= 1 3[(lna—lnx)zx—2a+2(lna—lnx+1)x]

(Inb—Ina)
dir (Coban ve ark., 2016).

Lemma 3.2.3 f:/cR —> R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir fonksiyon ve

a,bel, a<b olsun. Eger f'e L[a,b] ise, 0 zaman her x € [a,b] i¢in,

f(x)- 1 j'f(u)du:(x—a)zj).tf'(tx+(1—t)a)dt—(bb_—x)2

—da

S S

of ' (ex+(1-1)b)dt

esitligi vardir (Alomari ve ark., 2010).

Teorem 3.2.15 f:/ cR — R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir fonksiyon ve

a,bel, a<b olsun. Eger | f'l, [a,b] de ¢>0 modiliine gore giiclii konveks

2 2
<M ve MZmax{c(x;a) ’c(b;x)

f!

fonksiyon, } ise, o zaman her

x,y€[a,b] ve t€(0,1) igin

1% <(x—a)2 _c(x—a)2 (b—x)2 _c(b—x)2
f(x)_b—aif(u)du_2(b—a)(M 6 J+2(b—a)(M 6 J

esitsizligi saglanir (Set ve ark., 2012).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bélimde ilk olarak gii¢lii M A4 -konveks, glicli geometrik-aritmetik (GA)

konveks, gii¢lii p -konveks fonksiyon tanmlar1 ve bu fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard tipli integral esitsizligi i¢in yeni lemma ve teoremler elde edildi. Daha
sonra ise literatiirde geometrik aritmetik (GA) konveks ve harmonik s -konveks
fonksiyonlar i¢in yer alan lemmalar1 giiclii geometrik-aritmetik (GA) konveks, giiclii
harmonik konveks fonksiyonlar i¢in uygulayarak bu fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli

integral esitsizlikleri i¢in yeni teorem ve sonuglar elde edildi.

4.1 Giicli M ,A-Konveks Fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard Tipli Integral
Esitsizlikleri

Bu bélimde giiclii M A4 -konveks fonksiyon tanimi verildi ve bu fonksiyonlar i¢in

yeni Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde edildi. Bunun i¢in bir lemma

ve bu lemmadan yararlanarak bazi teorem ve sonuglar verildi.

Bu boliimde [ bir agik aralik ve ¢:7 — R siirekli ve kesin (tam) monotonik bir

fonksiyondur.

Tanim 4.1.1 / bir aralik, ¢ : 7 — R siirekli ve kesin monotonik bir fonksiyon olsun.

f:1 >R fonksiyonu x,y el ve te[O,l] icin ¢ >0 modiiliine gore,

2

S (e (o () +(1=)p(x))) < (1=1) £ (x) 44 (v) = ct (1=1) (0 () - 0 ())

esitsizligini saglayan bu f* fonksiyonuna giicli M A -konveks fonksiyon denir.
Onerme 4.1.1

i p:1 >R ve (p(x) =x igin gi¢lic M A -konvekslik, 7 ’da siradan giicli

konvekslige indirgenir.
ii. p: 1 >R, meR_, neR ve go(x) =x" icin giiclii M , 4 -konvekslik,

+

I ’da giiclii harmonik konvekslige indirgenir.

iii. @:1—(0,0) ve p(x)=Inx icin giicli M A -konvekslik, /’da giilii

GA-konvekslige indirgenir.
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Lemma 4.1.1 Eger, g(x) =f(x)—c((o(x))2 fonksiyonu M, 4 -konveks fonksiyon

ise o zaman, f:[= [a,b] cR, >R fonksiyonu ¢ >0 modiiliine gore giiclii M ,A -

konveks fonksiyondur.

Ispat. 7 fonksiyonunun ¢ >0 modiiliine gore giicli M »A -konveks fonksiyon

oldugunu varsayalim. I¢ ¢arpim 6zelligi kullamilarak,

(o7 (to(0)+(1=1)0 (x)))= £ (07 (t0 (»)+ (1-1)o (x)))
~(p(¢” (10(r)+ (1-1)0(x))))

<(1=0)f (x)+1f () =et(1=0)(@(») -9 () =< (t9(») - (1=1)(x))

<(1=0) £ (x)+1f () =e[t(1=1) (0(»))" =2t (1=0) 0 (y) 0 (x) +1 (1=1) ()
+(p(»)) +20(1-)p(n)o(x)+(1=1) (p(x))')

<(1=0) £ (x)+4 (»)=¢(e(0(»)) +(1=1)(p(x))')

<(1=0) £ (x)=(1=0)(p(x)) +1f (v)-et(p(»))

= (1-1)g(x)+1g(»)

elde cdilir ve buradan g fonksiyonunun M, A -konveks fonksiyon oldugu gériii.

Tersine simdi, g fonksiyonunun M ,A4 -konveks fonksiyon oldugunu varsayalim.

10" (t0(2)+(1=1)p(x))) =2 (0" (t0(2) +(1-1) o()))

2

re(o(e (10 () +(1-1)0())))

<tg(y)+(1-0) 2 (x) + (19 (1) +(1-1) ()

<ig(v)+et(p(y)) +(1-0)g(x) +e(1=1)(p(x)) +er(1-1)(9(»))
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~et(1-0)(p(0)] +2et(1-1) () (x)

=i (»)+(1=0)f (x)=et (1=0)(p(») =0 (x))
elde edilir. Buradan, f fonksiyonunun ¢ >0 modiiline gére giigli M ,A4 -konveks

fonksiyon oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi Lemma 4.1.1°1 kullanarak elde etti§imiz teorem ve sonuglari verelim.

Teorem 4.1.1 f:I=[a,b)]cR, >R fonksiyonu ¢ >0 modiliine gore giiclii
M ,A -konveks fonksiyon ve ¢ :go(] 0) — ° siirekli diferansiyellenebilir fonksiyon

olacak sekilde ¢:7 —> R fonksiyonu siirekli ve kesin monotonik fonksiyon ve

Va,bel ,a<b olsun. Eger f € L[a,b] ise, o zaman asagidaki esitsizlik gegerlidir.

f(a);f(b) g((o(b)_(o(a))é 4.1.1)

IA
|
I

Ispat. f:1 =[a,b]c]R+ — R fonksiyonu gii¢lii M A4 -konveks fonksiyon,

Vx,y €l olsun. Giglii M A4 -konveks fonksiyon taniminda ¢ = % alinirsa,

1o 22520 0D -

2 2 4

elde edili. Burada, x=¢ (tp(b)+(1-1)p(a)), y=¢"(tp(a)+(1-t)p(b))

secilirse,

fL(p{ma)w(b)DSf(co1(f¢<b)+<1—t)<o(a>))+f(co‘(tco<a)+<1—t>co(b>))

2
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elde edilir. Bu esitsizlik,[O,l] araliginda #’ye gore integer edilirse,

f[(pl (MD < %Li;f((pl (t0(b)+(1-1)p(a)))dt

1

+If(¢fl(t(p(a)+(l—t)¢(b)))dt}—%((p(b)_(p(a))z ;f(l—2t)2 s

0

f(co‘l (Mj} “(p(6)~p(a)) S;J.f(x)(o’(x)dx

2 12
elde edilir. Boylece, (4.1.1) esitsizliginin sol tarafi tamamlanir. Ayrica, Vte[O,l]
i¢in
(97 (10 () + (1=1) ()< (1=0) f (a)+1f (b) ~ct(1=1) 0 (b) - 0 (a))

oldugu goriiliir. Bu esitsizlikte [0,1] araliginda #’ye gore integrallenirse (4.1.1)
esitsizliginin sag tarafida elde edilir.

1

[7(07 (r0(6)+(1-1) p(a)))

Si((l—t)f(a)+tf(b))dt—c(qa(b)—gp(a))zj;t(l—t)dt

SPTO) 44 (o))

2 6
ve boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.1.2 f:I=[a,b]cR, >R fonksiyonu ¢ >0 modiliine gore giiclii
M ,A -konveks fonksiyon ve o (p(] 0) — I° siirekli diferansiyellenebilir fonksiyon

olacak sekilde ¢:7 — R fonksiyonu siirekli ve kesin monotonik fonksiyon ve

Ya,bel ,a<b olsun. O zaman,
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< ¢(b)i(p(a)if(x)¢)'(x)dx

s,,/c(a;b)sw_%((p(b)-q,(a))? 4.12)

Burada,

¢(,(a;b):%|: f( (p1(3<o(a)4+<o(b)n+ f[(pl (MD}%@@)_@@))Z

seklindedir.

ispat. {a,(p“ [Mﬂ ve {(p‘{w(a)w(b)}b} araligmm her birinde

2

(4.1.1) esitsizligini uygularsak,

1 3(p(a)+(p(b) +£ —_ola)) < 2 71 x)o'(x)dx
f[¢ [ 4 D w?(0)0(0) ~p(b)-p(a) [ /@

sl{ f((o_l (Mj{ f(b)}i(go(b)—go(a))z (4.14)

elde edilir. (4.1.3) ve (4.1.4)’1 taraf tarafa toplarsak;
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Sw—%((p(b)—(p(a»z (4.15)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmais olur.
Teorem 4.1.3 f:I=[a,b]cR, >R fonksiyonu ¢ >0 modiliine gore giiclii
M ,A -konveks fonksiyon ve ¢ :go(] 0) — [° siirekli diferansiyellenebilir fonksiyon

olacak sekilde ¢:7 — R fonksiyonu siirekli ve kesin monotonik fonksiyon ve

Va,bel ,a<b olsun. Eger fgeL[a,b] ise, o zaman

1 b

12 30
Burada,
M(a,b)=f(a)g(a)+f(b)g(b) (4.1.6)
N(a,b)=f(a)g(b)+f(b)g(a) .1.7)
S(a.b)=f(a)+ £ (b)+g(a)+g(b) 4.1.8)
dir.
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Ispat. £,gfonksiyonlar1 ¢ >0 modiiliine gore giigli M, »A-konveks fonksiyon

olsun. O zaman,

[/ (a)+ 1 (b)+g(a)+2(b) —§—0(¢(b)—¢(a))4

1 1
= LM (a.b)+ TN (a.b) =S (0 (b)-0(@)) S(0b) -0 (b)-0(a)
esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.
Eger Teorem 4.1.3’de f =g alinirsa, asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 4.1.1 f:I=[a,b)]c R, >R fonksiyonuc >0 modiiliine gore giiglii M4 -
konveks fonksiyon, ¢:7 — R fonksiyonu siirekli ve kesin monotonik fonksiyon ve

Va,bel ,a<b olsun. Eger f € L[a,b] ise, o zaman asagidaki esitsizlik gecerlidir.
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~(o(0)-0(a)) [ £ (a)+ 1 ()]~ 35 (0(5)-0(a))"
Teorem 4.1.4 f :I=[a,b]CR+—>R fonksiyonu ¢ >0 modiiliine gore gicli

M ,A -konveks fonksiyon ve o ¢(1 O) — I’siirekli diferansiyellenebilir fonksiyon
olacak sekilde ¢:7 — R fonksiyonu siirekli ve kesin monotonik fonksiyon ve

Va,bel ,a<b olsun. Eger fg € L[a,b] ise, 0 zaman

_i((p(b)—go(a))z S(a, b)—g—o((/’(b)_(”(a))4'

12
Burada, M (a,b), N(a,b) ve S(a,b) sirasiyla (4.1.6), (4.1.7) ve (4.1.8)’de verildigi
gibidir.
Ispat. f,g fonksiyonlari ¢ >0 modiiliine gére giiclii M, »A -konveks fonksiyon

olsun. O zaman,
m;‘jf(x)g(x)go’(x)dx - if(w‘l(fco(b)ﬂl—t)w(a)))
gl (0(b)+(1-1) p(a))) e

H @)+ ()-ct(1-1)(o(b) -0 (a))
(1=0)g(a)+1g (b)=er(1=1) ¢ (5)=p(a))' e

) di+f (b jt dt+[ f(a)g(b)+ f(b)g(a)][t(1-1)dt

o'—.-‘
Ot— —
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[£(a)+ 1 (b)+g(a)+ £(8)] -3 (0(b) - 0(a))
=M (@) + 2N (@)= (p(5)-0(a)) S(a.b) =S (0 (5) -0 (a))
esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Eger Teorem 4.1.4’de f =g alinirsa, asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.2 f:I=[a,b)]cR, - R fonksiyonu ¢ >0 modiiliine gore giiglii M ,4 -
konveks fonksiyon, ¢:/ — R fonksiyonu siirekli ve kesin monotonik fonksiyon ve

Va,bel ,a<b olsun. Eger f € L[a,b] ise, 0 zaman

U b roo(aa< @S0 [ (@)1 ()]
O O AR A 3

2

~£(o(0)-0(@) [£(@)+ 1 (0)] -5 (0()-o(a))

6
elde edilir.

4.2 Giicli GA-Konveks .(Geometrik-Aritmetik Konveks) Fonksiyonlar i¢in
Hermite-Hadamard Tipli Integral Esitsizlikleri

Bu boliimde giiclii GA-konveks (geometrik-aritmetik konveks) fonksiyonlar igin
yeni Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde edildi. Oncelikle bir lemma

ve bu lemmadan yararlanarak bazi teorem ve sonuglar verildi.

Lemma 4.2.1 [ bir agik aralik olsun. Eger, g(x)= f(x)—c(In x)2 fonksiyonu GA-
konveks fonksiyon ise o zaman, f:/ cR, - R fonksiyonu ¢ >0 modiiline gore

giiclii GA-konveks fonksiyondur.
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Ispat. 7 fonksiyonunun ¢ >0 modiiliine gore giiclii GA-konveks fonksiyon

oldugunu varsayalim. I¢ carpim 6zelligini kullanarak,
g(xy™)= £ (xy)—¢(tnx'y™)

<of (x)+(1-1) £ (») et (1=t)(Iny~Inx)’ —c(Inx' ~In y™ )’
<tf (x)+(1=1) f (»)=c(t(1=¢)(Iny) = 2¢(1-¢)In yInx

+¢(1-1)(Inx)” +(Inx’ )2 +2In ¥ In p'~ + (In y" )2)
Stf(x)—i_(l_t)f(y)—C(t(ln)c)2 +(1_t)(lny)2)

<if (x)=ct(inx) +(1-1) £ (3)~c(1-0) ()

=ig(x)+(1-1)g(y)
elde edilir ve buradan g fonksiyonunun GA-konveks fonksiyon oldugu goriiliir.

Tersine simdi, g fonksiyonunun GA-konveks fonksiyon oldugunu varsayalim.
£y ) =g (xy ) e(tnxy™)

<tg(x)+(1-1)g(y)+e(lnx +lny™)

<tg(x)+(1-t)g(y)+ec(1-t)(Iny) —ct(1-t)(In y)’
+2ct(1-t)Inylnx+ct(nx) —ct(1-¢)(Inx)’

g (x)+ct(Inx) +(1-t)g(y)+e(1=£)(Iny) —ct(1-£)(In y—Inx)’

:tf()c)+(l—t)f(y)—ct(1—t)(lny—lnx)2

elde edilir. Buradan, ¢ fonksiyonunun ¢ >0 modiiliine gore giicli GA-konveks

fonksiyon oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi Lemma 4.2.1°1 kullanarak elde ettigimiz teorem ve sonuglar1 verelim.
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Teorem 4.2.1 f:/ cR, — R fonksiyonu ¢ >0 modiiliine gore gii¢lii GA-konveks

fonksiyon ve Va,bel ,a<b olsun. Eger f € L[a,b] ise, o zaman

c 2 1 t 1
f(@)+a(1nb—1na) < lnb_lnaj;f(x);dx
Sw—g(lnb—lna)z. 4.2.1)

Ispat. f:/cR, >R fonksiyonu giiclii GA-konveks fonksiyon, Vx,y el olsun.

Giclii GA-konveks fonksiyon taniminda ¢ :% aliirsa,

f(@)gw—%(lny—lnx)z

elde edilir. Burada, x=a'"'b' ve y=a'b"" secilirse,

f(Nab)< f(atbt);f(atb t)—%(lna’b”—lna”b’)z

elde edilir. Bu esitsizlik, [0,1] araliginda f’ye gore integrallenirse,

f(@)s% If(al"b’)dz+_(i;f(a’b1‘f)dt}—%(lnb—lna)z j;(l—Zt)z d
f(\/%)+%(lnb—lna)2 < lnbilna;[f(x)%dx

elde edilir. Boylece, (4.2.1) esitsizliginin sol tarafi tamamlanir. Ayrica, Vte[O,l]

i¢in
f(a™b")<(1-1) f (a)+1f (b)—ct(1-t)(Inb-Ina)’

oldugu gortliir. Bu esitsizlik de [0,1] araliginda #’ye gore integrallenirse (4.2.1)
esitsizliginin sag tarafida
1

[f(a7p")dr <

0

S S——

((1—t)f(a)+tf(b))dt—c(lnb—lna)2j;t(l—t)dt
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:M—%(lnb—lna)2

seklinde elde edilir ve bdylece ispat tamamlanur.

Teorem 4.2.2 f:/ cR, - R fonksiyonu ¢ >0 modiiliine gore gii¢lii GA-konveks

fonksiyon ve Va,bel ,a<b olsun. O zaman,

j-f(x)ldx

X

f(\/g)+%(lnb—lna)2S¢C(a;b)< 1

" Inb-Ina

s%(a;b)sw—%(lnb—ma)z (4.2.2)

esitsizligi gecerlidir. Burada,
1 31 1Y) . ,
¢C(a;b):5 f|a*b* |+ f| a*b? +&(lnb—lna),

v, (a;b) =%{f(@)+w}—i(lnb—ln a)2

2 24

dir.
Ispat. [a, Jab } ve [\/ﬁ , b] araliginin her birinde (4.2.1) esitsizligini uygularsak,

W
f(x)—dx

2 1
1 (aab )+ (1mab ~ina) “1nvab _Ina f .

. f(a)+f(\/E)

_<
2 6

(ln\/ﬁ—ln a)z

B+ (nb-tna) <2 7 L4
fla 48(n na) < If(x) X

Inb-Ina * X

g%[f(@ﬁ(@)}—z—a(lnb—ma)z (4.2.3)

ve benzer sekilde,
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1 3
e il -1 2< 2 1
f[a b ]+48(nb na) _lnb—lnaj[—bf(x)xdx

s%[f(\/ﬁ)ﬁ(b)]—i(lnb—lna)z. (4.2.4)

elde edilir. (4.2.3) ve (4.2.4) esitsizliklerini taraf tarafa toplanirsa,

¢, (a;b) =%l:f(aibij+f[aibiﬂ+%(lnb—ln a)2

b a)+ b C 2
< lnbilnaJ-f(x)%dxS%{f(m)_kw}_ﬁ(lnb_lna)

a

2

fla)+f(b) fla)+f(b) c 3 e 2
BIFCSIONIT O T

F(a)r/(8) e

< Inb-Ina) 425
5 ; n na) ( )

elde edilir ve ispat tamamlanir.
Teorem 4.2.3 f,g:/cR, >R fonksiyonu ¢>0 modiiliine gére giiglii M A-
konveks fonksiyon olsun. Eger fg e L [a,b] ise, 0 zaman

(2]

Inb-1na X Jx

2
C

S%M(a,b)+§N(a,b) < (inb-Ina)’ $(a,b)~<(Inb-Ina)

Burada,

M(a,b)=f(a)g(a)+f(b)g(b). (42.6)
N(a.b)=f(a)g(b)+ £ (b)g(a), 42.7)
S(a.b)= f(a)+ 1 (b)+g(a)+g(b). (42.8)
dir.
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Ispat. f,g fonksiyonlari ¢ >0 modiiliine gore giiclii GA-konveks fonksiyon olsun.

O zaman,

i |00 = el
Si[(l_t)f(a)"'ff(b)—ct(l—t)(lnb—lna)z]
[lg(a)-'_(l_t)g(b)_a(l_t)(lnb—lna)z}dt

=f(a)g(b)

S e —

(1=1) de+f (b J't de+[ f(a)g(a)+f(b)g(b )}j't(l—t)dt

—(Inb-Ina)’[ f(a)+g ]Jl-tl t) dt-c(lnb—Ina)’[ f(b)+g(a)]

1

1
[ (1-t)dt-c* (nb-Ina) [ (1-¢)" dt
0

0

/(a)g(b)+/(b)g(a) , fa)g(a)+/(b)g(b)

3 6

- (inb-tma) [/ (a)+ 7 (b)+ @)+ £(5)] -5 (mb-Ina)’

2

1 1 c 2 c 4
=—M(a,b)+=N(a,b)——(Inb—-Ina) S(a,b)——(Inb—-Ina
Lt () 42N (ab) -5 (Imb-Ina)’ §(a.6) < (Inb-Ina)
esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.
Eger Teorem 4.2.3’de f = g alinirsa, agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.1 f:/cR, >R fonksiyonu ¢ >0 modiliine gore giigli GA-konveks

fonksiyon olsun. Eger f € L[a,b] ise, 0 zaman

! jf(x)f(“_bjldxgz[ ()], 13 (a)+ /7 ()

Inb-Ina” x Jx 3 6

49



—%(lnb—ln a)2 [f(a)+f(b)] —%(lnb—lnaf

Teorem 424 f,g:IcR, >R fonksiyonu ¢>0 modiliine gore gicli GA-

konveks fonksiyon olsun. Eger fg € L[a,b] ise, 0 zaman

( 1
lnb—lnajf(x)g(x);dx

1 1 c 2 c’ 4
S§M(a,b)+gN(a,b)—E(lnb—lna) S(a,b)—3—0(lnb—lna)
dir. Burada, M(a,b),N(a,b) veS(a,b) siasiyla (4.2.6), (4.2.7) ve (4.2.8)’de
verildigi gibidir.
Ispat. f, g fonksiyonlar1 ¢ >0 modiiliine gore giiclii GA-konveks fonksiyon olsun.

O zaman,

lnbilna jf(x)g(x)ldx: _:[f(al_tb')g(al_tbt )dt
j[ a)+1f (b)-ct(1=1)(inb-Ina)’ |
[(1-1)g(a)+1g(b)—ct(1-¢)(Inb-Ina)’ |di

= f(a)g(a)

o —_—

(1=¢) dt+f (b jth[f )+ /(b)g(a )]j;t(l t)dt

_c(lnb—lna)zl:f(a)Jr (a )]

o —_—

t(1-t) dt—(Inb-Ina) [ £ (b)+g(b)]

1

1
[ (1-t)dt-c* (nb-Ina) [ (1-¢) dt
0

0

_/Sla)g(a)+/(b)g(b)  f(a)g(b)+f(b)g(a)
3 6

- (inb-tma) [/ (a) 7 (b)+(a)+ £(5)] -5 (b~ Ina)’
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2

1 1 c 2 c 4
=—M(a,b)+—N(a,b)——(Inb-1Ina) S(a,b)——(Inb-Ina
M (@) +EN (@)~ (Inb-na)’ S(a.6) < (Inb-Tna)
esitsizligi elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir.
Eger Teorem 4.2.4’de f = g alinirsa, asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.2 f:/cR, >R fonksiyonu ¢ >0 modiliine gore giigli GA-konveks

fonksiyon olsun. Eger f € L[a,b] ise, 0 zaman

Lot [S(@f®)] 12 (a)+ £ (b)
lnb—lnajf e 3

a

—%(lnb—ln a)2 [f(a)+f(b)] —%(lnb—lnaf

4.3 Giiclii p-Konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Tipli Integral
Esitsizlikleri

Bu boliimde giiglii p -konveks fonksiyon tanimi ve bu fonksiyon icin yeni Hermite-

Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde edildi. Bunun i¢in bir lemma ve bu

lemmadan yararlanarak bazi teorem ve sonuglar verildi.

Tanmm 4.3.1 / <R, bir aralik olsun. f:/ —> R fonksiyonu, x,ye/l ve te[O,l]
i¢in
1

f[[u—t)xpMPJs<1—r>f<x>+vf<y>—cr<1—t)<y"—xp)z

esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna c¢>0 modiiline gore giiclii p -konveks

fonksiyon denir.

Lemma 4.3.1 [ bir agik aralik olsun. Eger, g(x) :f(x)—c(xp )2 fonksiyonu p -

konveks fonksiyon ise o zaman, f:/cR, — R fonksiyonu ¢ >0 modiiliine gore

giiclii p -konveks fonksiyondur.

Ispat. f fonksiyonunun c¢>0 modiiline gore giicli p -konveks fonksiyon

oldugunu varsayalim. I¢ carpim 6zelligini kullanarak,
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1 1

g([txl’+(l—l)yp]pj:f([txp +(1—f)y”]"j—c(zx1’+(1_t)yp)2

2

<of (x)+(1-0) f (v)—et(1-1) (" =")
el () s 2u(-0) 1=y (7))

<7 (0410 () =e(11-0)(37) ~21(=0)7y" 4110 ()
o () +20(1=0) w77 (10 (7))

<of (x)+(1=0) £ (2)=e((1=0) (57} +1(x") )

<if (x)=ct(x") +(1=1) f (v)=e(1=0)(»")

=ig(x)+(1-1)g(»)
elde edilir ve buradan g fonksiyonunun p -konveks fonksiyon oldugu goriiliir.

Tersine simdi, g fonksiyonunun p -konveks fonksiyon oldugunu varsayalim.

1 1

([ +0-07F Jel [ +0-0027 T Joclos+1-00)
gtg(x)+(1—r)g(y)+c(f2(x")z +21(1=1)x"y’ +(1—f)2(yp)2)
<ig(x)+(1-0)g () +e(1-0)(y") ~et(1-0) (")
Rct(1-1)x"y +et(x* ) —et(1-1)(x")

=tg(x)+et(x") +(1-1)g(y)+e(1-1)(»")

et (1)) 2et (10 —er(1-1)(x")

= if (x)+ (1=0) £ (y) et (1=1) (v~
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elde edilir. Buradan, f fonksiyonunun ¢>0 modiiline gore gii¢lii p -konveks

fonksiyon oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi Lemma 4.3.1°1 kullanarak elde etti§imiz teorem ve sonuglari verelim.

Teorem 4.3.1 f:/cR, >R fonksiyonu ¢ >0 modiiliine gore giiclii p -konveks
fonksiyon ve Va,bel ,a<b olsun. Eger f € L[a,b] ise, 0 zaman

1

f |:ap+bpj|p n c (bp_ap)z

2 12

P jf(x)xpldxg“—_—(bp-ap) , (4.3.1)

dir.
Ispat. f:IcR, >R fonksiyonu giiglii p -konveks fonksiyon, Vx,yel olsun.

Gigclii p -konveks fonksiyon taniminda ¢ = % alinirsa,

v P @) ey
155 [

I I
elde edilir. Burada, x = [(1 —t)a’ +b” ]; ve y= [tap +(1-1)b" ]; secilirse,

f([(l_t)“p pr};j”([mp +(1_z)bp]2j

2

il
f {ap ;bp}p <

—%(m” +(1-1)b" —(1-1)a” —tb")

elde edilir. Bu esitsizlik, [0,1] araliginda #’ye gore integrallenirse,

e o
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b
J+%(b”a”)2 < b”]—)a” .[f(x)x”ldx

elde edilir. Boylece, (4.3.1) esitsizliginin sol tarafi tamamlanir. Ayrica, V¢e [0,1]

i¢in
f[[(l—t)a" +tb”];JS(l—t)f(a)+lf(b)—ct(1—t)(b" —a”)2

oldugu goriilir. Bu esitsizlik de [0,1] arahinda ¢’ye gore integrallenirse (4.3.1)

esitsizliginin sag tarafida

1 il
'[f([(l—t)a” +tbp]l’jdt
0

<

((1—t)f(a)+tf(b))dt—c(b"—a")z.:[t(l—t)dt

S S

_ f(a);f(b) _%(bp _ap)z

seklinde elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.3.2 f:/ cR, >R fonksiyonu ¢ >0 modiiliine gore giiglii p -konveks

fonksiyon olsun. O zaman,

b

fUaP +b? }p}_i(bp —ap)z <¢ (a;b)< o ljap If(x)xpfldx

f(a)+f(b) (b —a (43.2)

dir ve burada,
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seklindedir.

1 1

. P 2 \p P 2 \p
Ispat. a,(a b )p ve (a ald jp,b araliginin her birinde (4.3.1) esitsizligini

2 2
uygularsak,
1
27 +ap +b? |p 5 a’+b”
o) cla’+b" V% i =
— | |+— e < d.
/ 2 12( 2 ) e J f ()
2
1
a’” +b" |r
< _c ap+b”_ »
B 2 6 2
1 a® +b?
3a” +b7 |7 | ¢ 2 2p 7 |
f{ 2 } +4—8(bp—a”) <b”—a” I f(x)xp dx
1
1 a’ +b" |p c 2
< f(a)+f { : } —ﬂ(bp—ap) (4.3.3)

elde edilir ve benzer sekilde,

1

f {a“fbp}p +4i8(bp—a”)2£ 2pp I S (x)x""dx
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1 P+ b % St
<2 fﬂa . } }+f(b) —i(b ~a’) (4.3.4)

bulunur. (4.3.3) ve (4.3.4) esitsizliklerini taraf tarafa toplanirsa,

¢(,(a;b):% f{r’a”:b” T}.fﬁa” J;3bp}p] +%(bl’_ap)2

< )4 jf(x)xp_ldxéé f[{al’ +bp}pJ+M c (bp—ap)z

b’ —a’ 2 2 24

2 2 2 4

<l{f(a)+f(b)+f(a)+f(b) c(b,,_ap)z}_i(bp_ap)z

fla)+ f(b b p\2
S%_%(;} —a ) (4.3.5)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 433 f,g:/cR, >R fonksiyonu c¢>0 modiline gore gicli p-
konveks fonksiyon olsun. Eger fgeL[a,b] ise, o zaman asagidaki esitsizlik
gecerlidir.

b 1

o) f(x)gE[a” b —x”]ij"ldx

2

1 1 c 2 c 4
SgM(a,b)+§N(a,b)—E(b"—a") S(a,b)—%(b”—a”) .

Burada,

M(a.b)=f(a)g(a)+f(b)g(b). (43.6)
N(a.b) =1 (a)g(b)+f(b)g(a), 43.7)
S(a.b)=f(a)+ £ (b)+g(a)+g(b). (43.8)
seklindedir.
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Ispat. f,g fonksiyonlari ¢ >0 modiiliine gore gii¢lii p -konveks fonksiyon olsun.

O zaman,

b”p - !f(x)g[[a” +b" —x”];jx"ldx

= :[f([(l—t)a” +tb"]ll’jg([za" +(1—t)b”]ll7Jdt

o-._,._

<[00 s (@) (e)-cr(1-r)(p7 -}
[tg(a)+(l—t)g(b)_ct(l_t)(bp —a")z}lt

= f(a)g (b):[(l t) de+ f (b jt de+[ f(a) f(b)g(b)]j;t(l—t)dt

(" =a’) [ (a)+ 1 (0)+ (0)]- S (0 -a")

2

1 1
:gM(a,b)-i-gN(a,b)—é(b” —a”)zS(a,b)—g—O(b" —a")

4

esitsizligi elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Eger Teorem 4.3.3’de f = g alinirsa, agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.3.1 f,g:/cR, >R fonksiyonu ¢ >0 modiiliine gore giiclii p -konveks

fonksiyon olsun. Eger f € L[a,b] ise, o zaman asagidaki esitsizlik gecerlidir.
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b

P jf(x)f([ap +b? —xp])x”fldx

bf —a’
a

Sf ( )+f Z[f ] C( p)zlif(a)'i‘f(b):l—%(bp—Clp)4.

6

Teorem 434 f,g:/cR, >R fonksiyonu c¢>0 modiline gore gicli p-
konveks fonksiyon olsun. Eger fg € L[a,b] ise, 0 zaman
b

P J.f(x)g(x)xp_ldx

b” —a”
a

<; (a, b)+éN(a b)-S5(b7=a’) S(a,b)—;—;(b‘"—ap)4.

dir. Burada, M(a,b),N(a,b) veS(a,b) swasiyla (4.3.6), (43.7) ve (4.3.8)'de
verildigi gibidir.
Ispat. f,g fonksiyonlari ¢ >0 modiiliine gore giiglii p -konveks fonksiyon olsun.

O zaman,

b

erd UG HEET j f([(l—t)a” pr];j g([(l_t)ap +sz]2]4;

(1-0)g(a)+ig(b)-cr(1-1)(b" ~a )" |

=f(a)g(a)|(1- t) dt+ f (b Ith[f f(b)g(“)]

© e —

1

jtz(l t) dt—c(b” - )[f g(a)]

0

t(l t) dt—c(bp—a”)2

o t—

[/ (5) 2 (B)]] 2 (- )die (57 a7 [ (11
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_S(a)g(a)+[(b)g(b) , fa)g(b)+/(b)g(a)
3 6

— (b =0 TS (@)1 () (a)+(0)]-55 (67 —a")

2

(b” —a")2 S(a,b)—g—o(b" —a")

C 4

1 1
=—M(a,b)+—N(a,b

TM(a.b)+ 2 N(a,b)-
esitsizligi elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir.

Eger Teorem 4.3.4’de f = g alinirsa, agagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 4.3.2 f:IcR, >R fonksiyonu ¢>0 modiiliine gore gii¢lii p -konveks
fonksiyon olsun. Eger f € L[a,b] ise, 0 zaman
b

P IfZ (x)xp_ldx

b” —a”
a

JDIO) TS € (e ar [ pa) 5 ()]~ S (0 -a*)

4.4 Giiclii (GA)-Konveks (Geometrik-Aritmetik Konveks) Fonksiyonlar icin
Ostrowski Tipli Integral Esitsizlikleri

Bu boliimde gii¢clii GA-konveks fonksiyonlar i¢in yeni Ostrowski tipli integral
esitsizlikleri elde edildi. Bunun i¢in iigiincii boliimde verilen lemmadan yararlanarak

bazi teorem ve sonuglar verildi.
Teorem 4.4.1 f:/cR, >R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir fonksiyon,

a,bel, a<b ve f'eL[a,b] olsun. Eger |f'

, [a,b] de ¢>0 modiiliine gore giiglii

GA-konveks fonksiyon ise, tim x € [a,b] i¢in

() du|<(Inb—In G)Uf'(a)‘(Kl (a.b,x)+K, (a,b,x))

_lnb—lna u

F(x)-—] jf

+|7 () (K. (ab,%) + K, (a,b,x)) = e(Inb-Ina)’ (K, (a,b,x) + K, (a,5,%)) |

esitsizligi gecerlidir. Burada,

59



K, (a,b,x) = ——— )3[(mb—lnx)zx+2(1nb—1nx)x+2x—2b],

(lnb—lna

K, (a,b,x)=—" ;[ (Inb=Inx) x=(Inb=Ina—2)(Inb~Inx)x

(Inb—Ina)

~(Inb—Ina-2)x+blnb-blna—2b],

K, (a.byx)=—— [~(nb=Inx)'x+(Inb-Inx) x(Inb-Ina-3)

(lnb—ln a)

+2(Inb-Inx)(lnb-Ina-3)x+2(Inb-Ina)x-2(Inb—Ina)—6x+6b],

! 3[—(lnb—lnx)zx+(lnb—lnx)(lnb—lna—2)x

K, (a,b,x)=——
o) (Inb-Ina)

+(Inb-Ina-2)x+alnb-alna+2a],

! 3[(lnx—lna)zx—2a—2(lnx—lna+1)x],

K, (a,b,x)=——
5(a:0,) (Inb—Ina)

: [(Inb-Ina)(Inx-Ina—4)x+(Inb—Inx)

K, (abyx)=—
o(a:0.) (Inb—Ina)

(6—(lnx—lna)2)x—2alnb+2alna+6x—6b}

seklindedir.

Ispat. Lemma 3.2.2°de | f'I’'niin ¢>0 modiiliine gore giiclii GA-konveksligini

kullanarak,

(4.4.1)
u

1 ¢ f(u)
‘f(x)_lnb—lna‘! du

Inb—Inx
Inb=Ina 1

<o) T ) r(wo e [ (1= ) (e
0 Inb-Inx
Inb-Ina
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Inb—Inx
<(np-tna) [ o{a”)| s fars | <1—t><a'b“)f'(afb~>dj
Inb—Inx

L Inb-Ina

< (Inb-1Ina) nl‘at(a’b“)[t (@) +(1-1)

(b)) -ct(1-1)(Inb-Ina)’ |di

j' 1-1)( ’b”)“f )|+ (1-1)

lnb lna

(b)\_ct(1-t)(1nb_1na)2}dl]

i

nb-Inx
nb-Ina

(b)) ! t(1-1)(a'p"")at

S

<(Inb-Ina)

£'(a) ' ]naﬁ (b )+

—e(imb-tna) | (-t)(as)di+ ] (@) [ e(-0)(as)ar

f=1

nb-Inx
Inb-Ina

Inb-Inx Inb—Inx

Inb-Ina Inb—Ina

+|7(b) j (1-t) (a'6"™")dt —c(Inb-Ina)’ j t(lt)z(a’b”)dt]

elde edilir. Mevcut integraller hesaplanirsa,

Inb—Inx Inb—Inx
Inb=Ina Inb-Ina t
t*(a'b"™")dt=b t? (ﬁj dt 442
R L LA B (44.2)
:—m[(lnb—lnx)zx+2(lnb—lnx)x+2x—2b}=K1(a,b,x),
nb-Ilna
Inb—Inx Inb—Inx
r (a'b')d b bjma( 2)(ajtd (4.4.3)
t= t—t — t 4.
|« =05
=ﬁ[(lnb—lnx)zx—(lnb—lna—Z)(lnb—lnx)x
nb-Ilna
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~(Inb-Ina-2)x+blnb-blna-2b|=K,(a,b,x),

Inb—Inx Inb—Inx

Inb=Ina Inb—Ina t
j £ (1-1)(a'b"™" )dt =b j (ﬁ—ﬂ)(%} dt (4.4.4)

0 0

=_%[—(lnb—lnxfx+(lnb—lnx)2x(lnb—lna—3)

(Inb—Ina)

+2(lnb—lnx)(lnb—lna—3)x+2(lnb—lna)x—2(lnb—1na)—6x+6b] =K, (a,b,x)

1

1 t
[ =Y Yar=n [ (=) 4] a was)
Inb—Ina Inb-Ina

Z;{—(lnb—lnx)zx+(lnb—lnx)(lnb—lna—2)

(lnb—lna)
+(lnb—lna—2)x+alnb—alna+2a:|=K4 (a,b,x),

1

[ (=t) (ap")de=0b j (l—t)z(%jtdt (4.4.6)

Inb—Inx Inb-Inx
Inb—Ina Inb-Ina
=;3[(lnx—lna)2 X—2a -z(1nx—1na+1)x] = K,(a,b,x),

(Inb—Ina)

1 1 a t

t(1-t) (@b )de=b [ ¢(1-t) (—j dt (4.4.7)
Inb-Inx Inb-Inx b
Inb—Ina Inb—Ina
1

:m[(lnb—lna)(lnx—lna—4)x+(lnb—1nx)(6—(lnx—1na)2)x

—2alnb+2alna+6x—6b] :Ké(a,b,x)

elde edilir. (4.4.1) — (4.4.7)’nin kombinasyonu sonucunda ispat tamamlanir.

Sonuc¢ 4.4.1 Teorem 4.4.1’°in sartlarina ek olarak,

i Eger tim xe[a,b] icin ‘f’(x)‘ <M segilirse,
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1 b
f(x)_lnb—lna;[fuu)du S(lnb—lna)M[Kl(a,b,x)+K4(a,b,X)

+K, (a,b,x) + K, (a,b,x) —c(lnb —In a)2 (K3 (a,b,x) +K, (a,b,x))}
esitsizligi elde edilir.

ii. x=+ab igin,

) L

" nb-Ina’ u

S(lnb—lna)[

r(@)|(ki (abNab)+ K, (a,b,\/E))
+‘f'(a)‘(K2 (a,b,\/%)+K5 (a,b,\/ﬁ))

—c(Inb-Ina)’ (K3 (a,b,\/%)+K6 (aab’@))}

esitsizligi saglanir.
Teorem 4.42 f:IcR, >R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir fonksiyon,

abel, a<b ve f'eL[a,b] olsun. Eger ¢ >1 igin |f'

’, [a,b] de ¢>0 modiiliine

gore giiclii GA-konveks fonksiyon ise, tim x €[a,b] i¢in

<(Inb-Ina) (%(lnb_lnxTJ_q(‘f’(a)‘q&(a,b,x)

Inb-Ina

R N VA C)
‘f(x) 1nb—1na£ u

1

+‘f'(b)‘q Kg(Cl,b,x)—C(lnb—lna)2 Kg(a,b,x))q+(%(lna—1nx] J q

Inb-Ina

(177 (@) Ko (@box)+ |7 (@) K, (abx)=c(inb=Ina) K,y (a,b,x))"

esitsizligi gecerlidir. Burada

-1
¢’ (Inb-Ina)

K, (a,b,x)z 5 (qz(lnb—lnx)2 x? +2q(lnb—lnx)xq +2x? —qu),
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-1
¢’ (Inb—1Ina)

; (—q2 (lnb—lnx)2 x'+¢*(Inb—Ina)(Inb—Inx)x*

—Zq(lnb—lnx)xq +q(lnb—lna)xq —2x1 —q(lnb—lna)bq +2bq),

1
q* (lnb—lna)

K, (a,b,x)= n (q3 (lnb—lnx)3 x'—q’ (lnb—lnx)2 (Inb—Ina)x’

~2¢* (Inb—Inx)(Inb-Ina)x’ +3¢* (Inb-Inx)’ x* —2¢(Inb—Ina)x’
+2q(Inb—Ina)b! +6¢(Inb—Inx)x" —6x’ +6b"),

-1

K. (a,b,x)=
o (@6:%) ¢ (Inb-Ina)’

(—cf (Inb—Inx)(Inb—Ina)x’ +4 (lnb—lnx)2 x?

—gqa’ (Inb—Ina)+2¢(Inb—Inx)x? —g(Inb—Ina)x’ —2a’ +2xq),

-1
¢*(nb-Ina)

K, (a,b,x)= (—q2 (lna—lnx)2 x?=2¢(Ina—Inx)x? +2a’ —2x"),

1
g'(Inb—Ina)’

K, (a,b,x)= (—q3 (nb—Inx)(Inb—Ina)’ x* +¢* (Inb—Inx)’ x*

+¢*(Inb—Ina)’ x* —4¢*(Inb—Inx)(Inb—Ina)x’ +3¢* (Inb—Inx)" x*
—6¢(Inb—Ina)a’ +6¢(Inb—Inx)x’ —6a’ +6xq)
seklindedir.

“*niin ¢>0 modiiliine gore

Ispat. Lemma 3.2.2’i, power mean esitsizligini ve |/’

giiclii GA-konveksligini kullanarak,

f(x)- lnbilna [ fiu) du (4.4.8)
<lmp-ma) (s ) (e [ ) (an) g a

0 Inb—Inx
Inb-Ina
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Inb—Inx
<(np-tna) [ o{a”)| s fars | <1—t><a'b“)f'(afb~>dj
Inb—Inx

Inb-Ina

Inb-Inx 17; Inb—Inx é
Inb=Ina Inb-Ina
<(lnblna){ J- tdt} { J' t(atbl—t)q f,(atbn)thJ
0 0

J{ j (l_t)dZJ { j (1=e)(a®"™ ) f’(a’b”)"dtJ

Inb—Inx

S(lnb—lna)“%“ﬁl};:izzjj q(lnbj.lnat(atblt)q [r‘f’(a)‘q+(l—t)‘f'(b)‘q

0

Inb—Inx
Inb-Ina

—ct(l—t)(lnb—lna)z}dt)"+(%(EZ:E;TJ q[ j (1-t)(a'b™)’

(@) +(1-0)

l—l Inb—Inx
1{Inb-Inx) ) ¢ ' , bdna vl a iq
S(lnb_lna{{g(lnb—lnaJJ [‘f (a) ! b | di

(b)) —ct(l—t)(lnb—lna)z}dt);]

A J.n"t(l—t)b"(%jtth c¢(lnb—Ina)’ { ( jtth]

1(1na-1 21_5,(11 oY
(S o f or-gw(2f

Inb-Ina

=2

65



q

1q
1-1) b ﬁj d
t(1-1) (b t

1

re) | (l—t)zbq(%jtqdt—c(lnb—lna)2

Inb-Inx
Inb-Ina Inb-Ina

1
+

Inb-Inx

elde edilir. Mevcut integraller hesaplanirsa,

Inb—Inx Inb—Inx

Inb=Ina a iq Inb=Ina a iq
| tzbq(;j dt=b" | z{zj dt (4.4.9)

0 0

) (1 b_l1 )3(qz(lnb—lnx)zxq+2q(lnb—lnx)xq+2xq—2bq):K7(a,b,x),
¢ (Inb—Ina

Inb—Inx Inb—Inx
Inb=Ina

j t(l—t)bq(%j dt = b’ j t(l—t)(%) dt (4.4.10)

0 0

-1
- q3(lnb—lna)3 [—qz (lnb—lnx)2 x?+¢*(Inb—Ina)(Inb—Inx)x’

—2g(Inb—Inx)x’ +¢(Inb—Ina)x? —2x* —q(lnb—lna)+2bq]=K8(a,b,x),

Inb—Inx Inb-Inx

Inb=Ina a 1q Inb=Ina a iq
tz(l—t)bq(zj dt=b" | tz(l—t)[gj dt (4.4.11)

0

0

= 4(lnb1 ln )4 (q3(1nb_1n.X)3 xq_q3(1nb_lnx)2(lnb_lna)xq
q —Ina

~2¢* (Inb—Inx)(Inb-Ina)x’ +3¢* (Inb-Inx)’ x* —2¢(Inb~Ina)x’
+2q(lnb—lna)bq +6q(lnb—lnx)xq —6x1 +6bq) = K9(a,b,x),

1

j t(l—t)b"(%jtqdmb" | t(l—t)(%)lth (4.4.12)

Inb—Inx Inb-Inx

Inb—Ilna Inb—Ina

- 7 (lnb—lna)3 (—q2 (Inb-Inx)(Inb—Ina)x’ +4° (lnb—lnx)2 x?
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—qa’ (Inb—Ina)+2q(Inb—Inx)x' —g(Inb—Ina)x! —2a* +2x") = K,, (a,b,x),

1 1

tq iq
(1—:)%(%) dt = b (1—0{%) dt (4.4.13)
Inb—Inx

Inb-Ina Inb-Ina

Inb-Inx

-1
= by ¢ () 2 (Inain )20 -2 ) = K, (0.5),

1 1

t(1-1) (qu di (4.4.14)

1
t(1-1) b (ﬁj dt = b*
Inb—Inx b b

Inb-Ina Inb-Ina

Inb-Inx

1 3 2 3 3
= —qg°(Inb—-Inx)(Inb-1lna) x? + Inb-Inx) x?
q4(lnb—lna)4( q ( )( ) q ( )

+¢*(Inb—Ina)’ x* —4¢* (Inb—Inx)(Inb—Ina)x? +3¢*(Inb-Inx)" x*
—6g(Inb—Ina)a’ +6¢(Inb—Inx)x? —6a’ +6xq)=K12(a,b,x)

elde edilir. (4.4.8) — (4.4.14)’lin kombinasyonu sonucunda ispat tamamlanir.

Sonuc¢ 4.4.2 Teorem 4.4.2°nin sartlarina ek olarak,

i Eger tim xe[a,b] icin ‘f’(x)‘ <M segilirse,

2 -
<(lnb—tna)M (%(mb_mxn (K, (a:bx)

Inb-Ina

N N )
‘f(x) lnb—lnal‘ d”

u
1

1 2
, ~ [1({lna-Inx 1
K, (a.b.x)~c(Inb=Tna)’ K, (a.b.)) {E(Wj j

(Klo (a,b,x)+K, (a,b,x)—c(Inb—1In a)2 K, (a,b,x))q

esitsizligi elde edilir.
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il x=+ab igin,

< (lnb—lna)(éjl; [(

f’(b)‘K8 (a,b,\/g)—c(lnb—lna)2 K, (a,b,\/ﬁ));

i

esitsizligi saglanir.

tf
‘f(@)_lnbilna!. u)du

u

+

f'(a) Ky (a.b.ab)+|f'(b)' K, (a.b,ab)~c(nb-Ina) Ku(a,b,@));

Teorem 4.43 f:IcR, >R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir fonksiyon,

a,bel, a<b ve f'eL[a,b] olsun. Eger ¢ >1 igin |f'q, [a,b] de ¢ >0 modiiliine

gore giiclii GA-konveks fonksiyon ise, tim x €[a,b] i¢in

1 . u)
‘f(x)_lnb—lna‘! du

u

< (lnb—lna)[(KB (a,b,x))"i (\f’(a)\q K, (a.b,x)+|f"(b) K, (a,b,x)

~e(inb-Ina) K, (a.b.x))" +(K, (a,b,x))lé(

f'(a)‘q K, (a,b,x)

+ f'(b)‘q K, (a,b,x)~c(Inb-Ina)’ K, (a,b,x))q}

dir ve burada K, (a,b,x) - K (a,b,x) , Teorem 4.4.1° de tanimlanmigtir. Ayrica,

-1

) G ey

[(Inb-Inx+1)x-b],

1

R

[(lnx—lna—l)x+a}

seklindedir.
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Ispat. Lemma 3.2.2°ye, power mean esitsizligini ve |/*|" *niin ¢>0 modiiliine gore

giiclii GA-konveksligini uygulayarak,

(4.4.15)

Inb—Inx
<1nb-hm){”f"’r(a’fff)f'(afb“)dt+ i (1—r><a’b“>f'<afb~>dt]
0 Inb—Inx
Inb-Ina

[ Inb-1
<(np-tna) [ i(ar (o o | (1—t>(a'b“)f'(afb~>dj
0 Inb—Inx

5
T

Inb—Inx 17; Inb—Inx ;
Inb-Ina Inb=Ina

<(1nb1na)[ | t(afb“)dtJ { [ t(ap) f’(atb“)thJ
0 0

{ ] (u)(a’b")‘”J { i <1r><afb“>ff<afbu)th}

1
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L

Inb-Inx Inb-Inx

Inb-Ina ! Inb=Ina a !
<(Inb-Ina) J- t(a’bl_’)dt ‘f’(a)‘q J. tzb(g) dt
0 0
Inb-Inx Inb—Inx ;

Inb-Ina Inb-Ina

+|7(®) j t(l—t)b(%jtdt—c(lnb—lna)2

0

*(1- t)b(%jt dt

0

L
q
1 1

" lnb'[lnx(l_t)(atbl_t) (f'(a)‘q 1nb'|.1nxt(l_t)b(%j dt
Inb-Ina oo-nx

1
q
1 t 1 ‘
+f'(b)‘q J- (l—t)zb(g) a’t—c(lnb—lna)2 t(l_t)zb(ﬁ) dt
Inb—Inx b Inb-Inx b
Inb-Ina Inb-Ina
elde edilir. Mevcut integraller hesaplanirsa,
Inb—Inx Inb-Inx
iy )d ”mbfna (aj ¢ (4.4.16)
tla'db™)dt = t =1 dt 4.
[y ] (2
-1

=W[(mb-mx+1)x—b]=K13(a,b,x),

j (1-t)(a'b™ )di=b j (l—f)(%jtdf 4.4.17)

Inb—Inx Inb—Inx
Inb-Ina Inb-Ina

:;[(lnx—lna—l)x-i-cﬂ :K14(a9b7x)

(nb-Ina)’

elde edilir. (4.4.2) — (4.4.7) ile (4.4.15) — (4.4.17)’ iin kombinasyonu sonucunda ispat

tamamlanir.

Sonug 4.4.3 Teorem 4.4.3’nin sartlarina ek olarak,

i Eger tim xe[a,b] icin ‘f’(x)‘ <M segilirse,

70



1

< (lnb —In a)M {(K13 (a,b,x))li? (K1 (a,b,x)

1 ¢ f(u)
‘f(x)_lnb—lna‘! du

u

1
1 .

+K, (a,b,x)—c(Inb—In a)2 K, (a,b,x))" +(K14 (a,b,x)) g
1
(K4 (a,b,x)wLK5 (a,b,x)—c(lnb—ln a)2 K, (a,b,x))q:l

esitsizligi elde edilir.

il x =+/ab i¢in, asagidaki esitsizlik saglanir.

)

" nb-Ina’ u

S(lnb—lna){(l(ﬂ(a,b,\/E))l‘;(f'(a)‘q Kl(a,b,\/E)ﬂf'(b)‘q Kz(a,b,\/%)

—c(lnb—ln a)2 K, (a,b,\/ﬁ)); +(K14 (a,b,\/z))lé ( f'(a)‘q K, (a,b,\/g)

+

f'(b)‘q K, (a,b,\/z)—c(lnb—lna)2 K, (a,b,\/z));}.

Teorem 4.44 f:IcR, >R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir fonksiyon,

frq

a,bel, a<b ve f'eL[a,b] olsun. Eger ¢ >1 ve lJrlzl icin , [a,b] de
P q

¢ >0 modiiliine gore giicliit GA-konveks fonksiyon ise, tim x € [a,b] i¢in

1 ¢ f(u)
‘f(x)_lnb—lna‘! du

u

SEES

(

f’(a)‘q Kls(a,b,x)-i-

1 (Inb-Inx)" o
S(mb_dna)((p+d)(mb—dnaj ] 1 (b)) K (a.b,x)
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—c(lnb—lna)zK”(a,b,x))q+( 1 (““‘““"jm Jp(‘f'(a)‘qus(a,b,x)

p+1iInb—Ina

+‘f’(b)‘q K, (a,b,x)—c(lnb—lna)2 K,, (a,b,x))q}

esitsizligi gecerlidir. Burada,

-1

K (a,b,x)=
15(a x) qz(lnb—lna)

2 I:q(ll’lb—lnx)xq +x¢ _bq},

1

K (a,b,x)=
16 (@.0,x) g’ (Inb—Ina)

~[¢(Inb—Inx)x’ —g(Inb—Ina)x’

+x' +q(Inb-Ina)b’ —b* |,

-1
¢’ (Inb-1Ina)

K, (a,b,x)= -[¢’ (Inb=Inx)(Inb-Ina)x’ - ¢’ (lnb—Inx) x*

+q(lnb—lna)xq —q(lnb—lna)bq —2q(lnb—lnx)xq —2x1 +2bq],

-1
g’ (Inb—Ina)

K (a,b,x)= 5 [q(lnb—lnx)xq +x'—g(Inb—Ina)a’ —aq] ,

1
g’ (Inb—Ina)

K (a,b,x)= > [—q(lnb—lnx)xq +q(Inb—Ina)x’ —x* +aq],
-1

K, (a,b,x)=
(a:6:3) ¢’ (Inb-Ina)

+[ @ (Inb=Inx)’ x' —¢* (Inb—Inx)(Inb=Ina)x*

—¢(Inb—Ina)x?—g(Inb—Ina)a’ +2q(lnb—lnx)xq]
seklindedir.

“*niin ¢ >0 modiiliine gore giiclii

Ispat. Lemma 3.2.2’ye, Holder esitsizligini ve | f'

GA-konveksligini uygulayarak,

Fx)-— jf(”) du (4.4.18)

_lnb—lna u
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<1nblna{l“"f”r(awf)f’(afblf)dz+ i <u><afbw>f'<afbw>dﬁ

<

0 Inb—Inx
Inb-Ina

Inb—Inx
< (lnb—ln a) lanJna t(a’bl_’) f'(atbl_t) dt+ j (1 —t)(atbl_t) f'(atbl_') dt}
0 Inb—Inx

Inb-Ina

i~

Inb—Inx Inb—Inx é
Inb=Ina Inb=Ina
<(Inb-Ina) { | thtJ { [ (ap") f’(a’b“)th}
0

{[ j (lt)”dt] j (a'p")' f’(atb“)thJ

Inb—Ina

Inb—Inx
Inb-Ina

<(lnblna){ J- t”dt}
0

ct(lt)(lnblna)z}dt);+{ j (lt)pdtN j (a6’

Inb-Ina

Inb-Ina

(@ (=0 o) ct(u)(mbma)z}dz)q]

1 Inb—1 P+ p ' qlnb—lna e\
S(lnb—lna){((erl)(ll:lb_lgzj Jﬂf(a)‘ _([ t(a'b"")" dr

Inb-Ina Inb-Ina

0
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1

j{(ﬁil) (EZ:EZTHT (‘f'(a)‘q j ((a'b Y di

Inb-Inx

Inb-Ina

1 1
+

Inb-Inx Inb-Inx
Inb-Ina Inb-Ina

elde edilir. Mevcut integraller hesaplanirsa,

Inb—Inx Inb—Inx

Inb=Ina Inb=Ina iq
t(a'b™) dt=b* & ar
[ t(av) [ 15

0 0

-1
= Inb-Inx)x?+x?-b? |=K,.(a,b,x),
qz(lnb—lna)2 [q( ) ] 15( )

Inb—Inx Inb—Inx
Inb-Ina Inb-Ina iq
1-1)(a'b"™" ' dr =b* 1-t (fj d
[ 0-nan ) a=p [0 g
1

= qz(lnb_lna)z I:Q(lnb—lnx)xq _q(lnb—lna)xq

+x! +q(Inb—Ina)b! —b* | = K, (a,b.x),

Inb—Inx Inb—Inx

Inb-Ina Inb-Ina 1q
[ t(=o)(a™) at=b" | t(l—t)(%j dt

0 0

- q3(lnb_11na)3 [qz(lnb—lnx)(lnb—lna)xq —q2(lnb—lnx)2 x?

+q(Inb—Ina)x’—g(lnb—Ina)b’ —2¢(Inb—lnx)x’ —2x' +2b" | =

Inb-Inx

1 p Inb=Ina a iq
[ t(ap) de=p" | t(—j dt
Inb-Inx 0 b
Inb-Ina
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f'(b)‘q .[ (l—f)(atbl_t)qdl‘—c(lnb—lna)2 J- t(l_t)(atbl—t)th

(4.4.19)

(4.4.20)

(4.4.21)

K, (a,b,x),

(4.4.22)



= q2 (lnb_ilna)z [q(lnb—lnx)x‘f +x9 —q(lnb—lna)aq —aq} :K13 (a,b,x),

Inb—Inx

1 Inb=Ina iq
[ (=e)(ap) de=b" | (1—z)£%j dt (4.4.23)
Inb—Inx 0

Inb—Ina

= z(lnbl - )2 [—q(lnb—lnx)xq+q(lnb—lna)xq—xq+aq]=K19(a,b,x),
q —Ina

Inb-Inx

1 Inb-Ina iq
t(1=)(a'p" )" dt =b* t(1—¢ (ﬁj dt 4.4.24
lnbjmx (1-1)(a'd™) ! (1=1)| 5 (4.4.24)
Inb—Ina

- o b_ll )3[qz(lnb—lnx)zxq_qZ(lnb—lnx)(lnb—lna)xq—q(lnb_lna)xq
g (Inb—Ina

—g¢(Inb—Ina)a’ + 2q(lnb—lnx)xq] =K,,(a,b,x)
elde edilir. (4.4.18) — (4.4.24)’iin kombinasyonu sonucunda ispat tamamlanir.
Sonuc 4.4.4 Teorem 4.4.4’{in sartlarina ek olarak,

i Eger tiim x €[a,b] igin ‘f’(x)‘ <M segilirse,

1t f(u)
‘f(x)_lnb—lna-! du

u

1 (Inb—Inx)" )
<(Inb-Ina)M > 1\nb_Ina (Kls(a,b,x)+K16(a,b,x)

1
1 _ p+1 Y\,
—c(lnb—lna)2 ]{17 (a,b,x))q+[ 1 (h’lb lnxj JP

p+1Inb—Ina

1
K (a,b,x)+K,,(a,b,x)—c(Inb—1In a)2 K, (a,b,x))q}

esitsizligi elde edilir.
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il x=+ab igin,

‘f(x)— L[y,

Inb-Ina*

< (mwm@(ﬁ&]w J; [(

e(nb-tna)’ K, (ab.dab) ) +{|/" (@) Ko (.475)

(a)f Kls(a,b,\/ﬁ)ﬂf'(b)‘q Km(a,b,\/ﬁ)

+|7' (b)) K,y (a,b,Nab)~c(nb—Ina) Kzo(a,b,@)ﬂ

esitsizligi saglanir.

Teorem 4.4.5 f:IcR,Z >R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir fonksiyon,

frq

a,bel, a<b ve f'eL[a,b] olsun. Eger ¢ >1 ve l+l:1 icin , [a,b] de
P q

¢ >0 modiiliine gore gii¢lii GA-konveks fonksiyon ise, tiim x €[a,b] i¢in

1t f(u)
‘f(x)_lnb—lna-! u du

S(lnb—lna){(Kzl (a,b,x)) (‘f (a) ( (lnb lnxj }‘f,(b)‘q

Inb-Ina
1
2 2 3
1 1({lha-Inx 2 1({Inb-Inx 1{Inb-Inx g
11 —¢(lnb-Ina)| 2
2 2\{Inb-Ina 2\Inb-Ina 3\Inb-Ina
1 1({Inb-Inx ? ¢l 1{Ina-Inx ?
+( K b, ——— + (b)) | =
(K2 (a.b.x) (‘f ‘(2 Z(Inb—lnaj] |7(2) {2(11117—11141)}
1

— 2 _ 3\\g
—c(lnb—lna)2 1 l(lnb lnx) _l(lnb lnxj
6 (2\Inb—Ina) 3\Inb-Ina
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esitsizligi gecerlidir. Burada,

Inb—Inx

Inb=Ina a ip
Ky (ab,x)= | b”t”(;j dt

0

1

Kn(abr)= | b”(l—t)p(%jtpdt

Inb—Inx

Inb-Ina

dir.

Ispat. Lemma 3.2.2’ye, Hélder esitsizligini ve | f'|' 'niin ¢ >0 modiiliine gore giiglii

GA-konveksligini uygulayarak,

f(x)- lnbilna T fiu) du (4.4.25)
<fms—ina) ") (i T (=(an ) (o
0 Inb-Inx
Inb—Ina
[ Inb-Inx
<(np-tna) ol ) o [ (an
0 Inb—Inx
L Inb—Ina
<(mb-a)|| [ (@b far| | ][] -0 o)
0 0

1
1 1 P
—ct(l—t)(lnb—lna)z}dz)q+ J' (1-1)’ (atbl—t)P i
Inb—Inx
Inb-Ina

q

[t -l o) -cri=o)ims-nay Ja
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1
Inb—Inx ; Inb-Inx Inb-Inx
Inb-Ina Inb-Ina Inb-Ina

<(mb-ta)|| [ " (ab") de| |[f(a) [ we|f'(B) [ (1-t)dt

0 0 0

Inb—Inx 4 ;
Inb-Ina 1
—c(lnb—lna)2 I t(l—t)dt + J‘ (I_Z)P(atblft)pdt
0 Inb—Inx
Inb-Ina

Inb-Inx q
1 Inb=Ina 1

\f’(a)\qlbjl e+|f' (b)) | (l—t)alt—c(lnb—lna)zlbJ'1 t(1-t)dt
nb—Inx 0 nbH—Inx
Inb-Ina Inb-Ina

Inb-Inx ;

Inb-Ina a ip
<(imb-mna)|| | b"t”(zj dt

0

o el 1{Inb—Inx 2
f'(a) {Z(Inb—lnajj
1
_ 2 - 2 _ 3V e
+‘f,(b)‘q(l_l(lna lnx] J—c(lnb—lna)z[l(lnb lnxj _l(lnb lnxj U
2 2\Inb-Ina 2\Inb-Ina 3\Inb-Ina

1 p i 2
1 1{Inb-Inx
bp 1_ p gj d | q ___( j
" lnb-—[lnx ( t) (b ! (‘f (a)‘ (2 28 Inb-Ina

Inb-Ina

+\f’(b)\qG(m“_mszJ—c(lnb—lna)z

Inb-Ilna
1
1 (1(Inb=Inx) 1(Inb-InxY )|
6 E(lnb—lnaj _E(mb—lnaj

elde edilir. Mevcut integraller hesaplanirsa,

Inb-Inx

Inb=Ina ip
J bPt? (%) dt =K, (a,b,x) , (4.4.26)

0
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J b’ (1-t)" (%)p dt =K,,(a,b,x) (4.4.27)

Inb—Inx

Inb—Ina

elde edilir ve (4.4.25) — (4.4.27)’nin kombinasyonu sonucunda ispat tamamlanir.

Sonuc¢ 4.4.5 Teorem 4.4.5’in sartlarina ek olarak,

i. Egertim x €[a,b] i¢in |f '(x)‘ <M secilirse asagidaki esitsizlik elde edilir.

< (lnblna)M[(Km (a,b,x))i [(%[lnb—lnsz]

" Inb-Ina’ u Inb—Ina

1
1 1(lna-InxY 1 0b—tax Y L(Inb ot )
575 —c¢(Inb-Ina)"| - _
2 2\Inb-Ina 2\Inb-Ina 3\lnb-Ina
1 r 2 : 5
+(Ky (a,b,x))r l_l(lnb lnxj . l[lna lnx)
2 2\{Inb-Ina 2{Inb-Ina
1
_ 2 B 3\ )¢
—c(Inb-Ina)’ 1 l(lnb lnxj _l(lnb lnxj
6 |2\Inb-Ina 3\Inb-1Ina

il x =+/ab i¢in, agagidaki esitsizlik saglanir.

RESENCTN

_lnb—lna

‘f(x/ﬁ) ! _Iifiu)du

Q=

@ <2 ) -ic(lnb-ma)zj

: |

<(Inb—In a)[(K21 (a,b,\/E))‘i (é

Q=

[ q 1 ' q 1 2
P+l O] =5 e(nb-ma)’ |

(K () 3
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4.5 Giiclii Harmonik Konveks Fonksiyonlar icin Ostrowski Tipli Integral
Esitsizlikleri

Bu boliimde giiclii harmonik konveks fonksiyonlar i¢in yeni Ostrowski tipli integral
esitsizlikleri elde edildi. Bunun i¢in iigiincii boliimde verilen lemmadan yararlanarak

bazi teorem ve sonuclar verildi.

Teorem 4.5.1 f:IcR, >R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir fonksiyon,

a,bel, a<b ve f'eL[a,b] olsun. Eger |f'

, [a,b] de ¢ >0 modiiliine gore giiclii

harmonik konveks fonksiyon ise, tim x € [a,b] i¢cin

‘f(x)—ba_baszbff)du < a_ba {(x—a)2 (/11 (a,x,1,1) f'(a)‘q+/12(a,x,1,1)‘f'(x)‘q
_c(ac;x]zﬂs(a,x,l,l)]q +(b—x)2(/14(b,x,1,1) f’(b)\q

A (b )| () —c(bb‘xj A (b,x,l,l)]q

X

esitsizligi vardir. Burada,

/11(a,x,v,,0):w2171 2v,p+l;p+3;1—ﬁj ,
x x
ﬂ(p+231) a
/12(61,96,\/,,0):72171 2v,p+2;p+31—— |,
X x
/13(cz,x,v,p):w2171 2v,p+2;p+4;1—ﬁj,
x x

’14(5”@“/?)=wzﬁ(zvap+l;p+3ﬂ‘%) ;
X

/15(baxav,/?)zwzE(Zv,p+2;p+3;l—%j :
X

B(p+2.2)

/16 (b’x’v’p): b2v

2Fl(2v,p+2;p+4;l—%j .
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Ispat. Lemma 3.2.1°de | f '| ‘niin ¢ >0 modiiliine gore gii¢lii harmonik konveksligini

kullanarak,

(4.5.1)

2 t , bx
Ho=) !)-(tb+(1—t)x)2f (ber(ll)det}

eep)

dt

< Y—a 21 t
ba{( ) }[(ta+(1—t)x)2

NPT 7 i ot(l—i b-x\t £(1-1) t
4 )u(tb+(1—t)x)2 ( )( bx j ‘([(tb+(lt)x)2dJ

elde edilir. Mevcut integraller hesaplanirsa,
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I t(1-1) df:ﬂ(z’z)zﬂ(z,zﬂ;l—ﬁ], (4.5.2)
0 X

j 2 2 df = 13(3;,1) JF, (2’3;4;1_2)’ (4.5.3)
o(tél+(1—t) ) X X
[— 0=1) ,-£G2) F(2351 ﬁj (4.5.4)
o(ta+(1—t)x) X X
j t(1-1) zdt:ﬂ(z;z) 2E(2=2;4;1_£)’ (4.5.5)
o (tb+(1-1)x) b b
j’ - ﬁ(i’l) F [2,3;4;1—5} (4.5.6)
o (th+(1-1) ) b b
J - 5(32’2) JF (2,3;5;1—% (4.5.7)
() lb+ ) b b

elde edilir ve (4.5.1) — (4.5.7) nin kombinasyonu sonucunda ispat tamamlanir.

Sonuc 4.5.1 Teorem 4.5.1°in sartlarina ek olarak,

i Eger tiim x €[a,b] igin ‘f’(x)‘ <M segilirse,

‘f( )-

_c(a —sz A (a,x,l,l)}q +(b=x)"(4,(b, x,1,1))§

< a_—bM{(x—a)2 (ﬂl (cz,x,1,1)+/12 (a,x,l,l)

1

ax

h—xY 1
+/15(b,x,1,1)—c( - j A (bl 1)

X

esitsizligi saglanir.

Teorem 4.5.2 f:IcR, >R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir fonksiyon,

a,bel, a<b ve f'eL[a,b] olsun. Eger ¢ >1 igin N, [a,b] de ¢ >0 modiiliine

gore giliclii harmonik konveks fonksiyon ise, tiim x € [a,b] icin
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f'(a)‘q +4, (a,x,q,q)‘f’(x)‘q

—_(ﬂq(a,x,q,q)

S ) R e e )

q

() _C(bb_xsz A (b,x,q,q)j

+/15 (b’xa qaq)

esitsizligi vardir. Burada A,,4,,4,,4,, 4,4, Teorem 4.5.1 de tanimlanmustir.

“*niin ¢>0 modiiliine gore

Ispat. Lemma 3.2.1’i, power mean esitsizligini ve |/’

giiclii harmonik konveksligini kullanarak,

ab 2 [ t , ax
ba{(xa) '(|).(ta+(l—t)x)2 / (tawt(l—t)x]dt

S (%)=

ab £ (u)
b—a;[ u’ du <

&3



ab( 2 ql 1 t q1 A
s— dt+|f" d
b- [ ‘ '[ ta+ 1 t x)2 H_‘f (X)‘ I[ ta+(1—t)x)2q t
a-xY 17 (1-1) ©ab(b-x) [, ek (1=1)
d _— b d
( j !: (ta+(1-1) ) t] Tha [f( ) '([(tb+(l—t)x)2q t

S@(M%M)

f'(a)‘q + 4, (a,x,q,q)‘f’(x)‘q —c(a_sz A, (a,x,q,q)]

Q

b(b-x)
+%[;ﬂ4 (b,x,q,q) f

b)‘q + s (b,x,q,q)‘f'(x)‘q _c(bb_xxj A (b, x,q,q)]

Burada A,4,,4,4,,4,4, Teorem 4.5.1 de tamimlanmistir. Bdylece ispat

tamamlanir.
Sonu¢ 4.5.2 Teorem 4.5.2°nin sartlarma ek olarak, eger tiim xe[a,b] igin
'(x)‘ <M segilirse asagidaki esitsizlik elde edilir.

\f<x>—;iif5f>du

a

a x,q,q)JrﬂL2 (a,x,q,q)—c(ac;xj A (a,x,q,q)]

h—xY é
[ (b,x,q,9)+ A (b,x,q,9) - ( j%@ﬁﬂﬂg

bx
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Teorem 4.5.3 f:IcR, >R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir fonksiyon,

a,bel, a<b ve f'eL[a,b] olsun. Eger ¢ >1 i¢in |f'

. [a,b] de ¢ >0 modiiliine

gore giiclii harmonik konveks fonksiyon ise, tim x € [a,b] icin

J) 4 g;_bejl_;{(x_a)z(4 (a,x,q,1)| /" (a)f

dir. Burada 4,,4,,4;,4,, 4,4 Teorem 4.5.1 de tanimlanmustir.

Ispat. Lemma 3.2.1’i, power mean esitsizligini ve |f’|' 'niin ¢>0 modiiline gore

giiclii harmonik konveksligini kullanarak,
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£ (1-1) zth]q+(bX)z£\f'(b)\qj (=)

|
o
VR
S N
S|
=
N—
(S
S S——
=~
IS
+
—~~
—_
|
~
~
=
~

—c(a_sz A (aaxa%l)]q +(b_x)2 (/14 (b,x,q,l) f’(b)‘q

1

() —c(l’b‘;jz 7 (b, x,q,l)J"

elde edilir. Burada A4,,4,,4,,4,,4,4, Teorem 4.5.1 de tanimlanmistir. Boylece ispat

tamamlanir.

Sonu¢ 4.5.3 Teorem 4.5.3’ln sartlarina ek olarak, eger tiim xe[a,b] i¢in

f '(x)‘ <M segilirse asagidaki esitsizlik elde edilir.

- 00

a

q

= M@ {(x—a)z (/1‘ (a5, 1)+ 4, (a,x,q,1)-c(“‘x]2 A (a,x,q,l)J

ax
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2
—i—(b—x)2 (/14 (b,x, q,l)+/15 (b, X, q,l)—c(bb_xxj Ay (b, x,q,l)Jq

Teorem 4.54 f:IcR,Z >R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir fonksiyon,

a,bel, a<b ve f'eL[a,b] olsun. Eger ¢ >1 i¢in |f'

. [a,b] de ¢ >0 modiiliine

gore giiclii harmonik konveks fonksiyon ise, tim x € [a,b] icin

‘f(x) _ba—baI ftfzu La
sl [ (1) 2 G )l @)+ et (o)

2 2 1,l
a—x 7 ab(b-x 1 (Inb—Inx 1 q
—c( — j ﬂg(a,x,l,l)J + g_a) {b—x( o _ZD

(14 (box LY)| 1 (0) + A (b, L1)| f(x)) —c(bb_x] 2 (b, x,1,1)jq
X

dir. Burada 4,,4,,4;,4,, 4,4 Teorem 4.5.1 de tanimlanmistir.

Ispat. Lemma 3.2.1°i, Holder esitsizligini ve | /"' "niin ¢ >0 modiiliine gore giiglii

harmonik konveksligini kullanarak,

) [

u
a

b
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1 / ' ] ! , h—x 2 ;
fmalo-orrer-ao-a2 o

elde edilir. Mevcut integraller hesaplanirsa,

j~ 1 {l_lnx—lna}
(ta+(1-1) ) x—ala x-a |’

0

j~ 1 {lnb—lnx_l}
(tb+(1-1) ) b-x{ b-x b

0
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.5.4 Teorem 4.5.4’lin sartlarina ek olarak, eger tiim xe[a,b] igin

'(x)‘ <M secilirse asagidaki esitsizlik elde edilir.

1

<%M{(xa)z( . (l_lnx‘manlq(zl(a,x,l,l)

‘f(x)—ﬂjlwdu

2
b—a’ u
a

X—a\da X—a

—xY ‘ (1 (b-tnx 1))
+/12(a,x,1,1)—c(aaxx] ﬂg(a’x,l,l)J +(b—x) (b_x(nb_;x—gn

Teorem 4.5.5 f:IcR, >R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir fonksiyon,

a,bel, a<b ve f'eL[a,b] olsun. Eger ¢ >1 ve lJrlzl icin , [a.b] de
P q

¢ >0 modiiliine gore giiclii harmonik konveks fonksiyon ise, tim x € [a,b] i¢in

s ] oo stnamiron
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+4, (a,x,q,O)‘f’(x)‘q —c(a_sz A, (a,x,q,O)]q +(b—x)2

() - c(bb;sz Jq (b,x,q,O)];}

dir. Burada 4,,4,,4;,4,, 4,4 Teorem 4.5.1 de tanimlanmistir.

'(b)\q + 4 (b, x,4,0)

(/14 (b,x, q, 0)

Ispat. Lemma 3.2.1°i, Hélder esitsizligini ve |/’|" 'niin ¢ >0 modiiline gore giilii

harmonik konveksligini kullanarak,
A
ab j’-f(u L4 ( a) Ul‘”dt]p j. 1
—a 0 (ta+(l—t)x)2q

2
bau

du
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_C(a —x]z A (a,x,q,o)Jq +(b—x) (/14 (b,x,9,0)

7o)

ax

() —c(bb_sz A (b, x,q,O)]q

+ A (b,x,q,O)

X

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.5.5 Teorem 4.5.5’in sartlarna ek olarak, eger tim xe[a,b] i¢in

f '(x)‘ <M segilirse asagidaki esitsizlik elde edilir.

) [,

u

b

ab % 2 a-xY !
Sb—aM[ﬁ] (x—a) (/11(a,x,q,0)+iz(a,x,q,0)—c( j ﬂg(a,x,q,O)j

Q| =

+(b—x)2 (/14 (b,x,q,0)+/15 (b,x,q,O)—c(bb_

2
Xxj 2’6 (ba X, q: O)J

Teorem 4.5.6 f:/cR, >R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir fonksiyon,

abel, a<b ve f’eL[a,b] olsun. Eger ¢ >1 ve lJrlzl icin | "
P 9

, [a.b] de

¢ >0 modiiliine gore giiclii harmonik konveks fonksiyon ise, tim x € [a,b] i¢in

)L (u)du‘

=

ab

Sb—a(/12(“%19,10))‘L (xa)z[

2 6

ax

7@\ + () E(aszj
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+(b=x)" (4 (b.x. . p))7 [‘ (o)f ;\f ()f %(bxﬂ"

bx

esitsizligi vardir. Burada A,,4; Teorem 4.5.1 de tanimlanmustir.

Ispat. Lemma 3.2.1°ye, Holder esitsizligini ve | 7

harmonik konveksligini uygulayarak,

) [

@{(1 0|1 (@) +t|f (x)f —ct(l—t)(bb_xsz}dth

elde edilir. Mevcut integraller hesaplanirsa,

1 P
j dt = ﬂ(p:;l’l)zFl(2p,p+l;p+2;1—gj :
0 lCl+ 1 t ) X X

1
J' z_ﬂ(l’fH)zFl(2p,p+l;p+2;l—éJ
o fb+ 1- t ) x X

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonu¢ 4.5.6 Teorem 4.5.6’nin sartlarma ek olarak, eger tiim xe[a,b] igin

f'(x)| <M segilirse,

ab 1

f(x)_a—bj{Lf)du gb—M (ﬂz (a’x’pap));(x—a)z [_%(a_xf]q

—a u
a

—a

6\ bx

(b—x) (A (. o)) [z(bxﬂ;

esitsizligi elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda, literatiirde konveks ve giiclii konveks fonksiyon siniflari igin
Hermite-Hadamard ve Ostrowski integral esitsizlikleri ile ilgili olarak verilen
lemmalar farkli tiirden gii¢lii konveks fonksiyonlar i¢in verilmistir. Verilen bu
lemmalar kullanilarak ve power mean esitsizligi, Holder esitsizligi gibi bilinen
esitsizliklerden yararlanilarak farkl tiirden gii¢lii konveks fonksiyonlar icin Hermite-

Hadamard tipli ve Ostrowski tipli farkli intergal esitsizlikleri elde edilmistir.

Bu tezde ele alman fonksiyon gesitleri, strongly M A4 -konveks fonksiyon, giglii

GA-konveks fonksiyon, giiclii p -konveks fonksiyon ve gii¢clii harmonik konveks

fonksiyon olarak belirlenmistir.

Bu konu ile ilgilenen arastirmacilar bu tezde verilen farkli tiirden giiclii konveks
fonksiyon tanimlarimi kullanarak ve verilen lemmalardan yararlanarak farkli konveks

fonksiyon siniflar1 i¢in yeni integral esitsizlikleri elde edebilirler.

93



6. KAYNAKLAR

Alomari, M., & Darus, M. (2009). On the Hadamard’s inequality for log-convex
functions on the coordinates. Journal of Inequalities and Applications,
doi:10.1155/2009/283147.

Alomari, M., Darus, M., Dragomir, S. S., & Cerone, P. (2010). Ostrowski’s
inequalities for functions whose derivatives are s-convex in the second
sense. Applied Mathematics Letters, 23, 1071-1076.

Angulo, H., Gimenez, J., Moros, A. M., & Nikodem, K. (2011). On strongly /-
convex functions. Annals of Functional Analysis, 2(2), 85-91.

Anton, H. (1994). Elementary Linear Algebra. John Wily & Sons. Inc, New York,
USA.

Azocar, A., Gimenez, J., Nikodem, K., & Sanchez, J. L. (2011). On strongly
midconvex functions. Opuscula Mathematica, 31(1).

Azpeitia, A. G. (1994). Convex functions and Hadamard inequality. Revista
Colombiana De Matematicas, 28, 7-12.

Baloch, I. A., & Iscan, I. (2015). Some Ostrowski type inequalities for harmonically
(s,m)-convex functions in the second sense. Hindawi Publishing

Corporation International Journal of Analysis,
http://dx.doi.org/10.1155/2015/672675 .

Bayraktar, M. (1987). Fonksiyonel analiz. Atatiirk Universitesi Fen-Edebiyat
Fakiiltesi Yaynlari, Erzurum, 177s.

Beckenbach, E. F., & Bellman, R. (1961). An introduction to inequalities. III. by
Carl Bass. Random House.

Beckmann, M., & Kiinzi, H. P. (1978). Convex analysis and mathematical
economics. Springer Verlag, 145pp.

Bekar, N. O., Akdemir, H. G., & Iscan, 1. (2014). On strongly GA-convex functions
and stochastic processes. AIP Conference Proceedings, 1611(1), 363.

Bessenyei, M. (2010). The Hermite-Hadamard inequality in Beckenbach’s setting.
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 364, 366-383.

Bracamonte, M., Gimenez, J., & Medina, J. (2016). Hermite-Hadamard and Fejer
type inequalities for strongly harmonically convex functions. Revista Del
Programa De Matematicas, 3(2), 33-46.

Bracamonte, M., Gimenez, J., & Medina, J. (2017). Ostrowski and Simpson type
inequalities for strongly reciprocally convex functions. Applied Mathematics
and Information Science, 11(5), 1279-1285.

Bullen, P. S., Mitrinovic, D. S., & Vasic, P. M. (1998). Means and their inequalities.
Springer Science+Business Media, B. V.

Cortez, M. V. (2016). Relative strongly h-convex functions and integral inequalities.
Applied Mathematics and Information Sciences Letters, 4(2), 1-7.

94



Coban, H. A., Iscan, I. & Kunt, M. (2016). New Ostrowski type inequalities for GA-
convex functions. New Trends in Mathematical Sciences, 4, 1-11.

Dragomir, S. S., & Pearce, C. E. M. (1991). Selected topics on Hermite-Hadamard
inequalities and applications. Melbourne and Adelaide, Victoria University,
Australia. https.//rgmia.org/papers/monographs/Master.pdf

Dragomir, S. S., & Pearce, C. E. M. (1998). Quasi-convex functions and Hadamard’s
inequality. Bull. Austral. Math. Soc., 57, 377-385.

Dragomir, S. S., Pecaric, J., & Persson, L. E. (1995). Some inequalities of Hadamard
type. Soochow Journal of Mathematics, 21, 335-341.

Dragomir, S. S., & Themistocles, M. R. (2002). Ostrowski type inequalities and
applications in numerical integration. Springer-Science+Business Media,
481pp.

Erdem, Y., Ogiinmez, H., & Budak, H. (2016). Some generalized inequalities of
Hermite-Hadamard type for strongly s-convex functions. RGMIA Research
Report Collection, 19, Article 110.

Fang, Z. B., & Shi, R. (2014). On the ( p,h) -convex function and some integral
inequalities. Journal of Inequalities and Applications, 45(2014), 1-16.

Gao, X. (2010). A note on the Hermite-Hadamard inequality. Journal of
Mathematical Inequalities, 4(4), 587-591.

Gill, P. M., Pearce, C. E. M., & Pecaric, J. (1997). Hadamard’s inequality for r -
convex functions. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 215,
461-470.

Greenberg, H. J., & Pierskalla, W. P. (1970). A Review of quasi-convex functions.
Reprinted from Operations Research, 19(7).

Hadamard, J. (1893). Etude sur les proprieties des fonctions entieres et en particulier
d’une function consideree par Riemann. J. Math. Pures Appl, 58, 171-215.

Hardy, G., Littlewood, J. E., & Polya, G. (1934). Inequalities. Cambridge University
Press, 327pp.

Hudzik, H., & Maligranda, L. (1994). Some remarks on s-konveks functions.
Aequationes Mathematicae, 48, 100-111.

Ion, D. A. (2007). Some estimates on the Hermite-Hadamard inequality through
quasi-convex functions. Annals of University of Craiova, Math. Comp. Sci.
Ser., 34, 82-87.

Iscan, 1. (2013). New general integral inequalities for quasi-geometrically convex
functions via fractional integrals. Journal of Inequalities and Applications,
2013 (491).

Iscan, 1. (2013b). Ostrowski type inequalities for functions whose derivatives are
preinvex. Bull. Iranian Math. Soc.,40(2), 373-386.

Iscan, 1. (2013c). Ostrowski type inequalities for harmonically s-convex functions.
Konuralp Journal of Mathematics, 3(1), 63-74.

95



Iscan, 1. (2014). Hermite-Hadamard type inequalities for GA- s -convex functions. Le
Matematiche, LXIX-Fasc, 129-146.

Iscan, 1. (2014). Hermite-Hadamard type inequalities for harmonically convex
functions. Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics, 43(6), 935-942.

Iscan, 1. (2015). Ostrowski type inequalities for harmonically s-convex functions.
Konuralp Journal of Mathematics, 3(1), 63-74.

Iscan, 1. (2016). Ostrowski type inequalities for p -convex functions. New Trends in
Mathematical Sciences, 4(3), 140-150.

Iscan, 1. (2016). Hermite-Hadamard type inequalities for p -convex functions.
International Journal of Analysis and Applications, 11(2), 137-145.
Iscan, 1., & Turhan, S. (2016). Generalized Hermite-Hadamard-Fejer type

inequalities for GA-convex functions via fractional integral. Moroccan J.
Pure and Appl. Anal. (MJPAA), 2(1), 34-46.

Iscan, 1., Kunt, M., & Turhan, S. (2017). Some new type integral inequalities for p -
convex functions. AIP Conference Proceedings, doi:10.1063/1.4981695.

Iscan, 1., Turhan, S., & Maden, S. (2017). Hermite-Hadamard and Simpson-like type
inequalities for differentiable p -quasi-convex functions. Filomat, 31(19),
5945-5953.

Jeffrey, A., & Dai, H. H. (2008). Handbook of mathematical formulas and integrals.
Elsevier Inc. 4. Edition, 589pp.

Kadakal, H., Iscan, 1., & Kadakal, M. (2017). New type integral inequalities for p -
quasi-convex functions. Ordu Univ. J. Sci. Tech., 7(1), 124-130.

Klaricic Bakula, M., Ozdemir, M. E., & Pecaric, J. (2008). Hadamard type
inequalities for m-convex and (a,m)-convex functions. Journal of

Inequalities in Pure and Applied Mathematics, 9(3), 12pp.

Kolmogorov, A. N., & Fomin, S. V. (1975). Introductory real analysis. Dover
Publications Inc., New York, USA, 392pp.

Kreyszig, E. (1989). Introductory functional analysis with applications. John Wiley
& Sons., New York, USA, 703pp.

Kurdila, A. J., & Zabarankin, M. (2005). Convex functional analysis. Springer
Science Business Media., New York, USA, 238pp.

Lara, T., Merentes, N., Rosales, E., &Valera, M. (2014). Some characterizations of
strongly convex functions in inner product spaces. Mathematica Aeterna,
4(6), 651-657.

Latif, M. A., Dragomir, S. S., & Momoniat, E. (2015). Fejer type inequalities for
harmonically-convex functions with applications to special means.
http://rgmia.org/papers/v18/v18a24.pdf.

Latif, M. A., Dragomir, S. S., & Momoniat, E. (2015). Some Fejer type integral
inequalities for  geometrically-arithmetically-convex  functions  with
applications. http://rgmia.org/papers/v18/v18a25.pdf.

96



Lupas, A. (1976). A generalization of Hadamard inequalities for convex functions.
Univ. Beograd Publ. Elektrotehn. Fak. Ser. Mat. Fiz, 544(576), 115-121.

Maden, S., Demirel A. K., Turhan, S., & Iscan, I. (2017). Some integral inequalities
for the new convex functions. International Conference on Applied Analysis
and Mathematical Modeling, 3-7 July, Istanbul, Turkey.

Merentes, N., & Nikodem, K. (2010). Remarks on strongly convex functions.
Aequationes Mathematicae, 80(2010), 193-199.

Mihesan, V. G. (1993). A generalization of the convexity. Seminar on Functional
Equations, Approx. and Convx, Cluj-Nepoca, Romania.

Mitrinovic, D. S. (1970). Analytic inequalities. Springer-Verlag, New York, USA,
416pp.

Mitrinovic, D. S., Pecaric, J. E., & Fink, A. M. (1991). Inequalities involving
functions and their integrals and derivatives. Mathematics and its
Applications, East Europan Series, 53, 601pp.

Mitrinovic, D. S., Pecaric, J. E., & Fink, A. M. (1993). Classical and New
Inequalities in Analysis. Kluwer Academic Publishers, The Netherlands,
740pp.

Niculescu, C. P. (2000). Convexity according to the geometric mean. Mathematical
Inequalities and Applications, 3(2), 155-167.

Niculescu, C. P. (2003). Convexity according to means. Mathematical Inequalities
and Applications, 6(4), 571-579.

Niculescu, C. P., & Persson, L. E. (2006). Convex functions and their applications: A
Contemporary Approach. Springer Science Business Media Inc., New York,
USA, 269pp.

Nikodem, K., & Pales, Z. (2011). Characterizations of inner product spaces by
strongly convex functions. Banach Journal of Mathematical Analysis, 5(1),
83-87.

Nikodem, K., Sanchez, J. L., & Sanchez, L. (2014). Jensen and Hermite-Hadamard
inequalities for strongly convex set-valued maps. Mathematica Aeterna, 4(8),
979-987.

Noor, M. A., Noor, K. L., & Iftikhar, S. (2016). Hermite-Hadamard inequalities for
strongly harmonic convex functions. Journal of Inequalities and Special
Functions, 7(3), 99-113.

Ostrowski, A. (1938). Uber die Absolutabweichung einer differentienbaren
Funktionen von ihren Integralmittelwert. Comment. Math. Hel, 10, 226-227.

Ozdemir, M. E., Akdemir, A. O., & Set, E. (2011). On (h,m)-convexity and
Hadamard type inequalities. ArXiv:1103.6163vI[math.CA].

Pachpatte, B. G. (2005). Mathematical inequalities. Elsevier, North-Holland
Mathematical Library, 67, 591pp.

Pachpatte, B. G. (2012). Analytic inequalities. Atlantis Studies in Mathematics,
Paris, France, 309pp.

97



Pavic,Z., & Avci Ardig, M. (2017). The most important inequalities of m -convex
functions. Turkish Journal of Mathematics, 41, 625-635.

Pecaric, J. E., Proschan, F., & Tong, Y. L. (1992). Convex functions, partial
orderings and statistical applications. Academic Press, Inc.,Bostan, 485pp.

Polyak, B. T. (1966). Existence theorems and convergence of minimizing sequences
in extremum problems with restrictions. Soviet Math. Dokl., 7, 72-75.

Roberts, A. W., & Varberg, D. E. (1973). Convex functions. Academic Press Inc.,
New York, USA, 321pp.

Rockafellar, R. T. (1972). Convex analysis. Princeton University Press, New Jersey,
USA, 451pp.

Set, E., Ozdemir, M. E., Sarikaya, M. Z., & Akdemir, A. O. (2012). Ostrowski’s type
inequalities for strongly-convex functions. Georgian Mathematical Journal,
25(1), 109-115.

Shuang, Y., Yin, H. P., & Qi, F. (2013). Hermite-Hadamard type integral inequalities

for geometric-aritmetically- s -convex functions. Analysis R. Oldenbourg
Verlag, 33, 197-208.

Sun, Y. X., Wang, J. Y., & Guo, B. N. (2016). Some integral inequalities of the
Hermite-Hadamard type for strongly quasi-convex functions. Turkish Journal
of Analysis and Number Theory, 4(5), 132-134.

Toader, G. (1984). Some generalizations of the convexity. Proceeding of the
Colloquium on Approximation and Optimization, 329-338.

Turhan, S., Okur, N., & Maden, S. (2016). Hermite-Hadamard type inequality for
strongly convex functions via sugeno integrals. Sigma J. Eng. And Nat. Sci.,
8(1), 1-10.

Turhan, S., Iscan, 1., & Kunt, M. (2017). Hermite-Hadamard type inequalities for
M A -convex functions. ResearchGate, doi:10.13140/RG.2.2.14526.28486.

Turhan, S., Iscan, 1., Maden, S., & Demirel, A.K. (2017). M 4 -quasi-convexity and
related some integral inequality. International Conference on Applied
Analysis and Mathematical Modeling, 3-7 July, Istanbul, Turkey.

Varosanec, S. (2007). On & -convexity. J. Math. Anal. Appl., 326, 303-311.

Zhang, K. S., & Wan, J. P. (2007). p-convex functions and their properties. Pure
Appl. Math., 23(1), 130-133.
Zhang, T. Y., Ji, A. P., & Qi, F. (2012). On integral inequalities of Hermite-

Hadamard type for s-goemterically convex functions. Hindawi Publishing
Corporation Abstract and Applied Analysis, doi:10.1155/2012/560586.

Zhang, T. Y., Ji, A. P., & Qi, F. (2014). Integral inequalities of Hermite-Hadamard
type for harmonically quasi-convex functions. Proceedings of the Jangjeon
Mathematical Society, 16(3), 399-407.

98



OZGECMIS

Kisisel Bilgiler
Ad1 Soyadi Ayse Kiibra DEMIREL
Dogum Yeri VAN

Dogum Tarihi ~ 01.05.1990

Uyrugu T.C. 0O Diger:

Telefon

[E-Posta Adresi  |aysekubrademirel@gmail.com

Egitim Bilgileri
Lisans

Universite Yiiziincii Y1l Universitesi
Fakiilte Fen Fakiiltesi
Bolimii Matematik
Mezuniyet Yili 20.07.2012
Yiiksek Lisans
Universite Yiiziincii Y1l Universitesi
Enstiti Ad1 Fen Bilimleri Enstitiisii
Anabilim Dali Istatistik Anabilim Dali
Mezuniyet Tarihi 15.01.2015
Yayinlar

Maden, S., Demirel, A. K., Turhan, S. and Iscan, 1., “Some integral inequalities for
the new convex functions”, Sigma Journal of Engineering and Natural
Sciences, 9 (3) 305-312, (2018).

Turhan, S., Maden, S., Demirel, A. K. and Iscan, 1., “Hermite-Hadamard inequality
for M, A strongly convex functions”, New Trends in Mathematical

Sciences, 6 (4) 127-133, (2018).

Turhan, S., Demirel, A. K., Maden, S. and Iscan, I., “Hermite-Hadamard type
integral inequalities for strongly GA-convex functions”, Turk. J. Math.
Comput. Sci., 10, 178-183, (2018).

Turhan, S., Demirel, A. K., Maden, S. and Iscan, 1., “Hermite-Hadamard type
integral inequalities for strongly p -convex functions”, Turk. J. Math.

Comput. Sci., 10, 184-189, (2018).

99




