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Danisman: Dog. Dr. Yildiray CELIK

Bu tezin amaci, bulanik esnek graf ve aralik degerli bulanik esnek graf yapilarini
vermek, bu yapilara ait temel 6zellikleri arastirmak ve elde edilen sonuglari ortaya
koymaktir.

Bu calisma dért ana boliimden olusmaktadir. 11k béliimde, tez konusu ile baglantili
olan calismalari kapsayan bir literatiir incelemesi verilmistir. Ikinci boliimde,
calismamizda faydalandigimiz bazi temel tanim ve teoremler ifade edilmistir.
Ucgiincii boliimde, bulanik esnek graf kavrami ele alinmistir ve bu kavrama ait temel
ozellikler aragtirllmistir. Ayrica, bulanik esnek graf yapisi lizerinde birlesim, arakesit,
kartezyen ¢arpim, gii¢lii carpim ve bileske gibi birtakim yeni islemler tanimlanmistir
ve bazi temel Ozellikleri arastirilmistir. Dordiincii boliimde, aralik degerli bulanik
esnek kiimelerle graf teori birlestirilmistir ve aralik degerli bulanik esnek graf
kavrami verilmistir. Ayrica, aralik degerli bulanik esnek graf yapisi iizerinde
birlesim, arakesit, kartezyen carpim, gii¢lii carpim ve bileske gibi birtakim yeni
islemler tanimlanmistir ve bazi temel 6zellikleri arastirilmastir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik esnek kiime, Aralik degerli bulanik esnek kiime, Graf,
Aralik degerli bulanik esnek graf.
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The aim of this thesis is to give structures of fuzzy soft graph and interval valued
fuzzy soft graph, to investigate the basic properties of these structures and to reveal
the results obtained.

This study consists of four main sections. In the first chapter, a literature review
covering the studies related to the thesis topic has been given. In the second chapter,
some basic definitions and theorems that we have used in our study are expressed. In
the third chapter, the fuzzy soft graph concept is discussed and the basic properties of
this concept are investigated. In addition, some new operations such as combination,
intersection, cartesian product, strong product and resultant are defined on the fuzzy
soft graph structure and some of their basic properties have been investigated. In the
fourth chapter, the graph theory is combined with interval-valued fuzzy soft sets and
the concept of interval-valued fuzzy soft graph is given. In addition, some new
operations such as combination, intersection, cartesian product, strong product and
resultant are defined on the interval-valued fuzzy soft graph structure and some of
their basic properties have been investigated.

Key Words: Fuzzy soft set, Interval valued fuzzy soft set, Graph, Interval valued
fuzzy soft graph.
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SIMGELER VE KISALTMALAR
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: Esnek alt kiime
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. G ve G’ g graflarimin daraltilmis birlesimi
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. G ve G' g graflarinin kartezyen ¢arpimi
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1. GIRIS

Giinliik hayatta belirsizlik igeren problemlerle zaman zaman karsilagiriz. Bu olaylar:
her zaman kesin tanimlamalarla agiklamaya calismak miimkiin olmayabilir. Belirsizligin
bircok tiirtine miihendislik, tip bilimi, bilgisayar bilimi ve sosyal bilimler gibi bircok
alanda sikca rastlanmaktadir. Belirsizlik, net bir gekilde tanimlanmamig, muglak ve genis
kapsamli bir kavram oldugu icin belirsizlikle ilgilenen bircok ¢aligma alani bu durumu
klasik matematiksel yontemlerle ¢ozme konusunda yetersiz kalmigtir. Bundan dolay1 bilim
adamlar1 belirsizligi anlayabilmek, kavrayabilmek ve buna uygun ¢oziimler gelistirebilmek
icin bircok teori ortaya koymuglardir. Bulanik kiime teorisi, esnek kiime teorisi, yaklagimh
kiime teorisi, olasilik teorisi iyi bilinen ve belirsizlik iceren problemleri modellemek igin

sikca kullanilan matematiksel yaklagimlardir.

Bulanik kiime teorisi kavrami ilk olarak Zadeh [40] tarafindan ileri siiriilmiistiir. Bir
bulanik kiime, bir X evrensel kiimesinin elemanlarini [0, 1] araligina gotiiren bir iiyelik
fonksiyon yardimi ile karakterize edilir. Bulanik mantikta, evrende bulunan herhangi bir

nesne o evrendeki bir kiimenin mutlaka elemanmdir fakat eleman olma derecesi farkhidir.

Klasik kiime teorisinde bir olgu sadece 0 ve 1 degerlerinden birisi ile temsil edilirken, bu-
lanik kiime teorisinde [0, 1] araliginda sonsuz sayida deger alabilir. Boylece bir olgu,
bulanik mantik yaklagimina gore kesin olmayan degerlere de sahip olabilir. Bulanik
mantik denetleyicileri kullanilarak gelistirilen teknolojiler bir¢cok alanda uygulama imkani

bulmugtur.

Aralik degerli bulanik kiime kavrami, Zadeh [41] tarafindan bulanik kiimelerin bir devami
olarak ortaya konuldu. Bir aralik degerli bulanik kiime bir aralik degerli iiyelik fonksiyonu
ile tanimlanir. Belirsizlik iceren problemler icin daha yeterli tanimlamalar sunduklar:
icin, aralik degerli bulanik kiimeler geleneksel bulanik kiimelerden daha kullanigh hale
gelmigtir. Aralik degerli bulamik kiimeler, baz1 arastirmacilar tarafindan biiytik olciide
incelenmigtir. Gorzalczany [13] aralik degerli bulanik kiimeleri kullanarak, zekaya dayali
yaklagik akil yiirtitme problemi i¢in bir ¢ikarim yontemi verdi. Ayrica Gorzalczany [12]
aralik degerli bulanik kiimeleri kullanarak cok degerli mantik iizerinde caligti. Roy ve

Biswas [32] aralik degerli bulanik iligkiler kavramini incelediler.



Esnek kiime teorisi ilk olarak Molodtsov [27] tarafindan belirsizlik iceren problemlere
¢oziim geligtirmek icin yeni bir yaklagim olarak ortaya konuldu. FKEsnek kiime teorisi
ekonomi, biligim sistemleri, miihendislik, sosyal bilimler, tip bilimi ve diger bir¢ok bilim
dalinda genis bir uygulama imkan1 buldu. Maji ve ark. [22] esnek kiimelerin karar verme
problemlerindeki ilk pratik uygulamasini ele aldilar ve ayrica esnek kiimelerle ilgili baz
temel kavramlari vererek bunlara ait ozellikleri aragtirdilar. Daha sonraki siireclerde
bircok aragtirmaci esnek kiimelerin ozelliklerini incelediler ve esnek kiime teorisinin ce-
birsel yapilar iizerinde ki uygulamalarini ele aldilar. Aktas ve Cagman [4] esnek kiime
teorisinin bulanik kiime teorisi ve kaba kiime teorisi ile olan iligkisini incelediler. Ali ve

ark. [5] esnek kiimeler iizerinde yeni iglemler tanimladilar.

Daha sonra Maji ve ark. [23] bulanik kiimeleri ve esnek kiimeleri birlegtirerek bulanik
esnek kiime kavramimi verdiler. Bircok arasgtirmaci bu kavrami kullanarak bulanik es-
nek kiimeler ile ilgili uygulamalar yaptilar. Yang ve ark. [39] bulanik esnek kiimeler
tizerinde yeni iglemler tanimladilar. Neog ve ark. [29] bulanik esnek birlesim, bulanik
esnek arakesit, bulanik esnek komplement gibi yeni kavramlari ortaya koydular ve bun-
lara ait Ozellikleri aragtirdilar. Feng ve ark. [10] karar verme problemler i¢in bulanik
esnek kiimelerin uygulanabilir bir yaklagimini sundular. Jun ve ark. [16] bulanik es-
nek kiimeleri BCK/BCI cebirlerine uyguladilar. Kharal ve Ahmad [18] bulanik esnek
dontigimleri verdiler. Kong ve ark. [19] bir karar verme probleminin ¢dziimii i¢in bu-
lanik esnek kiimelerin teorik bir yaklagimini verdiler. Liu ve Xin [20] bulanik esnek grup
kavramini verdiler ve bu kavrama ait 6zellikleri aragtirdilar. Majumdar ve Samanta [24]

genellegtirilmis bulanik esnek kiime kavramini verdiler.

Yang ve ark. [38] aralik degerli bulanik kiimelerle esnek kiimeleri birlegtirerek, aralik
degerli bulanik esnek kiime kavramini tanimladilar ve bu kavrama ait ozellikleri aragtirdilar.

Son [34] aralik degerli bulanik esnek kiimelerin 6zelliklerini aragtirdi.

Graf teori ilk kez 1735 yilinda Euler [9] tarafindan ortaya konulmugtur. Graflar, bir
kiimenin elemanlar1 arasindaki iligkiyi ifade etmek i¢in kullanilir. Her bir eleman koge nok-
talar1 ve bunlara ait iligkili kenarlar yardimiyla gosterilmektedir. Yakin zamana kadar pek
uygulama olanagi bulunmayan graf teori bilgisayara dayanan yeni yontemlerin geligsmesi ile

elektrik mithendisliginden yoneylem aragtirmasina kadar genig bir alan1 kapsayan ¢aligmalarda



aranan bir matematik kolu oldu.

Euler’in graf kavramimi ortaya koymasindan sonra Rosenfeld [31] bulanik graf teoriyi graf
teorinin bir genellemesi olarak ortaya koydu. Rosenfeld, maksimum ve minimum op-
eratorlerini kullanarak, graf teorinin teorik uygulamalarini ortaya koydu. Bulanik graf
teorisi, sistemde bulunan bilgi seviyesinin farkli hassasiyet seviyelerine gore degistigi
gercek zamanli sistemlerin modellenmesinde artan sayida uygulama bulmaktadir. Bu-
lanik modeller, miithendislik ve bilimlerde kullanilan geleneksel sayisal modeller ile uzman
sistemlerde kullanilan sembolik modeller arasindaki farkliliklar1 azaltma amaci nedeniyle
kullanigh hale gelmistir. Bulanik graf uygulamalari, kiime analizi, veri tabani teorisi,

karar verme ve aglarin optimizasyonu gibi genis bir yelpazeyi kapsar.

Bhattacharya [6] bulanik graflarin bazi temel 6zelliklerini verdi. Mordeson ve Peng [28] bu-
lanik graflar izerinde yeni iglemler tanimladilar ve giiclii bulanik graf yapisini tanimladilar.
Daha sonra birgok arastirmaci bulanik kiime kavramini graf teori iizerinde ele alarak farkh
yapilar tamimladilar ve bulanik garflarin 6zelliklerini incelediler. Sunitha and Vijayaku-
mar [35] bulanik graflarin komplementi kavramim verdiler. Somasundaram [33] bulanik
graflar tizerinde birlesim, bilegke, kartezyen carpim gibi cesitli islemleri inceledi ve bun-
lara ait bir takim ozellikler elde etti. Gani ve Ahmed [11] bulanik graflarn biytikligi,
sirasi, derecesi gibi kavramlar: ele ald1 ve bunlara ait 6zellikleri inceledi. Akram ve Dudek
[2] bulamk graflar1, aralik degerli bulanik graflara genigleterek aralik degerli bulanik graf
kavramini ortaya koydular ve bu kavramin 6zelliklerini incelediler. Craine [7] aralik degerli
bulanik graflarin karakterizasyonunu verdi. Karunambigai ve Parvathy [17] sezgisel bu-
lanik graflar tizerinde ¢ahgti. Parvathy ve ark. [30] sezgisel bulank graflar iizerinde yeni

islemler tamimladilar ve bunlara ait o6zellikleri ortaya koydular.

Thumbakara ve George [36] esnek graf, esnek alt graf, esnek graf homomorfizmasi ve esnek
tam graf kavramlarim verdiler ve bunlara ait 6zellikleri incelediler. Akram ve Nawaz [1]

esnek graflar lizerinde bazi yeni cebirsel iglemler tanimladilar.

Mohinta ve Samanta [26] bulanik esnek graf kavramini verdiler ve bu kavrama ait 6zellikleri
aragtirdilar. Daha sonra Akram ve Nawaz [3] bulanik esnek graflarin farkli uygulamalarini

ele aldilar ve bunlara ait yeni sonuglar elde ettiler. Masarwah ve Qamar [25] bulanik esnek



graflar tizerinde baz1 yeni kavramlar: ortaya koydular. Celik [8] bipolar bulanik esnek graf

kavramini verdi ve temel ozelliklerini arastird.

Bu tez ¢aligmasinda, bulanik esnek graf kavrami yeniden ele alinarak, bulanik esnek graf
yapist lizerinde birlegim, arakesit, kartezyen ¢arpim, giiclii carpim ve bilegke gibi birtakim
yeni iglemler tanimlanmistir ve bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Ayrica aralik degerli
bulanik esnek kiimeler ile graf teori birlestirilerek aralik degerli bulanik esnek graf kavrami
verilmistir. Ustelik bu yapi iizerinde birlesim, arakesit, kartezyen carpim, glicli ¢arpim

ve bilegke gibi birtakim yeni iglemler verilerek bazi temel ozellikleri aragtirilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Bulanik Kiimeler, Aralik Degerli Bulanik Kiimeler, Esnek
Kiimeler, Bulanik Esnek Kiimeler ve Aralik Degerli Bulanik
Esnek Kiimeler

Tamm 2.1.1 [40] X # 0 bir kiime olmak iizere u : X — [0, 1] fonksiyonuna X'in bulanik
alt kiimesi denir ve p = {(z, u(z)) : z € X, p(x) € [0,1]} seklinde gosterilir. X kiimesi

tizerinde tamiml biitiin bulanik kiimelerin ailesi B(.X) ile gosterilir.

Tanmim 2.1.2 [40] X # () bir kiime ve u, X iizerinde bir bulanik kiime olsun. v : X x X —
[0, 1] olmak tizere her z,y € X icin v(z,y) < min{u(z),u(y)} ise v ye X tzerinde bir

bulanik bagint1 denir.

Tamim 2.1.3 [40] p,v € B(X) olsun. Her z € X i¢in u(z) < v(x) ise v'ye p’yii kapsar

denir ve p < v ile gosterilir.

Tanmm 2.1.4 [40] p,v € B(X) ve x € X olsun.

pVv)(z)

(nAv)(z)

plx) Vv(r) = maz{p(z), v(r)}
plx) Av(e) = min{pu(x), v(z)}

ile tanimlanan bulanik alt kiimelere sirasiyla p ile v’niin birlegimi ve arakesiti denir.

Tanmim 2.1.5 [41] Int(]0,1]), [0,1] araligindaki tiim kapal aralik degerli kiimeler olmak
iizere X : X —Int [0,1] seklinde tanimlanan fonksiyona X tizerinde aralik degerli bulanik
kiime denir. X fiizerinde tanimh biitiin aralik degerli bulamk kiimelerin ailesi AD(X)
ile gosterilir. Her X € AD(X) ve her # € X i¢in bir z elemanm iiyelik derecesi Py =
kg (@), ,u;%(x)] seklinde ifade edilir. Burada () ve ,uj?(x), x € X elemanimin alt ve {ist

iiyelik derecesi olarak adlandirihr ve ayrica 0 < po(z) < u} (x) <1 dir.

Tamm 2.1.6 [41] X, X iizerinde aralik degerli bulamk kiime olsun. X iizerinde bir
aralik degerli bulanik bagmti R : X x X — Int[0,1] déniisiimii ile verilir. Burada
Rg = [R(z,y), R;E((x, y)| ve R < R;’? seklindedir.



Tamim 2.1.7 [27] X # () bir kiime, E bir parametre kiimesi ve A C F olsun. F': A —
P(X) doniiglimii ile verilen (F, A) ikilisine X tizerinde bir esnek kiime denir. e € A i¢in

F(e) ye (F, A) esnek kiimesinin e- yaklagimli elemanlarinin kiimesi denir.

Tanmim 2.1.8 [27] (F, A) ve (G, B) X iizerinde iki esnek kiime olsun. (F, A)’ya (G, B)'nin

esnek alt kiimesi denir <

i) ACB
ii) Her e € A i¢in F(e) C G(e)

Bu durum (F, A) Cg (G, B) notasyonu ile gosterilir.

Tanim 2.1.9 [23] X bir evrensel kiime, F parametreler kiimesi ve A C E olsun. B(X),
X tizerindeki biitiin bulanik alt kiimelerinin kiimesi olmak tizere F' : A — B(X) ile verilen

(F, A) ikilisine X ftizerinde bir bulanik esnek kiime denir.

Tamim 2.1.10 [23] (F, A) ve (G, B) X tzerinde iki bulanik esnek kiime olsun. (F, A)’ ya

(G, B)’nin bulanik esnek alt kiimesi denir <

) ACB

ii) Her e € A icin F(e) < G(e)

Bu durum (F, A)C (G, B) notasyonu ile gdsterilir.

Tanim 2.1.11 [38] X bir evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve A C E olsun.
AD(X), X fizerindeki tiim aralik degerli bulanik kiimelerin kiimesi olmak iizere F' :
A — AD(X) ile verilen (F,A) ikilisine X iizerinde aralik degerli bulanik esnek kiime
denir. X tzerinde bir aralik degerli bulanik esnek kiime X’in aralik degerli bulanik alt
kiimelerinin parametrelestirilmis bir ailesidir. Ustelik aralik degerli bulamk esnek kiime
bir esnek kiimenin 6zel bir durumudur. Her e € A icin F(e) bir aralik degerli bulanik
kiime olarak ele alimir. Bu kiime; F(e) = {< x, upe)(r) >: @ € X} olarak yazlabilir.
Eger her e € A, her z € X i¢in pp . (z) = u;(e) ise F(e) standart bir bulanik kiime ve

(F, A)’" da bir bulanik esnek kiime olarak ele alinir.



2.2 Graflar, Bulanik Graflar, Aralik Degerli Bulanik Graf ve
Esnek Graflar

Tanim 2.2.1 [9] Bir G* grafi sonlu sayida nesne igeren V' = {vy, v, ..., v,} kése eleman-
lar1 kiimesi ile E = {ey, eq,...,e,} kenar elemanlar1 kiimesinden olugur ve G* = (V| E)
ikilisiyle gosterilir. G* bir graf olmak tizere {u,v} kiimesi G* grafinin bir kenari olsun.
Genellikle bu kenar uv veya vu seklinde gosterilir. Eger e = uv, G* grafina ait bir kenar
ise u ve v koge noktalarinin G* grafinda komsu (baglantili) oldugunu veya e nin u ve v
koge noktalarini birlestirdigini soyleriz. Herhangi bir kose ile baglantili olmayan bir kogeye

ayrik kose denir.

Tanim 2.2.2 [14] Bir grafin, bir kogesini yine kendisine baglayan bir kenarina dongii
denir. Bir grafta birden fazla kenar iki kogeyi birlegtirirse bu kenarlara ¢oklu kenar denir.

Dongii ve ¢oklu kenar icermeyen graflara basit graf denir.

Tanim 2.2.3 [14] Bir G* grafinin alt grafi, tiim kdge noktalar1 ve kenarlar1 G* tarafindan

kapsanan bir graftir.

Tamim 2.2.4 [14] G = (V1, Ey) ve G5 = (Va, E) iki basit graf olmak tizere bu iki
grafin birlegimi, koge elemanlari kiimesinin birlesimi 1, UV5; ile kenar elemanlar: kiimesinin
birlegimi £ U Es kiimelerinden olugan basit graftir. Bu durum GiUGS = (ViUV,, E1UES)

ile gosterilir.

Tanmim 2.2.5 [14] G7 = (V4, Ey) ve G5 = (Va, E) iki basit graf olmak iizere bu iki
grafin arakesiti, koge elemanlar1 kiimesinin arakesiti V3 NV5 ile kenar elemanlari kiimesinin
arakesiti £4NE; kiimelerinden olusan basit graftir. G ve G graflarinin arakesiti G1NG35 =

(Vi NVy, By N Es) ile gosterilir.

Tanim 2.2.6 [15] G7 = (V4, Ey) ve G5 = (Va, Ey) iki basit graf olsun. G7 ve G nin
kartezyen carpimi G* = (V,E) = (Vi x Vo, E = {(uvy,uvs) | uw € Vi, vivg € Ep} U

{(uyv,ugv | v € Vo, ujus € Ey}) seklinde tammlanir.

Tanim 2.2.7 [15] G} = (W1, E1) ve G = (Va, E») iki basit graf olsun. G7 ve G nin giiclii
carpmmi G* = (V E) = (V} x Vo, E = {(uvy,uvy) | uw € Vi, vyvy € Ey} U {(ugv, uqv) |
RS ‘/2, U1Ug € El} U {(UlUl,Ug’Ug) | U1Uy € El, V1Vg € EQ, (51 # Uz, U1 7£ ’02}) §eklinde

tammlanir.



Tanmim 2.2.8 [15] G} = (W4, Ey) ve G5 = (V,, Ey) iki basit graf olsun. G ve Gj nin
bileskesi G* = (V, E) = (Vi x Vo, E = {(uvy,uve) | u € Vi, 103 € Ex} U {(uqv,ugv) | v €
Vo, ugug € B} U {(ugvq, ugve) | ugus € Ey, v # v9}) seklinde tanimlanir.

Tanim 2.2.9 [31] V # 0 bir kilme, p: V — [0,1] ve v : V x V — [0,1] olsun. Eger her
z,y € Vicin v(z,y) < min{u(z), u(y)} ise G = (u,v) ikilisine V iizerinde bir bulanik
graf denir. Burada u ve v sirasiyla bulanik grafin bulanik koselerini ve bulanik kenarlarini

ifade eder.

Tamim 2.2.10 [31] H = (v,p) ve G = (u,v) V tizerinde iki bulanik graf olsun. Eger her
z,y € Vigin y(x) < p(z) ve p(z,y) < v(z,y) ise H ya G nin bulanik alt grafi denir.

Tamm 2.2.11 [31] G* = (V, E) bir basit graf olsun. A = [u, u}], V lizerinde bir aralik

degerli bulanik kiime ve B = [ug, 3], E iizerinde bir aralik degerli bulanik bagint1 olsun.

Eger her 2y € E icin pip(ay) < min{py(x),pa(y)} ve pp(zy) < min{u;(z), mh(y)}
esitsizlikleri saglaniyorsa G; = (A, B) ikilisine G* iizerinde aralik degerli bulanik graf

denir.

Tanim 2.2.12 [36] Gg = (G*, F, K, A) dortliisii agagidaki kogullar saghyor ise Gy ye bir

esnek graf denir.

i) G* = (V, E) bir basit graftir.

ii) A # 0 bir kiimedir.

iii) (F,A), V {izerinde bir esnek kiimedir.

iv) (K, A), E iizerinde bir esnek kiimedir.

v) Her e € Aicin H(e) = (F(e), K(e)) , G* = (V, E) grafinin bir alt grafidir.
Bir esnek graf Gg = (F, K, A) = {H(e) | e € A} seklinde de gosterilebilir.

Ornek 2.2.1 G* = (V, E) basit grafi agagidaki gibi verilsin.



d c

Sekil 2.1: G* = (V, E) basit grafi

A = {a, ¢, d} bir parametre kiimesi olmak tizere V iizerinde (F, A) esnek kiimesi her x € A
icin F(a) = {b,e}, F(c) = {b,d,e} ve F(d) = {b, c, e} seklinde verilsin.
E {izerinde (K, A) esnek kiimesi her z € A i¢gin K(a) = 0, K(c) = {bd,de}, K(d) =

{be, ce} seklinde verilsin.

G* m alt graflar1 her x € A = {a,c,d} igin H(a) = (F(a), K(a)), H(c) = (F(c), K(c)) ve
H(d) = (F(d), K(d)) seklindedir.

o g e b ¢ b
d c
H(a) alt grafi H(c) alt grafi H(d) alt grafi

Sekil 2.2: H(a), H(c), H(d) alt graflar

Sonug olarak Gg = {H(a), H(c), H(d)} kiimesi G* = (V, E) basit grafi iizerinde bir esnek
graftir.



3. BULANIK ESNEK GRAFLAR

Bu boliimde bulanik esnek graf kavramini verecegiz, bu kavrama ait bazi temel ozellikleri

aragtiracagiz ve elde edilen sonuglar1 degerlendirecegiz.

Tanmim 3.0.1 Bir Gy = (G*,F, K, A) dortlisti agagidaki kosullar saghyor ise Gr ye

bulanik esnek graf denir.

i) G* = (V, E) bir basit graftir
ii) A # () bir parametre kiimesidir
iii) (F, A) V tzerinde bir bulanik esnek kiimedir

iv) (K, A) E {izerinde bir bulanik esnek kiimedir

v) Her e € A icin H(e) = (F(e),K(e)), G* = (V, E) basit grafinin bir bulamk alt
grafidir. Yani her e € A ve zy € V igin K(e)(zy) < min{F(e)(x), F(e)(y)} dir.

Acikca bir bulanik esnek graf, bulanik graflarin parametrelestirilmis bir ailesidir.

Ornek 3.0.1 V = {a1, 2,5, 23} ve E = {212y, 1123, 1573} olmak iizere G* = (V, E) basit
grafin1 gozoniine alahm. A = {ey, €9, €3} bir parametre kiimesi olsun. F : A — B(V) ve
K : A — B(F) doniigiimleri ile verilen (F, A) ve (K, A) bulank esnek kiimeleri agagidaki
gibi tanimlansin.

F(ey) ={< 11,06 >, < 29,0.3 >, < x3,0.4 >}

!

(e2) ={< 21,02 >, < 29,05 >, < 23,02 >}

)
(es)

!

{< 21,04 >, < 29,08 > < 23,02 >}

=

e1 {< T1T9,0.3 >, < x123,0.4 >, < x923,0.2 >}

=R

(€1)
(62) = {< .T1I2,0.2 >, < Ill’g,o.l >, < .7321‘3,0.1 >}
(es)

es) = {< T1T9,0.4 >, < x123,0.2 >, < x923,0.2 >}
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2(0.3) 23(0.4)

Sekil 3.1: e; parametresine kargilik gelen H(e;) bulanik grafi

x2(0.5) x3(0.2)

Sekil 3.2: eo parametresine karsilik gelen H(es) bulank grafi

72(0.8) 23(0.2)

Sekil 3.3: e3 parametresine kargilik gelen H(e3) bulamk grafi

Acikca Gp = (G*, F, K, A) bir bulanik esnek graftir.

Ornek 3.0.2 V = {1, 29,23} ve E = {x129, 123, 2223} olmak iizere G* = (V, E) basit
grafin1 gézoniine alalim. A = {ej, ey, €3} bir parametre kiimesi olsun. F': A — B(V) ve
K : A — B(F) doniigtimleri ile verilen (F, A) ve (K, A) bulanik esnek kiimeleri agagidaki
gibi tanimlansin.

F(e1) = {< 21,05 >, < 19,02 >, < x3,0.0 >}

F(es) = {< 21,04 >, < 19,0.7 >, < x3,0.6 >}
F(e3) = {<21,0.5 >, < 15,09 > < x3,0.3 >}
K(e) = {< T122,0.2 >, < 2123,0.0 >, < 2923,0.0 >}

=

(e1)
(62) = {< T12T9,0.4 >, < x123,0.4 >, < x923,0.6 >}
(es)

=

es3) = {< T122,0.2 >, < 1'11'3,0.1 >, < Toxs3, 0.3 >}
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0.2
o—————O
22(0.5)  x1(0.2)

Sekil 3.4: ey parametresine kargilik gelen H(e;) bulanik grafi

0.4
0.6

29(0.7)  x1(0.4)

Sekil 3.5: e; parametresine kargilik gelen H(es) bulanik grafi

0.1
0.3

22(0.9)  x1(0.5)

Sekil 3.6: e; parametresine kargilik gelen H(e3) bulanik grafi

Acikca G = (G*, F, K, A) bir bulanik esnek graftir.

Tanim 3.0.2 Gy = (G, F\, K1, A) ve G'p = (G*, Fy, K2, A), G* = (V, E) basit graf
tizerinde iki bulanik esnek graf olsun. aE’ye Gy nin bir bulanik esnek alt grafidir denir.<

Her e € A ve xy € V i¢in
i) Fi(e)(z) < Fy(e)(x)
i) Ki(e)(zy) < Ky(e)(zy) dir.

Ornek 3.0.3 G = (G*, F, K, A) bulanik esnek grafi Ornek 3.0.2 deki gibi ele alnsin.
A = {ey,eq,e3} bir parametre kiimesi olsun. F; : A — P(V) ve K; : A — P(F)
dontiglimleri ile verilen (Fy, A) ve (K;, A) bulanik esnek kiimeleri agagidaki tanimlansin.
Fi(e1) ={< 21,03 >, < 22,0.1 >, < 23,0.0 >}

Fi(e2) ={<21,0.0 >, < 22,04 >, < 23,03 >}

Fi(es) ={< 21,05 >, < 25,0.0 >, < 23,0.2 >}

Ki(e1) ={< 2122,0.1 >, < 2123,0.0 >, < 2923,0.0 >}

K1<62) = {< 1T, 0.0 >, < 1'1{E3,0.0 >, < ZEQ(L’g,O.g >}
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K1(€3) = {< X129, 0.0 >, < x1x3,0.1 >, < fﬂgi[)g,o.o >}

0.1 0.3 0.1
e parametre- €9 parametre- es parametre-

sine kargilik ge-  sine karsilik ge-  sine karsilik ge-
len H(ep) bu- len H(es) bu- len H(e3) bu-
lanik grafi lanik grafi lanik grafi

Sekil 3.7: G’ g bulanik esnek grafi

Agikca /C\??E = (G*, Fy, Ky, A) bir bulanik esnek graftir. Ustelik @E, G nin bir bulanik

esnek alt grafidir.

Tanmim 3.0.3 Gy = (G*,F,K,A), G* = (V, E) basit grafi tizerinde bulamk esnek graf
olsun. Gp ya tam bulanik esnek graf denir < Her e € A ve 2y € V icin K(e)(zy) =
min{F(e)(z), F(e)(y)} dir.

Ornek 3.0.4 V = {z, x5, 23} ve E = {129, 1123, Tox3} olmak iizere G* = (V, E) basit
grafin1 gozoniine alahm. A = {ey, €9, €3} bir parametre kiimesi olsun. F' : A — B(V) ve
K : A — B(FE) doniigiimleri ile verilen (F, A) ve (K, A) bulanik esnek kiimeleri agagidaki
gibi tanimlansin.

F(e1) ={< 21,04 >, < 29,0.1 >, < 23,05 >}

F(ey) = {< 11,03 >, < 29,0.6 >, < x3,0.5 >}
Feg) ={< 11,04 >, < 29,0.8 >, < x3,0.2 >}
K(ey) = {< x129,0.1 >, < 2123,0.4 >, < x913,0.1 >}

(€1)
(62) = {< 3311'2,0.3 >, < 1'11'3,0.3 >, < Toxs3, 0.5 >}

=

K(es) = {< 2122,0.4 >, < 2123,0.2 >, < 2923,0.2 >}
Acikca Gp = (G*, F, K, A), G* basit grafi iizerinde tam bulanik esnek graftir.
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z(0.1) 23(0.5)

Sekil 3.8: ey parametresine kargilik gelen H(e;) bulanik grafi

x2(0.6) x3(0.5)

Sekil 3.9: e; parametresine karsilik gelen H(eq) bulank grafi

72(0.8) 23(0.2)

Sekil 3.10: ez parametresine kargilik gelen H(e3) bulanik grafi

Ornek 3.0.5 V = {1, 29,23} ve E = {x121, 123, 2323} olmak iizere G* = (V, E) basit
grafin1 gozoniine alalim. A = {ej, ey, €3} bir parametre kiimesi olsun. F': A — B(V) ve
K : A — B(F) doniigtimleri ile verilen (£, A) ve (K, A) bulanik esnek kiimeleri agagidaki
gibi tanmimlansin.

F(e1) ={< 21,02 >, < 15,0.0 >, < x3,0.6 >}

'11

(62) = {< z1,0.9 >, < 29,0.0 >, < x3,0.0 >}

'11

(e3) ={< 21,0.0 >, < 25,0.0 >, < x3,0.8 >}

=

e1) = {< r121,0.2 >, < 2123,0.2 >, < 2323,0.6 >}

= =

(€1)
(62) = {< r121,0.5 >, < 1'11'3,0.0 >, < r3x3,0.0 >}
(€3)

e3) = {< x121,0.0 >, < x123,0.0 >, < x3725,0.8 >}
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0.2 0.6
21(0.2) x3(0.6)

e parametre-
sine karsilik ge-
len H(e;) bu-
lanik grafi

ey parametre-

sine karsilik ge-

len H(es) bu-
lanik grafi

es parametre-
sine karsilik ge-
len H(esz) bu-
lanik grafi

Sekil 3.11: éE tam bulanik esnek grafi

Acikca G = (G*, F, K, A), G* basit grafi iizerinde tam bulanik esnek graftir.

Tamm 3.0.4 G = (G*, Fy, Ky, A) ve /C?E = (G*, F5, K,

B), G* = (V,E) basit grafi

tizerinde iki bulanik esnek graf ve V7, V5 C V olsun. G E Ve @7E nin birlegimi G rU @7E =

(G*, F3, K3, C) seklinde gosterilir. Burada C'= AUB ve V' = VUV, olmak tizere (F,C) V

tizerinde ve (K, C) E tizerinde bulanik esnek kiimelerdir. G EUCNJSE nin kosge ve kenarlarimin

tiyelik degerleri her e € C' ve her x € V|, zy € E icin asagidaki gibi tanimlanir.

([ Fi(e)(x) eger
0 eger
Fi(e)(z) eger
Fy(e)(x) eger
Fs(e)(z) = 0 eger
Fy(e)(z) eger
max{Fi(e)(x), Fy(e)(x)} eger
Fi(e)(z) eger
[ Fa(e)(@) eger
([ Ki(e)(,y) eger
0 eger
Ki(e)(z,y) eger
Ko(e)(x,y) eger
Ks(e)(z,y) = 0 eger
Ka(e)(x,y) eger
maz{K(e)(z,y), Ka(a)(z,y)}  eger
Ki(e)(x,y) eger
( Ka(e)(z,y) eger

Ornek 3.0.6 V = {x1, 9, 23, 24, x5, 26} ve E =

eec A\B,
e e A\B,
e € A\B,

z € Vi\Va
r e VL\V;
reVinly
e € B\A, z € V,\\)
e€ B\A, x € 1\l
ee B\A, zeVinl,
ecANB, xeVinV,
ee ANB, x € V1\V,
ee ANB, x € V)\W)

e€ A\B, (z,y) € (Vi x V))\(Va x Va)
ee€ A\B, (z,y) € (Vo x Vo)\(V1 x 1)
e€ A\B, (z,y) € (Vi x V1) N (V2 x V)
e € B\A, (z,y) € (V2 x V2)\(V1 x V1)
e€ B\A, (z,y) € (V1 x V)\(Va x V2)
e€ B\A, (z,y) e (Vi xVi)N(Va x Va)
e€ ANB, (z,y) € (Vi x V)N (Va x Va)
e€c ANB, (z,y) € (Vi x V1)\(Va x Vo)
ec ANB, (z,y) € (Vo x Vo)\(V1 x Vi)

{z129, Tox3, T34, Tows, 526} Olmak

tizere G* = (V, E) basit grafim gézontine alalhm. A = {e;, ey, e3} parametre kiimesi
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ve Vi = {1, 29, 23,24} olsun. F} : A — B(V}) ve K; : A — B(F) doniigiimleri ile verilen
(F1,A) ve (Kq, A) bulanik esnek kiimeleri agagidaki gibi tanimlansin.

Fi(er) ={<21,0.1 >, < 29,0.5 > < 13,0.8 >, < 14,02 >}

Fi(es) ={<x1,0.8 >, < 22,0.2 > < 23,0.3 >, < 14,09 >}

Fi(e3) ={< x1,0.3 >, < 22,0.8 >, < 23,0.7 >, < 14,0.0 >}

=

1 61) = {< 122, 0.1 >, < J]2$370.4 >, < [E3£C4,0.]_ >}

= A

(
1(62) = {< 1T, 0.2 >, < T3, 0.3 >, < T34, 0.2 >}
(

1 63) = {< T122,0.2 >, < x9x3,0.5 >, < 1324,0.0 >}

o—————O [ @ ®
0.1 0.2
0.4 0.3 0.5
0.1 0.2 0.2
o————O @ @ @ @
22(0.5) 21(0.1)  25(0.2) 21(0.8) 25(0.8) 21(0.3)
e; parametresine eo parametresine es parametresine
kargilik gelen H(e;) kargilik gelen H (es) kargilik gelen H (e3)
bulanik grafi bulanik grafi bulanik grafi

Sekil 3.12: Gp bulanik esnek grafi

Acikca G = (G*, F\, Ky, A) G* {izerinde bir bulanik esnek graftir. Simdi B = {ea, €3, €4}
bir parametre kiimesi ve Vo = {21, 29, x5, 26} olsun. olsun. Fy: B — B(V,) ve Ky : B —
B(FE) doniigtimleri ile verilen (Fy, B) ve (K3, B) bulanik esnek kiimeleri agagidaki gibi
tanimlansin.

Fy(es) ={< x1,0.2 >, < 29,0.3 >, < 25,09 > < 24,0.7 >}

Fy(e3) = {< x1,0.6 >, < 29,04 > < 25,0.5 >, < 24,0.0 >}

Fy(ey) = {< 21,0.0 >, < 29,0.7 >, < 25,0.5 >, < 14,04 >}

62) = {< T122,0.2 >, < z9x5,0.2 >, < T574, 0.5 >}

s

(
(e3) = {< x122,0.4 >, < x975,0.3 >, < x576,0.0 >}
(

eq) = {< 1129,0.0 >, < x915,0.2 >, < x516,0.3 >}
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° 0.2 ° . 0.4 ° . 0.2 °
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e, parametresine
karsilik gelen H (ey)
bulanik grafi

e3 parametresine
kargilik gelen H (e3)
bulanik grafi

e, parametresine
kargilik gelen H (ey)
bulanik grafi

Sekil 3.13: G g bulanik esnek grafi

Agikea 5E = (G*, F3, Ky, B) G* tizerinde bulanik esnek graftir. Ustelik C' = AU B olup
Fy:C — B(V) ve K3 : C — B(FE) doniigiimleri ile verilen (F3,C) ve (K3, C) bulank

esnek kiimeleri her e € C, x € V ve xy € F i¢in agagidaki gibi elde edilir.

Fs(e1) = {< 21,0.1 >, < 29,0.5 >, < 23,0.8 >, < 24,0.2 >, < 5,0.0 >, < 24,0.0 >}
Fs(e) = {<21,0.8 >, < 25,03 >, < 23,0.3 >, < 14,0.9 >, < 25,0.9 >, < 24,0.7 >}
Fs(e3) = {< 21,0.6 >, < 25,0.8 >, < 23,0.7 >, < 24,0.0 >, < x5,0.5 >, < 24,0.0 >}
F3(ey) = {< 21,0.0 >, < 22,0.7 >, < 23,0.0 >, < 24,0.0 >, < 5,0.5 >, < 14,0.4 >}
Ks(e1) = {< 2122,0.1 >, < 29x3,0.4 >, < x374,0.1 >, < 2925,0.0 >, < x524,0.0 >}
Ks(eg) = {< 1122,0.2 >, < 2923,0.3 >, < 2374,0.2 >, < 2925,0.2 >, < x526,0.5 >}
Ks(e3) = {< 2122,0.4 >, < 2923,0.5 >, < x324,0.0 >, < 2925,0.3 >, < x526,0.0 >}
Ks(eq) = {< 2122,0.0 >, < 2923,0.0 >, < 2324,0.0 >, < 2925,0.2 >, < x576,0.3 >}
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0.4 0.5
0.1 . 26(0.7) .

x2(0.5)  x1(0.1) 22(0.3)  1(0.8) 22(0.8)  21(0.6)
e1 parametresine eo parametresine e3 parametresine
kargihik gelen H(e;) kargilik gelen H (e2) kargilik gelen H(e3)
bulanik grafi bulanik grafi bulanik grafi

0.3
0.2

e4 parametresine
kargilik gelen H(ey)
bulanik grafi

Sekil 3.14: éE U Ef’E bulanik esnek grafi

Buradan G g U @E = (G*, F3, K3,C) grafinin da G* iizerinde bulanik esnek graf oldugu

goriiliir.

Teorem 3.0.1 Gp = (G*, F, Ky, A) ve Gy = (G*, Fy, Ky, B) G* = (V, E) basit grafi
tizerinde iki bulanik esnek graf olsun. Bu taktirde G g U @E de G* tizerinde bir bulamk

esnek graftir.

Ispat. Gp=(G* F\, K, A) ve Gy = (G*, F5, K3, B) bulanik esnek graflarinin birlegimi
Gl = (G*, F3, K3,C) olsun. Burada C' = AU B olmak {izere ii¢ durum vardir.

i) Eger e € A\ B ve (z,y) € (Vi x V) \ (Va x V) ise
Ks(e)(x,y) = Ki(e)(z, y) < min{Fi(e)(x), Fi(e)(y) } = min{Fs(e)(x), F3(e)(y)}
Eger e € A\ B ve (z,y) € (Vo x V2) \ (V1 x V1) ise
Ks(e)(z,y) = 0 < min{Fs(e)(x), F3(e)(y)}

Eger e € A\ B ve (z,y) € (Vi x Vi) N (Vo x V3) ise
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K3(e)(x,y) = Ki(e)(x,y) < min{Fi(e)(x), Fi(e)(y)} = min{Fs(e)(z), F5(e)(y)}
ii) Eger e € B\ A ise her durum igin K3(e)(z,y) < min{F3(e)(x), Fs3(e)(y)} dur.

iii) Eger e € AN B ve (z,y) € (Vi x Vi) N (Vo x V3) ise

y), Ka(e)(z, )} <
y)y,min{F;(e)(x), Fa(e)(y)}} <
)}, min{ Fi(e)(y), Fa(e)(y)}} <
)} maz{Fi(e)(y), Fa(e)(y)}} = min{ F3(e)(x), F3(e)(y)}
Eger e € AN B ve (z,y) € (Vi x V1) \ (Vo x V3) yada (z,y) € (Vo x Vo) \ (V4 x V1)
ise agikga Ks(e)(x,y) < min{Fs(e)(x), F3(e)(y)} dir.
Sonug olarak G"p = (G*, F3, K3,C'), G* lizerinde bulanik esnek graftir.

Ks(e)(x,y) = max{Ki(e)(z,
mazx{min{Fi(e)(x), F1(e)(
max{min{Fi(e)(z), Fa(e)(
min{maz{Fi(e)(z), Fz(e)(z

e

Tanim 3.0.5 G* = (V, E) bir basit graf ve V1,V, C V olsun. Gp = (G*, Fy, Ky, A)
ve ZJV’E = (G*, F», Ky, B) G* = (V, E) tuzerinde iki bulanik esnek esnek graf olsun. CNJE
ve G'p nin arakesiti Gg N G'p = (G*, F, K, C) seklinde gosterilir. Burada C' = AN B
ve V. = Vi NV, olmak iizere (F,C) V iizerinde ve (K,C) E {izerinde bulanik esnek
kiimelerdir. Gp m@E nin koge ve kenarlarinin tiyelik degerleri here € C, z € Vvery € E
icin F(e)(z) = min{Fy(¢)(z), Fa(e)(@)} ve K(€)(z,y) = min{K(e)(,y), Ka(e) (2, 1)}

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.0.7 V = {1, 29, 23,24} ve E = {x129, 2123, 0273, Loy, 324} olmak tizere
G* = (V,E) basit grafim gozoniine alahm. A = {ej, ez} bir parametre kiimesi ve
Vi = {x1,29,23} olsun. F; : A — B(V}) ve K; : A — B(F) doniigiimleri ile verilen
(F1,A) ve (Ky, A) bulanik esnek kiimeleri agagidaki gibi tanimlansin.

Fi(e1) ={< 21,02 >, < 29,04 > < 23,0.6 >}

Fi(es) ={<x1,0.3 >, < 29,0.9 > < 23,0.6 >}

Ki(e1) = {< 2122,0.2 >, < 2123,0.1 >, < x923,0.3 >}

Ki(eg) = {< 2122,0.1 >, < 2123,0.2 >, < x923,0.5 >}

Acikca Gp = (G*, F1, K1, A) G* lizerinde bir bulanik esnek graftir.
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0.3 0.1 05 U2
0.1
2(0.4)  21(0.2) x2(0.9) x1(0.3)
e; parametresine ey parametresine
kargilik gelen H(e;) kargilik gelen H(ez)
bulanik grafi bulanik grafi

Sekil 3.15: Gp bulanik esnek grafi

Simdi B = {eg, e3} bir parametre kiimesi ve Vo = {x9, 23,24} olsun. Fy : B — B(V)
ve Ky : B — B(FE) doniigiimleri ile verilen (F,, B) ve (K5, B) bulanik esnek kiimeleri
agagidaki gibi tanimlansin.

Fy(es) = {< 29,0.3 >, < 23,0.5 >, < 24,04 >}

Fy(es) = {< 29,0.1 >, < 23,04 >, < 24,0.7 >}

Ks(eg) = {< 2923,0.2 >, < 2924,0.3 >, < 1374,0.3 >}

Ks(e3) = {< x923,0.1 >, < 2924,0.1 >, < 2374,0.2 >}

Acikca G'p= (G*, Fy, K3, B) G* tizerinde bir bulanik esnek graftir.

x3(0.5) 23(0.4)
0.2 0.3 0.1 0.2
0.1
22(0.3)  x4(0.4) 2(0.1) x4(0.7)
e parametresine es parametresine
kargilik gelen H (es) karsilik gelen H(e3)
bulanik grafi bulanik grafi

Sekil 3.16: G’ bulanik esnek grafi

Ustelik C = ANB = {ey} olup Fy : C — B(V) ve K3 : C' — B(E) déniisiimleri ile verilen
(F3,C) ve (K3, C) bulanik esnek kiimeleri her e € C, x € V ve zy € E igin agagidaki gibi
elde edilir.

Fs(er) = {< 22,0.3 >, < 23,0.5 >}

Ks(es) = {< z923,0.2 >}
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e parametresine

kargilik gelen H (es)
bulanik grafi

Sekil 3.17: Gg N 5E bulanik esnek grafi

Buradan GxNG'5 = (G*, F3, K3, C) grafinin da G* tizerinde bir bulanik esnek graf oldugu

gortilir.

Teorem 3.0.2 Gy = (G*, F1, Ky, A) ve 57}3 = (G*, Fy, Ky, B) iki bulanik esnek graf
olsun. Bu taktirde G EN aE de G* tizerinde bir bulanik esnek graftir.

Ispat. Gp= (G*, F1, Ky, A) ve Gy = (G*, F5, K5, B) bulanik esnek graflarinin arakesiti
Gy = (G*, F3, K3,C) olsun. Burada C'= AN B olmak iizere here € C, x € V vezy € £
icin
K3(€)(‘r7 y) - mln{Kl(e)(ZE? y)? K2<€><I, y)}
< min{min{Fi(e)(z), F1(e)(y)}, min{Fz(e)(x), Fz(e)(y) } }
(

e)(z) )
= man{min{Fi(e)(z), F>(e)(x)}, min{F1(e)(y), F2(e)(y)} }
= min{F3(e)(z), F3(e)(y)

elde edilir. Buradan acikca G" g = (G*, F3, K3, B) bir bulanik esnek graftir.

Tanim 3.0.6 Gy = (G*, F1, Ky, A) ve Gy = (G*, Fy, Ky, B) G* = (V, E) basit grafi
tizerinde iki bulanik esnek graf olsun. G E Ve @V’E nin daraltilmig birlegimi G g U Z?E =
(G*, F, K, C) seklinde gosterilir. Burada V' =1V, UV, ve C' = AN B olmak iizere (F,C) V
tizerinde ve (K, C) E iizerinde bulanik esnek kiimelerdir. GpUG g nin kose ve kenarlarin

tiyelik degerleri her e € C, x € V ve xy € F i¢in agagidaki gibi tanimlanir.

Fi(e)(x) eger x € Vi\Va
Fy(e)(x) = Fy(e)() eger x € Vo\W
max{Fi(e)(x), Fx(e)(x)} eger ze€VinNV,

Ki(e)(x,y) eger (z,y) € (Vi x Vi)\(V2 x 1)
Ks(e)(z,y) = Ky(e)(x, y) eger (z,y) € (Vo x V2)\(Vi x 1)
maz{Ki(e)(z,y), Ka(a)(z,y)} eger (z,y) € (Vi x Vi) N (Va x V2)
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Ornek 3.0.8 G = (G*, F1, Ky, A) ve Gy = (G*, Fy, K5, B) bulanik esnek graflart G* =
(V, E) basit grafi iizerinde Ornek 3.0.7 de ki gibi ele almsim. C = ANBve V =V, UV,
olmak iizere F3 : C' — B(V) ve K3 : C' — B(E) doniigtimleri ile verilen (F3, C') ve (K3, C)
bulanik esnek kiimeleri her e € C, x € V ve xy € E igin agagidaki gibi elde edilir.

F3(es) = {< x1,0.8 >, < 22,0.3 >, < 23,0.3 >, < 14,09 > < x5,0.9 >, < x4,0.7 >}
F3(e3) = {< 21,0.6 >, < 29,0.8 >, < 23,0.7 >, < 14,0.0 >, < x5,0.5 >, < x4,0.0 >}
K3(es) = {< 1122,0.2 >, < 2923,0.3 >, < 1374,0.2 >, < 2925,0.2 >, < x526,0.5 >}

Kg(@g) = {< T12T9,0.4 >, < 2923,0.5 >, < x324,0.0 >, < 2975,0.3 >, < 2526, 0.0 >}

0.5

e, parametresine e3 parametresine
kargilik gelen H (eq) kargilik gelen H (e3)
bulanik grafi bulanik grafi

Sekil 3.18: GpU 6:7E bulanik esnek grafi

Buradan G g U @E = (G*, F3, K3,C) grafimin da G* tizerinde bulanik esnek graf oldugu

gortlir.

Teorem 3.0.3 éEl = (G*, F, Ky, A) ve /CT’E = (G*, F3, K5, B) iki bulanik esnek graf
olsun. Bu taktirde G g U G g de G* lizerinde bir bulanik esnek graftir.

ispat. Tanim 3.0.6 yardimiyla Teorem 3.0.1 in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Tamm 3.0.7 Gy = (G*,F}, K1, A) ve G’y = (G*, Fy, Ky, B) G* = (V, E) basit grafi
tizerinde iki bulanik esnek graf olsun. Gp ve Ef’E nin genigletilmis arakesiti Gp M Ef’E =
(G*, F, K, C) seklinde gosterilir. Burada C' = AU B ve V = V; NV, olmak tizere (F,C) V
tizerinde ve (K, C') E iizerinde bulanik esnek kiimelerdir. G E I_IET’E nin kose ve kenarlarin

tiyelik degerleri her e € C, x € V ve xy € F i¢in agagidaki gibi tanimlanir.
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eger e € A\B
eger e€ B\A

min{Fi(e)(x), Fa(e)(z)} eger e€ ANB

Fi(e)(x)

Fz(e)(x) = Fy(e)(z)
Ki(e)(z,y)
Ks(e)(x,y) = Ks(e)(z,y)

eger e € A\B
eger e € B\A

min{Ki(e)(z,y), Ks(a)(x,y)} eger e€ ANB

Ornek 3.0.9 Gp = (G*, F, Ky, A) ve Gy = (G*, Fy, Ky, B) bulanik esnek graflart G* =
(V, E) basit grafi iizerinde Ornek 3.0.7 de ki gibi ele almsim. C = AUB ve V =V, NV,
olmak iizere F3 : C' — B(V) ve K3 : C' — B(E) doniigtimleri ile verilen (F3, C') ve (K3, C)

bulanik esnek kiimeleri her e € C', x € V' ve xy € E icin agagidaki gibi elde edilir.
Fg(el) = {< 21,0.1 >, < 29,0.5 >}
F3(es) = {< 21,0.2 >, < 15,0.2 >}

(
(

3 o

(e1) = {< 7122,0.1 >}
(e2) = {< 2122,0.2 >}
(€3)
(€4)

e3) = {< 122, 0.2 >}

AN ANA

€4) = {< 129, 0.0 >}

0.1

e; parametresine
kargilik gelen H (e;)
bulanik grafi

)
e3) = {< 11,0.3 >, < 29,04 >}
eq) = {< x1,0.0 >, < 29,0.7 >}

0.2
e, parametresine
kargilik gelen H (es)

bulanik grafi

°
x5(0.7)

e4 parametresine
kargilik gelen H(ey)
bulanik grafi

0.2

e3 parametresine
karsilik gelen H (e3)
bulanik grafi

Sekil 3.19: G MG’k bulanik esnek grafi

Buradan Gp M fC\?/’E = (G*, I3, K3,C) grafimin da G* tizerinde bulanik esnek graf oldugu

goriilir.
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Teorem 3.0.4 Gy = (G*, F1, Ky, A) ve Gy = (G*, F3, Ky, B) iki bulanik esnek graf
olsun. Bu taktirde G g M G g de G* iizerinde bir bulanik esnek graftir.

ispat. Tanmim 3.0.7 yardimiyla Teorem 3.0.2 nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Tanim 3.0.8 éE = (Gy, [, K4, A) ve /C?E = (G3%, Fy, Ky, B) srasiyla G7 = (V4, Ey)
ve G5 = (Va, Ey) basit graflar tizerinde iki bulanik esnek graf olsun. Gp ve /CT/E nin
kartezyen carpimi Gp X Gy = (G*, F3, K3, A x B) geklinde gosterilir. Burada G* = (V =
Vi x Vo, E = E; X Ey) olmak tizere (F3, A x B) V iizerinde, (K3, A x B) E {lizerinde
bulanik esnek kiimelerdir. Gy x @E nin koge noktalar: ve kenarlarinin tyelik degerleri

her (e1,es) € A X B igin agagidaki gibi tanmimlanir.

i) Her (z,w) € V1 x V3 igin Fs(ey, e9)(z, w) = min{Fi(e1)(x), Fa(es)(w)}
ii) Her x € Vi, (w, 2) € By i¢in Ks(eq, e9)((z, w)(x, z)) = min{Fi(e1)(z), Ka(e2)(w, 2)}
iii) Her w € Vs, (z,y) € E; i¢in Ks(ey, ea)((x, w)(y, w)) = min{Ky(e1)(x,y), Fa(ex)(w)}

Ornek 3.0.10 V;, = {z1,11, 21,1}, B1 = {x1y1, z1t1}, Vo = {x9, 99, 20,12} ve By =
{T2ya, 20t2} olmak lizere G} = (Vi, E1) ve Gy = (Va, Ey) basit graflarmi ele alalim.
A = {e1} ve B = {ey} birer parametre kiimesi olsun. (F, A), (K1, A), (Fz, B) ve (K3, B)
bulanik esnek kiimeleri Vi, Fy, V5 ve Es, tizerinde sirasiyla asagidaki gibi tanimlansin.
Fi(e1) ={(< 21,04 >, < 4,0.6 >, < 21,0.3 >, < t1,0.6 >)}

Ki(e1) = {(< 111,04 >, < 2t1,0.3 >)}

Fy(es) = {(< 22,0.2 >, < 4,0.3 >, < 25,0.5 >, < 15,04 >)}

Ks(es) = {(< xay2,0.1 >, < 23t9,0.4 >)}
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Sekil 3.20: G E Ve c? g bulanik esnek graflar

v5(0.2) 12(0.3)
[ L
(0.1)

(0.4)

[ 4 @
t2(04) ,2’2(05)

es parametre-
sine kargilik ge-

len H(ez) bu-
lanik grafi

Acikca Gp = (G1, F1, Ky, A) ve Gp= (G35, Fy, Ky, B) sirasiyla G ve G35 tizerinde bulanik

esnek graflardir.

Gp ve @E nin kartezyen carpimi agagidaki gibi elde edilir.

x122(0.2) 2192(0.3)
(0.1)

o =)
e &3
(0.1)
yl.’L'Q(U.Q) y1y2(03)
z122(0.2) 21y2(0.3)
(0.1)

o =
= =
(0.1)
t1x2(02) tlyg(og)

Sekil 3.21: (~¥E ve 67E nin kartezyen carpimi

’1,122(04) ’thg(04)
(0.4)
= s
e N
(0.4)
y122(05) y1t2(04)
2’122(03) 21t2(03)
(0.3)

o B
2 N
(0.4)
t122(05) t1t2(04)

Teorem 3.0.5 Gy = (G}, Fi, K1, A) ve G'y, = (G}, Fy, Ky, B) siasiyla G7 = (V4, By) ve
G5 = (Va, Ey) basit graflar tizerinde iki bulanik esnek graf olsun. Bu taktirde G B X ZJV’E

de bulanik esnek graftir.

ispat.

Gp = (Gy, Fi, K1, A) ve Gy = (G3, Fy, Ky, B) sirasiyla G

(‘/1, E1> ve

G5 = (Va, E3) basit graflan tizerinde iki bulanik esnek graf olsun. Her e; € A ve e5 € B

i¢in i¢ durum mevcuttur.
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i) o1 € Vi, x9 € V, ve her (e1,e5) € A X B igin
Ks(ey, ea)(xy, z2) = min{Fi(e1)(z1), Fa(ez)(xo)}
< min[(Fi(e1) x Fa(e2))(x1), (Fi(e1) X Fa(e2))(@2)]
= min{Fs(e1, ex)(x1), F3(e1, ez)(xa)}

i) x € Vi, (wq,y2) € By ve her (e1,e3) € A x B igin
Ks(e1, e2)((w, 22) (@, y2)) = min{Fi(e1)(x), Kz(e2)(x2,52)}
< min[Fi(e1)(x), min(Fz(e)(22), Fa(e2)(y2))]
= min[min(Fi(e1)(x), Fz(e2)(x2)), min(Fi(e1)(x), Fz(e2)(y2))]
= min[(Fi(e1) x Fa(e2))(x,22), (Fi(e1) x Fa(e2))(,12)]
= min{Fs(e1, es)(x, z2), F3(e1,e)(x,y0) }

iii) = € Va, (21,11) € Ey ve her (e1,e3) € A X B igin
Ks(e1, e2)((w1, 2)(y1, 2)) = min{K1(e1)(x1,41), Fa(e2)(2) }
< min[F3(e2)(z), min(Fi(e1) (1), Fi(e1)(y1))]
= min[min(Fi(e1)(x1), Fa(e2)(2)), min(Fi(e1)(y1), Fa(e2)(2))]
= min[(Fi(e1) x Fa(e2))(x, 2), (Fi(e1) x Fa(e2))(y1, 2)]
= min{F3(e1, es)(x, 2), F3(e1,ea)(y1,2)}
Agikga G X G'g bir bulanik esnek graftir.

Tamm 3.0.9 Gp = (G}, Fi, K1, A) ve G'p = (G1, Fy, K1, B) smasiyla G7 = (V4, E)
ve G5 = (Va, E5) basit graflan lizerinde bulanik esnek graflar olsun. G E Ve @E nin
gliclii carpimi Gp® Gy = (G*, F3, K3, A x B) seklinde gosterilir. Burada G* = (V =
Vi x Vo, B = E; X E3) olmak iizere (F3, A x B) V tizerinde ve (K3, A x B) E {izerinde
bulanik esnek kiimelerdir. G EQ /C?E nin koge noktalar1 ve kenarlarinin tiyelik degerleri
her (ej,ez) € A x B asagidaki gibi tanimlanir.

i) Her (z,w) € Vi x Va igin Fs(eq, e2)(x,w) = min{Fi(e1)(z), Fa(e2)(w)}

ii) Her z € V4, (w, z) € Es i¢in K3(e1, e2)((z,w)(z, z)) = min{Fi(e1)(z), Ka(e2)(w, z)}

iii) Her w € Vi, (z,y) € E1 icin Ks(ey,e2)((z,w)(y,w)) = min{Ki(e1)(x,y), Fa(e2)(w)}

iv) Her (z,y) € E1, (w,z) € Es icin K3(er, e2)((x, w)(y, 2)) = min{Ki(e1)(z,y), K2(e2)(w, z)}
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Ornek 3.0.11 Gy = (G1, Fy, Ky, A) ve /(?E = (G3, F3, K3, B) bulanik esnek graflarim
Ornek 3.0.10 da verildigi gibi alalm. Bu taktirde G E Ve @E nin giicli carpimi asagidaki
gibi elde edilir.

2122(0.2) z1y2(0.3) 2122(0.4) x1t2(0.4)
(0.1) (0.4)
~ 5 - =
S5 = S =
(0.1) (0.4)
f112(02) t1y2(03) y122(05) y1t2(04)
211’2(02) zly2(03) 2122(03) Z1t2(03)
(0.1) (0.3)

a 5 = S
= £ = &
(0.1) (0.4)
t11’2(02) t1y2(03) t122(05) t1t2(04)

Sekil 3.22: éE ve EJV’E nin giicli carpimi

Teorem 3.0.6 Gy = (G}, Fi, K1, A) ve G'p, = (G}, Fy, Ky, B) siasiyla G7 = (V4, By) ve
G5 = (Va, E5) basit graflar tizerinde bulanik esnek graflar olsun. Bu taktirde G E® fé/’E
de bulanik esnek graftir.

Ispat. Tamm 3.0.9 yardimiyla Teorem 3.0.5 in ispatina benzer sekilde yapilir.

Tamm 3.0.10 Gy = (G}, Fi, K1, A) ve G'p, = (G}, Fy, Ky, B) siasiyla G7 = (V4, By) ve
G5 = (Va, Es) basit graflar tizerinde bulanik esnek grafi olsun. Gp ve ’@E nin bilegkesi
GpoG'y = (G*, F3, K3, Ax B) gseklinde gosterilir. Burada G = (V = Vi xV, \E = E} X Ey)
olmak tizere (F3, A x B) V {izerinde ve (K3, A x B) E iizerinde bulanik esnek kiimelerdir.
Gr oG’ £ nin koge noktalar: ve kenarlarinin tiyelik degerli her (eq, e5) € A X B i¢in agagidaki
gibi tanimlanir.
i) Her (z,w) € V1 x V2 i¢in F(e1, e2)(z, w) = min{Fi(e1)(z), Fa(e2)(w)}
ii) Her z € V1,(w, 2) € Es i¢in Ks(e1, e2)((w, w)(x, 2)) = min{Fi(e1)(x), K2(e2)(w, 2)}

)
iii) Her w € Va,(z,y) € Ey igin K3(e,e2)((x,w)(y,w)) = min{K;(e1)(x,y), Fa(ez)(w)}
)

iv) Her (z,y) € Ei,(w, z) € Ey icin K3(e1,e2)((x,w)(y, 2)) = min{Ki(e1)(z,y), Ka(e2)(w, z) }
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v) Her (z,y) € E1,(w,2) € Va,w # 2z i¢in K3(e1, e2)((z, w)(y, 2)) = min{Fz(e2)(w), Fa(e2)(z), K1(e1)(z,y)}

Ornek 3.0.12 Gp = (G}, Fi, K1, A) ve Gy = (G35, Fy, Ky, B) bulanik esnek graflar
Ornek 3.0.10 da verildigi gibi alalim. Bu taktirde G g Ve @E nin bilegkesi asagidaki gibi
elde edilir.

?J1LE2(0-2) (0.1)  1192(0.3) y122(0.5) (0.4) yt2(0-4)

z122(0.2) (0.1)  z1y2(0.3) 2122(0.3) (0.3) z1t2(0.3)

Sekil 3.23: CN¥E ve /C?E nin bilegkesi

Teorem 3.0.7 Gy = (G}, Fy, Ky, A) ve G', = (G}, Fi, K1, B) siasiyla G7 = (V4, By) ve
G5 = (Va, Es) basit graflar tizerinde bulanik esnek graflar olsun. Bu taktirde G E O ZJV’E
de bulanik esnek graftir.

Ispat. Tamm 3.0.10 yardimiyla Teorem 3.0.5 in ispatina benzer gekilde yapilir.
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4. ARALIK DEGERLI BULANIK ESNEK GRAFLAR

Bu boltimde aralik degerli bulanik esnek kiimeleri graf yapist tizerinde ele alacagiz, aralik
degerli bulanik esnek graf kavramini verecegiz, bu kavrama ait bazi cebirsel ozellikleri

inceleyecegiz ve elde edilen sonuclar1 degerlendirecegiz.

Tanmim 4.0.1 Bir G; = (G*, F, K, A) dortliisii agagidaki kogullar1 sagliyor ise Gy ye aralik

degerli bulanik esnek graf denir.

i) G* = (V, E) bir basit graftir

ii) A # ) bir parametre kiimesidir
iii) (F, A) V tzerinde bir aralik degerli bulanik esnek kiimedir
iv) (K, A) E iizerinde bir aralik degerli bulanik esnek kiimedir

v) Here € Aigin H(e) = (F(e), K(e)) asagidaki esitsizlikleri saglayan G* = (V, E') basit
grafinin bir aralik degerli bulanik alt grafidir. Yani her {zy} € E i¢in K~ (e)(zy) <
min{F~(e)(x), (F~(e)(y)} ve KT(e) < min{F*(e)(z), F*(e)(y)} dir. Agikca bir
aralik degerli bulanik esnek graf, aralik degerli bulanik graflarin parametrelestirilmis

bir ailesidir.

Ornek 4.0.1 V = {z,y,2,t} ve E = {ay,yz, zt,tx} olmak iizere G* = (V, E) basit
grafim g6z Oniine alalim. A = {e;, e} bir parametre kiimesi olmak tizere F' : A — AD(V)
ve K : A — AD(FE) doniigimleri ile verilen (F, A) ve (K, A) aralik degerli bulanmk esnek
kiimeleri agagidaki gibi tanimlansin.
F(e1) = {< 2,[0.3,0.5] >, < y,[0.4,0.6] >, < z,[0.5,0.6] >, < t,[0.4,0.3] >}
F(ey) = {< 2,[0.6,0.7] >, < v,[0.5,0.8] >, < 2,[0.3,0.5] >}

(1) = {< xy,[0.2,0.4] >, < y2,[0.3,0.5] >, < zt,[0.4,0.3] >< tx,[0.2,0.3] >}
(e2) = {< xy,[0.4,0.4] >, < y2,[0.3,0.5] >, < z2,[0.2,0.3] >}

=R
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2(0.3,0.5) (0.4,0.6) 2(0.6,0.7) 4(0.5,0.8)
L L

(0.2,0.4)
= s s
S w o
al o o
£ Z =
(0.4,0.3)
[ 4 o
t(0.4,0.3) 2(0.5,0.6) 2(0.3,0.5)
e1 parametre- €9 parametre-
sine karsilik ge- sine kargilik ge-
len H(ep) aralik len H(ey) aralik
degerli bulanik degerli bulanik
grafi grafi

Sekil 4.1: G aralik degerli bulanik esnek grafi

Agikca H(ey) = (F(e1),K(e1)) ve H(ey) = (F(es), K(eg)) sirasiyla e; ve ey parame-
trelerine karsihk gelen aralik degerli bulanik graflardir. Dolayisiyla G = (G*,F, K, A),
G* = (V, E) {izerinde aralik degerli bulanik esnek graftir.

Tanim 4.0.2 G; = (G*, Fy, Ky, A) ve G'; = (G*, Fy, K», B), G* = (V, E) basit grafi
tizerinde iki aralik degerli bulanik esnek graf olsun. Gy grafina @71 nin aralik degerli

bulanik esnek alt grafi denir<

) ACB

ii) Her e € A icin Hy(e) = (Fi(e), Ki(e)), Ha(e) = (Fy(e), Ka(e)) nin arahk degerli
bulanik alt grafidir.

Ornek 4.0.2 Ornek 4.0.1 deki é[ = (G*,F, K, A) aralik degerli bulanik esnek grafini
gozoniine alalm. Simdi B = {ej, ey} bir parametre kiimesi olsun. (Fy, B) ve (K, B)
aralik degerli bulanik esnek kiimeleri V' ve E' tizerinde asagidaki gibi tanimlansin.

Fi(e;) = {<2,[0.1,0.3] >, < 9,[0.2,0.4] >, < 2,[0.3,0.4] >, < ¢,[0.3,0.3] >}

Fi(eg) = {<2,[0.5,04] >, <v,[04,0.7] >), < 2,[0.3,0.4] >}

Ki(e1) = {< 2y,[0.0,0.2] >, < yz,[0.1,0.3] >, < 2t,[0.3,0.1] >}

Ki(ez) = {< zy,[0.3,0.3] >, < yz,[0.2,0.4] >}
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2(0.1,0.3) (0.2,0.4)  x(0.5,0.4) y(0.4,0.7)
[

[
(0.0,0.2) (0.3,0.3)
= =
= q[\')
o o
= =
(0.3,0.1)
@
t(0.3,0.3) 2(0.3,0.4) 2(0.3,0.4)
e1 parametre- es parametre-
sine kargilik ge- sine kargilik ge-
len H(ep) aralik len H(ey) aralik
degerli bulanik degerli bulanik
grafi grafi

Sekil 4.2: G ; aralik degerli bulanik esnek grafi

Agikca Hi(e1) = (Fi(e1), Ki(e1)) ve Hi(ez) = (Fi(ea), Kq(ez)) sirasiyla ey ve ey parame-
trelerine karsilik gelen aralik degerli bulanik graflardir. Dolayisiyla G'; = (G*, Fy, Ky, B),
G* {izerinde aralik degerli bulanik esnek graftir. Ustelik G I Z}V’I nin aralik degerli bulanik

esnek alt grafidir.

Tanim 4.0.3 G; = (G*,F, K, A), G* = (V, E) basit grafi tizerinde aralik degerli bulanik
esnek graf olsun. G ye G lizerinde tam aralik degerli bulanik esnek graf denir. < Her
e € Avexy € F igin

K= (e)(xy) = min{ F~(e)(z), F~(e)(y)}

K™ (e)(wy) = min{F"(e)(x), F"(e)(y)} dir.

Ornek 4.0.3 V = {z,y,z,t} ve E = {xy,yz, zx,zt, ty} olmak ilizere G* = (V, E) ba-
sit grafinl ele alalm. A = {e;,es} bir parametre kiimesi olsun. F : A — AD(V) ve
K : A — AD(F) doniigiimleri ile verilen (F,A) ve (K, A) aralik degerli bulanik esnek

kiimeler asagidaki gibi tanimlansin.

F(er) = {(x,]0.2,0.4]), (y, [0.3,0.6]), (2, [0.1,0.5]}

F(ez) = {(«,[0.1,0.7]), (v, [0.3,0.5]), (2, [0.2,0.4], (t,[0.4,0.5]) }

K(e1) ={(zy,[0.2,0.4]), (yz,[0.1,0.5]), (22, [0.1,0.4] }

K(es) = {(zy,[0.1,0.5]), (yz,[0.2,0.4]), (22, [0.1,0.4], («t,[0.1,0.4)), (ty, [0.3,0.5]) }
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2(0.1,0.5) 2(0.2,0.4)

€1 parametre- eo parametre-
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len H(ep) aralik len H(ey) aralik
degerli bulanik degerli bulanik
grafi graf

Sekil 4.3: G aralik degerli bulanik esnek grafi

Acikca Gy, G* iizerinde tam arahk degerli bulanik esnek graftir.

Tamm 4.0.4 G; = (G*, F1, K1, A) ve G'; = (G*, Fy, Ky, B), G* = (V, E) basit grafi
tizerinde iki aralik degerli bulanik esnek graf ve V;, Vo, C V olsun. G 7 ve é'] nin birlegimi
G10UG, = (G*, F3, K3, C) seklinde gosterilir. Burada C = AU B ve V = V; U V3 olmak
tizere (F,C) V {izerinde ve (K,C) E lizerinde aralk degerli bulanik esnek kiimelerdir.
Ayrica G [Oé'] nin koge ve kenarlarinin tiyelik degerleri her e € C', z € V ve zy € E igin

agagidaki gibi tamimlanir.

([ Fy (e)(w) eger e € A\B, x € V1\V,
0 eger e € A\B, z € VL,\W;
Fy (e)(x) eger e€ A\B, x e VinNV,
Fy (e)(x) eger e € B\A, z € V5\V
Fy(e)(x) = 0 eger e € B\A, z € V}\V;
F; (e)(x) eger e€ B\A, xeVinV,
max{F| (e)(z), Fy (e)(x)} eger e€c ANB, xe€VinNl,
Fy (e)(z) eger e€ ANB, x € V1\Vs
[ Fy(e)(w) eger e€c ANB, z€Vh\W
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([ F(e)(x) eger

0 eger

Fi(e)(x) eger

Fy (e)(x) eger

Fy(e)(x) = 0 eger
Fyf (e)(x) eger

maz{F"(e)(x), F3 (e)(z)} eger

Fi(e)(x) eger

[ B (e)(@) eger

([ K[ (e)(x,y) eger

0 eger

K7 (€)(@.y) cifer

K; (¢)(x.y) eer

K3 (e)(z,y) = 0 cfer
K, (e)(,y) eger

s {7 (9,9, K (0)0)) e

Ky (e)(z,y) eger

| K (@) cger

([ K{(e)(zy) eger

0 eger

Ky (e)(z,y) eger

Ky (e)(z,y) eger

K+( )(:U y) 0 eger
K3 (e)(z,y) eger

mw«“{K+(6)( y), K (a)(2,y)}  eger

K{ (e)(z,y) eger

[ ES(e)(z,y) eger

ec A\B, v € V;\Vi

e € A\B, z € b\

ec A\B, zeVinl,

e€ B\A, z € V\V

e€ B\A, z € 1\

ee B\A, zeVinV,
ecANB, xeVinNnl,

ec ANB, x e V1\V,

ec ANB, x € VL)\W)

e € A\B, (z,y) € (Vi x V1)\(V2 x V)
e € A\B, (z,y) € (Va x Vo)\(V1 x 1)
e € A\B, (r,) € (Vi x 1) N (Va x V)
e € B\A, (2,5) € (Vs x Vo\(Vi x VA)
e € B\A, (z,y) € (V1 x V1)\(Va x Vo)
ee€ B\A, (z,y) € (Vi xV1)N (Vo x Va)
e€ ANB, (z,y) € (Vi x V)N (Va x V3)
e€ ANB, (z,y) € (Vi x V1)\(Va x V3)
e ANB, (2,y) € (Vs x Va)\(Va x V2)
e € A\B, (z,y) € (Vi x Vi)\(Va x V2)
e € A\B, (z,y) € (Va2 x V2)\(V1 x 1)
e€ A\B, (z,y) € (Vi x V)N (Va2 x V3)
e € B\A, (z,y) € (Vo x u)\(V1 x 1)
e € B\A, (z,y) € (Vi x V))\(Va x V2)
e€ B\A, (z,y) € (Vi xV1)N (Vo x Va)
ec ANB, (z,y) € (Vi x V)N (Vo x Va)
e ANB, (5,) € (Vi x V)\(Va x V2)
e€ ANB, (z,y) € (Vo x R)\(V1 x 1)

Ornek 4.04 V = {z,y,2,t,p,q} ve E = {xy,yz, zt,yp, pq} olmak lizere G* = (V| E)

basit grafini ele alalhm. A = {e;,es} parametre kiimesi ve Vi = {z,y,z2,t} olsun.

1 A = AD(V}) ve K; : A — AD(FE) doniigiimleri ile verilen (Fy, A) ve (Ki, A)

aralik degerli bulanik esnek kiimeleri agagidaki gibi tanimlansin.

Fi(e1) ={< x,[0.2,0.4] >, < 4,[0.3,0.5] >, < z,[0.4,0.5] >, < ¢,[0.4,0.4] >
Fi(ex) = {<2,[0.2,0.3] >, < 9,[0.3,0.4] >, < 2,[0.3,0.4] >, < ¢,[0.1,0.2] >

}
}

Ki(er) = {< zy,[0.1,0.3] >, < yz,[0.2,0.4] >, < 2t,[0.3,0.3] >}
Ki(eg) = {< 2y,[0.1,0.2] >, < yz,[0.2,0.4] >, < 2t,[0.1,0.1] >}
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2(0.4,0.5)  #(0.4,0.4) 2(0.3,0.4) £(0.1,0.2)
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(0.3,0.3) (0.1,0.1)
=y -
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™ ™
) S

(0.1,0.3) (0.1,0.2)

| S mme— o @
y(0.3,0.5)  x(0.2,0.4) y(0.3,0.4) x(0.2,0.3)

e1 parametresine eo parametresine
kargilik gelen H (eq) kargilik gelen H (e2)
aralik degerli bulanik aralik degerli bulanik
grafi grafi

Sekil 4.4: G 7 aralik degerli bulanik esnek grafi
Acikca G 1 = (G*, Fi, K1, A), G* iizerinde aralik degerli bulanik esnek graftir.

Simdi B = {ea, e3} bir parametre kiimesi ve V5 = {x,y,p,q} olsun. F; : B — AD(V,) ve
Ky : B — AD(FE) dontgiimleri ile verilen (Fy, B) ve (K3, B) aralik degerli bulanik esnek
kiimeler agagidaki gibi tanimlansin.

Fyles) = {< 1,[0.3,0.5] >, < y,[0.2,0.2] >, < p,[0.5,0.6] >, < ¢, [0.4,0.5] >}

Fy(e3) = {< x,[0.2,0.6] >, < y,[0.0,0.4] >, < p,[0.1,0.5] >, < ¢,[0.1,0.0] >}

Ky(es) = {< zy,[0.1,0.2] >, < yp,[0.2,0.2] >, < pq,[0.3,0.4] >}

Ky(e3) = {< zy,[0.0,0.3] >, < yp,[0.1,0.3] >, < pq,[0.1,0.0] >}

p(0.5,0.6) q(0.4,0.5) p(0.1,0.5) q(0.1,0.0)
@
(0.3,0.4) (0.1,0.0)
a o
(@) (@)
o~ —
S e
(0.1,0.2) (0.0,0.3)
@ N @ @
¥(0.2,0.2) x(0.3,0.5) y(0.0,0.4) x(0.2,0.6)
e, parametresine e3 parametresine
karsilik gelen H(es) kargilik gelen H (e3)
aralik degerli bulanik aralik degerli bulanik
grafi grafi

Sekil 4.5: G 1 aralik degerli bulanik esnek grafi
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Agikca 6*71 = (G*, F,, Ko, B) G* tizerinde arlik degerli bulanik esnek graftir.

Ustelik C = AUB ve V=V,UV, olup Fy : C — B(V) ve K3 : C — B(E) doniisiimleri
ile verilen (F3, C) ve (K3,C) aralik degerli bulanik esnek kiimeleri her e € C, 2 € V ve
xy € F icin agagidaki gibi elde edilir.

F3(e1) = {< x,[0.2,0.4] >, < y,[0.3,0.5] >, < 2,[0.4,0.5] >, < ¢,[0.4,0.4] >, < p,[0.0,0.0] >
,< q,[0.0,0.0] >}

F3(es) = {< x,]0.3,0.5] >, < y,[0.3,04] >, < 2,[0.3,0.4] >, < ¢,[0.1,0.2] >, < p,[0.5,0.6] >
,<q,]0.4,0.5] >}

Fs(e3) = {< z,[0.2,0.6] >, < ¥,[0.0,0.4] >, < 2,{0.0,0.0] >, < ¢,[0.0,0.0] >, < p,[0.1,0.5] >
,<q,10.1,0.0] >}

Ks(e1) = {< 29,[0.1,0.3] >, < y2,(0.2,0.4] > < 2¢,[0.3,0.3] >,< yp,[0.0,0.0] >, <
pq,10.0,0.0] >}

Ks(es) = {< 29,[0.1,0.2] >, < y2,(0.2,0.4] > < 2¢,[0.1,0.1] >, < yp,[0.2,0.2] >, <
pq,[0.3,0.4] >}

Ks(e3) = {< x9,[0.0,0.3] >, < yz,[0.0,0.0] >, < =2¢,[0.0,0.0] >,< yp,[0.1,0.3] >, <
pq,[0.1,0.0] >}

Buradan G;0G"; = (G*, F3, K3,C) G* lizerinde bir aralik degerli bulanik esnek graftir.

2(0.4,0.5) £(0.4,0.4) 2(0.3,0.4) #(0.1,0.2) p(0.1,0.5) ¢(0.1,0.0)

v(0.3,0.5) 2(0.2,0.4) y(0.3,0.4) x(0.3,0.5) y(0.0,0.4) 2(0.2,0.6)
e; parametresine eo parametresine es parametresine
kargilik gelen H(eq) kargihik gelen H(es) kargihk gelen H(e3)
aralik degerli bulanik aralik degerli bulanik aralik degerli bulanik
grafi grafi grafi

Sekil 4.6: GrU G 1 aralik degerli bulanik esnek grafi

Teorem 4.0.1 G; = (G*, Fy, Ky, A) ve G = (G*, Fy, Ky, B) G* = (V, E) basit grafi
tizerinde iki aralik degerli bulanik esnek graf olsun. Bu taktirde G 10@; de G* tuzerinde

aralik degerli bulanik esnek graftir.
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Ispat. G, = (G*, F1, Ky, A) ve G = (G*, Fy, Ky, B) aralik degerli bulanik esnek
graflarinin birlegimi G'; = (G*, F3, K3,C) olsun. Burada C' = A U B olmak iizere iig

durum vardar.

i) Eger e € A\ B ve (z,y) € (Vi x Vi) \ (Vo x V) ise
Ky (e)(w,y) = Ky (e)(z,y) < min{Fy (e)(x), Fy (e)(y)} = man{Fy (e)(x), F5 (¢)(y)}
Eger e € A\ B ve (z,y) € (Vo x Vo) \ (Vi x V4) ise
Ky (e)(z,y) = 0 < min{Fy (e)(x), Fy (e)(y)}

Eger e € A\ B ve (z,y) € (Vi x Vi) N (V3 x 1) ise

Ky (e)(w,y) = Ky (e)(z,y) < min{Fy (e)(x), Fy (e)(y)} = man{Fy (e)(x), F5 (¢)(y)}
ii) Eger e € B\ A ise her durum icin K; (¢)(z,y) < min{F; (¢)(z), F5 (e)(y)} dur.
iii) Eger e € AN B ve (z,y) € (Vi1 x Vi) N (Va x V3) ise

Ky (e)(z,y) = maz{ Ky (¢)(x,y), Ky (e)(z,y)} <

maz{min{ Fy (a)(x), Fy (a)(y)}, min{ Iy (a)(x), F5 (a)(y)}} <

maz{min{ Fy (a)(x), Fy (a)(x)}, min{Fy (a)(y), F5 (a)(y)}} <

min{maz{Fy (a)(x), Fy (a)(x)}, maz{Fy (a)(y), F5 (a)(y)}} = min{ Fy (a)(x), F5 (a)(y)}
Egere € AN B ve (z,y) € (Vi x V1) \ (Vo x V) yada (z,y) € (Vo x Vo) \ (V4 x V)

ise agikca K5 (a)(x,y) < min{F; (a)(z), F5 (a)(y)} dir.

a

Ustelik K3 (a)(z,y) < min{Fy (a)(x), F5 (a)(y)} esitsizliginin de her bir durum icin
saglandig1 benzer sekilde gosterilebilir.

Sonug olarak G ;1 = (G*, F3, K3,C) grafi G* tizerinde aralik degerli bulanik esnek
graftir.

Tamm 4.0.5 G; = (G, Fy, K, A) ve G'; = (G*, Fy, K5, B) G* = (V, E) basit grafi
tizerinde iki aralik degerli bulanik esnek graf ve V4, V5 C V' olsun. G 7 ve G 7 nin arakesiti
é,ﬁ@’q = (G*, F, K, C) seklinde gosterilir. Burada C' = ANB ve V = V1NV, olmak iizere
(F,C) V iizerinde ve (K,C) E iizerinde aralik degerli bulamk esnek kiimelerdir. G NG
nin kose ve kenarlarinin tiyelik degerleri her e € C', x € V ve xy € FE ic¢in agagidaki gibi

tammlanir.
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Ornek 4.0.5 V = {z,y,2,t} ve E = {xy,yz, zt,yt} olmak iizere G* = (V| E) basit
grafini ele alalim. A = {ej, ey} bir parametre kiimesi ve V; = {z,y,z} olsun. F : A —
AD(V1) ve K : A — AD(FE) doniigtimleri ile verilen (F, A) ve (K, A) aralik degerli bulanik
esnek kiimeleri agagidaki gibi verilsin.

Fi(ey) ={< 2,[0.3,0.7] >, < y,[0.4,0.5] >, < 2,[0.2,0.6] >}

Fi(e2) ={< 2,[0.2,0.8] >, < 9,[0.3,0.6] >, < z,[0.1,0.5] >}

Ki(e1) = {< 2y,[0.2,0.4] > < yz,[0.1,0.4] >}

Ki(ep) = {< 2y,[0.1,0.5] >, < yz,[0.1,0.3] >}

2(0.2,0.6) 2(0.1,0.5)
® ®
< o
S S
s s
(0.2,0.4) (0.1,0.5)
([ I @ @
y(0.4,0.5) x(0.3,0.7) y(0.3,0.4) 2(0.2,0.3)
e1 parametresine e parametresine
kargihik gelen H(eq) karsilik gelen H(eq)
aralik degerli bulanik aralik degerli bulanik
grafi grafi

Sekil 4.7: G aralik degerli bulanik esnek grafi
Agikca G = (G*, F3, K3,C) grafi G* lizerinde aralik degerli bulanik esnek graftir.

Simdi B = {es, e3} bir parametre kiimesi ve V5 = {y,2,t} olsun F : A — AB(V3) ve
K : A — AD(FE) doniigtimleri ile verilen (F, B) ve (K, B) aralik degerli bulanik esnek
kiimeler agagidaki gibi verilsin.

Fy(es) ={<9,[0.2,0.3] >, < 2,[0.7,0.6] >, < ¢,[0.6,0.8] >}
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Fy(es) = {< 4,[0.1,0.3] >, < 2,[0.4,0.6] >, < £,[0.5,0.7] >}
Ks(es) = {< yz,[0.1,0.1] >, < 2t,[0.4,0.6] >, < yt,[0.1,0.3] >}
Ks(es) = {< y2,[0.2,0.2] >, < 2t,[0.5,0.6] >, < yt,[0.1,0.1] >}

2(0.4,0.6)  (0.5,0.7) 2(0.7,0.9)  (0.6,0.8)

(0.1,0.1)
(0.2,0.2)

y(0.1,0.3) v(0.2,0.3)
e; parametresine e3 parametresine
karsilik gelen H(es) kargilik gelen H (e3)
aralik degerli bulanik aralik degerli bulanik
grafi grafi

Sekil 4.8: G 1 aralik degerli bulanik esnek grafi
Acikea Gy = (G*, Fy, K1, A), G* lizerinde aralik degerli bulanik esnek graftir.

Ustelik C = ANB ={ey ve V=ViNnVyolup Fy : C — B(V) ve K5 : C — B(E)
doniiglimleri ile verilen (F3, C) ve (K3, C') aralik degerli bulanik esnek kiimeleri her e € C,
x €V, xy € E i¢in agagidaki gibi elde edilir.

Fs(es) = {< 4,[0.1,0.3] >, < 2,[0.1,0.5] >}

Ks(ea) = {< yz,[0.1,0.1] >}

Buradan G;NG/; = (G*, F3, K3,C) G* basit grafi iizerinde bir aralik degerli bulanik esnek
graftir.

Sekil 4.9: G Iﬁ@ 1 aralik degerli bulanik esnek grafi
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Teorem 4.0.2 G; = (G*, F, K1, A) ve G'; = (G*, Fy, K3, B) G* = (V, E) basit graf
tizerinde iki aralik degerli bulanik esnek graf olsun. Bu taktirde G ,ﬁ@, de G* tizerinde

aralik degerli bulanik esnek graftir.

Ispat. G = (G*, F, Ky, A) ve G = (G*, Fy, Ky, B) aralik degerli bulanik esnek
graflarinin arakesiti CAJ’/’E = (G*, I3, K3,C) olsun. Burada C' = AN B olmak iizere her
ecC,xeV vexye Figin

Ky (e)(x,y) =min{K; (e)(z,y), K5 (e)(x,y)}

< min{min{ Fy (e)(z), Ff(e)(y)}amm{F{(e)@),Fz_(e)(?/)}}

= min{min{ Fy (e)(x), Fy (e)(x)}, min{Fy (e)(y), F; (e)(y)}}

= min{Fy (e)(x), F5 (e)(y)
elde edilir. Benzer sekilde K3 (e)(z,y) < min{Fy (e)(x), F5 (€)(y)} esitsizliginin saglandig
gosterilebilir. Sonug olarak G g = (G*, F3, K3, B) G* iizerinde bir bulanik esnek graftir.

Tanim 4.0.6 G; = (G*, F1, Ky, A) ve G = (G*, F5, Ky, B) G* = (V, E) basit grah
tizerinde iki aralik degerli bulanik esnek graf olsun. Gy ve @7, nin daraltilmig birlegimi
C?ID@E = (G*, F, K, C) seklinde gosterilir. Burada V = V;UV; ve C' = AN B olmak iizere
(F,C) V iizerinde (K, C) E iizerinde arahk degerli bulamk esnek kiimelerdir. G /G nin
koge ve kenarlarin tiyelik degerleri her e € C, x € V ve zy € FE icin agagidaki gibi

tanimlanir.
Fy (e)(x) eger z € Vi\Va
Fy(e)(x) = Fy (e) () eger x € V2\V
max{F] (e)(x), Fy (e)(x)} eger ze€ V1NV,
F(e)(z) eger x € Vi\Vq
Fy (e)(x) = Fy(e)(z) eger x € V2\V;
maz{F; (e)(z), Fy (e)(x)} eger xe€ViNV,
Ky (e)(z,y) eger (z,y) € (Vi x Vi)\(Va x V)
Ky (e)(x,y) = Ky (e)(z,y) eger (z,y) € (Vo x Va)\(Vi x V1)

maz{ Ky (e)(z,y), Ky (e)(z,y)} eger (z,y) € (Vi x Vi) N (Va x Va)
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K (e)(x,y) eger (z,y) € (Vi x Vi)\(Va x Va)
Ky (e)(z,y) = Ky (e)(x,y) eger (z,y) € (V2 x Vo)\(V1 x V1)
maz{ Ky (e)(z,y), Ky (e)(z,y)} eger (z,y) € (Vi x Vi) N (V2 x Va)
Ornek 4.0.6 G = (G*, F1, Ky, A) ve Gp= (G*, Fy, Ky, B) bulanik esnek graflart G* =
(V, E) basit grafi iizerinde Ornek 4.0.4 de ki gibi ele almsm. C = ANBve V =V, UV,
olmak iizere F3 : C — B(V) ve K3 : C' — B(FE) doniistimleri ile verilen (F3, C') ve (K3, C)
bulanik esnek kiimeleri her e € C', x € V ve xy € F i¢in agagidaki gibi elde edilir.
Fs(es) = {< 2,[0.3,0.5] >, < 9,[0.3,0.4] >, < 2,[0.3,0.4] >, < ¢,[0.1,0.2] >, < p,[0.5,0.6] >
,<q,104,0.5] >}
Ks(ep) = {< xy,[0.1,0.3] >,< y2,[0.2,04] > < 2t¢,[0.1,0.1] >,< yp,[0.1,0.3] >, <
pq,[0.1,0.0] >}

2(0.3,0.4) t(0.1,0.2)

y(0.3,0.4) z(0.3,0.5)

e; parametresine
kargilik gelen H(eq)
aralik degerli bulanik
grafi

Sekil 4.10: G II:I,C\?/’ 7 aralik degerli bulanik esnek grafi

Buradan G;0G’ = (G*, F3, K3,C) grafinin da G* iizerinde aralik degerli bulamk esnek

graf oldugu goriiliir.

Teorem 4.0.3 G; = (G*, F1, Ky, A) ve G = (G, Fy, Ky, B) G* = (V, E) basit grafi
tizerinde iki aralik degerli bulanik esnek graf olsun. Bu taktirde G Im@", de G* tizerinde

bir aralik degerli bulanik esnek graftir.

Ispat. Tamm 4.0.6 yardimiyla Teorem 4.0.1 in ispatina benzer sekilde yapilir.
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Tamim 4.0.7 G; = (G, Fy, K1, A) ve G'; = (G*, Fy, K», B) G* = (V, E) basit grafi
tizerinde iki aralik degerli bulanik esnek graf olsun. G 1 Ve 57[ nin genisgletilmis arakesiti
GG, = (G*, F, K, C) seklinde gosterilir. Burada V' = ViNV, ve C = AU B olmak iizere
(F,C) V iizerinde (K, C) E iizerinde aralik degerli bulamk esnek kiimelerdir. G;F1G'; nin
koge ve kenarlarin iiyelik degerleri her e € AU B, ©x € V ve xy € Figin agagidaki gibi

tanimlanir.
F (e)(x) eger e€ A\B, z € VN,
F;(e)(z) = F; (e)(x) eger e€ B\A, xeVinl,
min{Fy (e)(x), Fy (e)(z)} eger e€ ANB, x€ViNW
F(e)(z) eger e€ A\B, z€ VNV,
Fyf(e)(x) = Fy(e)(z) eger e€ B\A, z€ VNV,
min{F; (e)(z), Fy (e)(x)} eger e€ ANB, x€ViN,
Ky (e)(z,y) eger e A\B, (z,y) € (V1 x V1) N (Va2 x V)
Ky (e)(z,y) = Ky (e)(z,y) eger e € B\A, (z,y) € (Vi x Vi) N (Va x V)
min{Ky (e)(z,y), K5 (e)(x,y)} efer e€ ANB, (x,y) € (Vi x V1) N (V2 x V3)
K (e)(z,y) eger e € A\B, (x,y) € (Vi1 x V1) N (Ve x V3)
Ky (e)(x,y) = K (e)(x,y) eger e € B\A, (z,y) € (Vi x Vi) N (Vo x Va)

mm{Kl(eﬁ(x,y),K;r(e)(x,y)} eger ec€ ANB, (z,y) € (Vi1 xVi)N (Vo x Vo)

seklinde tanimlanir.

Ornek 4.0.7 G; = (G*, F1, K1, A) ve 67] = (G*, Fy, Ky, B) aralik degerli bulanik esnek
graflar1 G* = (V) E) basit grafi {izerinde Ornek 4.0.4 de ki gibi ele almsin. C = AU B
ve V = Vi NV, olmak tizere F3 : C' — B(V) ve K3 : C' — B(FE) doéntigiimleri ile verilen
(F3,0) ve (K3, () aralik degerli bulanik esnek kiimeleri her e € C', x € V ve zy € F igin
asagidaki gibi elde edilir.

Fs(e1) = {< 2,[0.2,0.4] >, < y,[0.3,0.5]}
Fs(es) = {< 2,[0.2,0.3] >, < 9,[0.2,0.2] >
Fs(e3) = {< 2,[0.2,0.6] >, < v,[0.0,0.4] >
Ks(er) = {< zy,[0.1,0.3] >}

}
}
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Ks(es) = {< zy,[0.1,0.2] >}
Ks(es) = {< 2y,[0.0,0.3] >}

(0.1,0.3) (0.1,0.2) (0.0,0.3)
o———O o ———O o———©O
y(0.3,0.5) 2(0.2,0.4) v(0.2,0.2) 2(0.2,0.3) y(0.0,0.4) 2(0.2,0.6)

e; parametresine e, parametresine e3 parametresine
kargilik gelen H(e;) karsilik gelen H(ey) kargilik gelen H (e3)
bulanik grafi bulanik grafi bulanik grafi

Sekil 4.11: G IIZICA?/’ 1 aralik degerli bulanik esnek grafi

Buradan G IIZI/CEI = (G*, F3, K3,C) grafimin da G* iizerinde aralik degerli bulanik esnek

graf oldugu goriliir.

Teorem 4.0.4 G; = (G*, F1, K1, A) ve G'; = (G, Fy, K, B) G* = (V, E) basit grafi
tizerinde iki aralik degerli bulanik esnek graf olsun. Bu taktirde G ,ﬁ@, de G* lizerinde

bir bulanik esnek graftir.

ispat. Tanim 4.0.7 yardimiyla Teorem 4.0.2 nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Tamm 4.0.8 G; = (GI, Fy, Ky, A) ve Gy = (G35, Fy, Ky, B) srasiyla G = (Vi, Ey) ve
G = (Va, B,) basit graflan fizerinde iki arahk degerli bulanik esnek graf olsun. G ve @
nin kartezyen carpimi GrxG'p = (G*, F3, K3, C) seklinde gosterilir. Burada G* = (V =
Vi x Vo, E = E; x Ey) olmak tizere (F5, A x B) V tzerinde ve (K3, A x B) E {izerinde
aralik degerli bulanik esnek kiimelerdir. G 1>~</Gv’1 nin kose noktalarinin ve kenarlarinin alt

ve lst smirlarinin tiyelik degerleri her (e1,e5) € A X B i¢in agagidaki gibi tanimlanir.
i) Her (z,w) € Vi x V4 i¢in
Fy (eq, e2)(, w) = main{ Fy (e1)(x), Fy (e2)(w)}
Fy (e1, e2)(w, w) = min{Fy"(e1)(x), F5 (e2)(w)}
ii) Her x € Vi, (w, 2) € E; igin

Ky (1, €2)) (2, w)(x, 2)) = min{ Fy (e1)(w), K (e2)(w, )}
Ky (e1, e2)((w, w)(x, 2)) = min{F{" (1) (z), K3 (e2)(w, 2)}
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iii) Her w € Vs, (z,y) € E; igin
Ky (€1, e2)((z, w)(y, w)) = min{ Ky (e1)(x, y), Fy (e2)(w)}
K (e1, e2)((z, w)(y, w)) = min{ Ky (e1)(z, y), F5 (e2)(w)}

Ornek 4.0.8 V| = {z1,y1, 21, t1 }, E1 = {z1y1, z21t1 }, Vo = {22, Yo, 22, ta} ve Ey = {xays, 20ta }
ile verilen G% = (V1, Ey) ve G5 = (Va, E) basit graflarimi gézontine alahm. A = {e;} ve

B = {ey} birer parametre kiimesi olsun. (Fi, A), (K1, A), (Fy, B) ve (K, B) aralik degerli
bulanik esnek kiimeleri Vi, Ey, V5 ve Es lizerinde sirasiyla agagidaki gibi tanimlansin.
Fi(e1) = {(< x1,]0.5,0.2] >, < 41,[0.7,0.3] >, < 21,[0.4,0.3] >, < #1,[0.7,0.3] >)}

Ki(e1) = {(< 2191,[0.5,0.2] >, < z11,[0.4,0.3] >)}

Fy(es) = {(< 22,[0.2,0.2] >, < y»,[0.3,0.3] >, < 25,[0.6,0.1] >, < t5,[0.5,0.4] >)}

Ky(es) = {(< z2y2,[0.2,0.2] >, < 29t,[0.5,0.1] >)}

21(0.5,0.2) y1(0.7,0.3) 7(0.2,0.2) 42(0.3,0.3)
[ L [ L ]
(0.5,0.2) (0.2,0.2)
(0.4,0.3) (0.5,0.1)
(4 ] [ 4 L
t1(0.7,0.3) 21(0.4,0.3) t5(0.5,0.4) 29(0.6,0.1)
e parametre- es parametre-
sine kargihik ge- sine kargihik ge-
len H(e;) aralik len H(ep) aralik
degerli bulanik degerli bulanik
grafi grafi

Sekil 4.12: G I ve G 1 aralik degerli bulanik esnek graflar

Agikca H(ey) = (Fi(e1), Ki(e1)) ve H(eg) = (Fa(ea), Ka(e2)) aralik degerli bulanmk graflardir.
Ustelik Gy = (G*, Fy, K1, A) ve G'; = (G}, Fy, Ky, B) sirasiyla G ve G iizerinde aralik
degerli bulanik esnek graflardir.

G ve ’(}*71 nin kartezyen ¢arpimi asagidaki gibi elde edilir.
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T112(02,02) ’L'IZI/Q(OS‘UQ) 1122(05,01) ’th2(05702)

(0.2,0.2) (0.5,0.1)
N = = =
S P = &
o~ o =~ =)
S b S b
(0.2,0.2) (0.5,0.1)
1122(0.2,0.2) 1y2(0.3,0.3) 1122(0.6,0.1) 1t2(0.5,0.3)
211‘2(02702) z1y2(03,03) 2122(04701) 21t2(04,03)
(0.2,0.2) (0.4,0.1)
a = = =
o w o i~
ol o = o
e & e &
(0.2,0.2) (0.5,0.1)
t11‘2(02702) tlyQ(Og/OS) t122(06701) t1t2(05,03)

Sekil 4.13: (771 ve 671 nin kartezyen carpimi

Teorem 4.0.5 G; = (G}, F1, K1, A) ve G'; = (G}, Fy, K», B) swasiyla G = (Vi, E))
ve G5 = (Va, By) basit graflar tizerinde iki aralik degerli bulanik esnek graf olsun. Bu

taktirde G >~<fC\¥/’1 de aralik degerli bulanik esnek graftir.

Ispat. G, = (Gi, F1, K1, A) ve G = (G3, Fy, Ky, B) aralik degerli bulanik esnek
graflarinin kartezyen carpimi G/ = (Gt x G35, F3, K3, Ax B) olsun. Here; € Aveey € B

i¢in i¢ durum mevcuttur.

i) o1 € Vi, 29 € V5 ve her (e1,e5) € A X B igin
Ky (eq, e2) (w1, 22) = min{Fy (e1)(z1), Fy (e2)(w2)}
< min[(Fy (e1) X Fy (e2))(z1), (FT (1) x Fy (e2))(22)]
= min{Fy (e, e2)(21), F5 (e1, €2)(22)}
K (e1, e2) (w1, x2) = min{Fy"(e1)(z1), F5"(e2)(x2)}
< min[(Fy"(e1) x F3"(e2))(1), (Fy (e1) x Iy (e2))(22)]
= min{F3 (e1, e2)(21), F5 (e1, €2)(22)}

ii) x € Vi, (wq,y2) € Ey ve her (e1,e3) € A x B igin
K (e1, e2)((w, 22) (2, y2)) = min{ Fy (e1)(x), K3 (e2)(w2,42) }
< min[Fy (e1)(x), min(Fy (e2)(22), Fy (€2)(2))]
= man[min(Fy (e1)(x), Fy (e2)(x2)), min(Fy (e1)(x), Fy (e2)(y2))]
= man[(Fy (e1) X Fy (e2))(w,x2), (Fy (e1) X Fy (e2)) (@, y2)]
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= min{Fy (e, e2)(x, x2), Fy (€1, e2)(x,y2)}

K3 (€1, e2)((w, 22) (2, y2)) = min{F{"(e1)(v), K3 (e2) (22, y2)}
< min[Fy"(e1)(x), min(F3" (e2)(x2), F5' (€2)(12))]
= min[min(Fy" (e1)(x), Fy" (e2)(2)), min(Fy (e1)(x), F5"(e2)(y2))]
= min[(Fy" (e1) x Fy"(e2))(, w2), (Fy"(e1) x F3"(e2))(2, y2)]
= min{Fy (e1,e2)(x, z2), F5 (e1, e2) (2, y2)}

iii) x € Va, (z1,41) € Ey ve her (e1,e3) € A X B igin
K (€1, e2) (1, 2) (1, 2)) = min{ K (e1) (w1, 41), Fy (e2)(2)}
< man[Fy (e2)(z), min(Fy (e1)(x1), Fy (e1)(y1))]
= man[min(Fy (e1)(x1), Fy (e2)(2)), min(Fy (e1)(y1), Fy (e2)(2))]
= man[(Fy (e1) x Fy (e2))(w, 2), (Fy (e1) X Fy (e2))(y1, 2)]
= min{Fy (e1, e2)(w, 2), F5 (e1, €2)(y1, 2) }

K (ex, e2)((1,2)(y1, 2)) = min{ K7 (e1) (21, 91), I (e2)(2)}
< min[Fy (e2)(z), min(Fy"(e1)(z1), FY (e1)(y1))]
= min[min(Fy" (e1)(z1), Fy (e2)(2)), min(Fy" (e1)(y1), Fy (e2)(2))]
= min[(Fy (e1) x Fy (e2))(x, 2), (F{" (ex) x Fy (e2))(y1, 2)]
= min{F5 (e1, e2)(w, ), F5 (e1, 2)(112)}
Sonug olarak G”; = (G5 x G3, F3, K3, A x B) aralik degerli bulanik esnek graftir.

Tamm 4.0.9 G; = (G}, Fy, K1, A) ve G'; = (G}, Fy, K», B) sirasiyla Gt = (V4, E) ve
G5 = (Va, Es) basit graflar iizerinde iki aralik degerli bulanik esnek graf olsun. Gy ve
G, giiclii carpim GI&G' T = (G*, F3, K3, A x B) seklinde gosterilir. Burada G* = (V' =
Vi x Vo, B = FE; X E3) olmak tizere (F3, A x B) V {izerinde ve (K3, A x B) E {izerinde
aralik degerli bulanik esnek kiimelerdir. G 1®51 koge noktalarinin ve kenarlarinin alt ve

tist sinirlarinin tiyelik degerleri her (e1,e5) € A X B i¢in asagidaki gibi tanimlanir.

i) Her (z,w) € Vi x V, i¢in
Fy ey, e2)(w, w) = main{ Fy (e1)(x), Fy (e2)(w)}
Fyf (e1, e2)(x, w) = min{Fy"(e1) (), 5 (e2) (w) }

45



ii) Her x € Vi,(w, 2) € Es igin
Ky (e1, e2)((w, w)(x, 2)) = min{ Fy (e1)(2), Ky (e2)(w, 2) }
Ky (e1, e2) (2, w)(x, 2)) = min{F{"(e1) (), K3 (e2)(w, 2)}

iii) Her w € V5,(z,y) € F; igin
Ky (ex, e2)((z, w)(y, w)) = min{ K7 (ex)(x, y), Ky (e2)(w)}
K (1, €2)((z, w)(y, w)) = min{ Ky (e1) (@, y), 5 (e2) (w) }

iv) Her (z,y) € By (w, z) € Es i¢in
Ky (ex, e2) (2, w)(y, 2)) = min{ K7 (ex)(x, y), Ky (e2)(w, 2)}
Ky (ex, e2)((z, w)(y, 2)) = min{ K (e1)(x,y), F5 (e2)(w, 2)}

seklinde tanimlanir.

Ornek 4.0.9 G; = (Gy, F1, K1, A) ve 67] = (G3, Fy, Ky, B) aralik degerli bulanik esnek
graflarim Ornek 4.0.8 da verildigi gibi alalim. G 1 ve /C\?/’I nin giglic ¢carpimi asagidaki
sekilde elde edilir.

I1$2(02,02) l'1y2(03,02) 1'122(05,01) $1t2(05,02)
(0.5,0.1)
a B = =
o uCA') o uC)‘l
ol o 3 o
e D e )
(0.5,0.1)
y112(02,02) y1y2(03703) y12’2(06,01) y1t2(05,03)
21I2(02, 02) 21y2(03,03) 2122(04,01) th2(04,03)
(0.2,0.2)
a B = =
o uCA') [en) jk
ol o = o
e N e &
(0.2,0.2)
t1I2(02702) t1y2(03,03) t122(06,01) t1t2(05,03)

Sekil 4.14: G I Ve G’ 7 nin glicli ¢arpimi
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Teorem 4.0.6 G; = (G}, F\, K1, A) ve G'; = (G}, Fy, Ky, B) siasiyla G = (Vi, Ey)
ve G5 = (Va, Ey) basit graflarn tizerinde iki aralik degerli bulanik esnek graf olsun. Bu

taktirde G 1@@71 de aralik degerli bulanik esnek graftir.

ispat. Tanim 4.0.9 dan faydalanilarak Teorem 4.0.5 in ispatina benzer gekilde yapilir.

Tamim 4.0.10 G; = (GI, Fy, K1, A) ve G'; = (G5, Fy, K», B) srasiyla Gt = (V4, Ey) ve
G5 = (Va, Es) basit graflar tizerinde iki aralik degerli bulanik esnek graf olsun. G ve
G'; nin bileskesi GG, = (G*, Fy, K3, A x B) seklinde gosterilir. Burada G* = (V =
Vi x Vo, E = Ej X E3) olmak tizere (F3, A x B) V {izerinde ve (K3, A x B) E {izerinde
aralik degerli bulanik esnek kiimelerdir. G 1651 koge noktalariin ve kenarlarinin alt ve

tist sinirlarinin tyelik degerleri her (e1,e5) € A X B i¢in agagidaki gibi tanimlanir.

i) Her (z,w) € V; x V4 i¢in
Fy (e1, e)(2, w) = man{Fy (e1)(x), Fy (e2)(w)}
Fyf (e1, e2)(w, w) = min{F\"(e1)(x), F5" (e2) (w)}

ii) Her x € Vi,(w, z) € E5 igin
Ky (e1, e2)((x, w)(x, 2)) = min{ Fy" (e1)(x), K3 (e2)(w, 2)}
K (e1, e2)((w, w)(w, 2)) = min{ Fy" (e1)(x), K3 (e2)(w, 2)}

iii) Her w € Vy,(z,y) € F; igin
Ky (e1, e2)((z, w)(y, w)) = min{ K7 (e1)(z,y), Fy (e2)(w)}
Ky (e1,e2)((z, w)(y, w)) = min{ K\ (e1)(z, y), F5 (e2)(w)}

iv) Her (z,y) € E1,(w,z) € Ey i¢in
Ky (e1, e2)((@, w)(y, 2)) = min{ Ky (e1)(, y), K5 (e2)(w, )}
Ky (e1, e2)((w, w)(y, 2)) = min{ K (e1)(x,y), K3 (e2)(w, 2)}

v) Her (z,y) € F1,(w,2) € Vo, w # 2 igin
Ky (e1, e2)((z, w)(y, 2)) = min{ Fy (e2)(w), 5 (e2)(2), Ky (e1) (7, )}
Ky (ex, e2)((w, w)(y, 2)) = min{Fy" (e2)(w), 5 (e2)(2), K (e1)(z, y)}

Ornek 4.0.10 G; = (GF, Fy, Ky, A) ve Gy = (G35, Fy, Ky, B) aralik degerli bulanik esnek
graflarim Ornek 4.0.8 de verildigi gibi alahm. G ve Ef’; nin bilegkesi asagidaki sekilde
elde edilir.
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2122(0.2,0.2) (0.2,0.2) £195(0.3,0.2) 212(0.5,0.1) (0.5,0.1) z1£5(0.5,0.2)

(0.2,0.2)
(z0°c0)

(0.2,0.2)
(€070)

Sekil 4.15: é[ ve aj nin bilegkesi

Teorem 4.0.7 G; = (G}, Fy, Fi, K1, A) ve Gy = (G35, Fy, Ky, B) sirasiyla G = (W1, Ey)
ve G5 = (V,, E5) basit graflar iizerinde iki aralik degerli bulanik esnek graf olsun. Bu

taktirde G 16/6\171 de aralik degerli bulanik esnek graftir.

Ispat. Tanm 4.0.10 dan faydalanilarak Teorem 4.0.5 in ispatina benzer sekilde yapilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde caligmasinda bulanik esnek kiimeleri ve aralik degerli bulanik esnek kiimeleri
graf yapisi lizerinde ele aldik. Bulanik esnek graf ve aralik degerli bulanik esnek graf

yapilarim inceledik.
Yaptigimiz caligmada elde ettigimiz baslica sonuclar sunlardir:

1. Literatiirde mevcut olan bulanik esnek graf kavramindaki eksiklikler giderilerek yeniden
tanimlanmig, bulanik esnek kiimelerde yeni ikili iglemler verilerek bulanik esnek graflar

icin bu ikili iglemlerin buradaki etkileri incelenmistir.

2. Aralik degerli bulanik esnek graf yapisi tizerinde yeni cebirsel iglemler verilerek bunlara

ait ozellikler incelenmis ve elde edilen sonuclar degerlendirilmistir.
Elde ettigimiz sonuglar sonrasinda baglica 6nerilerimiz sunlardir:
1. Bulanik esnek graflar yardimiyla klasik graflarin ozellikleri incelenebilir.

2. Bulanik esnek graflarin ve aralik degerli bulanik esnek graflarin karar verme problem-

lerindeki uygulamalar: ele alinabilir.

3. Bulanik esnek graflar ve aralik degerli bulanik esnek graflar bu alanda caligsan diger

aragtirmacilara tanitilarak farkl bilim dallari ile ortak ¢aligmalar yapilmasi hedeflenebilir.
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