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OZET

MATRISLERIN GRUP INVERSLERi VE PARCALI MATRISLERDE
GRUP INVERS

Oguzhan Erman UCGUL

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dal1, 2019
Yiksek Lisans Tezi, 81s.

Danigman: Prof. Dr. Selahattin MADEN

Bu tez dort bolim halinde diizenlenmistir. Birinci bdliimde ¢alismanin  amacindan
bahsedilerek bir giris verilmistir. Ikinci béliimde calismamizda gerekli olacak temel tanim ve
teoremler ifade edilmistir. Ugilincii boliimde Grup invers kavrami verilmis ve 2 X 2 tipinde
blok parcalanmis matrislerin Grup inverslerinin hesaplanmasinda kullanilan bazi yontemler
ortaya konulmustur. Dordiincii béliimde sonug ve oneriler verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Matris, Kare Matris, Singiiler Matris, Rank, Determinant, Bir Matrisin
Inversi, Genellestirilmis Invers, Drazin Invers, Grup invers, Blok Matris.



ABSTRACT

THE GROUP INVERSES OF MATRICES AND GROUP INVERSE IN
PARTITIONED MATRICES

Oguzhan Erman UCGUL

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2019
MSec. Thesis, 81p.

Supervisor: Prof. Dr. Selahattin MADEN

This thesis consist of four chapters. In the first chapter, it is given an introduction and the aim
of the thesis. In the second chapter, basic definitions and theorems in this thesis stated and
proved. In the third chapter, it is given the concept of Group inverse and some methods are
obtained for calculation of the Group inverses of two by two block matrices. It is given results
and propositions in the fourth chapter.

Key Words: Matrix, Square Matrix, Singular Matrix, Rank, Determinant, Inverse of a Matrix,
Generalized Inverse, Group Inverse, Drazin Inverse, Block Partitioned Matrix.
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SIMGELER ve KISALTMALAR
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: Kompleks sayilar kiimesi
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: A matrisinin ek matrisi
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: A matrisinin ranj (siitun) uzayi
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: A matrisinin Grup inversi
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1. GIRIS

Bir singiiler matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yi1linda Moore (1920, 1935) tarafindan
ortaya atilmistir. Bu fikrin genel operatdrlere genisletilmesi ise Tseng (1949a, 1949b,
1956) tarafindan yapilmistir. Ancak, daha sonra 1955 yilina kadar bu konuda her hangi
bir sistematik caligmaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda, onceki c¢alismalardan
habersiz olarak, Penrose (1955, 1956) biraz farkli bir yoldan Moore tarafindan verilen
invers kavramini tekrar tanimlamistir. Penrose ile ayni zamanlarda yasayan bilim
adamlarindan birisi olan Rao (1955), bir singiiler matrisin Pseudo Inversi olarak
adlandirdigi, en kiiclik kareler teorisinde singiiler matrisli normal denklemlerin
¢Oziimiinde ve tahmin edicilerin varyanslarinin hesaplanmasinda kullanilan yeni bir
invers kavrami gelistirmistir. Rao tarafindan gelistirilen Pseuda invers, Moore ve
Penrose tarafindan ortaya konulan kisitlamalarin tiimiinii saglamamaktadir. Bu
nedenle de bu invers, Moore—Penrose inversten farklidir, fakat gézlem denklemlerinin
ranklar1 tlizerinde herhangi bir kisitlama konulmamasi durumunda en kiiclik kareler
yonteminin genel teorisinin ortaya konulmasinda oldukg¢a yararlidir. Rao (1962), daha
sonraki bir ¢aligsmasinda, lineer denklemlerle ilgili problemlerinin ¢dziimiinde yeterli
olabilecek ve Moore ve Penrose’ un vermis oldugu tanimdan ¢ok daha zayif bir tanim
ortaya koymustur. Boyle bir invers, bir genellestirilmis invers (g—invers) olarak
adlandirilmig ve bunun uygulamalar1 Rao (1961, 1965a, 1965b, 1966, 1967)’ nun

bir¢ok ¢alismasinda yer almustir.

Genellestirilmis inversler lizerinde 1955’ lerden itibaren ¢alisan baslica bilim adamlari
arasinda Greville (1959), Bjerhammer (1951a, 1951b, 1958), Ben-Israel ve Charnes
(1963), Chipman (1964, 1968), Chipman ve Rao (1964), Scroggs ve Odell (1966)
sayilabilir. Bose (1959), “Varyans Analizi” adl1 ders notlarinda g—inversi kullanmistir.
Bott ve Duffin (1953) bir kare matrisin kisitlamali inversini tanimlamistir ki bu invers
bilinen g-inversten farklidir ve bazi uygulamalarda kullanilir. Chernoff (1953),
singliler nonnegatif tanimli bir matrisin g—inversini géz dniine almistir ki bu invers,
bir g-invers olmamasina ragmen bazi tahmin problemlerinin incelenmesinde
yararlidir. Rao (1962) tarafindan verilen daha zayif tanimi saglayan g—invers tek
olmamakla birlikte matris cebirinde ilging bir ¢alisma olarak kabul edilir. 1967 yilinda
bir yayininda Rao (1967), degisik amagclarla kullanilmak tizere g—inverslerin bir

siiflandirmasini vermistir. Bu ¢aligsmalar daha sonra genellestirilmis inverslerin yeni



bir siniflandirmasini ortaya atan Mitra (1968a, 1968b), Mitra ve Bhimasankaram
(1969, 1970) tarafindan gelistirilmistir. Genellestirilmis inverslerin diger ¢esitli
uygulamalar1 Mitra ve Rao (1968a, 1968b, 1969) ve Rao (1968) tarafindan yapilan bir

dizi calismada ele alinmistir.

Genellestirilmis inverslerin hesaplanmasindaki sistematik gelismeler ve onlarin ¢esitli
uygulamalar1 Generalized Inverse of Matrices and Its Applications (Rao, 1964) adli

kitapta verilmistir.

Bu ¢alismada 6zel bir invers ¢esidi olan Grup inversler ve parcali matrislerin Grup
inversleri ele alinmistir. Literatiirde n X n bi¢imindeki bir M matrisi i¢in M nin Grup
inversinin agik bir ifadesini elde etmede kullanilan ¢ok Onemli sartlar ortaya
konulmustur. Bu sonuglar altinda 3. kisimda pargali bir matrisin Grup inversinin bazi
ilging acik gosterimleri ve ¢esitli 6rnekler verilmistir. Bu durumda verilecek sonuglar

Grup inverslerin bulunmasinda oldukga kullanighdir.

Grup inversler singiiler diferansiyel denklemlerde, fark denklemlerinde, Markov
zincirlerinde, kriptolojide, tekrarlamali metotlarda ve niimerik analizde ¢ok ¢esitli

uygulamalara sahiptir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1 a. K bir cisim olsun. m,neNve1<i<m, 1 <j <n olmak lizere

biitiin (i, j) swral ikililerinin kiimesi A = N x N olsun.
f:A — K fonksiyonu
(@, )) — £, )) = a;;

olarak tanimlansin. a;; € K olacak sekilde segilen m.n tane elemanin olusturdugu

all a12 e aln
21 G2 - Con (2.1)
am1 am2 amn

say1 tablosuna K cismi {izerinde tanimli m X n tipinde bir matris denir.

all a12 “ew aln
A=|%a %z o an (2.2)
Am1  Am2 « Amn

matrisi kisaca A = [aij]mxn seklinde gosterilir. Her(i,j), 1<i<m, 1<j<n
ikilisine karsilik gelen a;; elemanima A matrisinin (i, j)—yinci bileseni denir.

b. m X n tipinde olan ve bilesenleri bir K cismi iizerinden segilen biitiin A = [ai f]mxn
matrislerinin kiimesi K7 ile gosterilir.

C.A= [al- j|veB = [bi ]-] m X n tipinde her hangi iki matris olmak tizere, her (i, )

i¢in, a;; = b;j, 1 < i <m vel <j<nise buiki matrise esit matrisler denir.

d A= [al- j] m X n tipinde bir matris olmak tizere, her bir a;; eleman sifira esitse A

matrisine sifir matris denir.

e.A= [aij] ve B = [bij] m X n tipinde iki matris olmak lizere, A ve B matrislerinin

toplam, (i, j)—yinci bileseni a;; + b;; olan bir matris olup,
+: KI' x K" — KT



a11 + b11 a12 + b12 aln + bln
A + B — a21 + b21 a22 + +b12 e azn + bZTL

A1+ b1 A2 ¥ b o A + b
seklinde tanimlanir.

f. ¢ € K bir skaler olmak {izere cA € KJ" matrisi (i, j)—yinci bileseni ca;; olan bir

matristir. Yani,

o KX K? — KT

cay; CAyy .. CQyp
(c,A) > cA=|C%1 CAzz - Clon
Cam1 Camz Camn

olur. O halde her A € KI'* matrisii¢in 0 € K olmak tizere, 04 = 0 € KI* matrisi, m X

n tipinde sifir matristir.
0. A= [aij] €K' ve B = [bij] € K olmak iizere, A ve B matrislerinin carpim
C = [Ci j] € K}t seklinde bir matristir ve
2 K x K — K
(A,B) - AB=C
[aij]. [bij] = [cij] = [Zzzl aikbkj], 1<i<m, 1<j<n
seklindedir ve

(a11b11 + -+ alpbpl) e (allbln + -4+ alpbpn)
A.B =

(am1b11 + b + ampbpl) e (amlbln + A + ampbpn)
olarak tanimlanir. O halde matris ¢arpiminin tanimli olabilmesi i¢in birinci ¢arpanin
siitun sayist, ikinci g¢arpanin satir sayisina esit olmalidir. Herhangi A ve B

matrislerinin ¢arpimi A. B veya AB ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanmm 2.1.2 a. K = R, reel sayilar kiimesi olarak alinirsa, K cismi iizerinde tanimli

m X n tipindeki A matrisine bir reel matris denir.

b. K = C, kompleks sayilar kiimesi olarak alinirsa, K cismi lizerinde tanimli m X n

tipindeki bir A matrisine bir kompleks matris denir (Branson R., 1999).



Tamm 2.1.3 a. Bir A = [a;;|  matrisinde m = n ise, A4 matrisine kare matris

mxX
denir.
a11 a12 “ew aln
A=|%21 %22 - Ao (2.3)
anl anz ann

kare matrisinde a,q, a,s, ..., Ay, elemanlarina kosegen (esas kosegen) elemanlari

denir.

b. BirA = [aij]nxn kare matrisinin a,q, @y, ..., @, kosegen elemanlari disindaki
tiim elemanlar: sifir ise yani, a;; = 0 (i # j) ise bu matrise kosegen matris denir ve
A = Kos{ai1,a53, ... ,any} ile gosterilir.

c. Bir kdsegen matriste a4, ayy, ..., Apn = K, k € K ise bu matrise skaler matris denir.

d. Kosegen iizerindeki elemanlart 1 ve kosegen disindaki elemanlar: O olan n X n

tipindeki bir matrise birim matris denir ve

1 - 0]
0 - 1

seklinde gosterilir. Her hangi bir A € K7;' matrisi i¢in, I,,A = Al,, = A olur.

L, =

e. Bir A = [ai f]mxn matrisinden ayni1 numarali satirlar ve stitunlar kendi aralarinda
yer degistirilerek elde edilen AT = [a; j]nxm matrisine A matrisinin transpozu
(transpoze matrisi) denir. Buna gore A ve B uygun matrisler olmak {izere,

(A+B)T = AT + BT ve (AB)T = BTAT
esitlikleri saglanir.
f. A bir reel kare matris olmak tizere AT = A ise, A matrisine simetrik matris denir.

g. A ve B kare matrisleri arasinda AB = BA bagintis1 varsa, bu matrislere degigmeli

(komutatif ) matrisler denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanmm 2.1.4 a. {1,2, ... n} kiimesinin kendisi tizerine bir birebir ve érten bagintis1 veya
es deger olarak 1,2,...n sayilariin yeniden bir siralanmasina {1,2, ... n} kiimesinin

bir ¢ permiitasyonu denir. Boyle bir permiitasyon,



1 2
o= (j1 J2 e ]T:l)
veya

0 = jujarerdn o+ Ji = 0()
ile gosterilir. Bu permiitasyonlarin tiimiiniin kiimesi S,, ile gosterilir. S,, de gelisigiizel
bir ¢ permiitasyonu, ornegin o = jy, j,, ..., j, disiniildiiginde o da ¢ift veya tek
sayida permiitasyonlar olmasina gore o ya ¢ift veya tek permiitasyon denir. O halde

bir o nin isareti,

_{ 1, eger o ciftise
Sgno =11, eger o tekise

seklinde tanimlanir ve sgno ile gosterilir.

b.A= [al- j]nxn bir K cismi lizerinde taniml1 kare matris olsun.

a1 Az - Qi
A — a21 a22 e azn
Am1 Am2 e Amn

matrisinin her satirindan ve her siitunundan yalniz ve yalniz bir eleman alinmak iizere
nelemanin bir ¢arpimi distinilsiin. Boyle bir ¢arpim aq;,a,j,, ... , ayj, seklinde
yazilir. Burada ¢arpanlar ardisik satirlardan gelir ve bu yiizden alt indisler 1,2, ...,n
dogal say1 sirasindadir. Carpanlar farkli stitunlardan geldiginden, ikinci alt indislerin
dizisi S, de bir ¢ =j;,j,, ..., jn permiitasyonunu olusturur. Tersine, S, deki her
permiitasyon yukaridaki sekilde bir ¢arpim tamimlar. Boéylece A matrisi bir n!
carpimini kapsar.

A= [aif]nxn kare matrisinin determinant1 det(A) veya |A| seklinde gosterilir ve

yukaridaki her ¢arpani sgno ile ¢arpilan veya n! tane ¢arpimlarin toplamidir. Yani,
|A| = Ys(sgno)ayj,, azj,, - , anj,

veya
|A| = Yges,(5gN0) A16(1), A26(2)r -+ » Ang(n)

seklinde n mertebedendir.



A= [ai ] matrisinin determinanti1 agagidaki sekilde de tanimlanmaktadir.
Jnxn

c. 1 x 1tipinde bir A matrisinin determinant1 kendisidir. A = [a] ise, det(4) = |a| =

a olur.

d. 2 x 2 tipinde bir A matrisinin determinant1 asagidaki gibi tanimlidir.

[‘111 )

a;; Qg2
= det(4) = | | =110y, — 1,0
ayq azz] (4) 11422 12021

a1 dp
olur.

n > 2 i¢in bir kare matrisin determinanti, asagida gosterildigi gibi bir indirgeme islemi

ve mindrleri ile isaretli mindrleri kullanilan bir a¢ilimla hesaplanir.

e. BirA = [a- ] matrisinin bir a;; elemaninin |M | seklinde tanimlanan mindrii,
ijlxn ij ij

A matrisinden i—yinci satirin ve j—yinci siitunun atilmast ile olusan (n — 1) X (n — 1)
tipindeki kare matrisin determinantidir.
f. Bir A =[a;]| __ matrisinin bir a;; elemaninin mindrii |M;;| olsun. A matrisinin
nxn
bir a;; elemaninin 4;; seklinde gosterilen kofaktorii (isaretli mindrii veya es carpani),
Ay = (=DM, |Ml-j| seklinde tanimlanir.
g.Bir A= [ai f]nxn matrisinin determinant1 herhangi bir satir (siitun) elemanlarinin
kendi kofaktorleriyle ¢arpilip bu ¢arpanlarin toplanmasiyla bulunur. Yani herhangi i
vej (i,j =1,2,3,..,n) igin,
det(4) = Xi=1 Qi A = =1 (=1 *ay | M| (2.4)
det(A) = Xio; axj-Axj = Ziar (D ay | My | (2.5)
seklinde tanimlanir.

Her bir i i¢in, (2.4) ile verilen toplama, A matrisinin determinantinin {—yinci satir
elemanlarma goére agilimi, her bir j igin, (2.5) ile verilen toplama ise A matrisinin

determinantinin j—yinci siitun elemanlarina gore agilimi denir.

h.BirA = [aij]nxn kare matrisi igin |A| = 0 ise, A matrisine singiiler (tekil) matris,

|A| #0 ise, A matrisine nonsingiiler (tekil olmayan veya regiiler) matris denir
(Branson R., 1999).



Tanim 2.1.5 a. Bir4 = [aij]nxn matrisinde bir a;; elemaninin kofaktorii A;; olsun.

Ek(4) = [4;] = [4;]

seklinde tanimlanan matrise A matrisinin ek matrisi denir. Buna gore,

A11 A12 Aln r A11 A21 Anl
Ek(4) = |41 Az o0 Aan| = A1z Ay An
Anl Anz Ann Aln AZn Arm

olur.

b. BirA = [aij] . matrisi i¢in A. B = B. A = I,, olacak sekilde bir B = [bij]

nx nxn

matrisi varsa, B matrisine A matrisinin inversi denir ve A™! = B ile gosterilir
(Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1.1 Bir A = [aij]nxn matrisi ile bu matrisin ek matrisinin ¢arpimi bir

skaler matris olup,

1 0 0
AEk(4) = Ek(4).A = 14]|0 1 0f=l4lL, (2.6)
0 O 1
ile verilir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)
[A11 Q12 Qin] [A1r A o Am
ispat: AEK(4) = |21 @22 o ) A A A
| A1 o) e Qpp Aln A2n ot Ann
1Al 0 - 0
—10 |A| -0
[ 0 0 - A
olur ki bu matris bir skaler matristir. Benzer sekilde,
Ayr Ay o A [ Qa2 e Qap
Ek(4).A = A1z Az v Ang| [G21 G2z - Gon
Aln AZn Ann- an1 Apz - Qppn
Al 0 o 0]
_lo 14 - o
0 O Al




oldugu goriiliir. O halde,

0
0 = |A|In

1 0
AEk(A) = Ek(A).A = |4[|0 1
0 1

0

bulunur.

Teorem 2.1.2Bir A = [a;;]  nonsingiiler matrisinin inversi,

41
A7t = 2 Ek(A) 2.7)

dir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Ispat: (2.6) bagmntisindan dolayr A.Ek(A) = |A|I olur. Bu ifadenin her iki yam A~?
ile ¢arpildiginda,

(A71A).Ek(4) = A7YA|l = Ek(4) = |A|A™Y1 = Ek(4) = |4]A™?
olur. Ote yandan A matrisi nonsingiiler oldugundan |4| # 0 olup,

-1 _ i
At = L ek

elde edilir.

Teorem 2.1.3 4 = [ai f]nxn nonsingiiler bir matris, B ve C ¢arpima uygun matrisler

olmak {izere, AB = AC ise B = C olur. (Hacisalihoglu H.H.. 1977)

Ispat: AB = AC esitliginin her iki tarafi soldan A~! ile ¢arpilmasiyla A='AB =
AT1AC yani B = C elde edilir.

Teorem 2.14a.BirA = [aij]nxn nonsingiiler matris olsun. A~1 matrisi tektir.

b. A nonsingiiler matris ise A~! matrisi de nonsingiiler olup (A7*)"! = A dur.

Cc. A ve B ¢arpmaya uygun nonsingiiler matrisler ise AB matrisi de nonsingiiler olup

(AB)~t = B~A~1 dir.

d. A nonsingiiler bir matris ise AT matrisi de nonsingiiler olup (47)™t = (4~1)T dir
(Branson R., 1999).



Ispat: a. B ve C matrislerinin A matrisinin herhangi iki inversi oldugu varsayilsm. O
zaman AB = BA =1 ve AC = CA = olur. Buradan C = CI = C(AB) = (CA)B =
IB = B elde edilir.

b. (A7)~ matrisi A! matrisinin inversidir. Ayn1 zamanda A matrisi de A~!
matrisinin inversidir. Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden bu inversler

birbirine esittir.
C. (AB)~! matrisi AB matrisinin inversidir. Ayrica,
B~'A"1(4B) = B-Y(A"'A)B=B"'IB=B"'B=1
ve
(AB)B~1A"1 = A(BB~V)A™1 = AIA™' = AA~1 = |

yazilabilir. Béylece B~1A~! matrisi de AB matrisinin inversi olur. Nonsingiiler bir

matrisin inversinin tekliginden bu inversler birbirine esittir.

d. (AT)~! matrisi AT matrisinin inversidir. Ayrica I =1 oldugundan [ =IT =

(AA™HT = (A™HT(A)T olur. Bu durum, (A~H)T matrisinin AT matrisinin bir inversi

oldugunu gosterir. Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden (A7)~ = (4~1)T

elde edilir.

Tammm 2.1.6 a. Bir A = [aij]nxn matrisi i¢in A% = A ise, A matrisine idempotent

matris denir.

b. C kompleks sayilar cismi tizerinde tanimli A matrisinin elemanlarinin yerlerine

eslenikleri yazilarak elde edilen matrise A matrisinin eslenigi (es matrisi) denir ve A

ile gosterilir.

c. C kompleks sayilar cismi tizerinde tanimli A matrisi igin (Z )T =A ise, A
matrisine hermitian matris denir ve A* = (A )T ile gosterilir.

d. Bir A matrisi i¢in AA* = A*A ise A matrisine normal matris denir.

e.4 = [aij]nxn nonsingiiler bir matris olmak iizere, A~ = A* (veya AA* = A*A =

I) ise A matrisine birimsel (unitary) matris denir.
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f.A = [a;] bir matris olmak iizere, A~1 = AT ise A matrisine ortogonal (dik)
Ylnxn

matris denir.

9.4 = [a--] reel simetrik bir matris olmak tiizere, sifirdan farkli her xe R}
Ulnxn

vektorii igin xTAx > 0 (xTAx = 0) ise, A matrisine Pozitif Tanimli (Pozitif Yar

Tanimli) Matris denir.

h. A, n xn tipinde bir kare matris olsun. (A — Al)x = 0 esitligini saglayan A
skalerine A matrisinin bir 6zdegeri, sifir olmayan x vektoriine de, A matrisinin bir
ozvektori denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1.5 A ve B uygun matrisler olmak iizere,

a (4) = (an).

b. (4")* = A.

c.(A+B)"=A"+B"

d. (AB)" = B*A".

esitlikleri saglanir (Branson R., 1999).

ispat: a. A = [a;;] m x n tipinde bir matris olsun. Bu takdirde 4 = [a;;] ve (A) =

[@] olur. Diger taraftan AT = [aji] ve m = [@] oldugundan, m = (Z)T

oldugu goriiliir.

T
b.A* = (Z)T oldugundan, (4*)* = <(Z)T> = (AT)T = A elde edilir.

€. Hermitian matris tanimina gore,
(A+B) =(@A+B) =(A+B) =() +(B) =a"+B"
elde edilir.

d. Hermitian matris tanimina gore,
(AB)* = (4B) = (4B) =(B) (4) =BA"

yazilabilir.
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Teorem 2.1.6 Reel simetrik bir A matrisinin pozitif taniml (pozitif yar1 tanimli)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart, tim 6zdegerlerinin (sifirdan farkli 6zdegerlerinin)

pozitif olmasidir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Ispat: A matrisi pozitif tanimli olmak iizere, A 6zdegerine ve ilgili x dzvektdriine
sahip olsun. Bu takdirde bu x vektori i¢in, Ax = Ax ve (Ax, x) > 0 bagintilar1 vardir.
O halde 0 < (Ax, x) = (Ax, x) = A{x, x) olur. x bir 6zvektoér oldugundan, sifirdan
farklidir ve dolayistyla (x, x) pozitiftir. Bu durumda A > 0 olmalidir.

A matrisi pozitif yar1 tanimli olmak iizere, A 6zdegerine ve ilgili x 6zvektoriine sahip
olsun. Bu takdirde bu x vektori igin, Ax = Ax ve (Ax,x) = 0 bagintilar1 vardir. O
halde,

0 < (Ax,x) = (Ax,x) = A{x, x)

olur. x bir 6zvektor oldugundan, sifirdan farklidir ve dolayisiyla (x, x) pozitiftir. Bu

durumda A > 0 olmalidir.

Tim (sifirdan farkli) 6zdegerleri pozitif olmasi halinde A matrisinin pozitif tanimli

(pozitif yar1 taniml1) olacag1 benzer sekilde gosterilebilir (Lanchester, P., 1969).

Tamm 2.1.7 a. x4, x5, ... X, vektorler kiimesi verilmis olsun. }:7*; a;x; = 0 esitligi
ancak a4, a,, ..., a, skalerlerinin tiimii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu durumda
X1, X3, ... X vektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi halde yani, aq,a,, ..., a,
skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak tizere .7 ; a;x; = 0 esitligi saglaniyorsa

bu durumda x4, x,, ... x,, vektorlerine lineer bagimlidir denir.

b. A matrisi m X n tipinde herhangi bir matris olsun. A matrisinin siitun vektorlerini
A, A, . Ay ile, ve satir vektorlerini Aq,, Ay, ... , Ay, 1le gosterelim. A;,, i =
1,2,...,m vektorleri arasindan olusturulan en biiyiikk lineer bagimsiz vektorler

kiimesinin eleman sayisina A matrisinin satir ranki, A,;, j = 1,2, ... ,n vektorleri

* ] )
arasindan olusturulan en biiyiik lineer bagimsiz vektorler kiimesinin eleman sayisina

ise A matrisinin siitun ranki denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1.7 Bir matrisin iki satirmin kendi aralarinda yer degistirmesi matrisin satir

rankini degistirmez (Branson R., 1999).
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Ispat: A matrisinin herhangi iki satir1 yer degistirdiginde satir vektorlerinin kiimesi
degismeyeceginden, bu durum matrisin satirlar1 arasindaki lineer bagimsizlig

degistirmez. Yani satir rankini degistirmez.

Teorem 2.1.8 AX = 0 ve BX = 0 denklemlerinin ¢6ziim kiimeleri ayni ise, o zaman
A ve B, n X n tipindeki matrislerin siitun ranklar1 aynidir (Branson R., 1999).
Ispat: AX = 0 sistemi,

x1A1 + szZ + -+ anTl = 0 (2.8)
olarak yazilabilir. Burada A;, A matrisinin i-yinci siitunudur ve X = [xq, X5, ..., X, |7
olur. Benzer sekilde, Bx = 0 sistemi,

XlBl + XZBZ + -+ leBTl =0 (29)

olarak yazilabilir.

A matrisinin siitun ranki a, B matrisinin slitun ranki b ile gosterilsin. A matrisinin
stitun ranki, B matrisinin siitun rankindan biiyiik kabul edilsin. Béylece a > b olur.
Bu durumda A matrisinin a tane lineer bagimsiz siitunu olmalidir. Genellik
kaybedilmeden, bunlarin A matrisinin ilk a siitunu oldugu varsayilabilir. (Eger
degilse, A matrisinin siitunlart bu sekilde yeniden diizenlenebilir. Bu durum ise
Teorem 2.1.7° ye benzer sekilde A matrisinin siitun rankini degistirmez.) Ancak a >
b kabul edildiginden B matrisinin ilk a stitunu lineer bagimlidir. Béylece, hepsi sifir

olmayan oyle d4, d, ..., d,, vardir ki,
diBy +d;B, + -+ d,B, =0
olur. Buradan,
d,B; +d,B, +:-+d B, +0Byy; +---+ 0B, =0
ve (2.9) sisteminin ¢oziimii olarak,
x1=d; Xp=dy .. Xg=dg Xg41=Xgi2=""=Xx,=0
bulunur. Bu ayn1 degerler (2.8) sisteminin de ¢oziimii olarak verildiginden,
diA; +d Ay + -+ d A =0

dir. Burada, belirtildigi gibi, d4, d>, ..., d, sabitlerinin tlimii sifir degildir. Ancak bu

Ay, Ay, ..., A, matrislerinin lineer bagimli oldugunu gosterir ki, bu da bir ¢eliskidir.

13



A ve B matrislerinin rollerini degistirerek yapilan benzer bir ¢alisma, B matrisinin
siitun rankinin da A matrisinin siitun rankindan daha biiyiik olamayacagini gosterir.

Boylece bu iki matrisin siitun ranklar1 esit olmalidir.

Teorem 2.1.9 Elemanter satir islemleri herhangi bir matrisin siitun rankini degistirmez

(Branson R., 1999).

Ispat: A matrisine elementer satir islemleri uygulanarak elde edilen matris B olsun.
Bu durumda Ax = 0 ve Bx = 0 homojen denklem sistemlerinin ¢6ziim kiimeleri

aynidir. Teorem 2.8 yardimiyla A ve B matrislerinin siitun ranklar1 aynidir.

Teorem 2.1.10 Herhangi bir A matrisi i¢in satir ranki siitun rankina esittir (Branson
R., 1999).

Ispat: m x n tipindeki bir A matrisinin satir rankinin r ve siitun rankinm ise ¢ oldugu
kabul edilsin. r = ¢ oldugu gosterilecektir. A matrisinin satirlar1 ilk 7 satir1 lineer
bagimsiz ve kalan m — r satir1 ilk r satirin lineer birlesimi olacak sekilde yeniden
diizenlenirse, Teorem 2.1.7 ve Teorem 2.1.8 yardimiyla bu islemin A matrisinin satir
ve slitun ranklarmmi degistirmedigi goriiliir. A matrisinin satirlar1  sirasiyla

Ay, A,, ..., Ay, ile gosterilsin ve C ve D matrisleri,

Al Ar+1
C = AZ veD = AT+2
A, A,

olarak tanimlansin. O zaman A matrisi [g] bloklanmis matrisidir. Ayrica D matrisinin

her bir satir1 C matrisinin satirlarinin bir lineer birlesimi oldugundan, 6yle bir T matrisi

vardir ki, D = TC olur. Ozel durumda eger,
AT+1 = dlAl + dzAz + -+ dTAT

ise, 0 zaman [d, d,, ..., d, ] vektorii T matrisinin ilk satiridir. Buradan, herhangi bir n

boyutlu x vektorii igin,

Ax = [lc)fc] - [TC(?Cx]
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yazilabilir. Bu durumda, ancak ve ancak Cx = 0 ise, Ax = 0 olur ve Teorem
2.1.8’den dolay1 A ve B matrislerinin siitun ranki ¢ dir. Ancak B matrisinin siitunlar

r boyutlu vektoérlerdir. Boylece B matrisinin siitun ranki r den biiyiik olamaz. Yani,
c<r (2.10)
olur.

Yukaridaki durum AT matrisi igin tekrarlanirsa, AT matrisinin siitun rankimnin
AT matrisinin satir rankindan biiyiik olamayacagi goriiliir. Ancak, AT matrisinin
siitunlar1 A matrisinin satirlar1 oldugundan bu durum A matrisinin satir rankinin A

matrisinin siitun rankindan biiyiik olamayacag1 anlamina gelir. Yani,
r<c (2.11)
olur. (2.10) ve (2.11) bagmtilarindan r = ¢ oldugu goriiliir.

Tamm 2.1.8 Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir ve

rank(A) veya r(A) seklinde gosterilir (Branson R., 1999).
Teorem 2.1.11 A bir matris olmak iizere r(4) = r(AT) dir(Hacisalihoglu H.H., 1977).

Ispat: A matrisinin satirlart A7 matrisinin siitunlar1 ve A matrisinin siitunlar1 AT

matrisinin satirlar1 oldugundan, Teorem 2.10’dan istenilen sonug elde edilir.

Tanmim 2.1.9 n X n tipindeki bir A kare matrisi igin, eger r(A) = n ise A matrisine
nonsingiiler (tekil olmayan) matris denir. Aksi durumda yani, r(4) <n ise A

matrisine singiiler (tekil) matris denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanmm 2.1.10 a. A € K, m X n tipinde bir matris olsun. NV (A) = {x: Ax = 0}

seklinde tanimlanan kiimeye A marisinin null (sifir) uzayi denir.

b. A € KJi', m X n tipinde bir matris olsun. R(A) = {y: Ax = y} seklinde tanimlanan

kiimeye A matrisinin ranj (siitun) uzay1 denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1.12 Eger A, r rankli m X n tipinde bir matris ise, bu durumda asagidaki
sartlar1 saglayan nonsingiiler P ve Q matrisleri vardir. I, r X r boyutlu birim matris

olmak iizere,
a m=n=1r= PAQ = 1.

b. m=r<n= PAQ =[I,0].
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C. m>r, n>r = PAQ = [(I) 8] (2.12)

Ispat: Bakiiz Lancaster, P., (1969).

Teorem 2.1.13 Carpmaya uygun A ve B matrislerinin ¢arpimimin ranki Ave B

matrislerinin rankin1 gegcemez. Yani,
r(AB) < min{r(4), r(B)} (2.13)
dir (Lancaster, P., 1969).

Ispat: AB matrisinin her bir siitunu A matrisinin siitunlarinin bir lineer kombinasyonu
oldugundan, AB matrisinin siitun uzayr A matrisinin siitun uzayinn alt kiimesi olur.
Boylece r(AB) < r(A) esitsizligi bulunur. Benzer sekilde r(AB) < r(B) esitsizligi
de saglanir. Boylece r(AB) < min{r(A),r(B)} elde edilir.

2.2. Genellestirilmis Inversler

Herhangi bir A matrisi bir inverse sahip olabilmesi i¢in A matrisinin nonsingiiler ve

kare matris olmasi gerekir. Bu durumda A matrisi yardimiyla,
AX =B (2.14)

lineer denklem sisteminin var olan tek ¢oziimii X = A~!B seklindedir. Ayrica,

AAT =414 =1 sartim1 saglayan ve A matrisinin inversi olarak adlandirilan A~1
matrisi vardir. Bununla birlikte A matrisinin kare matris olmadig1 durumlarda ya da A
matrisinin kare matris fakat singiiler oldugu durumlarda inversi yoktur. Bu durumlarda
A~1 matrisinin 6zelliklerini de igeren ve genellestirilmis invers (g—invers) matris adini

alan yeni bir kavram sayesinde (2.14) sisteminin bir ¢6ziimii olabilir.

Cht, kompleks sayilar cismi iizerinde tanimlt m X n tipindeki tiim matrislerin
kiimesini gostersin. Bir A € C;' matrisi i¢in asagidaki dort sartt (Moore—Penrose
sartlar1) saglayan bir G matrisine A matrisinin Moore—Penrose inversi denir ve A*

veya At ile gosterilir.

(i)  AGA = 4,

(i)  GAG =G,

(i) (AG)" = AG,

(iv) (GA)* = GA. (2.15)
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Eger G matrisi sadece (i) sartin1 sagliyorsa, bu G matrisine, A matrisinin bir
genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya A ile gosterilir. Sadece (ii)
sarti1 saglayan G matrisine, A matrisinin bir dis inversi denir ve A® ile gosterilir.
Hem (i) hem de (ii) sartim1 saglayan G matrisine ise, A matrisinin bir yansimali

genellestirilmis inversi denir ve A2 veya A, ile gosterilir.
Moore—Penrose sartlarindan sadece (i) sartin1 saglayan yani,
AGA=A (2.16)

olacak sekildeki G matrisine, A matrisinin bir g—inversi (genellestirilmis inversi)

denir.
Bir matrisin g—inversini bulmak i¢in asagidaki algoritma kullanilir.

Algoritma 2.2.1 A = [aij] r rankli herhangi bir matris olsun.

mxn
1. Adim: r rankli1 A matrisinde, r X r tipinde nonsingiiler her hangi bir B alt matrisi
segilir.
2. Adim: Segilen B alt matrisinin inversi bulunup bu inversin transpozu alinir.
3. Adim: A matrisinde B alt matrisinin her bir elemanina karsilik gelen yere (B~1)7
matrisinin elemanlar yerlestirilir.

4. Adim: A matrisinin diger tiim elemanlarinin yerine sifir yazilir.

5. Adim: Elde edilen matrisin transpozu alinir. Bu matrise G denirse, G matrisi A

matrisinin bir g—inversidir.
Ornek 2.2.1 Algoritma 2.2.1 3 x 3 tipindeki

2 31
—150]

4 6 2

A=

matrisine uygulansin. A matrisi rank1 2 olan singiiler bir matristir.
1. Adim: A matrisinin 2 X 2 tipinde bir nonsingiiler B = [_21 g] alt matrisi segilsin.

2. Adim: |B| = 10 - (—=3) = 13 # 0 oldugundan B~ mevcut olup,

_3] [5/13 -3/13

_1_i _ 5
B~1= .1~:1<(B)_1/13.[1 2 1=1713 213

B
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elde edilir. Bu matrisin transpozu alinirsa,

5/13 1/13

B =123/13 2/13

bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Bulunan (B~1)T matrisi A matrisinde elemanlar1 B alt matrisinin
elemanlarinin yerlerine karsilik gelecek sekilde yerlestirilir. Diger tiim elemanlart sifir

alinir. Boylece,

-3/13 2/13 0

5/13 1/13 0]
0 0 0

matrisi elde edilir.

5. Adim: Bir 6nceki adimda bulunan matrisin transpozu alinarak,

1/13 2/13 0

5/13 =3/13 0
o[y e g
0 0 0

matrisi olusturulur. Bu sekilde olusturulan G matrisi A matrisinin bir g—inversidir.

Gergekten,
2 3 171 [5/13 -3/13 0 1 0 O
AG=|-1 5 0f.{1/13 2/13 0|=|0 1 0
4 6 2 0 0 0 2 0 0
olup,
1 0 012 3 1 2 3 1
AGA=|[0 1 O0f.]-1 5 0|=|-1 5 0|=4
2 0 olL4 6 2 4 6 2
oldugu goriiliir.

Verilen A matrisinin bagka bir B alt matrisini secerek, secilen bu yeni B alt matrisine

Algoritma 2.2.1 uygulansin.
1. Adim: A matrisinin ranki 2 oldugundan B matrisi B = [2 g] seklinde segilsin.

2. Adim: |B| =10 — 0 = 10 # 0 oldugundan,

B

B! = — Ek(B) = 1/10. [_26 g] - [—15{;5 122]

18



bulunur. Boylece,

i [1/5 =3/5
(B )T_[o 1/2

elde edilir.

3. ve 4. Adimlar: Bu durumda,

0 0 0
0 1/5 —3/5]
0 0 1/2

olur.
5. Adim: Bu sekilde bulunan matrisin transpozu alindiginda,
0 0 0
G = [O 1/5 0 ]
0 —-3/5 1/2

matrisi elde edilir. Bulunan bu G matrisi A matrisinin bir g—inversi olur. Gergekten,

2 3 001/2
AG=|-1 5 1/5 0 01 0
4 6 —3/51/2 0 0 1
ve
0 0 1/21[2 3 1 2 3 1
AGA=10 1 o |.|-1 5 o|l=|-1 5 0o|l=4
0 0 1 4 6 2 4 6 2

oldugu goriiliir.

Sonug¢ 2.2.1 Yukaridaki iki se¢im, bir matrisin g—inversinin tek olmadigin1 gosterir.

Bu nedenle bir matrisin tanimli birden ¢ok g—inversi bulunabilir.

Ornek 2.2.2 2 x 3 tipindeki E = [1 _11] dikdortgen matrisi alinsin. E

matrisinin rankinin 2 olacagi agiktir. Algoritma 2.2.1 E matrisine uygulansin.
. 1 1 o
1. Adim: Bu durumda M matrisi M = [1 _1] olarak segcilebilir.

2. Adim: |[M| = —-1—-1= -2 # 0olup,

1 1]_ 1/2  1/2

Mt = KO = [1 T 12 —12

M|
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ve dolayisiyla,

1/2  1/2
NT —
M= =12 -1/2
bulunur.
1/2  1/2
3. ve 4. Adimlar: Buradan 172 —1/2 0] bulunur.

5. Adim: Bu sekilde elde edilen,

1/2  1/2
G = [1/2 —1/2]
0 0

matrisi E matrisinin bir g—inversi oldugu gosterilebilir. Gergekten,

12 172
= 1 7 [1/2 —1/2] b}

ve

EGE:[(l) (1)[1 —11 _11]=H —11 _11]=E
oldugu goriiliir.

Ornek 2.2.3 5 x 2 tipindeki
1 1
Ex]
E=|-2 1
0 2
-1 2
dikdortgen matrisi alinsin. E matrisinin rankinin 2 olacagi agiktir. Algoritma 2.2.1 E
matrisine uygulansin.
. -2 1 e
1. Adim: Bu durumda M matrisi, M = [ 0 2] olarak sec¢ilebilir.
2. Adim: |[M| = -4 -0 = —4 # 0 olup,

M= Bk = —1/4.[ é]:[‘i{z i;ﬂ

ve dolayisiyla,

20



-1/2

W= 1/4

1/2]
bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Buradan,

0 0
o0
~1/2 0

-1/4 1/2
0 0
bulunur.
. . ) [0 -1/2 1/4 0] .
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G = [0 0 1/2 0 matrisi, E matrisinin

bir g—inversi oldugu gosterilebilir. Gergekten,

1
E
EG=]|-2

0
-1

ve

oldugu goriiliir.

Algoritma 2.2.1 ranki 1 olan matrislerin g—inversini bulmak i¢in asagidaki sekilde

uyarlanabilir.

Algoritma 2.2.2

o O O o O

0
B 0
[00 o b g
0

-1/2 3/4 01r1 1 1
—3/2 3/4 0|[3 o] [3
o‘l -2 1l=1-2
AR R

NN PO -

S ——

—~1/2 3/4
—-3/2 3/4
1 0
0 1
1/2 3/4

Il
I

1. Adim: A matrisinin sifirdan farkli her hangi bir eleman1 B olarak segilir.

2. Adim: Seg¢ilen bu elemanin inversi bulunur.

3. Adim: Bulunan bu invers A matrisinde karsilik gelen yere yazilir.

4. Adim: A matrisinin diger tiim elemanlarinin yerine sifir yazilir.
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Ornek 2.2.4 A matrisi, A = [2 6 4] olarak alinsin. A matrisinin ranki 1 dir.

1 3 2
Algoritma 2.2.2 A matrisine uygulansin.
1. Adim: B = [3] alinsin.

2. Adim: B~! = [1/3] olur.

3. ve 4. Adimlar: Buradan 0

0 O
[0 1/3 0] olacaktir.
0 0
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G = [0 1/3| matrisi A matrisinin bir g—inversidir.
0 0O

Gergekten,

12 6 4
G‘132[0 1/3] [

ve
10 21[2 6 41 _[2 6 4.
aca=[g 1lly 3 5=l 3 2=
olur.
) 1 2 3 4
Ornek 2.2.5.3 x 4 tipindeki L = |2 4 6 8 | matrisi alinsin. L matrisinin ranki
3 6 9 12

1 dir. Algoritma 2.2.2 L matrisine uygulansin.
1. Adim: M = [8] segilsin.

2. Adim: M~1 =[1/8] olur.

0 00 O
3.ve 4. Adimlar: Buradan [0 0 0 1/8]elde edilir.
0 00 O
0 O 0
: . . 0 O 0 . .
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G = 0 0 0 matrisi L matrisinin bir g—
0 1/8 0

inversidir. Gergekten,
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1 2 3 8 8 0 1/2 0
LG = [2 4 6 ] 0 0 I ]
3 6 9 12 1/8 0 0 3/2 0

01/20123 1 2 3 4
LGL = 2 4 6 =2 4 6 8|=L

03/2036912 3 6 9 12

ve

olur. L matrisi 3 X 4 tipinde oldugu i¢in 3.4 = 12 tane g—inversi bulunabilir.

Sonug 2.2.2.. Genel olarak 1 rankli ve m X n tipindeki matrislerin m.n tane g—inversi
bulunabilir. Matrisin sifirdan farkli herhangi bir elemaninin inversini alip, diger tiim
elemanlarini sifir aldiktan sonra elde edilen matrisin transpozu alinarak g—inversi

bulunur. Eger A matrisi,

A1 A2 ot Qi
A= Gz 7
Am1 Amz2 *° Amn

seklinde 1 rankli bir matris ise, A matrisinin,

[(a;1)"t 0 0]
neisi;| 00 0
0 O 0]
0 0 0]
2-ngisi; (@12)™ 0 0 0
0 O - 0
0 0 0
(m.n)—ncisi; | 0 0 - 0
0 0 (@mn) ™

seklinde m.n tane g—inversi bulunabilir.

2.3. Moore—Penrose Inverslerin Varhg

A nonsingiiler matrisinin inversi olan A~! matrisinin Moore—Penrose sartlarini
saglayacag: aciktir. Yani A™1 = A* olur. Bununla birlikte, eger A bir singiiler matris

veya kare olmayan bir matris ise, bu durumda Moore—Penrose sartlarini saglayan bir
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A* matrisinin mevcut olup olmadigi ile ilgili bir soru ortaya ¢ikar. Bu kisimda her A
matrisi i¢in bir A% matrisinin var ve tek oldugu gosterilecektir. Ayrica bu sekilde

tanimlanan Moore—Penrose inversin bir takim 6zellikleri ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 2.3.1 Eger A matrisi m X n tipinde sifir matris ise, A* matrisi n x m tipinde
sifir matristir (Rao ve Ark., 1971).

Ispat: Agik olarak A™ = 0 alindiginda Moore—Penrose sartlarinin saglandig: goriiliir.

Teorem 2.3.2 Her A matrisi igin Moore—Penrose sartlarini saglayan bir A* matrisi
vardir (Rao ve Ark., 1971).

Ispat: Eger A =0 ise, A* = 0 oldugu aciktir. A # 0 olsun. A matrisinin r rankl

oldugu kabul edilsin. Bu durumda A matrisi,
A =BC (2.17)

seklinde pargalanabilir. Burada B matrisi m X r tipinde » > 0 rankli ve C matrisi
r X n tipinde r > 0 rankli matrisler olup, B*B ve CC* carpimlarinin her ikisi de

nonsingiilerdir. Bu durumda eger A* matrisi,
At =c*(cCc*)"Y(B*B)"'B* (2.18)
olarak alinirsa, A* matrisi Moore—Penrose sartlarin1 saglar. Gergekten,
(i) AA*A = (BC)C*(CC*)~Y(B*B)*B*(BC)
= B(CC*)(CC*)"Y(B*B)"Y(B*B)C = BC = A,
(i) ATAA* =c*(cc*)"Y(B*B)"B*(BC)C*(CC*)"Y(B*B) 'B*
= c*(cc)~Y(B*B)"Y(B*B)(CcCH(CC*) Y (B*B) 'B*
=C*(CCc*)"Y(B*B)"1B* = A",
(iii) (4AY)* = [(BOYC*(cc*) Y (B*B) 1B*]* = B(B*B)~*(CcC*)~1(cC*)B*
= B(B*B)"'B* = B(CC*)(CC*)"Y(B*B)"'B*
= (BC)C*(CC*)™Y(B*B)™1B* = AA™,
(iv) (A*A)" = [C*(CC)~Y(B*B)*B"(BO)]"

= C*(B*B)(B*B)~1(cC")IC
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=Cc*(ccH)Ic

=Cc*(cC*) Y (B*B)"1(B*B)C

=C*(CC*)™Y(B*B)™1B*(BC) = A*A
oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.3 Herhangi bir A matrisi i¢in, Moore—Penrose sartlarin1 saglayan bir tek
A* matrisi vardir. Yani, her A matrisinin bir tek Moore—Penrose inversi vardir (Rao
ve Ark., 1971).

Ispat: A matrisinin Moore—Penrose sartlarim1 saglayan herhangi iki Moore—Penrose

inversi AT ve A% olsun. Bu durumda,
Af = ATAA] = A (AAD)" = AT (A])"A" = A (A1) (AAZA)
= AT (A1) A" (A3)"A" = AT (AA])"(AA3)" = ATAATAA] = ATAAS
= ATA(A3AA7) = (ATA)"(AFA)" A3 = A"(A])AT(A)" AL
= (AATA) (A3)"A7 = A"(A3)° A3 = (AJA)'A} = AJAAS = A3
oldugundan A} = A¥ olur. Yani, A* matrisi tektir.

Teorem 2.3.4 m X n tipindeki bir A matrisinin bir Moore—Penrose inversi varsa n X
m tipindedir (Rao ve Ark., 1971).

Ispat: AA™ matrisinin simetrik ve dolayisiyla kare olmas1 ger¢eginden ispat goriiliir.
Teorem 2.3.5 a. m X n tipindeki bir A = [al-j] matrisinin tiim elemanlar1 1 ise bu
takdirde, A* = — A* dir.

mmn

b. a, n x 1 tipinde ve a # 0 olan bir siitun vektérii ise, bu durumda a*, a* =
(a*a)~'a* seklindedir.
+

C. a, 1 xn tipinde ve a # 0 olan bir satir vektorii ise, bu durumda a*, a* =

a*(aa*)~! seklindedir (Rao ve Ark., 1971).

Ispat: a. Ispat icin teoremde verilen A* matrisinin Moore—Penrose sartlarimni

sagladigin1 gostermek yeterlidir. Bu durumda,

i A=A aYa =4 (a4 4) =4 L —
()AA*A=A(-=A")A=A—(4"A) = A—.m.n=A4,
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(i) A*AA* = (ﬁA*)A (ﬁA*) = —(4"4) (ﬁA*) =—.m.n (ﬁA*)

(V) (A*A) = (= A"A) = —A"A = A*A

oldugu goriiliir.

b. a* matrisi Moore-Penrose sartlarini saglar. Gergekten,

()aa*a = a(a*a) ta*a = a(a*a) (a*a) = a,

(i) ataa® = (a*a) ta*a(a*a) ta* = (a*a) *(a*a)(a*a)ta*
= (a*a)~la* = a*,

(iii) (aa™)* = [a(a*a) ta*]* = a(a*a) 'a* = aa™,

(iv) (ata)* = [(a*a) ta*a]* = (a*a) la*a = a*ta

oldugu goriiliir.

c. a™ matrisi Moore—Penrose sartlarin1 saglar. Gergekten,

() aa*a = aa*(aa*)"ta = (aa*)(aa*)"ta = q,

(i) ataa®™ = a*(aa*)taa*(aa*)"! = a*(aa*) " (aa*)(aa*)™?
=a*(aa*)"' =a™,

(iii) (aa™)* = [aa*(aa*)"]* = aa*(aa*)"! = aa®,

(iv) (ata)* = [a*(aa*)"ta]* = a*(aa*)"ta = ata

oldugu goriiliir.

- 1 1 1 1

Ornek 2.3.1 4 = 11 1] matrisi verilmig olsun.m =2, n=3ve A" = |1
1

olarak alinirsa,

1 11 [1/6 1/6
A+=$A*=%[1 1‘=[1/6 1/6]
' “lr 1 lie 176
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matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten,

11 1 [1/6 1/6] 1/2 1/2

1/6 1/6
1 11 1/6 1/6 1/2 1/2

(i) AA* =

N R R M

1/6 1/6 1/3 1/3 1/3
(i) A*A = |1/6 1/6].[1 1 1 [1/3 1/3 1/3]
1/6 1/6 1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/31 [1/6 1/6] [1/6 1/6
A*aa* =|1/3 173 1/3] 1/6 1/6|=|1/6 1/6|=
173 173 1/3) liye 1/6] l1/6 176
/2 121 /2 121 .
(W) A" =115 1/2] iz 1/2] =44

1/3 1/3 1/317" 711/3 1/3 1/3
(iv) (A*A)* = [1/3 1/3 1/3] =|}/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3

oldugu goriiliir.

Ornek 2.3.2a = [;] olsun. Bu durumda,

at = (@a)a =([1 2] [Z]) [1 2]
=[517%[1 2]=[1/5].11 2]=[1/5 2/5]

matrisi Moore—Penrose sartlarin1 saglar. Gergekten,
N | _[1/5 2/5
(i) aa ._[2]41/5 2/51= |50 4rs

aa

v _[1/5 2/5 ~
= 2/5 4/5][%] [1] %

(i) a*a =[1/5 2/51[%]:

+

ataa* =[1].[1/5 2/5]=[1/5 2/5]=a",

. q1/5 2/51° _[1/5 2/5]_
(i) (@a™)" =155 45| =l2/5 4/5]~
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(iv) (a*a) = [1]" = [1] = a*a
oldugu goriiliir.

Ornek 2.33a=[1 2 1]alinrsa,

1 It 1/6
at =a*(aa*)"! = [2] .([1 2 1] [ZD = [2] 6]t = [1/3
1 1 1 1/6

matrisi Moore—Penrose sartlarin1 saglar. Gergekten,

1/6
aa*=[1 2 1]. [1/3] = [1]
1/6

aata=1[1].[1 2 1]=[1 2 1] =a,

1/6 1/6 1/3 1/6
(i) a*a = [1/3].[1 2 1]==[1/3 2/3 1/3]
1/6 1/6 1/3 1/6

1/6 1/3 1/6] [1/6] [1/6

a+aa+=[1/3 2/3 1/3].[1/3]=[1/3]=a+,
1/6 1/3 1/6l l1/6] l1/6

(iii)) (aa™)" = [1]" = [1] = aa™,

*

1/6 1/3 1/6 1/6 1/3 1/6
(iv) (a*ta)* = [1/3 2/3 1/3] = [1/3 2/3 1/3] =a*a
1/6 1/3 1/6 1/6 1/3 1/6
oldugu goriiliir.
Teorem 2.3.6 A herhangi bir matris olmak {izere,
(A" = (@A"Y
esitligi gecerlidir (Rao ve Ark., 1971).
Ispat: (2.17) bagmtisindaki gibi A = BC olsun. A* = C*B* oldugundan,
A* = C*(CC*)"*(B*B)~'B"
alinirsa,
(AY)* =B(B*B)~1(cc*)"1c

olur ki, bu da A* matrisinin Moore—Penrose inversidir. Gergekten,
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(i) A*(A")*A* = C*B*B(B*B)~*(CC*)™1CC*B* = C*B* = A",
(i) (A")*A*(A")* = B(B*B)~*(CC*)"*CC*B*B(B*B)~*(CC*)™C
= B(B*B)™1(CC*)™'C = (4",
(iii) [A*(A)*]" = [(C*B*)B(B*B)~*(CC)~(C]* = [c*(CC)ICT
= C*(CC*)™'C = C*(B*B)(B*B)™1(CC*)™1C = A*(A")*,
(iv) [(A)*A*]* = [B(B*B)~*(CC*)~*C(C*B")]" = [B(B"B)'B*]"
= B(B*B)™'B* = B(B*B)"}(CC*)™X(CC*)B* = (A")* A"
olur. Bdylece,
(A)* = B(B*B)"1(CC*)™*C (2.21)

elde edilir. (2.20) ve (2.21) bagintilarindan ve bir matrisin Moore—Penrose inversi

varsa tek olacagindan dolay1, (A*)* = (A™)* oldugu goriliir.

Teorem 2.3.7 Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi matrisin
kendisine esittir. Yani, herhangi bir A matrisi i¢in, (A*)* = A4 olur (Rao ve Ark.,
1971).

Ispat: Moore—Penrose invers tanimindan,

(i) AY(AT)TAT = ATAAT = AT,

(i) (ANHTAT (AT = AATA=A=(4D)",

(iii) [AT(AT)*]" = [ATA]" = ATA = AT (A")",
(iV) [(AD)TA*]* = [AAT]" = AAT = (AD)TA +T
oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.8 A matrisinin Moore—Penrose inversinin ranki A matrisinin rankina

esittir. Yani,

r(A) =r(4A") (2.22)
dir (Rao ve Ark., 1971).
Ispat: Teorem 2.1.13 AA*A = A Moore—Penrose sartina uygulandiginda,

r(4) = r(AA*A) < min{r(4), r(4*)} < r(4") (2.23)
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elde edilir. Benzer sekilde, Teorem 2.13 A*AA™ = A* Moore—Penrose sartina

uygulanirsa,
r(A*) = r(ATAAY) < min{r(4), r(4H)} <r(4) (2.24)
elde edilir. (2.23) ve (2.24) bagintilarindan dolayi (2.22) bagintis1 saglanir.

Sonu¢ 2.3.1 A matrisinin ranki r ise, AT, AA*, AtA, AAT A, AT AAT matrislerinin her

birinin ranki da r dir.

Teorem 2.3.9 A simetrik ve idempotent matris ise, A* = A olur (Rao ve Ark., 1971).
Ispat: Moore—Penrose invers tanimindan,

(i) AATA = AAA = A%A = AA = A% = A,

(i) ATAAT = AAA=A’A=AA=A>=A= A",

(iii) [AAT]* = [AA]* = [A2]" = A* = A = A% = AA = AA*,

(V) [ATA] = [AA]" = [A2]* = A" = A=A = AA = A" A

oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.10 B = Kos{by1, b33, ... ,bpn} ise, B matrisinin Moore—Penrose inversi
BT, i~yinci satir1 ve i—yinci siitununda yer alan kdsegen elemani by; # 0 ise bj;* ve

b;; = 0 ise “0” olan bir kdsegen matristir (Rao ve Ark., 1971).

Ispat: B matrisinin Moore—Penrose sartlarin1 sagladig1 agik¢a goriiliir.

2 0 0 O
Ornek 234 D = 8 é 8 8 seklinde verilen D matrisinin Moore—Penrose
0 0 0 3
inversi,
~ 0 0 0
o o 00
000 =

matrisidir. Gergekten,
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1
2000[5000] 100 0
ppt—10 1 0 ofjo 100 to 1 0 0
000 0[{g o 00 f00 00
0 0 0 3 t lo oo 1
o o 0 3]
ve
1000 000 2000
in_lo 100|011 0o|l_Jo1o0 o_
DD*™D=15 09 0 o|flo 0 0 of[T|o 0 o of=P
000 tdlo oo 3 looo3

oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.11 a. A, m X n tipinde tam satir rankl1 bir matris ise, bu durumda A* =

A*(AA*)"L ve AAT = I, olur.

b. A, m X n tipinde tam siitun rankl1 bir matris ise, bu durumda A* = (4*A)"1A4* ve

A*A = I, olur (Rao ve Ark., 1971).

Ispat: Teoremde verilen A* matrislerinin Moore—Penrose sartlarini sagladigini

gostermek yeterlidir. Buna gore,

a. (i) AATA = AA*(AA") 1A = (AA")(AAY) 1A = 4,

(ii) ATAAY = A*(AA")"TAA*(AA") ™1 = A*(AAY) 1 (AA") (A4
= A*(AA")™1 = A,

(iii) (AAT)* = (AA*(AA)™ ) = (AAHAAY ) =TI =1
= (AA*)(AA*)™1 = AA*(AA*)1 = AAT,

(iv) (ATA)* = (A*(AA")71A)* = A*(AA") 1A = A*A

oldugu goriiliir. Benzer sekilde,

b. (i) AA*A = A(A*A)71A*A = A(A*A) "1 (A A) = A,

(ii) ATAAY = (A*A) 1A A(A*A) 1A = (A*A)"1(A*A)(A*A)~1Ar
= (A*A)714* = A",

(iii) (AAY)* = (A(A*A)714") = A(A*A)71A* = AAY,

(iv) (ATA)" = (AT = (@A @A) =I"=1
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= (A*A)"1(A*A) = (A*A)714A*A = A*A
oldugu goriiliir.

Ornek 2.3.5 2 x 3 tipindeki bir A = [2 1 2] matrisi alindiginda rank (4) = 2

1 1 2
oldugu agiktir. Yani, A tam satir rankli bir matristir. O halde Teorem 2.3.11 a)’dan

dolay1,
2 1] Mt 12 1 1
A+=A*(AA*)‘1=[1 1 (i 1 ; [ 1]) =l1 1].[3 Z
2 21 2 2 2
2 1 ;
=[1 1 [%g Zg =[16/5 13/5]
2 2 : 32/5 26/5
olur.
) 2 1
Ornek 2.3.6 3 X 2 tipinde bir A = |2 0] matrisi verilmis olsun. Bu durumda,
1 1

rank(A4) = 2 oldugu agiktir. Yani, A tam siitun rankli bir matristir. O halde,

21
+_*_1*_221 221
AT =(A4°4) A_<1 0 1] 1 0 1

_93]‘1[221:7/3 2 4/3
1321 'l1 o 1 8/9 2/3 5/9

oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.12 B # 0 ve C # 0 matrisleri sirastyla m X r ve r X n tipinde matrisler,

r rankl1 olsun. Bu durumda,

(BOYt =C*B* (2.25)
esitligi gerceklenir (Rao ve Ark., 1971).
Ispat: Teorem 2.3.11°e gére C* = C*(CC*)~' ve BT = (BB*)~'B* olur ve buradan,

CtBT =C*(CC*)™"Y(BB*)"1B* elde edilir. Bu deger zaten (BC)™ matrisidir. O
halde, C*B* = (BC)* oldugu gorilliir.
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3. GRUP INVERS VE BLOK MATRISLERIN GRUP iNVERSI

3.1. Bir Kare Matrisin Grup inversi

Tamm 3.1.1 A nxn tipinde reel veya kompleks bir kare matris olsun. Bu durumda
r( AM*1) = r(A4¥) kosulunu saglayan en kiiciik k pozitif tamsayisina, A matrisinin

indeksi denir ve ind (A) ile gosterilir. Eger A € C™" matrisi i¢in ind(A) = k ise,
AFtIY = AR XAX =X, AX = XA

kosullarini saglayan bir ve yalniz bir tek X € C™" matrisi vardir. Bu X matrisine, A
matrisinin Drazin inversi denir ve X = AP ile gosterilir. Ozel olarak ind(A) <1
oldugunda AP matrisine, A matrisin grup inversi adi verilir. Baska bir deyisle,

herhangi bir A kare matrisi i¢in
AXA =A,XAX =X, AX = XA

matris denklemlerini saglayan X matrisine A matrisin grup inversi denir ve A% ile
gosterilir. Agikea goriilmektedir ki, ind (A) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A nin
nonsingiiler olmasidir. Bu durumda A* = A™! yazilir. Bu g¢alisma boyunca birim
matrisi ve bir A matrisinin transpozunu sirasiyla I ve AT ile gosterecegiz. I uygun
boyutta birim matris olmak {izere A matrisinin grup inversi i¢in A™ = I — AA* ile

N (4) iizerindeki R(A) boyunca izdlisiimii gosterecegiz.

Bu kisimda, grup inversin varligi ile ilgili bazi Lemmalar ifade edilerek verilen bir
matrisin grup inversi i¢in bazi formlar verilecektir. Aksi belirtilmedikg¢e ele alinan

matrisler bir cisim tizerinde tanimli olacaktir.

Lemma 3.1.1 A nonsingiiler bir matris olmak {izere,

w3

olsun. Bu takdirde r(4) = r(M) olmas1 igin gerek ve yeter kosul D = CA™'B
olmasidir (Zhang ve Ark., 2012).

Lemma 3.1.2 A € K™™ keyfi bir kare matris olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir (Zhang ve Ark., 2012):

(iy A* mevcuttur.
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(i) 7(A) = r(A?) ve A? matrisi regiilerdir.
(iii) 7(A) = r(A43) ve A3 matrisi regiilerdir.
(iv) A matrisi bir B € K™™ matrisi i¢in ABA formunda bir {1} —inverse sahiptir.

Lemma 3.1.3 A € K™™ keyfi bir kare matris olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir (Zhang ve Ark., 2012):

(i) A* mevcuttur.
(ii) Bir X € K™™ matrisi icin A%X = A dir, bu durumda, A* = AX? olur.
(iii) Bir Y € K™™ matrisi i¢in YA% = A dir, bu durumda, A* = X24 olur.

Lemma3.1.4 A € K™™ keyfi bir kare matris olsun. Bu takdirde A* grup inversinin

mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

A, 0

-1
b 4 # — p A1 0f p-1
A P[O O]P and A P[ A O]P ,

olacak sekilde singiiler olmayan P € K™™ ve A; € K™ matrislerinin mevcut
olmasidir, burada r(A) = r dir (Zhang ve Ark., 2012).

Lemma 3.15A=P [8 /?]Q € K™™ olmak iizere P,Q € K™ ve A; € K™
1

matrisleri tersinir ve r(A) = r olsun. Bu takdirde X, € K™, X, € K™(M=") ve X, €

K M=7XT keyfi matrisler olmak tizere

Xz

X
A(l) = Q_1 [ L _
Xs A

|
dir (Bu ve Ark., 2009).

Lemma 3.1.6 A € K™" ve B € K™™ olsun. Eger r(4) = r(BA) ve r(B) = r(AB)
ise bu takdirded @~ AB ve BA matris ¢arpimlarinin her ikisinin de grup inversi
mevcuttur (Zhang ve Ark., 2012).

Ispat: Lemmanin ispatin1 A # 0 varsayimi altinda vermek yeterlidir. Bu durumda A

matrisinin

- Yo
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formunda yazilabildigini varsayalim, burada P € K™™ ve Q € K™" matrisleri
tersinir ve r(4) = r(I) dir. Ote yandan B; matrisi I matrisiyle ayn1 boyutlu olmak
uzere
B, B
—n-1|P1 Bz p-1
=05 plr
matrisini g6z oniine alalim. Bu takdirde

ap=p[% B2|ptve pa=o 4 8]Q
3

B
oldugu kolayca goriiliir. 7(A) = r(BA) oldugundan [ Bl] matris tam siitun rankli bir
3
matristir. Ustelik 7(AB) = r(AB) oldugundan YB, = B; ve YB, = B, olacak sekilde
. B
uygun boyutlu bir Y matrisi mevcuttur. Dolayisiyla r ( Bl> = r(B;) olacaktir.
3

Boylece B, matrisi de tersinirdir ve

-1 -1 -1
AB =P [1 —B; Bz] [Bl 0] (P [I —B; Bz])
0 0 0 O 0 0

ve

_ I 011B, O01(_ I o\ ?

— 1 1 1

BA=0 [B3B1_1 I] [ 0 0] (Q []3331_1 I])

esitlikleri yazlabilir. Bu takdirde AB ve BA matrislerinin her ikisi de [%1 8]

matrisiyle benzer matrislerdir. Béylece AB ve BA matrislerinin her ikisi de grup

tersinir matrislerdir.

Lemma 3.1.7 A, B € K™™ olsun. Eger r(A) =r(BA) =r(B) =r(AB) ise bu
takdirde asagidaki ifadeler saglanir (Zhang ve Ark., 2012:

(i) (AB)*A = A(BA,

(i) (BA)¥B = B(AB)*,

(iii) B(AB)™ = 0,

(iv) (AB)™A = 0.
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Lemma3.1.8 M = ‘g g] € K™™ bir matris olmak lizere A € K™™ matrisi tersinir

ve S =D — CA™1B olsun. Eger S* mevcut, S™ =1,,_, — SS* ve R = A? + BS™C
matrisi tersinir ise bu takdirde asagidaki ifadeler saglanir (Zhang ve Ark., 2012):

(i) CAR™'=CA™*-DS™CR™1,
(i) R"AB = A"'B — R™1BS™D.
Ispat: Kolayca gosterilebilir ki

CA™1=CA™ I, =CA*(A’R"' + BSTCR ') = CAR"* + (D — S)S™CR™!
ve

CA ' = CA™I, = CA"*(A?R™ 1 + BS™CR™') = CAR™ '+ (D — S)S™CR™?
olup iddia dogrudur.
Lemma 3.1.9 A € K™ bir matris olsun. Bu takdirde

0

Im—r

0

Im—r

I, —AA® =P [8 ]P‘1 and I, —A®WA=Q?! [8 ] Q,

olacak sekilde tersinir P, Q € K™™ matrisleri mevcuttur, burada r(A4) = r ve AM
matrisi A matrisinin bir {1} — inversidir, yani A® € K™™ matrisi AAMA = A
matris esitligini saglayan bir matristir. Verilen bir A matrisinin tim {1} —inverslerinin

siifin1 A{1} ile gosterecegiz.

Lemma 3.1.10 4,B,C € K™™, B tersinir bir matris olmak tizere C € C{1} ve
ZW € z{1} matrisleri i¢cin Z = (I, — CCW)B*A(I, — CPC) ve A= (I, —
cHC)zV(1,, — ccD) olsun. Bu durumda eger 7(Z) =m — r(C) ise bu takdirde
asagidaki ifadeler saglanir (Bu ve Ark., 2009):

(i) (I,, —AB~'A)CVC =1, —AB'A
(i) cc®V (1, —BA™'A) =1, — BAT'A,

(iii) (I, — AB~1A)A= A(I,, — B~1AA) = 0,
(iv) (I, — AB~14)% = I, — AB~A4,
v) (I, — B *AA)? =1, — B~1AA.

Ispat: 7(C) = r oldugunu varsayalim. Bu takdirde Lemma 3.1.8 e gore
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— @O=p 1 _r@
L,—CC [O Imr]P and I, —C"C=0Q" [O Imr]Q

olacak sekilde tersinin P, Q € K™*™ matrisleri mevcuttur ve dolayisiyla
I, 01,- 1 O
1) — r 1 D = 1|ir
cc P[O O]P and CWC=Q [0 O]Q

yazilabilir. Farzedelim ki B~1A = P[ Q U € Kim—nxr |y g gm-mxm-)

ve Y € K™*(m=7) X € K™ olsun. Bu durumda r(Z) = m — r(C) oldugundan
oo 01,1 X 0
z=rly oleely yleetfy ) Je=r[g Jle
elde edilir. Dolayistyla V matrisi tersinirdir. Buradan Lemma 3.1.5 uygulanarak X; €
K™ X, € K™M"7) ve X, € KM~ keyfi matrisler olmak tizere
70 =g [pt P,
oldugu goriiliir. Sonug olarak

A= Q1 [8 Vql] P,

_yp-1

I, — B~1AA= P [’r rv ]P‘l,

0 0
I 0

I, —AB™ 1A = _1[ r ] :

m N I
elde edilmis olur. Yukaridaki sonuglara uygun olarak (i)-(v) sartlarinin saglandigi
kolayca goriiliir.
3.2 Tersinir Bir Altbloga Sahip Blok Parcalanms Matrislerin Grup Inversi
Bu kisimda, A,B,C ve D matrislerinin asagidaki kosullardan birini saglamasi
durumunda M = [‘2 g] € K™™, (A kare), blok matrisinin grup inversinin mevcut
olmasi icin gerek ve yeter sartlar ele alinacaktir.

(i) A tersinir, S* mevcutve S = D — CA™'B;
(ii) D tersinir, S* mevcutve S = A — BD™(;

(iii) B veya C matrisi tersinirdir.
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A B
c D

S =D —CA™'Bolsun. Eger S* grup inversi mevcut ise butakdirde

Theorem 3.2.1 M = ] € K™™M  olmak tisere A € K™™" matrisi tersinir ve
(i) M* mevcuttur ancak ve ancak R = A% + BS™C tersinir ve S™ = I,,,_,, — SS* dir.

(i) Eger M* mevcut ise bu takdirde M*

X Y

# =
MEP=17 wl

(3.1)

formundadir, burada

X = AR™(A + BS*C)R™14,

Y = AR"Y(A + BS*C)R™'BS™—AR'BSH,

Z = ST™CR (A + BS*C)R™'A — S*CR™4,

W = S™CR™*(A + BS*C)R™'BS™ — S¥CR™'BS™ — STCR™'BS* + st
dir (Bu ve Ark., 2009).

Ispat: (i) A matrisi tersinir oldugundan S = D — CA~'B olmak iizere

o =r([z pD=r{§ »-carsl =75 5D

olacaktir ve dolayisiyla (M) =1(4) +r(S) elde edilir. Ote yandan S* mevcut

oldugundan

2

CA+DC CB+ D?

- A% + BC AB + BD )

|[CA+DC —CA™Y(A2+ BC) CB+ D?—-CA Y(AB + BD)

- 12
r A+ BC AB+BD)

(
(
(P
(
(
(

. A2+ BC AB+BD — (A* + BC)A‘lBD

SC SD —SCA™'B

A> + BC BS )

"\ sc  s2

r

(A% + BC — BSS*C BS )
SC — S%s*C 52
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ve

L (e | R ()
yazilabilir. Bu nedenle r(M?) = r(R) + r(52) elde edilir. Bu durumda Lemma 3.1.2
ve S* nin varhgindan r(S) =7(5%) ave dolayisiyla da r(M?2) = r(R) + r(S)
oldugu goriiliir. Bunun sonucu olarak M* 1n mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

r(A) = r(R) olmasi, yani M* 1 mevcut olmas1 igin gerek ve yeter kosul R nin

tersinir olmasi sonucuna ulasilir.

(i) N = [)Z( 1/11//] olsun. Bu takdirde N = M* oldugunu gostermeliyiz. Bu durumda

uN = [AX +BZ AY+BW]
“lcx+DzZ cYy+DbDw

ve
NM:[XA+YC XB+YD|
ZA+WC ZB+ WD

yazilabilir. Bu nedenle Lemma 3.1.7(i) den
AX+BZ = A’R"*(A+BS*C)R"'A+ BS"CR *(A+ BS*C)R"'A— BST"CR™'A
= (A’R™* + BSTCR™Y)(A + BS*C)R™*A — BSTCR™'A
=1,,(A+ BS*C)R"*A — BSTCR™'A
= AR74,
AY + BW = (A?R™* + BS™CR™')(A + BS*C)R™'BS™ + BS*
—(A?R~ '+ BS™CR™V)BS* — BS¥*CR™'BS™
= (A+ BS*¥C)R™'BS™ + BS* — BS* — BS*CR™'BS™
= AR'BS™,
ifadeleri elde edilir. Benzer sekilde

CX+DZ =CAR *(A+ BS*C)R"'A+ DS™CR (4 + BS*C)R™ 1A
— DS™CR™ 4

= (CA*—=DS"CR™Y)(A +BS*C)R™'A — DS™CR™*
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+DS™CR™ (A + BS*C)R'A
=CA™'(A+ BS*C)R™*A - DS™CR™'A
= STCR™1A,

CY + DW = CAR™ (A + BS*C)R™'BS™ — CAR™'BS* — DST™CR~'BS* + DS*
+ DSTCR (A + BS*C)R™'BS™ — DS*¥*CR™'BS™

=CA Y(A+BS*C)R™'BS™ — CA'BS* — DS*¥*CR™'BS™ + DS*
= STCR™1BS™ + SS*,

XA+YC=ARY(A+BS*"C)R™14% + AR"Y(A + BS*C)R™1BS™C
— ART'BS*C

= AR™Y(4 + BS*C)(R™*4% + R™'BS™C) — AR™'BS*C
= AR™Y(A + BS*C)I,,, — ART'BS*C

= AR™14,
yazilabilir. Lemma 3.1.7(ii) den

XB+YD = AR (A + BS*C)R™*AB + AR™*(4 + BS*C)R™'BS™D
— AR™'BS*D

= AR"'(A+ BS*C)A™'B — AR"'BS*D
= AR'BST,
ZA+WC =S"CR (A + BS*C)(R™'A% + R"'BS™C) — STCR™'BS*C
+S*C — S*C(R™'A% + A"'BS™C)
= STCR™'(A + BS*C) — STCR™'BS*C + S*C — S*C
= STCR™4,

ZB + WD = S™CR (A + BS*C)R™'AB — S¥*CR™'AB
+ ST™CR™Y(A + BS*C)R™1BS™D

—S*CR™BS™D — STCR™'BS™D + S*D
= STCR (A + BS*C)A™'B — S*CA™'B — STCR™'BS*D + S*D

= STCR™IBS™ + SS*
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oldugu goriiliir. Bu nedenle

-1 -1 T
MN:NM:[AR A AR™BS ]

STCR™'A ST™CR™1BS™ + SS*

elde edilir. Dolayisiyla

A B [AR-lA AR 1BST ]
MNM =
[C D] STCR™'A STCR1BS™ + SS*
ve
AR™1A AR™1BS™ ] X Y
NMN = ,
[S”CR-lA STCR™IBS™ + SsS*llz w

elde edilmis olur. Sonug olarak MNM = M ve NMN = N oldugu gosterilmis olur ve
boylece de N = M* elde edilir.

A B
c 0

S* grup inversi mevcut ise bu takdirde

Sonu¢ 3.2.1 M = [ ] € K™m A e K™ tersinirve S = —CA™1B olsun. Eger

(i) M* mevcuttur ancak ve ancak R = A2 + BS*Ctersinirve S™ = I,,,_,, — SS* dir.

(i) Eger M* mevcut ise bu takdirde

X Y

M* =
zZ wl

(3.2)

formundadir, burada

X =ARY(A + BS*¥C)R14,

Y = ARY(A + BS*C)R™'BS™AR™'BS*,

Z =S"CR (A + BS*C)R A — S¥CR™1A4,

W = S™CR (A + BS*C)R™*BS™ — S¥CR'BS™ — STCR™'BS* + S*
dir (Bu ve Ark., 2009).

Ispat: D = 0 olmak iizere iddialarin dogrulugu Teorem 3.2.1 den agik¢a goriiliir.

A B

Sonu¢ 3.2.2 M = [C 0

| € zmm ve 4 '€ k™ olsun. Eger AB =B, CA=Cise

bu takdirde

(i) M* mevcuttur ancak ve ancak (CB)* ve A* mevcuttur;
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(ii) Eger M* mevcut ise, bu takdirde

A* —2B(CB)™C — B(CB)*C B(CB)* + B(CB)™

M* =
(CBY*C + (CB)"C —(CB)*

formundadir (Bu ve Ark., 2009).
Ispat: Iddialarin dogrulugu direkt olarak Teorem 3.2.1 den agikca goriiliir.

Ornek 3.2.1 Z tam sayilar halkasi ve M = [f‘ g] matrisi Z/6Z fiizerinde bir

matris olmak lizere

1 -2 0 31
A=l0 1 0,B=33]andc=[§ % 8.
0 0 0 00

olsun. Kolayca gosterilebilir ki AB = B, CA=C ve A®> # A dir. Ayrica (CB)* ve

A* inversleri mevcuttur. Basit bir hesaplamayla,

1 2 0
01 0
0 0 O

and (CB)¥=CB = L 0].

# — =
4 3 3

oldugu gosterilebilir. Boylece Sonug 3.2.2 ye gére M* inversi mevcut olup

1 2 0 3 1
0 -2 0 3 3
M¥=]10 0 0O O O
31 0 0 O
3 2 0 3 3
seklindedir.

Teorem3.2.2 M = [‘é g] € K™™M D € K™"™ matrisi tersinirve S = A — BD™C
olsun. Eger S* grup inversi mevcut ise, bu takdirde
(i) M* mevcuttur ancak ve ancak R = D? + CS™B tersinir ve S™ = I,,_,, — SS* dir.

(ii) Eger M* mevcut ise,

w=lt 1) o3

formundadir, burada

X =S™BR™Y(D + CS*¥B)R™1CS™ — S*BR™1CS™ — STBR™1CS* + S¥,
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Y = S™BR™Y(D + CS*B)R™'D — S*BR™'D,
Z =DR™Y(D + CS*B)R™1CS™DR™ICS*,
W =DR™*(D + CS*B)R™'D

dir (Bu ve Ark., 2009).

Ispat: (i) M matrisi

1o 1, D C
P_[Im—n 0] ve N ]

"B A

olmak iizere
(A B1_[ 0 L] cy[ O In]—l_ )
M= [c D] - [Im_n 0] [B A] [Im_n 0 = PNP™,
seklinde yazilabilir. Dolayisiyla M* inversinin mevcut olmasi igin gerek ve yeter
kosul N* inversinin mevcut olmasidir. Ote yandan D € K™™ tersinir oldugundan,

Teorem 3.2.1(i) kullanilirsa N* inversinin mevcut olmasi igin gerek ve yeter kosul

R = D? + CS™B matrisnin tersinir olmasidir. Bu nedenle (i) sart: saglanmis olur.

(i) Eger M* mevcut ise bu takdirde M* = (PNP~1)* = PN*P~1 olacaktir. Bu
durumda Teorem 3.2.1(ii) kullanilarak M* 1n ifadesinin (3.3) deki gibi oldugu gériiliir.

A B

Teorem 3.2.3 M = [c 0

] € K™*™ bir matris, A,B,C € K™™ ve B tersinir ise

(i) M* inversinin mevcut olmasi icin gerek ve yeter kosul r(Z) =n—r(C)
olmasidir, burada Z = (I, — CCY)B~*A(L, — cVC) dir.

(i) Eger M* mevcut ise

o AB™1 X]

~la,-BAA)BY Y (3.4)
dir, burada ¢ € c{1} ve ZM € Z{1} olmak iizere

A= (I, — CVO)ZD (1, — ccD),

X =AB A+ (I, — BAT'A)CV(I,, — B"TAA)

Y = (I, — BAT'A)B~'A — B~*A(l,, — AB~*A)CV(1,, — B~AN),

dir (Bu ve Ark., 2009).
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Ispat: (i) Kolaylikla gosterilebilir ki

r(M)=r['g lg=r[g 0 =rg gr(B)+r(C)=m+r(C)

ve

oy _ . [A>+ BC AB]_ _[BC AB
r(M)—r[ 0 r[o

cBl CB
C Bt 0 C B~A 0
=7r|0 I 0] =7r|0 C 0
0 0 O 0 (I,—CCB™4 0
C B 'A-CCWB 4 0
=r|0 C 0
0 (,—CCB4 0
C 0 0
=r [0 C 0
0 (I,—CCMB™4 0
C 0 0
=7 [0 C 0 ]
0 (I,—CCONBA (U,—CCONB1AU, —CVC)
C 0 0
=r|0 C 0 ]
0 (I,—CCONB™A (UI,—CCOB AU, — CVC)
C 0 0
0 0 (I,—CCB AU, — CTV0)

= 2r(C) + r(2).

dir. Boylece Lemma 3.2.1 den goriildiigii iizere M* inversinin mevcut olmasi igin

gerek ve yeter kosul 7(Z) = n — r(C) olmasidir.
(i) (3.4) esitliginin sag tarafini E ile gosterelim. Direkt bir hesaplamayla

A A B, B,
ME = [As AJ ve EM = [33 34]'

oldugu gosterilebilir, burada

A, = AAB™Y + B(I, — B"YAAB™ ! =1,

44



A, = A(I, — AB~*A)CD (I, — B"YAA)B~' + AAB~'A
+B(I, — B"YAA)B™'A — A(l,, — AB~TA)CV(I,, — B"TAA) = A,
A; =CAB™1=0,
Ay = CAB™' + C(I, — AB~*A)CM (I, — B~1AA)
= CcCcU(I, — B~1AN).
dir. Lemma 3.1.10(i) den A, = I,, — B~1AA;
B, = AB7'A + AB7'AC + (I, — AB~*A)C® (U, — B"TAA)C
=AB 'A+1,—AB 'A =1,
B, =AB™!B = A,
B; = (I, — B"'AA)B™'A + (I, — B"'AA)B~AC
—B~YA(l,, — AB~*A)CW (I, — B~1AN)
= (I, — B~'AAB 'A—B~'A(l,, — AB~*A)cWC.
elde edilir. Boylece
B; =0, B, = (I, — B AAB™'B = I, — B~1AA.

oldugu goriiliir. Bu nedenle

ME—EM—[I" 0 ]
- ~l0o I,—B7'AA

yazilabilir. Ayrica Lemma 3.1.10 (ii) den
_[In 0 A By _ A+ AC Bl 1A Bj_
MEM = [0 I, —B—lAA] C o] - [(In —B7'ANC 0] ™ [c o] =M,
B AB™1 X[l 0
S P e | R

3 [ AB™1 AB™'A + (I, — AB~*A)CV (I, — B~1AA) ]
(I, — B~*AA)B™' (I, — B"'AA)B~'A — B~'A(I, — AB~*A) (U, — B~1AA)

=F
oldugu goriiliir. Sonu¢ olarak ME = EM, MEM = M ve EME = E esitlikleri elde

edilmis olur ve bdylece E = M* dir.
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A B

Sonu¢ 3.2.3 M = [C 0

] € KM*m A B,C € K™™" ve (C tersinir olsun. Bu takdirde

(i) M* mevcuttur ancak ve ancak Z = (I, — BBMW)AC~1(I,, — BYB) olmak iizere
r(Z) = n —r(B) dir.

(ii) Eger M* mevcut ise

wt = [T €T, - AAC‘l)],

Y y (3.5)
formundadir, burada herhangi keyfi BV € B{1} ve Z™ € Z{1} matrisleri i¢in
A= (I, — BOB)ZW (1, — BBW),
X =AC'A+ (I, — AAC"HBD(I,, — AC1A)
Y = AC1(I, — AAC™Y) — (I, — AAC™HBD(1,, — AC~1A)ACTY,

dir (Bu ve Ark., 2009).

. - . . _1 _1
Ispat: (i) Simdi P = [Afn 161] ve N = [CA;’ g] olmak {izere

O B LA [ | G R

oldugunu varsayalim. Bu takdirde M* nin mevcut olmast igin gerek ve yeter kosul N*
in meveut olmasidir. Ote yandan C tersinir oldugundan, Teorem 3.2.3 (i) uygulanarak
N* inversinin mevcut olmas i¢in gerek ve yeter kosulun r(Z) = n — r(B) esitliginin
saglanasi oldugu goriiliir, burada Z = (I,, — BBW)AC~(I,, — BWB) dir. Bu nedenle

(i) sart1 ispatlanmuis olur.

(i) 1Ispat Teorem 3.2.3(ii) nin ispatma benzer oldugu i¢in sonucun dogrulugu

kolaylikla gosterilebilir.

Sonu¢ 3.24 M = [é g] € K™ olmak lzere A,B,C,D € K™™ ve B tersinir bir

matris olsun. Bu takdirde

(i) M* nin mevcut olmast icin gerek ve yeter sart 7(Z) = n — r(S) olmasidir, burada
Z=(,—SSO)Ww(I,—-SVS), W=B"1A+DB*ve S=C—-DB™'4

dir.
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(ii) Eger M* mevcut ise bu takdirde

AB! — EDB™1 E
#
M F],

(I, — B"1AA)B~1 — FDB™! (3.6)
formundadir, burada herhangi keyfi S € {1} ve Z(M € Z{1} matrisleri i¢in
A= (I, — SWSHZD (1, — SSW),
E = AB7'A + (I, — AW)SW (I, — WA),
F = (I, — B *AA)B™'A — B~YA(, — AW)SD (I, — WA),
dir (Bu ve Ark., 2009).

A+BDB ! B

g olmak iizere
C—DB™A 0

. . e I 0
Ispat: (i) Belirtelimki P = [DB‘l In] ve N = [

R S S R

-1
= PNP?
C D C—DB™1A 0 n]

dir. Dolayistyla M* invrsinin mevcut olmast icin gerek ve yeter kosul N* inversinin
mevcut olmasidir. Ote yandan B tersinir oldugundan, Teorem 3.2.3 (i) dikkate alinirsa
N* inversinin mevcut olmasi icin gerek ve yeter kosul (Z) = n — r(S) esitliginin
saglanmasi oldugu goriiliir, buradaZ = (I, — SSYW (I,, — SWS)ve W = B~14 +

DB~ dir. Bu nedenle (i) sart1 ispatlanmus olur.

(i) Ispat Teorem 3.2.3(ii) nin ispatina benzer oldugu icin sonucun dogrulugu

kolaylikla gosterilebilir.

Sonu¢ 3.25 M = ‘21 g] € K™™ bir matris, A,B,C,D € K™ ve C tersinir
olsun. Bu takdirde

(i) M*¥ mevcuttur ancak ve ancak r(Z) =n—r(S), dir, burada Z = (In —
SSOYW(r, —SMs), v=B"1A+ DB 'veS=C—-DB Adir.

(i) Eger M* mevcut ise bu takdirde

1A _ -1 -1 _ -1\ _ -1
M#z[c A EC DE C™(l, AAg ) = CT'AF| (3.7)

formundadir, burada keyfi S € §{1} ve Z™ € Z{1} matrisleri i¢in
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A= (I, = SV ZW (1, — ssW),

E=AC™'A+ (I, — AV)SD (I, — VA),

F=AC™ (I, — AAC™)) — (I, = VA)SD (I, —VA)AC™?,
dir (Bu ve Ark., 2009).

ispat: ispat Sonug 3.2.4 ile aymdir.

3.3. Bazx Ters-Ucgensel Blok Matrislerin Group Inversleri

1983 yilinda, diferansiyel denklemler baglaminda, Campbell ve ark. [9], ters -iiggensel
(A B

c 0
calismuslardir. Ancak bu problem hala agik bir problemdir. Sadece bazi 6zel durumlar

) blok matrisinin Drazin tersini (grup tersini) bulma problemi {izerine

i¢in birgok sonug elde edilmistir. Daha genis halkalar {izerinde bu problem ile ilgili
calismalar da vardir.

Liu ve ark. (2012), bu problemi A? = A, CA = C kosullar1 altinda kompleks halkalar
iizerinde calismislardir. Bu kisimda ise, sadece A% = A kosulunu kaldirarak, bir
tamlik bolgesi iizerinde matris denklemlerini kullanarak bu problem i¢in bir ¢6ziim

arastirlmaktadir. Diger taraftan, Zhao ve ark. (2010) B* ’nin mevcut oldugu ve
BAB™ = 0 olmasi1 kosulu altinda g¢arpik cisimler iizerinde (‘2 g) tipindeki blok

matrislerin grup inverslerinin gosterimini ve varhigimi karakterize etmislerdir. Bu
kisimda ise elde edilen bu sonuglar bir tamlik bolgesi {izerine genellestirilmistir. Ozel

durumlarda ise bazi sonuglar birim elemanli halkalar lizerinde ¢alisilmustir.

Lemma 3.3.1. A € R™" olmak tizere, asagidaki ifadeler denktirler:

(i) A* mevcuttur,

(ii) R iizerinde verilen keyfi X ve Y matrisleri i¢in A%2X = A, YA? = A saglanir. Bu
durumda, A* = Y24 = AX? = YAX dir (Sheng ve Ark., 2013).

Lemma 3.3.2. A,B € R™" olmak iizere, eger BAB™ = 0 ve (AB™)* grup inversi
mevcutsa bu durumda,

(i) B*AB™ = 0, (AB™)*B = 0,B(AB™)* =0

(ii) A(AB™)* = (AB™)*AB™,
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(iii) A(AB™)*AB™ = AB™
esitlikleri saglanir(Sheng ve Ark., 2013).

ispat. (i) BYAB™ = (B*)2BAB™ = 0,(AB™)*B = ((AB™)*)?AB"™B = 0, esitlikleri
saglanir. Benzer sekilde B(AB™)* = 0 oldugu aciktir.

(i) A(AB™)* = AB™(AB™)* = (AB™)* AB™ oldugu gériiliir.
(iii) Buradaki esitliginden saglandig (ii) esitliginden kolaylikla goriiliir.

Simdi asagidaki teoremi bu kismin temel sonucu olarak verebiliriz.

Teorem 3.3.1. A€ R™"™ B € R™™ ve C € R™"™ olmak tlizere, M = (A B)

c 0
olsun. Eger CA = C ise, bu takdirde

(i) M* nin mevcut olabilmesi ici gerek ve yeter sart (CB)* ve A" nin meccut olmasi

ve A"B(CB)™ = 0 esitliginin saglanmasidir.

(ii) Eger M* mevcut ise bu takdirde,
M, = A* — (A*)2B(CB)™C — A*B(CB)*C — A*B(CB)™C — A™B[(CB)*]%C
M, = (A")?2B(CB)™C + A"B[(CB)*]?> + A*B(CB)* + A™B(CB)*
M; = (CB)™C + (CB)*C

M, = —(CB)*
olmak iizere,
M, M
# _ (M 2
= (s )
dir.
Ispat (i) =: CA% = CA = C oldugundan,
I B\(I 0\(A? AB —BCB\ _ (A>+ BC AB\ _ ,,2
(0 1)(C 1)(0 CBCB )_( C CB)_M (38)

oldugunu biliyoruz. Lemma 3.3.1 geregince, baz1 Y € RM™+™*X(M+m) matrisi icin M*
inversinin mevcut olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart M = YM? olmasidir. Simdi, Y; €

R™™ olmak tizere,
o D D=0 ¥)

olsun. Boylece,
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(5 2@ “eacs )= o)

olur. Sonug olarak Y; A% = A oldugu goriiliir ve Lemma 3.3.1 geregince A* mevcuttur.

Lemma 3.1.1e gére M* inversinin mevcut olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart M2X =

. o (X1 X
M olacak sekilde bir X = <X3 X,

Dolayisiyla (3.8) denkleminden,

6 DIE D ity

oldugu goriiliir. Bundan dolay1,

(AZ AB — BCB) <X1 Xz) _ ( I 0) (I —B)M

) € R(M+mMX(+m) matrisinin mevcut olmasidir.

0 CBCB /\X3 X4 —Cc 1/\0 1
dir. Yani,
A?X, + (AB — BCB)X; = A— BC (3.9)
A’X, + (AB— BCB)X, =B (3.10)
CBCBX; = CBC (3.11)
CBCBX, = —CB (3.12)

esitlikleri yazilabilir. (3.12) esitligi ve Lemma 3.1.1 den (CB)*’in mevcut oldugu
goriilir. (3.10) esitliginden ise —A"BCBX, = A™B esitligi elde edilir. Baska bir
deyisle, —A"B(CB)*CBCBX, = A™B yazlabilir Bu son denklemde (3.12) esitligini
yerine yazarsak, A"B(CB)*CB = A™B elde edilir. Bundan dolay1 A"B(CB)™ = 0’dur.
&: Oncelikle

X, = A* — (A"?B(CB)™C — A*B(CB)*C, X; = (CB)*C

X, = (4"? - B(CB)™ + A*B(CB)*, X, =—-(CB)*
olsunlar. Bu durumda A"B(CB)™ = 0 oldugunu belirtelim. Dolayisiyla (3.9)-(3.12)
esitliklerinin dogrulugunu gdstermek kolaydir. Bu ise M = M2X denkleminin bir

¢dziime sahip oldugunu gosterir, yani M* mevcuttur.

(i) Lemma 3.3.1 geregince, A"B(CB)™ = 0 ve CA* = CAAA* = CA?A* = CA = C,

olup M* ifadesi M* = MX? denkleminden elde edilebilir. Bu nedenle,
s _ (A B\ (X1 X2><X1 Xz)

M _(c o)<X3 Xi)\X; X,

(A B

=@ o)
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y (A# — (A"2B(CB)™C — A*B(CB)*C (4")? — B(CB)™ + A#B(CB)#) <X1 Xz)
(CB)*C —(cB)* X3 Xu

(AA# — A*B(CB)™C + A™B(CB)*C A*B(CB)™ — A"B(CB)#) <X1 Xz)
(CB)™C CB(CB)* X3 Xa
A* — (AM2B(CB)™C — A*B(CB)*C (4")? — B(CB)™ + A™B((CB)*)?
—A*B(CB)™C — A™B((CB)")?C +A*B(CB)* + A"B(CB)*
(CB)™C + (CB)*C —(cB)*
(o )
M; M,

elde edilmis olur.

Ornek 3.3.1. Z tamsayilar halkasi lizerinde M = (g g) olsun, burada
1 0 O 1 0
A=<O 1 0>, B:(l 3>ve cz(; 8 g)
0O 0 O 2 0

secelim. Bu durumda, kolayca gosterilebilir ki A% # A, CA = C dir. Ayrica A" ve

(CB)* ifadelerinin mevcut oldugu asikardir. Bu nedenle basit bir hesaplamayla

1 0 O
A*=(0 -1 0)
0 0 O

A”=<g 8 8>, (CB)#:CB:G g)' (CB)n:(_OZ 2)
0 0 1

oldugu ve boylece,A"B(CB)™ = 0 oldugu goriiliir. Bu durumda Teorem 3.3.1 gore

1 0\
-13 3

M#* mevcut olup

/00
7 -1

0
0

M* =] =2 0 4 0
0
0

0
1 0 -1 0
2 0 -2 0

Teorem 3.3.2. A€ R™"™, B € R™™,C € R™™ olmak tlizere M = (’é g

seklindedir.

) olsun.

Eger AB = B ise bu takdirde,

(i) M# nmn mevcut olabilmesi igin gerek ve yeter sart (CB)* ve A* inverslerinin
mevcut olup (CB)™CA™ = 0 esitliginin saglanmasidir.

(i) Eger M* mevcut ise,

51



M, = A* — B(CB)"CA* — B(CB)™C(A*)? — B(CB)*CA* — B[(CB)*]?CA™
M, = B(CB)* + B(CB)™

M; = (CB)*CA* + (CB)*CA™ + [(CB)*]?CA™ + (CB)™C (4*)?

M, = —(CB)*

olmak tizere M# = (Ml MZ)’dir.

M; M,
Simdi Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2° nin 6zel bir durumunu herhangi bir halka

tizerinde goz oniinde bulunduralim.

A B

Teorem 3.3.3. A € R™" B = R™™ (C € R™*" glmak ilizere M = (C 0

Eger AB = B ve CA = C ise bu takdirde,

) olsun.

(i) M*>un mevcut olabilmesi igin gerek ve yeter sart (CB)* ve A* mevcut olmasidir.
(i) Eger M*varsa,

= (A# — 2B(CB)™C — B(CB)*C B(CB)" + B(CB)")
B (CB)*C + (CB)™C —(CB)*

Ispat (i) =: Eger M* varsa, Lemma 3.3.2 geregince R iizerinde M = M?X ve M =
YM? olacak sekilde X ve Y matrisleri vardir. Ote yandan AB=B ve CA=C

oldugundan,

(6 Ve a0 D D=L )=

elde edilir.
= Do DE X6 D
olsun. Bu durumda

(—?;C CBOCB)(E ;2;):(3 —gB)

dir. Bu son esitlikten

A2X, = A (3.13)
A2X, = 0 (3.14)
—CBCX, + CBCBX; = 0 (3.15)
—CBCX, + CBCBX, =0 (3.16)
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esitlikleri elde edilir. Ayrica,

5 5 D T

oldugunu elde etmek kolaydir. Yine elde edilen bu son denklemlerden ve M = YM?

esitliginden yararlanarak ve Y = (? 11;2) secerek,
3 I
VA2 = A (3.17)
Y,(B—BCB) +Y,CBCB =B (3.18)
Y;A%2 = C (3.19)
Y;(B—BCB) + Y,CBCB =0 (3.20)

esitlikleri elde edilir. Lemma 3.3.2 geregince yukaridaki esitlikler dikkate almirsa M*
inversinin var oldugunu gosterir. Ayrica CX, = 0 ve Y;B = CB esitlikleri elde edilir.
Bu son iki esitligi yukaridaki esitliklerde yerlerine yazarsak,

CBCBX, =—-CBve(CB = (I -Y,)CBCB
bulunur. Lemma 3.1.1 geregince (CB)*vardur.

«: Farz edelim ki
X, =A% X, =0,X; =(CB)*C, X, = —(CB)*
Y, = A* Y, = B(CB)*,Y; = C,Y, = CB(CB)* — (CB)*
olsunlar. Bu durumda (3.13)-(3.20) denklemlerinin dogrulugunu gostermek kolaydir.

Bu ise M = M?X ve M =YM? denklemlerinin ¢dziimlerinin mevcut oldugunu

gosterir.

(i) Lemma 3.3.2 geregince M* mevcuttur ve M# = YMX dir.

A B

Ornek 3.3.2. Z tamsayilar halkasi ve M = ( c o0

), Z /6Z tizerinde bir matris olmak

lizere,

1 -2 0 31
A= <O 1 O>, B = (3 3), C
0 0 O 0 0

Il
/N
w W
N =
o O
—
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olsunlar. Bu durumda A? # A, AB = B, CA = C oldugunu gostermek kolaydir.

Ayrica A% ve (CB)* mevcuttur ve asagidaki gibi bulunurlar:

12 0
A#=<0 1 O),(CB)#z(O 0).
3 3
00 0

Teorem 3.3.3 geregince M* vardir ve

]
)

Teorem 3.3.4. A,B € R™™ olmak lizere M = (
BAB™ = 0 ise bu durumda,

3+

I
—
co R

I
N RO -
co oo oo

WO oww

seklindedir.

A B

B 0) olsun. Eger B varsa ve

(i) M?* nin var olmas! icin gerek ve yeter sart (AB™)* nin var olmasidur.

(ii) Eger M¥ mevcut ise,
M, = B*A(B*)? — (AB™)#*AB™A(B*)? + (AB™)*
M, = —B™A(B*)? + (AB™)*AB™A(B*)?AB* — (AB™)*AB* + B*
M; = B*

M, = —B¥AB*
M, M
. # 1 2\, ¢-
olmak tizere, M™ = ( M, M4> dir.

Ispat (i) =: Bu durumda

M=(5 0)=C5" 0)gws 1)

ve
2 _ (A>+B? AB\ _ (ABT™A+B? AB\( 1 O
M _( BA BZ)_( 0 BZ)(B#A 1)
denklemlerini elde etmek kolaydir. M* mevcut oldugundan Lemma 3.3.1 geregince
YM? = M esitliginin bir ¢6ziimiin oldugunu biliyoruz. Y = (? ?) olsun.
3 4
Y;AB™A + Y,B%? = B"A (3.21)
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Y,AB + Y,B% = 0 (3.24)

denklemleri elde edilir. (3.21) esitliginden Y;(AB™)? = B*AB™ = AB™ oldugu
goriiliir. Ote yandan Lemma 3.3.1 geregince (AB™)* nin mevcut oldugunu biliyoruz.

M
Simdi, X = (Ml %2) alalim. Bu durumda Lemma 3.3.2 den,
3 4

A(AB™* + BB* —A(AB™)*AB* + B"AB*

MX=<
0 BB#

)=XM

elde edilir. XMX = M, MXM = M oldugunu gdstermek kolaydir. Béylece de X = M*#
olarak elde edilir.

Teorem 3.3.5. A,B € R™" olmak lizere, M = (A

B sor R#
B 0) olsun. Eger B mevcut ve

BT™AB = 0 ise bu takdirde

(i)  M* mevcut olmasi igin gerek ve yeter sart (B*A)* 1 var olmasidir.

(i) Eger M* mevcutsa,
M; = (B*)?2AB™ — (B*)2AB™A(BTA)* + (B"A)*
M, = B
M; = —B*¥A(B*)2AB™ + B*A(B*)?AB™A(B"A)* — B*A(B™A)* + B*

M, = —B*AB*

M, M
. # 1 25 q:
olmak tizere, M™ = < M, M4> dir.

Bu teoremin ispat1 Teorem 3.3.4’iin ispatina benzerdir.

Simdi Teorem 3.3 4 ve Teorem 3.3.5’in 6zel bir durumunu herhangi bir halka iizerinde

inceleyelim.
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Teorem 3.3.6. A4,B € R™™ olmak lizere, M = (g g) olsun. Eger B* mevcut ve

BAB™ =0, B"AB = 0 ise, bu takdirde
(i) M* 1 var olmasi igin gerek ve yeter kosul (AB™)*’m mevcut olmasidir.
(i) Eger M* mevcutsa,

ue (@B B
B#* —B*AB*

seklindedir.

Ispat (i) =: Bu durumda

=y I 2k

olsun. M matrisinin ayrisimi Teorem 3.34 deki gibidir. Lemma 3.3.2 den kolayca
goriiliirki M* nin var olmasi igin gerek ve yeter kosul MX? = M ve YM? = M olacak

sekilde R tlizerinde X ve Y matrislerinin bulunmasidir.

_ I 0\ (X1 Xz) _<Y1 Y2><I —AB#)
X_(—B#A 1)(X3 Xy ot = Y; Y./ \o0 I

olsunlar. Bu durumda,

AB™ = (AB™A + B?)X, (3.25)
B = (AB™A + B2)X, (3.26)
B = B%X, (3.26)
0 = B%X, (3.28)
Y,AB™A + Y,B% = B"A (3.29)
Y,B% = B (3.30)
Y;AB™A + Y;B? = B (3.31)
Y,B2=0 (3.32)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden sirasiyla,
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AB™AB™X, = B"AB"AB™X, = B"AB"AX, = B"AB™ = AB"
ve
Y,AB"AB™ = AB™

oldugu elde edilir. Lemma 3.3 2 den (AB™)* inversinin var oldugunu biliyoruz.(i) nin

yeterlilik kismini ve (i1) nin ifadesini elde etmek i¢in,

¥ = ((ABTE)# B# )
B# —B*AB*
alalim. Lemma 3.3.2 den

A(AB™)* + BB* 0

MX = (
0 BB*

)=XM

dir. Dolayisiyla XMX = M, MXM = M oldugunu gostermek kolaydir. Boylece X =
M* elde edilir.

3.4. 2x2 Tipinde Bazi1 Ozel Blok Parcal Matrisler icin Grup Inversler

Bu kisimda birim elemanli bir halka {izerinde verilen 2x2 tipinde bazi1 6zel par¢alanmig
matrislerin grup inverslerinin varlig1 icin gerek ve yeter kosullar verip grup inveslerin
mevcut olmasi durumunda bunlarin gosterimleri verilecektir. Bubnla ilgili olarak daha

once verilenlere ek olarak baz1 Lemmalar1 ifade edebiliriz.

Lemma 3.4.1 R, 1 birimli ve degismeli bir halka, A ise R halkasi {izerinde n X n bir

matris olsun. Bu durumda asagida verilen ifadeler denktirler:

(1) A* mevcuttur.

(2) A = A%L = LA? olacak sekilde bir L matrisi mevcut olup A* = LAL = AL? = LA? dir.
(3) R(A) = R(A2),R,(4) = R,(4?) dir.

(4) A = A%X = Y A? olacak sekilde X ve Y matrisleri mevcut olup A% = YAX = AX? =

Y2A esitlikleri saglanir.
ispat.

(1) = (2): Eger A* mevcut ise, A = A%2A* = A*A? oldugu aciktir.
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(2) = (3),(3) = (4): oldugu asikardr.

(4) = (1): Eger A = A2X = YA? ise YA = YA2X = AX olur ve dolayisiyla YAX = Y24 =
AX? oldugu goriiliir. Buradan basit hesaplamalarla

A(AX?) = AX =YA = (Y?A)A = (AXZ)A,
A2(AX?) = AA2XX = A%X = A
A(AX?)? = YAAX? = YAX = AX?,

yani A* = AX? oldugu elde edilmis olur.

Lemma 3.4.2. R, 1 birimli bir tamlik bolgesi ve A € R™ ™ olsun. Bu durumda asagidaki

kosullar denktir:

(1) A* mevcuttur.

(2) Baz1 X € R™" matrisleri i¢in A = A%X saglanir. Bu durumda, A* = AX? olur.
(3) Baz1 Y € R™™ matrisleri icin A = YA? saglanir. Bu durumda, A* = Y24 dur.
(4) R(A) = R(A?) , burada R(A) = {Ax : x € R™} dir.

(5) R,(A) = R,.(A?), burada R,(A) = {yA :y € R**"} dir.

Lemma 3.4.3. R, 1 birimli ve degismeli bir halka ve A, B € R™ ™ olsun. Eger AB, BAve S
matrisleri regiiler olmak tizere, R(B) = R(BA), R,(B) = R,.(AB), R((AB)™A) = R(S) ve
R,(S) = R,.(A(BA)™) ise bu takdirde

(1) B(AB)™ = (BA)™B = 0.

(2) A(I — S3A%)(BA)™ = 0.

(3) (AB)™ (I — A253)A = 0.
(4) BAS; = 0.

(5) S3AB = 0.

(6) BAS,B = B.

(7) BS,AB = B.

(8) AS;A% + AS,BA = A.
(9) A%5;A + ABS A = A.
(10) S; 4% + S,BA = 0.

(11) A%S, + ABS, = 0
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dir, burada

S1= (AB)(D(I - AZSs)

S, = —(AB)(M (42 — A25;A4%)(BA)WD

S3

(BA)™(S)W(AB)™

S, = (I — $342)(BA)YD ve (AB)D € (AB){1}, (BA)M € (BA){1}, ()™ € s{1} dir.
ispat:
(1)Eger R,.(B) = R,.(AB) ise B = UAB olacak sekilde R iizerinde bir U matrisi vardir ve
boylece B = UAB(AB)WAB = B(AB)MWAB olur. Baska bir deyisle, B(AB)™ = 0 dir. Ote
yandan R(B) = R(BA) esitliginden, R lizerinde B = BAV olacak sekilde bir V matrisnin var
oldugu, dolayisiyla B = BA(BA)WBAV = BA(BA)™B oldugu goriiliir. Yani (BA)™ B = 0

esitligi saglanir.

(2),(3): Eger R.(S) = R.(A(BA)™) ise bu durumda R iizerinde A(BA)™ = XS olacak
sekilde bir X matrisi mevcuttur. Boylece AS;A%(BA)™ = A(BA)™SW, (AB)™ A%2(BA)™ =
ABA)™ SV = x55W = X5 = A(BA)™ esitlikleri elde edilir. Ote yandan R((AB)™ A) =
R(S) esitligi kullanilarak, (AB)™ A = SY olacak sekilde R iizerinde bir Y matrisi vardir,
boylece,

(AB)™ A%2S;A = (AB)™ A%2(BA)™'SMW(AB)™ A

= SSWAUB)™A =5SSMDSY =SY = (AB)™ A

oldugu gortiliir.
(4), (5): Ispat asikardur.
(6) — (11): (1), (4) ve (5) esitliklerinden (6) ve (7) esitlikleri elde edilir. (2) esitligi (8)
ile (10) esitliginin ve (3) ise (9) ve (11) esitliklerinin saglandigini ifade eder.

Lemma 3.4.4. R, 1 birimli bir tamhk bdolgesi ve A,B € R™ ™ olsun. Eger AB ve BA
matrsilerinin her ikisi de regiiler ise, bu durumda herhangi bir (AB)(™) € (AB){1} ve
(BA)M € (BA){1} matrisleri i¢in

r(AB) + r((AB)™ A) = r(A) = r(BA) + r(A(BA)™)

rank esitlikleri saglanir.

Ispat. Verilenlerden

(A 0) N (A A(BA)(DBA) . ( A A(BA)“)BA)
0 0 0 0 BA BA
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5 (A — A(BA)VBA A(BA)(l)BA> . (A(BA)’” 0 )
0 BA 0 BA
ve

(A o)_)( A 0)_}( A AB)
0 0 AB(AB)MA 0 AB(AB)MA AB

A—AB(ABYM4 0 ((AB)’"A 0 )
- -
AB(ABYMA  AB 0 AB

oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 3.4.1. R, 1 birimli ve degisemli bir halka ve A, B € R™ ™ olmak lizere M =
(A A
B 0

(1) M*’1m mevcut olabilmesi igin gerek ve yeter sart,

) olsun. Bu durumda,

(1) R(B) = R(BA), R.(B) = R.(AB)

(ii) AB ve BA’nin her ikisi birden regiilerdir.

(iii) S regiiler olup keyfi (AB) € (AB){1} ve (BA)® € (BA){1} matrisleri
icin R((AB)™A) = R(S), R,(S) = R, (A(BA)™) dur.

(2) Eger M* mevcutsa, S;,S,,S3,S, matrisleri Lemma 3.4.3 deki gibi olmak iizere,

it — <A53A53A + AS,BS,A + AS;AS,B + AS,BS,B  AS;AS;A + AS4BSlA>

BS,AS;A+ BS,BS{A + BS{AS,B + BS,BS; B BSAS;A + BS,BS,A
seklindedir.

Ispat (1): (gerek sart)

Eger M* mevcutsa bu durumda Lemma 3.4.1 geregince, M = M?X = YM? olacak

sekilde R tizerinde X ve Y matrisleri bulunur.

G D-CoD=G %) =0 v)

olsun. Bu durumda

A = ABX, + A%X, (3.33)
B = BAX, (3.34)
0 = BAX, (3.35)
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0 = ABX, + A2X, (3.36)

A=Y,A* +Y,BA (3.37)
B = Y;AB (3.38)
0 = Y, AB (3.39)
0 = Y34% + Y,BA (3.40)

esitlikleri yazilabilir.

(i) (3.34) ve (3.38) esitliklerinden agiktr.

(ii) Eger M* mevcutsa B nin regiiler oldugunu gérmek kolaydir. Bu durumda (3.34)
ve (3.38) esitliklerini kullanarak BA = BB®WBA = BAX;B™WBA ve AB =
ABBWB = ABBMWY,AB elde edilir. Baska bir deyisle BA ve AB’nin her ikisi birden

regiilerdir.

(iii) Bu durumda kolayca gosterilebilir ki bazi elementer matris doniisiimleri ile

w0 AB 0 0 )
( 0 0) matrisi 0 BA 0 | matrisine doniisebilir. Boylece S regiilerdir. Ote
o 0 S

yandan (3.33) esitliginden

(AB)™ A = (AB)™ (ABX, + A?X,) = (AB)™ A%X, (3.41)
elde edilir. Ayrica (3.37) esitliginden
A(BA)™ = (Y,A%? + Y,BA)(BA)™ = Y, A%2(BA)™ (3.42)
esitligi elde edilir. Buradan
(AB)™ A2(BA)™ = SSM(AB)™ A%(BA)™
= SSMW(AB)™ A% — SSM(AB)™ A%(BA)WBA

oldugundan, (3.35) esitligi kullanilarak (AB)™ A?(BA)™X, = SSM(AB)™ A?X,
elde edilir. Boylece, (3.35) ve (3.41) esitlikleri kullanilarak,

SSM(AB)™A = SSMW(AB)™ A%X,=(AB)™ A*(BA)™X,

= (AB)™ A%(I — (BA)WBAX, = (AB)™ A*X, = (AB)™ A
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bulunur. Benzer olarak (3.39) ve (3.42) esitlikleri kullanilarak,

ABA™SMS = A(BA)™
bulunmus olur. Sonug olarak

R((AB)™A) =R(S), R.(S) = R.(A(BA™)

esitlikleri yazilabilir.
Simdi de (2) esitligini ve teoremin yeter sartini ispatlayalim.

(X1 Xz) _ (SZB SlA) <Y1 Yz) _ (AS3 AS4>

X3 X, SsB S3A) \Y; Y, BS; BS,
olsun. Lemma 3.4.3 ten (3.33)-(3.40) esitliklerinin saglandigi kolayca goriiliir. Ayrica

Ayni Lemma dan Teoeremin gerek kisminin saglandig1 da goriiliir.
_(1 0\(X1 X2\(1 0 _(h Y2
X= (—1 1) (Xs X4> (1 1)' 'S <Y3 Y4)
olsun. Bu durumda, M = M2X = YM? olacaktir. Sonug olarak Lemma 3.4.1° e gore
M* mevcut olup
M* =Y2M

_ (AS3AS3A + AS,BS,A + AS;AS,B + AS,BS,B  AS;AS;A + AS4351A)
~ \BS,4S,A + BS,BS,A + BS,AS,B + BS,BS,B BS,;AS;A + BS,BS,A

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

A A

B 0) . 7/(67)

Ornek 3.4.1. 7 tamsayilar halkas: iizerinde olmak iizere, M = (

tizerinde bir matris olsun, burada

0 0 O 2 20
A=<O 1 3>,B=<2 2 0)
0 2 1 0 0 O

dir. Bu takdirde,

0 0 O 0 2 0
AB = < 2 2 0), BA = (0 2 0)
-2 =2 0 0 0 O

olacaktir. Ote yandan
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0 1 0 0 0 O
B = <O 1 O)AB = BA (1 1 O)
0 0 O 0 0 O

oldugu i¢in R(B) = R(BA),R,(B) = R,.(AB) ’dir. AB ve BA’nin her ikisinin de
regiiler oldugunu dogrulamak icin

0 0 0 0 0 O
(AB)(1>=<0 -1 o>, (BA)(1)=<O -1 o)
0 0 0 0 0 O

secilmesi yeterlidir. Boylece,

1 0 0 1 0 0
(AB)’"=<0 3 0), (BA)”lz(O 3 0>,

0 -2 1 0 0 1
0 00 0 00
(AB)""A=|0 3 3]|=ABA™ ve S={0 3 0
0 0 1 0 0 1

olup buradan da $? = S oldugu agik¢a goriiliir. Ayrica,

0 0 O 0 0 O
(AB)’"A=S<0 1 1>, A(BA)”L=<0 1 3)5,

0 0 1 0 0 1

baska bir deyisle, R((AB)™ A = R(S), R.(S) = R, (A(BA)™) esitlikleri saglanir.

Teorem 3.4.1 geregince M* mevcuttur. Ote yandan S = I, segilirse,

0 0 O 0 0 O 1 0 O 0 0 O
Si= (0 2 O), S;= (0 2 O), S3= (0 3 0), Sa= <O 2 0)
0 0 O 0 0 O 0 -2 1 0 2 0

olur. Bu nedenle,

0 0 0 0 0O
/—2 3 -1 \
_|—2 -2 0
0 -2 |

\O -2 -2 0/
0 0 0 0

oldugu goriiliir.

Teorem 3.4.2. R, 1 birimli bir tamlik bolgesi ve A, B € R™™ olmak lizere M =

(A A
B O

cocorRrw
cococoo
|
N
orw

) olsun. Bu takdirde,
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(1) M*’un mevcut olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart,

() r(B) = r(BA) = r(4B),

(ii) AB ve BA’nin her ikisi birden regiilerdir.

(iii) S regiilerdir ve bazi (AB)®M € (AB){1} i¢in r(4) = r(B) + r(S)
kosullarinin saglanmasidir.

(2) Eger M* mevcutsa, bu durumda Teorem 3.4.1 deki gibi M* ayni1 gdsterime
sahiptir.

Ispat (1): (gerek sart)

Teorem 3.4.1 den, R(B) = R(BA), R,.(B) = R,(AB) oldugunu biliyoruz. Boylece
r(B) = r(BA) = r(AB)’dir. Yine Teorem 3.4.1 kullanilarak AB, BA ve S’nin regiiler
oldugu ve R((AB)™ A) = R(S) oldugu goriiliir. Boylece r((AB)™A) = r(S) elde
edilir. Sonug olarak, Lemma 3.4.4°den r(A) = r(BA) + r(A(BA)™) = r(B) + r(S)
rank esitliginin saglandigi goriiliir. Eger r(B) = r(BA) ise, bu takdirde B = BAX
olacak sekilde bir X matrisi vardir. Ote yandan BA matris ¢arpimimin regiilerliginden
BA(BA)WB = BAX = B oldugu goriilir. Boylece de R(B) = R(BA) oldugu
saglanmus olur. Benzer olarak R,.(B) = R,.(AB) dir. Ayrica r(A) = r(B) + r(S) ve
r(B) = r(BA) oldugundan, Lemma 3.4.4 ¢ gore r(A(BA)™) = r(S) rank esitligi
saglanir. Bundan dolay1, A(BA)™ = JS esitligini saglayacak sekilde bir J matrisi
mevcuttur. Bu durumda S’ nin regiilerligi dikkate alimirsa A(BA)™SWS = JS =
A(BA)™elde edilir. Baska bir deyisle R,.(A(BA)™) = R,.(S)esitligi saglanmr. Benzer
sekilde R((AB)™ A) = R(S) esitliginin saglandig1 da gosterilebilir.

(2) nin ispati ise Teorem 3.4.1 de verilmisti.

Uyant 3.4.1. Teorem 3.4.2°nin igiincii kosulundaki r(A4) = r(B) + r(S) esitligi
asagidakilerden herhangi biri ile degistirilebilir:

@) r((AB)™ A) =1(S)
(i) r(ABAY™) = r(S)
(iii) 7(A) = r(B) + r((AB)™ A)

(iv) r(4) = r(B) + r(A(BA™)
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Teorem 3.4.3. R, 1 birimli bir tamlik bolgesi, A, B € R™*™ olmak tlizere M = (1]; é)

ve r(B) = r(A) olsun. Bu durumda,
(1) M* meveuttur < r(4) = r(B) = r(AB) = r(BA) olup AB ve BA regiilerdir.

(2) Eger M* mevcutsa,

M M
MH = ( 11 12)
My, My,

formundadir, burada

M;; = (AB)*A — (AB)*A%(BA)*B,

M,, = (AB)*4,

M,, = (BA)*B — B(AB)*A%?(BA)* + B(AB)*A(AB)*A%*(BA)*B,

M,, = —B(AB)*A?(BA)*
dir.
Ispat. (1): (gerek sart): Teorem 3.4.2 geregince r(B) = r(BA) = r(AB) olup hem
AB hem de BA matrisi regiilerdir. Boylece r(4) = r(BA) = r(B) = r(A), baska bir
deyisle r(A) = r(B) dir.
(yeter sart): Eger r(A) = r(B) = r(AB) = r(AB) ise, bu takdirde Ky lizerinde A =

ABX =YBAve B = BAP = QAB olacak sekilde X,Y,P ve Q matrisleri bulunur.
Boylece,

AB(AB)YWA = ABX = A,A(BA)WBA=YBA=A
BA(BA)WB = BAP = B,B(AB)YAB = QAB = B

esitlikleri saglanir. Ote yandan R(A) = R(AB), R(B) = R(BA), R, (A) = R, (BA),
R,.(B) = R.(AB) ve S = 0, olacagindan
r(A) =r(B) +r(S)
ve
R(AB) = AR(B) = AR(BA) = ABR(A) = ABR(AB) = R(ABAB)
R,.(BA) = R.(B)A = R,.(AB)(A)BA = R,.(BA)BA = R,.(BABA)
esitlikleri elde edilir. Boylece Lemma 3.4.2 geregince (AB)* ve (BA)* 'nin her

ikisinin de mevcut oldugu sonucuna ulasilir. Teorem 3.4.2 den M* vardir.
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(2): (yeter sart) Teorem 3.2 kullanilarak, (AB)" = (4B)* ve (BA)™V = (BA)*
secilerek, S = 0 ve S; = (AB)*, S, = —(AB)*A%(BA)*, S; =0, S, = (BA)* olmak
tizere, M# = (%i %Z) yazilabilir, burada

M;; = (AB)*A — (AB)*A%(BA)*B,

My, = (AB)#A,

M,, = (BA)*B — B(AB)*A%?(BA)* + B(AB)*A(AB)*A%(BA)*B,

M,, = —B(AB)*A?(BA)*

olacaktir.

Teorem 3.4.4. R, 1 birimli ve degismeli bir halka, A, B € R™" ve A?> = A olmak

lizere M = (A A

B 0) olsun. Bu durumda,

(1) M* inversi mevcuttur < R(B) = R(BAB), R,(B) = R, (BAB) dir.

Mll M12

2) Eger M* mevcutsa, M* = (
(2) Eg My My,

) formundadir, burada,

M;; = (I — AB(AB)* + (AB)*)A — (AB)*,
M;, = (I — AB(AB)* + (AB)"A
My, = (BA)*(B — 1+ (BA)*B),
M, = —(BA)*
dir.
Ispat (1): (gerek sart) Teorem 3.4.1°den
() R(B) = R(BA), R.(B) = R,(4B),
(i) Hem AB hem de BA regiilerdir,
(iii) S regiiler olup keyfi (AB)® € (AB){1} ve (BA)™W € (BA){1} matrisleri i¢in
R((AB)™A) = R(S), R.(S)=R.(A(BA)™)
sartlarmin saglandig1 goriiliir. Bu nedenle A(BA)™ = YS = Y(AB)™ A(BA)™ olacak

sekilde bir Y matrisimevcuttur. (i)’den R,-(B) = R, (BAB) oldugu bulunur. Benzer
sekilde R(B) = R(BAB) oldugu goriiliir.
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(yeter sart): Eger R(B) = R(BAB) ve R,(B) = R,(BAB) ise bu takdirde B =
BABX = YBAB olacak sekilde keyfi X ve Y matrisleri bulunabilir, bu nedenle
BAB = BABXAB = BABXAYBAB yazilabilir, baska bir deyisle BAB matrisi
regiilerdir. Aymi sekilde R(B) = R(BAB) esitliginden R(AB) = R(ABAB) elde
edilir. Ote yandan R,(B) = R,(BAB) € R,(AB) € R,(B) oldugundan R,(B) =
R,(AB) olacaktir. .Bu nedenle R, (AB) = R,(BAB) = R,.(B)AB = R,.(AB)AB =
R,(ABAB) yazlabilir. Lemma 3.4.1 geregince (AB)* mevcuttur. Benzer olarak
(BA)* da mevcuttur.

(M2 0

AB 0 O
0 O) matrisi, bazi1 elementer matris donistimleri ile <0 BA 0) haline

o 0 S
getirilebilir. Ayrica,

AB 0 0 0 A4 0
2
(M 0) N ( 0 BA 0) N <—BAB BA 0)

0 0 0 0 S 0 0 0
0 A 0 0 A 0
~(BaB 0 0)=(BaB 0 0
0 0 0 0 0 0

yazilabileceginden S matrisi regiilerdir. § = SSWS esitliginden,
(AB)™ A(I — (BA)WBA)B = SSW(AB)™ A(I — (BA)VBA)B

yani,

(AB)"™ A(BA)®WBAB = SSM(4AB)™ A(BA)VYBAB
esitligi elde edilir. Boylece

(AB)™ A(BA)®WBABXA = SSM(AB)™ A(BA)(VBABXA,
baska bir deyisle,

(AB)™ A(BA)®WBA = SSM(AB)™ A(BA)WBA
elde edilir. Bu nedenle,

(AB)™ A = (AB)™ A(BA)™ + (AB)™ A(BA)WBA

=S +SWAB)" A(BA)VBA)

oldugu, bagka bir deyisle, R((AB)™A) = R(S) esitligi saglanir. Benzer sekilde
R,.(A(BA)™) = R,(S) esitliginin saglandign da gosterilebilir. Dalayisiyla Teorem

3.4.1 kullanilarak M* grup inversinin mevcut oldugu sonucuna varilir.
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(veter sart): (AB)Y = (AB)* ve (BA)® = (BA)* secelim. Bu durumda Teorem
3.4.1 dikkate alinirsa,

S, = (AB)*, S, = —(BA)*(BA)*, S; = (BA)"(BA)™, S, = (BA)*

M M .
oldugu ve dolayisiyla da M#* = ( 1 12) oldugu elde edilir, burada
M3y My,

My, = (I — AB(4B)* + (AB)*)A — (AB)*
M;, = (I — AB(AB)* + (AB)HA

My, = (BA)*(B — I + (BA)*B)

M,, = —(BA)*

dir.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tez ¢alismasinda kare olmayan ya da kare oldugu halde bilinen anlamda inversi
mevcut olmayan matrisler i¢in gelistirilen ve lineer denklem sistemlerinin genel
durumda ¢6zliimiinde kullanilan ve bilinen anlamda invers 6zelliklerini de saglayan
genellestirilmis invers, matrislerin Grup inversleri ve pargali matrislerde grup invers
kavramlari ele alinmistir. Bu amagla bir matrisin genellestirilmis inversi, bir matrisin
Drazin inversi ve bunun 6zel durumu olarak bir matrisin grup inversi tanimlari

verilerek grup inverslerin ¢esitli 6zellikleri ortaya konulmustur.

Ayrica keyfi boyutlu bir matrisi 2 x 2 tipinde alt blok matrislere pargalayarak,
olusturulan alt blok matrislerin 6zel durumlarina gére pargali matrisler igin grup invers
hesaplama yontemleri gelistirilmis, verilen yontemler g¢esitli 6rneklerle agiklanmis ve

gelistirilen yontemlerin ¢esitli uygulamalar1 verilmistir.

Bunun disinda bir matrisin daha degisik parcalanislar1 da dikkate alinarak bu parcali
matrisler i¢in grup invers hesaplama yontemleri gelistirilebilir. Ayrica grup inverslerin
hesaplanmasinda bilinen anlamda inversler genellestirilmis inversler igin verilenlere
paralel olarak bazi yeni algoritmalar olusturulabilir ve gesitli bilgisayar programlari

gelistirlebilir.
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