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OZET

BLOK MATRISLERDE MOORE-PENROSE INVERS HESAPLAMA
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TEZ DANISMANI: PROF. DR. SELAHATTIN MADEN

Bu tez galismasi bes boliim halinde diizenlenmistir. Birinci boliimde ¢aligmanin
amacindan bahsedilerek bir giris verilmistir. Ikinci béliimde ¢alismamizda kullanilan
temel tanmim ve teoremler ifade edilmistir. Ugiincii boliimde blok parcalanmis
matrislerde Moore-Prnrose kavrami ele alinmistir. Bununla ilgili olarak 6ncelikle
stitun pargalanmig bir A = (44, A,) matrisinin Moore-Penrose inversi igin bazi 6zel
formiiller gelistirilmistir. Daha sonra operator degerli 2X2 blok pargalanmis matrislerin
Moore-Penrose inverslere sahip olabilmeleri i¢in gerek ve yeter sartlar verilerek bu
inverslerin bireysel alt bloklar cisinden bazi yeni gdsterimleri ele alinmistir. Dordiincii
boliimde sonug¢ ve Oneriler verilmis ve besinci boliimde ise tezde yararlanilan
kaynaklar listelenmistir.

Anahtar Sozciikler: Matris, Kare Matris, Nonsingiiler Matris, Par¢alanmis Martis,
Determinant, Bir Matrisin inversi, Genellestirilmis Invers,
Moore-Penrose Invers, Rank.



ABSTRACT

CALCULATION METHODS OF MOORE-PENROSE INVERSE IN BLOCK
MATRICES AND SOME ITS APPLICATIONS
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SUPERVISOR: PROF. DR. SELAHATTIN MADEN

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, it is given an introduction and
the aim of the thesis. In the second chapter, basic definitions and theorems which is
used in this thesis stated and proved. In the third chapter, it is considered Moore-
Penrose invers of block partitioned martices. Firstly, with concerning this, it is given
some particular formulae for the Moore—Penrose inverse of a columnwise partitioned
matrix A = (A,,4;). Then we obtained necessary and sufficient conditions for 2x2
block operator valued matrices to be Moore-Penrose invertible and give some new
representations of such inverses in terms of the individual blocks. In the fourth chapter,
it is given some results and propositions and references that used in this thesis are listed
in fifth chapter.
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1. GIRIS

Bugiin matris teorisi, teorik matematik, istatistik, sosyoloji, kimya, fizik egitimi ve
elektrik miihendisligi gibi ¢esitli teknik alanlar icinde gerekli matematiksel temel
bilginin ayrilmaz bir parcasi haline gelmistir. Matris hesabi, 19. yiizyil ortalarindan
beri bilinmektedir. Ingiliz matematikci Sylvester, 1850 yilinda ‘matris’ kavramini
kullanmistir. 1853 yilinda Ingiliz bilgini Hamilton ‘Lineer and Vector Functions’
isimli eserinde matrislerin bazi 6zelliklerinden faydalanmis fakat matris ismini heniiz
kullanmamustir. Yine bir Ingiliz matematikgisi olan Cavley, 1858 yilinda zamaninda
¢ok meshur olan ‘Memorie on the Theory of Matrices’ isimli ¢aligmasinda matris
cebirinin temel esaslarini ortaya koymustur. Daha sonralari Fransiz Laguerre ve

Alman Frobenius matrislerle ilgili yeni kavram ve teoremler lizerinde ¢alismislardir.

Bir singiiler matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yilinda Moore tarafindan ortaya
atilmistir. Bu fikrin genel operatorlere genisletilmesi ise Tseng tarafindan yapilmistir.
Ancak, daha sonra 1955 yilina kadar bu konuda herhangi bir sistematik ¢aligmaya
rastlanamamaktadir. 1955 yilinda, onceki calismalardan habersiz olarak, Penrose
(1955, 1956) biraz farkl bir yoldan Moore tarafindan verilen invers kavramini tekrar
tanimlamistir. Penrose ile ayn1 zamanlarda yasayan bilim adamlarindan birisi olan
Rao, bir singiiler matrisin Pseudo Inversi olarak adlandirdigi, en kiiciik kareler
teorisinde, singiiler matrisli normal denklemlerin ¢oziimiinde ve tahmin edicilerin
varyanslarinin hesaplanmasinda kullanilan yeni bir invers kavrami gelistirmistir.
Ancak Rao tarafindan gelistirilen Pseuda invers, Moore ve Penrose tarafindan ortaya
konulan kisitlarin tlimiinii saglamamaktadir. Bu nedenle bu invers, Moore—Penrose
inversten farklidir. Rao, daha sonraki bir ¢alismasinda ise lineer denklemlerle ilgili
problemlerinin ¢dziimiinde yeterli olacak ve Moore ve Penrose’ un vermis oldugu
tanimdan daha zay1f bir tanim ortaya koymustur. Boyle bir invers, bir genellestirilmis
invers (g-invers) olarak adlandirilmig ve bunun uygulamalari Rao’ nun bir¢ok

caligmasinda yer almistir.

Genellestirilmis inversler tizerinde 1955 lerden itibaren ¢alisan baslica bilim adamlari
arasinda Greville, Bjerhammer, Ben-Israel ve Charnes, Chipman, Chipman ve Rao,
Scroggs ve Odell sayilabilir. Bott ve Duffin, bir kare matrisin kisitli inversini

tanimlamistir ki bu invers bilinen g—inversten farklidir ve bazi uygulamalarda oldukca



fazla kullanilir. Chernoff, singiiler nonnegatif tanimli bir matrisin g—inversini goz
Oontine almistir Ki bu invers, bir g-invers olmamasma ragmen bazi tahmin
problemlerinin incelenmesinde yararlidir. Rao tarafindan verilen daha zayif tanimi
saglayan g—invers tek olmamakla birlikte matris cebirinde ilging bir ¢alisma olarak
kabul edilir. 1967 yilinda bir yayininda Rao, degisik amaglarla kullanilmak {izere g—
inverslerin bir siniflandirmasini vermistir. Bu ¢alismalar daha sonra genellestirilmis
inverslerin yeni bir smiflandirmasini ortaya atan Mitra ve Bhimasankaram (1969,
1970) tarafindan gelistirilmistir. Genellestirilmis inverslerin diger ¢esitli uygulamalari
Mitra ve Rao (1968a, 1968b, 1969) ve Rao (1968) tarafindan yapilan bir dizi ¢aligmada
ele alinmistir. Genellestirilmis inverslerle ilgili sistematik gelismeler ve onlarin gesitli
uygulamalar1 Generalized Inverse of Matrices and Its Applications (Wiley, 1971) adli

kitapta verilmistir.

Bu tez ¢alismasinda kare olmayan ya da kare oldugu halde normal olarak bildigimiz
anlamda inversi mevcut olmayan matrisler i¢in gelistirilen ve 6zellikle lineer denklem
sistemlerinin genel durumda ¢6ziimiiniin mevcut olup-olmadiginin ve mevcut olmasi
durumunda ¢6ziimiin belirlenmesinde kullanilan ve bilinen anlamdaki invers
ozelliklerini de saglayan Moore-penrose invers adi verilen bir genellestirilmis invers
kavram ele alinmistir. Bu amagla 6ncelikle bir matrisin Moore-Penrose inversi tanimi
verilerek bu inversin ¢esitli Ozellikleri ortaya konulmustur. Daha sonra keyfi
mertebeden bir matrisi blok matrisler seklinde parcalayarak alt bloklarin durumlarina
gore bu matrislerin Moore-Penrose tipi genellestirilmis inversleri i¢in bazi ifadeler
ortaya konulmus ve ayrica bu tipten inversleri hesaplamada kullanilan bazi yeni
yontemler verilmistir. Bununla ilgili olarak, verilen bir matris 1x2 veya 2x2 tipinde
blok pargalanmis matris bigiminde ifade edilerek Moore—Penrose inversler i¢in gesitli
rank sartlar altinda bazi genel formiiller verilmis ve blok parcalanmada igerilen alt
blok matrislerin durumlarina gére Moore-Penrose inversler i¢in bazi yeni ifadeler elde

edilmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1 Temel Kavramlar

Tamm 2.1 i) K bir cisim, m,neN ve 1<i <m, 1<j <n olmak {izere biitiin (i, j) sirali

ikililerinin kiimesini A = N x N ile gosterelim. Bir f:A — K fonksiyonu
(l,]) - f(l']) = aij
olarak tanimlansin. a;; € K olmak iizere keyfi secilen m.n tane elemanin olusturdugu

say1 tablosuna K tizerinde tanimli m X n tipinde bir matris denir ve

a1 Qaqp e Qqn
A= azq as, . Qon (21)
Am1 Amo v Amn

veya kisaca A = [ai]—] . seklinde gosterilir. Her bir (i,j), 1<i<m, 1<j<n

mx
ikilisine karsilik gelen a;; elemanna ise A matrisinin (i, j)—yinci bileseni denir.

il) Bir KK cismi tizerinden segilen biitiin A = [ai j]mxn matrislerinin kiimesi K}' veya
K™*™ ile gosterilir.

i) A = [al-j] ve B = [bij] matrisleri m X n tipinde olmak tiizere, eger her (i,j) i¢in

a;j=bjj, 1<i<mvel <j<n iseAveB matrislerine esit matrisler denir.

iv) A = [aij] matrisi m X n tipinde olmak {izere, her bir (i,j), 1<i<m, 1 <j <

n icin a;; = 0 ise A matrisine sifir matris denir.

V) A = [a;;] ve B = [b;;] matrisleri m x n tipinde olmak iizere, A ve B matrislerinin

toplam, (i, j)—yinci bileseni a;; + b;; olan bir matris olup
+: Kt X K7t — K

(A,B) — A+ B = [aij] + [bl]]

A + B — a21 + b21 azz + +b12 aZn + b2n
Am1 t+bm1i Az + by oo A+ by

seklinde tanimlanir.



vi) ¢ € K bir skaler olmak iizere cA € K3 matrisi (i, j)—yinci bileseni ca;; olan bir

matristir. Baska bir deyisle

o K x K — K

cay; €Ay .. CQqp

ca,; ca .oca
(cA) mcA=|" 2t =72 o e

CAm1 CQpmz o Clpmn

dir.
vii) A = [aij] €Ky ve B = [bij] € Kb olmak iizere, A ve B matrislerinin carpimi
C = [ci j] € K}t seklinde bir matris olup
o K x Kb — K
(A,B) > AB=C
lai;]-[bij] = [cij] = [Eheraibij], 1<i<m, 1<j<n
seklinde veya daha acik olarak

(a11b11 + + alpbpl) (allbln + + alpbpn)
A.B =
(am1b11 + + ampbpl) (amlbln + + ampbpn)
olarak tanimlanir. Bu durumda matris ¢arpiminin tanimli olabilmesi igin birinci

carpanin siitun sayisi, ikinci ¢arpanin satir sayisina esit olmalidir. Uygun A ve B

matrislerinin ¢arpimi A. B veya AB ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamim 2.2 Eger 6zel olarak K = R alinirsa, K cismi tizerinde tanimli matrise bir reel

matris ve K = C alinirsa matrise bir kompleks matris denir (Branson R., 1999).

Tamm 2.3 i) Eger bir A = [a;;] _ matrisinde m = n ise, yani matrisin satir sayisi

mx

slitun sayisina esitse, A matrisine bir kare matris denir. Bu durumda

a1 Az - Qin
A=|%1 Q22 - d2n (2.2)
An1 Qn2 B

kare matrisinde a4, a5, ..., ay,elemanlarina kosegen (esas kdsegen) elemanlari denir.



i) BirA = [al- ] kare matrisinin kdsegen elemanlar1 disindaki tiim elemanlari sifir
Tnxn

ise bu matrise kosegen matris denir ve A = Kos{a1, azz, ... , ppn} ile gosterilir.
Iii) Bir kdsegen matriste a1, s, ..., Ann = K, k € KK ise matrise skaler matris denir.

IV) Kosegen elemanlari 1 ve diger elemanlari 0 olan bir kare matrise birim matris denir

ve n — yinci mertebeden bir birim matris

1 - 0
I, =|: :
0o - 1

seklinde gosterilir. Her hangi bir A € K} matrisi igin, I,,A = Al, = A olur.
V) Bir A = [al- j]mxn matrisinden ayni numarali satir ve siitunlar kendi aralarinda yer
degistirilerek elde edilen A” = [a;;]  matrisine A matrisinin transpozu denir. Buna

nx

gore A ve B uygun matrisler olmak iizere
(A+B)T=A"+ BT ve (AB)T =BTAT
oldugu kolayca goriiliir.
vi) A bir reel kare matris olmak iizere AT = A ise, A matrisine simetrik matris denir.

vii) A ve B ayni mertebeden iki kare matris olmak iizere eger AB = BA bagintisi

varsa, bu matrislere degismeli matrisler denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanim 2.4 i) {1,2, ...n} kiimesinin kendisi lizerine taniml1 birebir ve orten bagintisina
veya buna es deger olarak 1,2,...n sayilarimin yeniden bir siralanmasina {1,2, ... n}

kiimesinin bir o permiitasyonu denir. Bdyle bir permiitasyon,

=G o )
veya

0 = juj2sesn o Ji = 0(D)
ile gosterilir. Bu sekildeki permiitasyonlarin kiimesi S, ile gosterilir. S,, de gelisigiizel
bir ¢ permiitasyonu, 6rnegin ¢ = jq, j,, ..., j, diisliniildiigiinde o da ¢ift veya tek sayida
permiitasyonlar olmasina gore o ya ¢ift veya tek permiitasyon denir. O halde bir o

permiitasyonunun igareti



_{ 1, eger o ciftise
Sgne = —1, eger o tekise

seklinde tanimlanir ve sgno ile gosterilir.

i) A= [a- ] matrisi K cismi lizerinde taniml1 bir kare matris olsun. Ayrica
Ulnxn

a1 A2 . Qip
A=|%1 Q22 .. Q2
An1 Qpz - Qpp

matrisinin her satirindan ve her siitunundan yalniz ve yalniz bir eleman alinmak tizere
n elemanin bir ¢arpimi distiniilsiin. Boyle bir carpim a,j,.a,j,. ... ay;, seklinde
yazilir. Burada carpanlar ardisik satirlardan gelir ve bu yiizden alt indisler 1,2, ...,n
dogal sayi1 sirasindadir. Carpanlar farkl: stitunlardan geldiginden, ikinci alt indislerin
dizisi S, de bir o =ji,Jj,, ..., jn permiitasyonunu olusturur. Tersine, S, deki her
permiitasyon yukaridaki sekilde bir ¢arpim tanimlar. Boylece A matrisi bu sekilde n!

tane carpim kapsar.

A= [aij]nxn kare matrisinin determinanti det(4) veya |A| seklinde gosterilir ve

yukaridaki her ¢arpani sgno ile ¢arpilan veya n! tane ¢arpimlarin toplamidir. Yani,
|A| = Xo(sgno)ayj,, azj,, -, anj,

veya
|Al = Zoesn(SQnU)a1a(1): A26(2)r - » Ano(n)

seklinde n mertebedendir. Bu durumda 1 x 1 tipinde bir A matrisinin determinanti
kendisidir. Baska bir deyisle A = [a] ise, bu durumda det(4) = |a| = a olur. Ote
yandan 2 x 2 tipindeki bir A matrisi igin

a;; Qg

. [a11
a1 dApp

= o Z;ﬂ::»det(A)zl

| = Q11022 — Q1202
olur.
i) A= [aij]nxn matrisinin keyfi bir a;; elemanmin |Mij| ile gosterilen minori, A

matrisinden i—yinci satirin ve j—yinci siitunun atilmasi ile olusan alt kare matrisin

determinantidir.



iv) A = [aif]nxn matrisinin keyfi bir a;; elemanmin mindrii |M;;| olsun. Bu durumda
bir a;; elemaninin 4;; ile gosterilen kofaktorii (veya isaretli mindrii veya es carpant),
Ay = (=DM | My
seklinde tanimlanir.
V) A= [ai j]nxn matrisinin determinanti her hangi bir satir (siitun) elemanlarinin kendi
kofaktorleriyle carpilip elde edilen garpanlarin toplanmasiyla hesaplanir. Baska bir
deyisle herhangi i ve j (i,j = 1,2,3, ...,n) i¢in
det(4) = Y-y Qi A = Zi=1 (=1 *ay | M| (2.3)
det(4) = Yoy agj. Axj = T (1) ay ;| My | (2.4)
seklinde tanimlanir. Her bir i i¢in, (2.3) agilimina, A matrisinin determinantinin i—yinci

satira gore agilimi, her bir j i¢in, (2.4) ag¢ilimina ise A matrisinin determinantinin j—

yinci slituna gore acilimi denir.

Vi)A = [aij]nxn matrisi igin eger |A| = 0 ise, A matrisine singiiler matris, |A| # 0 ise,

A matrisine nonsingiiler (veya regiiler) matris denir (Branson R., 1999).

Tammm 2.51) A = [a- ] matrisinde bir a;; elemaninin kofaktorii A;; olsun.
Ulnxn Y )

Ek(4) = [4y]" = [45]

matrisine A matrisinin ek matrisi denir ve

Ay A o ARl A A v Am
Ek(A) = |21 Az 0 Am| =14 An 0 An
Anl AnZ Ann Aln AZn Ann

seklinde gosterilir.

A= [aij]nxn matrisi i¢in A.B = B.A = I, olacak sekilde bir B = [bij] . matrisi

nx

varsa, B matrisine A matrisinin inversi denir ve A~! = B ile gosterilir (Hacisalihoglu
H.H., 1977).

Teorem 2.1 Bir A = [al- j]nxn matrisi ile bu matrisin ek matrisinin ¢arpimi bir skaler

matris olup,



o o

= |A|L, (2.5)

10
AEK(A) = Ek(A).A = |A[|0 1
0 0

—_

ile verilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.2 Bir A = [a;;]  nonsingiiler matrisinin inversi,

41
A7t = 2 Ek(A) (2.6)

dir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.3 ) Bir 4 = [q; f]nxn nonsingiiler matrisi icin A~* invers matrisi tektir.

ii) A nonsingiiler matris ise A~! matrisi de nonsingiiler olup (A™1)™1 = A dur.

Iii) A ve B carpima uygun nonsingiiler matrisler ise AB ¢arpimi da nonsingiiler olup

(AB)~' = B~-141 dir.

iv) A nonsingiiler bir matris ise A7 matrisi de nonsingiiler olup (A7)~1 = (A™)T dir
(Branson R., 1999).

Tammm 2.6 i) Bir A = [aij]nxn kare matrisi icin eger A®> = A ise, bu takdirde A
matrisine idempotent matris denir.

i) C kompleks sayilar cismi {izerinde tanimli A matrisinin elemanlarinin yerlerine

bunlarin eslenikleri yazilarak elde edilen matrise A matrisinin eslenigi (es matrisi)
denir ve A ile gosterilir (Branson R., 1999).

iii) C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli bir A matrisi i¢in eger (Z )T =A ise
A matrisine hermitian matris denir ve A* = (A )T ile gsterilir.

Iv) Bir A matrisi i¢in AA* = A*A ise A matrisine normal matris denir.

V)A = [ai j]nxn nonsingiiler bir matris olmak tizere, A~ = A* (veya buna denk olarak
AA* = A*A =) ise A matrisine birimsel (unitary) matris denir.

Vi) A = [a;;] __ birkare matris olmak iizere, eger A~ = AT ise A matrisine ortogonal
Ulnxn

matris denir (Branson R., 1999).



Teorem 2.5 A ve B uygun matrisler olmak iizere,
) (4) =N,
i) (4")" = A.
i) (A+B)" = A"+ B".
IV) (AB)* = B*A".
esitlikleri saglanir (Branson R., 1999).

Tamm 2.7 i) xq, Xy, ... X, vektorler kiimesi verilmis olsun. X7, a;x; = 0 esitligi
ancak a4, a,, ..., a, skalerlerinin tiimii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu durumda
X1, X3, ... Xn vektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi durumda yani, a4, a,, ..., a,
skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak tizere Y)j-, a;x; = 0 esitligi saglaniyorsa

bu durumda x;, x5, ... x;,, vektorlerine lineer bagimlidir denir.

1) A matrisi m X n tipinde herhangi bir matris olsun. A matrisinin siitun vektorlerini
A1, Asz, .., Ay ile, ve satir vektorlerini Aq,, Ay, ... , A ile gosterelim. Bu durumda
A, 1=1,2,...,m vektorleri arasindan olusturulan en biiylik lineer bagimsiz

vektorler kiimesinin eleman sayisina A matrisinin satir rank1 ve A,;, j =1,2,.. ,n

* ] )
vektorleri arasindan olusturulan en biiyiik lineer bagimsiz vektorler kiimesinin eleman

sayisina ise A matrisinin siitun ranki denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.6 Bir matrisin herhangi iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesi 0

matrisin satir rankini degistirmez (Branson R., 1999).
Teorem 2.7 i) Elemanter iglemler herhangi bir matrisin siitun rankini degistirmez.
ii) Herhangi bir A matrisi i¢in satir ranki siitun rankina esittir (Branson R., 1999).

Tamim 2.8 Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir ve

rank(A) veya r(A) seklinde gosterilir (Branson R., 1999).
Teorem 2.8 A bir matris olmak iizere 7(A) = (A7) dir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tammm 2.9 n X n tipindeki bir A kare matrisi i¢in eger r(4) = n ise A matrisine
nonsingiiler matris denir. Aksi durumda yani, r(4) < n ise A matrisine singiiler matris
denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).



Tanmmm 2.10 i) A € KI', m x n tipinde bir matris olsun. NV (4) = {x: Ax = 0}

kiimesine A marisinin null (sifir) uzay: denir.

ii) A€ Ky, mxn tipinde bir matris olsun. R(A) = {y: Ax = y} kiimesine A

matrisinin ranj (siitun) uzay denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.9 Eger A, r rankli m X n tipinde bir matris ise, bu durumda asagidaki
sartlar1 saglayan nonsingiiler P ve Q matrisleri vardir. I, r X r boyutlu birim matris

olmak tizere,
)m=n=r= PAQ =1

i) m =r <n = PAQ = [I,0]
iii)m>r,n>r=>pAQ=[(’) ﬁ

dir (Lancaster, P., 1969).

Teorem 2.10 Carpima uygun A ve B matrisleri i¢in AB ¢arpiminin ranki A ve B

matrislerinin rankini gecemez. Yani,
r(AB) < min {r(4), r(B)} (2.7

dir (Lancaster, P., 1969)

2.2 Genellestirilmis Inversler

Cy, kompleks sayilar cismi lizerinde tanimli m X n tipindeki tiim matrislerin kiimesini
gostersin. Bir A € C' matrisi i¢in asagidaki dort sartt (Moore—Penrose sartlari)

saglayan bir G matrisine A matrisinin Moore—Penrose inversi denir ve A* veya AT ile

gosterilir.
(i) AGA = A,
(i) GAG = G,
(iii) (AG)* = AG,
(iv) (GA)* = GA. (2.8)

Bu durumda eger G matrisi sadece (i) sartin1 sagliyorsa, bu G matrisine, A matrisinin
bir genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya A® ile gosterilir. Sadece (ii)

sartin1 saglayan G matrisine, A matrisinin bir dis inversi denir ve A® ile gosterilir.
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Hem (i) hem de (ii) sartin1 saglayan G matrisine ise, A matrisinin bir yansimali

genellestirilmis inversi denir ve A2 veya A, ile gosterilir.

Bir A nonsingiiler matrisinin inversi olan A~! matrisinin Moore—Penrose sartlarini
saglayacagi agiktir. Yani A™1 = A% olur. Bununla birlikte, eger A bir singiiler matris
veya kare olmayan bir matris ise, bu durumda Moore—Penrose sartlarini saglayan bir
A" matrisinin mevcut olup olmadig ile ilgili bir soru ortaya ¢ikar. Bu kisimda her A
matrisi i¢in bir A% matrisinin var ve tek oldugu gdsterilecektir. Ayrica bu sekilde

tanimlanan Moore—Penrose inversin birtakim ozellikleri verilecektir.

Teorem 2.11 Eger A matrisi m X n tipinde sifir matris ise, A* matrisi n x m tipinde

sifir matristir.

Teorem 2.12 Her A matrisi icin Moore—Penrose sartlarini saglayan bir ve yalniz bir

tek A* matrisi vardir.
Ispat: Eger A = 0 ise A* = 0 olup A # 0 almabilir. A matrisi  rankli olsun. Béylece
A = BC (2.9)

olarak pargalanabilir. Burada B matrisi m X r tipinde r > 0 rankli ve C matrisir X n

tipinde r > 0 rankli olup, B*B ve CC* matrisleri nonsingiilerdir. Bu durumda, A*
At = C*(CC)~Y(B*B)"1B* (2.10)
olarak alinirsa, A* matrisi istenen Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten
(i) AA*A = (BC)C*(CC*)"Y(B*B)1B*(BC)
= B(CCc*)(CCc*)™Y(B*B) Y (B*B)C = BC = A,
(iiy A*AA* = C*(cC*)"1(B*B)"1B*(BC)C*(CC*)"1(B*B)"'B*
=c*(ccHYB*B)"Y(B*B)(CcCH)(CC*) Y (B*B)™1B*
= C*(CC*)"Y(B*B)~'B* = A*,
(i) (AA")* = [(BC)C*(CC*)~Y(B*B)~1B*]* = B(B*B)~1(CC*)~1(CC*)B*
= B(B*B)"'B* = B(CCc*)(CcCc*)™Y(B*B)1B*
= (BC)C*(CC*)™Y(B*B)™1B* = AA*,

(iv) (ATA)" = [C*(CCH™H(B"B)'B"(BO)]
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= C*(B*B)(B*B)~(cc*)~'c
=c*(cc’)"ic =cr(cc)"Y(B*B)Y(B*B)C
= C*(CC*)"Y(B*B)™'B*(BC) = A*A

oldugu goriiliir. Moore—Penrose inversin tek oldugunu gostermek igin A matrisinin
Moore—Penrose sartlarim saglayan herhangi iki A7 ve A3 Moore—Penrose inversinin

mevcut oldugunu varsayalim. Bu durumda,
Af = ATAAT = AT (AAD)" = AT(AD)' A" = AT (AD)"(AA3A)
= AT (AT)"A7(A3)" A" = AT (AAT)"(AAZ)" = ATAATAAT = ATAAS
= ATA(AJAAD) = (ATA)' (AFA)" A7 = A"(A])"A"(43)° A3
= (AATA)"(A3)"A7 = A"(A3)"A7 = (AJA)'A] = AJAA] = A7
oldugundan A7 = AJ olur. Yani, A* matrisi tektir.

Teorem 2.13 m X n tipinde bir A matrisinin Moore—Penrose inversi n x m tipindedir.
Teorem 2.14 i) m X n tipinde bir A matrisinin tiim elemanlar1 1 ise, A* = ﬁA* dir.

ii) a, n X 1 tipinde bir siitun vektérii ise, bu durumda a* = (a*a) 'a* seklindedir.
iii) a, 1 X n tipinde bir satir vektorii ise, bu durumda a*, a* = a*(aa*) ! seklindedir.

Ispat: i) Bunun igin verilen A* matrisinin Moore—Penrose sartlarin1 sagladigini
gostermek yeterlidir. Bu durumda,

i 4= a(L g — A1 (A4t =4 -1 -

(i) AA*A = A(m'nA )A =A-— (A=A mn=A,

(i) A*AA* = (ﬁA* )A (ﬁA* ) ) (ﬁA* )

mmn

(R )=

i) (449 = (A a") =A-1 4" = aa*
(iii) (44%)" = (A= A") = A——A" = AA*,

1

(iv) (A*A)* = (HA*A) = A"A=A*A
oldugu goriiliir.

ii) a® matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten,

() aa*a = a(a*a) ta*a = a(a*a) (a*a) = a,
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(i) ataat = (a*a) ta*a(a*a) ta* = (a*a) la* = a*,
(iii) (aa™)* = [a(a*a) ta*]* = a(a*a)"la* = aa™,
(iv) (ata)* = [(a*a) ta*a]* = (a*a) ta*a = a*ta
oldugu goriiliir.
iii) a* matrisi Moore-Penrose sartlarin1 saglar. Gergekten,
() aa*a = aa*(aa*)"ta = (aa*)(aa*) ta = a,
(i) ataa® = a*(aa*)taa*(aa*)™! = a*(aa*)"! = a*,
(iii) (aa®)* = [aa*(aa®) " = aa*(aa*)"! = aa™,
(iv) (ata)* = [a*(aa*)"ta]* = a*(aa*)"ta = a'ta
oldugu goriiliir.
Teorem 2.15 A herhangi bir matris olmak {izere asagidaki esitlik gecerlidir:

A = (a*y (2.11)
Ispat: (2.9) bagmtisindaki gibi A = BC almsm. Bu durumda A* = C*B* oldugundan,

At = C*(CCH Y (B*B)™1B* ve (A%)" = B(B*B)"}(CC*)~C
elde edilir ki, bu da A* matrisinin Moore—Penrose inversidir. Gergekten,
(i) A*(A")*A* = C*B*B(B*B)~1(CC*)~1CC*B* = C*B* = A",
(i) (A")*A*(A")* = B(B*B)~1(CC*)~'CC*B*B(B*B)~(CC*)'C

= B(B*B)~'(CCH7IC = (AT,
(iii) [A"(A)*]" = [(C"B")B(B*B)~*(CC)~IC]" = [cr(CC)ICT
= C*(CC")™'C = C*(B*B)(B*B)~1(CC*)~IC = A*(A)™,
(iv) [(A)*A']" = [B(B*B)~*(CC)~'C(C™BM)]" = [B(B*'B)'B"]"
= B(B*B)~'B* = B(B*B)~}(CC*)~1(CC")B* = (A")*A*

olur. Boylece,

(AT =B(B*B)71(cCcH)1cC

elde edilir. Buradan da (4*)* = (4*)* oldugu goriiliir.
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Teorem 2.16 Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi matrisin

kendisine esittir. Yani, herhangi bir A matrisi i¢in, (A™)* = A olur.
Teorem 2.17 Herhangi bir A matrisi igin r(A) = r(A™) dir.
Ispat: Eger Teorem 2.10 AA*A = A esitligine uygulanirsa
r(A) = r(AATA) < min{r(4), r(41)} < r(4"),
ve benzer sekilde, ATAA™ = A* ifadesine uygulanirsa
r(A*) = r(ATAAY) < min{r(4), r(AH)} < r(4)
elde edilir. Bu iki esitsizlikten istenen sonug saglanir.

Bu teoremin sonucu olarak eger A matrisinin ranki 7 ise, A, AA*, AtA,AATA, AT AA*

matrislerinin her birinin rankinin da r oldugu goriiliir.
Teorem 2.18 Eger A simetrik ve idempotent bir matris ise, bu takdirde A* = A dir.

Teorem 2.19 B = K6s{b;4, b5, ... , by} ise, B matrisinin Moore-Penrose inversi B*,
i—yinci satir1 ve i—yinci siitununda yer alan kdsegen elemani by; # 0 ise b;* ve b;; =

0 ise “0” olan bir kdsegen matristir.
Teorem 2.19 i) A, m X n matrisi tam satir rankl ise, A* = A*(44*) 1 ve AA* = I, ,
ii) A, m X n matrisi tam siitun rankl ise, At = (4*A)"1A* ve A*A = I, olur.

Ispat: Her iki durum icin verilen A* matrisinin Moore—Penrose sartlarim sagladigin

gostermek yeterlidir. Bu durumda,
i) (i) AATA = AA*(AA") 1A = (AA")(AA") 1A = 4,
(i) ATAAT = A*(AA")TAA*(AAD)?
= A*(AA) L(AAY)(AA") ! = A" (AA)T = AT,
(i) (AA™)* = (AA*(AA") ™) = (AA)AADY D) =TI =1
= (AA")(AA)! = AA*(AA")™! = AAY,
(iv) (A*A)* = (A" (AA")1A)" = A*(AA") 1A = A*A
olur.

i) (i) AAYA = A(A*A)TA*A = A(A"A)"1(4°4) = 4,
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(i) ATAAT = (A"A) 1A A(A*A) 1A
= (A"A)"1(A"A) (A" A) A"
= (A*A)7A" = AY,
(i) (AA")" = (A(A7A) A" = A(A"A) 14" = AA™,
(iv) (ATA)" = ((A"A) A" A)" = (A" A) (A =T" =1
= (A"A)"L(A"A) = (A"A)1A"A = A*A
dir. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.20 B # 0 ve C # 0 olmak lizere B ve C matrisleri sirastylam X rver X n

tipinde olmak tizere r(A) = r(B) = r olsun. Bu takdirde,
(BOYt =Cc*B? (2.12)
esitligi saglanir.
Ispat: B matrisi siitun rankl1 ve C matrisi satir rankl1 oldugundan Teorem 2.19 e gore
Ct=c*(cC*)tveB* = (BB*)"1B* olur ve buradan,
CtB* =c*(ccH™Y(BB*)"1B*

elde edilir. Bu ise zaten (BC)* matrisidir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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3. PARCALANMIS MATRISLERDE MOORE-PENROSE INVERSLER
3.1 Siitun Parcalanms Matrisin Moore-Penrose Inversi

Bu kisimda tam siitun rank varsaymmi altinda siitun parg¢alanmis bir A = (44,4,)
matrisinin Moore-Penrose inversi i¢in bazi 6zel formiiller gelistirilmistir. Ayrica elde
edilen sonuglar genellestirilmis ve genisletilmistir. Genellestirme A, ve A, bloklarinin
ranj uzaylarinin ayrik olmasi sartinin zayifligini igerirken genisletme A' nin tiim

genellestirilmis inverslerinin siifinin dikkate alinmasindan ibarettir. Ote yandan eger
B D o : / Y
B = ( 312) bigiminde satir pargalanmis olarak verilirse, bu takdirde B’ = (Bj, B3)

yazilabileceginden ve (K*)* = (K*)* oldugu gercegi dikkate alinirsa asagida
verilecek teoremlerin benzerleri satir pargalanmis matrisler i¢in de diizenlenebilir. Bu
nedenle bu kisimda satir pargalanmis matris durumu ele alinmamastir.

C™™M = C,pxn kiimesi m X n kompleks matrisler kiimesini gostermek tizere A{1} ile

A € C™™ matrisinin tiim genellestirilmis inverslerinin kiimesini gosterelim, yani

A{1} = {G € C¥™; AGA = A} (3.1)

olsun.

Asagidaki iki lemma bundan sonraki kisimlarda verilecek sonuglarin belirlenmesinde
onemli bir rol oynayacaktir. Bunlardan birincisi, Penrose tarafindan verilen bir

matrisin Moore—Penrose inversinin bir karakterizasyonunu saglar.

Lemma3.1Bir G € C™™ matrisinin bir A € C"™™ matrisinin Moore—Penrose inversi
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart R(G™) S R(A) ve GA matrisinin R(A*) iizerine
ortogonal izdiisiim olmasidir (Baksalary K.J. ve Baksalary, O. M., 2007).

Ispat. Bu durumda $R(A*) ranj uzay: iizerindeki bir ortogonal izdiisiim A*A olarak

ifade edilebildiginden, ispat
G=A" o Bir LeCigin G =LA* ve GA=A*A (3.2)

oldugunun gosterilmesine doniigiir. Bu durumda ispatin “= kismi” L = A*(4™)”
alarak kolayca goriiliirken, bunun tersi sonug, (3.2) ifadesinin sag tarafindaki iki
kosulun LA*A = AT A esitligine yol agtigin1 ve dolayisiyla A* ile onden ¢arpilarak
ve Moore-Penrose sartlarinin dikkate alinmasiyla LA* = A™ yani G = A* oldugunu

gosterir.
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Ikinci sonug ise A; € Cpen, V€ Ay € Cppypy, olmak iizere
R(A) NR(A4;) = {0} (3.3)

iliskisinin karakterizasyonlarini saglar. Devaminda bu sonuglar, n = n; + n, olmak

lizere siitun par¢alanmis bir
A= (4;:4,) € Cppn (3.4)
matrisine genisletilecektir.

Lemma 3.2 Bir A € C,,,,, matrisi (3.4) formunda verildigi gibi pargalanmis olsun.

Ayrica P; € Cpem V€ Q; € Gy Ortogonal izdiisiimleri
Pi = AIA:— ve Qi = I‘m — PL' Ji=1,2. (35)

seklinde verilsin. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denktir (Baksalary K.J. ve
Baksalary, O. M., 2007):

(@ R(A) NR(A,) = {0},
(b) R(A41) = R(A1Q2),
(©) R(A4z) = R(A304),
(d) R(AIP;) € R(A1Q2),
() R(ALP) € R(A3Q1).

Ispat. Budurumda R(A;Q,) € R(A}) ve R(450Q,) S R(A3) ozellikleri g6z 6niine
alindiginda, (b) ve (c) kosullari sirastyla

R(Q241) = R(41) ve R(Q:142) = R(42)
esitliklerine karsilik gelir. Bu esitlikler
r((A1:42)) = (A1) + 7(4,) — dim[R(A1) N R(4L)],
olmak iizere
r((A1: 42)) = 1(4y) + 1(Q145) = 1(A3) + 7(Q2A7)

esitligiyle birlestirilirse bu takdirde (a) & (b) ve (a) © (¢) oldugunu gosterir.
Ayrica, (b) = (d) ve (c) = (e) durumlarmnin agik oldugu gériiliir. Ote yandan, (d) ve

(e) kosullarinin sirastyla

R(A1(P2: Q2)) € R(A1Q2) ve R(A3(P1: Q1)) € R(A304) (3.6)
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ile esdeger oldugu agiktir. Ancak (P;: Q) (P;:Q;)* =P, + Q; = I, , i = 1,2, ve uygun
boyutlardaki herhangi iki K ve L matrisi igin R(KLL*) = R(KL) esitliginin saglandigi
gercegi dikkate alinirsa, (3.6) igermeleri (b) ve (c)' deki kosullarla ¢akisir. Sonug

olarak, (b) & (d) ve (c) © (e) oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1 A € C,,y, Matrisi (3.4) 'de verildigi gibi pargalanmis bir matris ve

Q1, Q, € Cyxyp, matrisleri (3.5)" da belirtilen ortogonal izdiisiimler olsun. Ayrica,

o= @y o0

matrisi verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denktir (Baksalary K.J.
ve Baksalary, O. M., 2007):

(@ G = A",
(b) G € {A},
(c) R(A1) NR(A,) = {0}
Ispat. Moore-Penrsose inversin ozelliklerinden (a) = (b) oldugu agiktir. Ayrica,
(3.7) formundaki G igin, (b) 'yi olusturan AGA = A esitliginin
(A1 (QADT + A,(Q14)D)A; = 4 =12 (3.8)

esitligine karsilik geldigi goriiliir. Ote yandan

(Q241)" = (Q241)7Q; ve (Q142)" = (Q142)7Q, , (3.9)

oldugundan (3.8) esitliginden AGA = A' nin

A1(Q241)TQ2A; = Ay ve  A;(Q142)7Q14; = Ay (3.10)
kosullarini igerdigi sonucuna varilir. Bunlarin Lemma 3.2' deki (b) ve (c) ifadeleriyle
acikca cakistiklarini belirterek, teoremin (b) = (¢) kisminin saglandigi goriiliir.
Sonug olarak, (3.9) esitliklerine gore, (3.7) ifadesinde temsil edilen G matrisi igin

(Q241)7Q24, 0 )

GA =
( 0 (Q:142)70:4;

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, Moore-Penrese invers tanimi ve (3.10) esitlikleri dikkate
almrsa (GA)? = GA = (GA)* ve GAA* = A* oldugu ve bdylece GA nm R(A*)
lizerinde bir ortogonal izdiistim oldugu, yani GA = A*A oldugu gosterilmis olur.

Ustelik, her keyfi K € C,,,, matrisi i¢in
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(K*K)*K*=K* (3.11)
esitligi saglandigindan, L matrisinin

L1 = (A1Q241)7, Li; = —(A1Q:41)TA1(43)",

Ly1 = —(A3Q14) A5(AD)", Loz = (A5Q145)°

olmak tizere

L L
L — ( 11 12) 312
Ly Ly (3.12)

formundaki pargalanisinin dikkate alinmas1 P, ve P, matrisleri (3.5) deki gibi olmak

luzere

(A1Q2A1)TA] — (A1Q,4,)T AP, ) r ((A;QZAI)-FA;QZ) —c

Lar = (00 * : * ! :
—(A5Q1A4,)TA5P; + (A5Q14,) 745 (A3Q14,)%A504

oldugunu gosterir. Sonug olarak, R(G*) € R(A) oldugu goriiliir ve Lemma 3.1 e gore,
bu igermenin GA = A*A ile birlestirilmesi, (c) = (a) oldugunu gosterir ki bu da

ispati tamamlar.

Teorem 3.2 A € C,,, matrisi (3.4) 'de verildigi gibi pargalansin ve Q4, Q; € Cpem

matrisleri (3.5)" de verilen ortogonal izdiistimler olsun. Ayrica,

(A; + AIAz(Q1A2)+) (3.13)

A3 + A3A1(Q AT

verilsin. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denktir (Baksalary K.J. ve Baksalary,
0. M., 2007).

(@ H =A%,
(b) H € {A1},
(€) R(41) NnR(4,) = {0}.

Ispat. Moore-Penrose invers tanimindan (a) = (b) oldugu acik¢a gériiliir. Ayrica,

(3.13) formundaki H matrisi i¢in, (b)" yi olusturan AHA = A esitliginin
(Py — P1A2(Q1A2)" + P, — P,A1(QA) A = A; i = 1,2, (3.14)

esitligine karsilik geldigi gortiliir, burada P; ve P, matrisleri (3.5) de verildigi gibidir.
Bu nedenle (3.9) 'e gore, (3.14)" deki iki kosul
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PA; (Q2A1)+Q2A1 = P,A; ve PA, (Q1A2)+Q1A2 = P14, (3-15)
esitliklerine karsilik gelir.

(3.15)" deki esitliklerin Lemma 3.2 'de verilen (d) ve (e) ifadelerini olusturan
icermeler olarak yeniden ifade edilebilecegi dikkate alinirsa teoremin (b) = (c¢)

parcasinin saglandig: goriiliir.
Son olarak, Lemma 3.2' nin (a) © (d) ve (a) © (e) kisimlart goz Oniine
alindiginda, eger R(4;) N R(A,) = {0} bu takdirde

A7A1(Q2A1)TQ4; = AJA; ve ATA2(Q142)7Q14; = ATA; (3.16)
elde edilir (agikga goriiliir ki bu kosullar, (3.15)' deki iki esitligin sirasiyla A3 ve AT

ile 6nden ¢arpilmasiyla elde edilir). Sonug olarak, (3.9) ve (3.16) goz 6niine alinirsa,

HA garpiminin

At4, 0 )

HA:(
0 A4,

ifadesine déniisebilecegi ve Moore-Penrose sartlarindan (HA)? = HA = (HA)* ve
HAA* = A* oldugu goriiliir. Bu kosullar HA ¢arpiminin R(A*) {lizerinde ortogonal
izdiisiim oldugunu, yani HA = A*A oldugunu gosterir. Ayrica, (3.11) 'e gore

L, = (AjAD*T + AILAZ (450:4,) 45 (AD* v Lip = _A-1|-A2 (430:42)",

Lyy = —A3A1(A1Q2A)"Y |, Ly = (A34,)" + AZ A1 (41Q24,)TA1(A3)",
ile birlikte (3.12) formunda verilen L' matrisi igin

AT + AT A, (A5Q145) T A5P — AT A (A3Q14,) A5 )

Las = * ; / /
—A3A;1(A1QA1) AT + A + AT A1 (A1Q241) T ALP,

_ (Af - ATAZ(A§Q1A2)+A§Q1) —q
A3 — A3 A1(A1Q2A1)7 A0,

esitligini sagladig1 dogrulanabilir. Bu nedenle Lemma 3.1 dikkate alinarak (c) = (a)

oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.1 A € C,,, Matrisi (3.4)' de oldugu gibi pargalansin ve Q;, Q2 € Cpem
matrisleri (3.5) esitliginde verilen ortogonal izdiisiimler olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler esdegerdir (Baksalary K.J. ve Baksalary, O. M., 2007):
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(@) R(41) NR(4,) = {0},

(b) (Q2A1)" = AT — ATA;(Q:42)*

(©) (Q142)* = A7 — A34,(Q241)*".
Ispat. Moore-Penrose inversin tekligi géz oniine alindiginda, Teorem 3.1 ve Teorem
3.2 ye gore eger A; ve A, matrisleri (a) kosulunu saglarsa, (b) ve (c)' deki
esitliklerin sirasiyla (3.7) ve (3.13) 'de verilen G ve H alt matrislerinin dikkate
alimmasinin bir sonucu oldugu agiktir. Tersine olarak (3.9) dikkate alinirsa, (b)' deki

esitlik A, ile ve (c)' deki esitlik ise A, ile ¢arpilarak
(Q241)7Q,A; = ATA; ve (Q14;)7Q14; = A7 A,

veya buna denk olarak R(A7Q,) = R(A]) ve R(A5Q;) = R(A3) oldugu goriliir.
Dolayisiyla Lemma 3.2' nin (a) < (b) ve (a) < (c) kisimlarinin dikkate alinmasiyla

ispatin tamamlandig1 goriiliir.

Yukaridaki analiz baglaminda ortaya c¢ikan dogal bir soru sudur: Teorem 3.1 ve
Teorem 3.2' nin (veya aslinda (c¢) = (a) durumlarinin) G ve H matrisleri sirasiyla
(3.7) ve (3.13)' de tamimlandigi gibi olmak iizere, G matrisinden Q; = I,,, ve Q, = I,,,
ve H matrisinden A7 A,(Q:4,)* = 0 ve A3A;(Q,A,)* = 0 matrisleri gikarilarak M

matrisi

M = (ﬁ) (3.17)

formunda sadelestirilebilir mi? Bu sorunun cevabi olumsuzdur. Ornegin, (3.4)

ifadesinde tanimlanan A matrisini olusturan A, ve A, alt matrislerini

n=(D) vea=()

olarak alalim. Bu takdirde, agik¢a goriiliir ki R(4;) N R(A,) = {0} dir. Fakat

<1 O>

M=i1 1

2 2

matrisi A matrisinin Moore-Penrose inversi degildir.

Bununla birlikte, (3.17) formundaki M matrisinin M = A* sartin1 saglamasi i¢in (3.3)'
in nasil giiglendirilebilecegini sormak hala ilgi ¢ekicidir. Bu sorunun cevabi ise bir

ortogonal bilesen kavramina génderme yapan asagidaki teoreme dayanir.
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Teorem 3.3 A € C,,,,, matrisi (3.4)'de oldugu gibi parcalansin. M matrisi (3.17)
formunda verilmis bir matris olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler esdegerdir
(Baksalary K.J. ve Baksalary, O. M., 2007):

(a) M = A*,

(b) M € A{1},

(c) R(A4;) € RL(4,) veyabuna esdeger olarak R(A4,) € RE(A4,).
Ispat. Moore-Penrose invers tanimina gére, (a) = (b) oldugu agikca goriiliir. Ayrica,
(3.17) formundaki M matrisi igin, (b)' yi olusturan AMA = A esitliginin P; ve P,

matrisleri (3.5) de verildigi gibi olmak {izere
esitligine denk olacag: goriilebilir. Bu durumda (3.18) esitlikleri Af, i = 1,2 ile
soldan ¢arpildiginda
AfA;=0,i=12;i #}, (3.19)
esitlikleri elde edilir.
Acikga gosterilebilir ki (3.18) esitlikleri alternatif olarak ER(A]-) cR4), i =1,2;
i # j, formunda da yazilabilir. Bu ise teoremin (b) = (c) kismini olusturur. Teoremin
(c) maddesinde ortaya konan iki kapsamanin esdeger oldugunu gostermek igin,
Moore-Penrose tanimina gore asagidaki iliskilerin saglandigin1 dogrulamak yeterlidir.
ATA, =0 (AlAI)*(AZA;r)* =0 A,AJ4,A1 =0 = AJA, = 0.
Sonug olarak, (3.19) baglaminda MA ¢arpiminin

AtA, 0 )

wa =
0 AlA,

(3.20)

seklinde olabilecegi ve Moore-Penrose invers tanimimdan (MA)? = MA = (MA)* ve
MAA* = A esitliklerinin saglandigi goriiliir. Bu kosullar ise bize MA ¢arpiminin
R(A*) iizerinde bir ortogonal izdiisiim oldugunu, yani MA = AtA oldugunu gésterir.

Ayrica (3.11) esitligine gore (3.12) formundaki L matrisinin

L, = (A;A1)+ v L1 =0, Ly =0, Lyy = (A§A2)+
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seklinde pargalanabilecegi yani LA* = M oldugu dogrulanabilir. Bu nedenle Lemma

3.1'den (c) = (a) oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanir.

3.2 Operator Degerli Blok Parcalanms Matrislerin Moore-Penrose inversleri

Bu kisimda blok pargalanmis operator degerli matrislerin Moore-Penrose inversinin
olmasi igin gerek ve yeter sartlar vererek bloklarin durumuna gére Moore-Penrose

inverslerin yeni gosterimleri verilecektir.

Moore-Penrose invers sistem teorisi, fark denklemleri, diferansiyel denklemler ve
yinelemeli prosediirlerinin incelenmesinde kullanilmaktadir. Bu sonuglarin sonsuz
boyutlu durumlara genisletilmesi yararli olacaktir. Ayrica bu inversler sayisiz sistem
teorisine, soyut Cauchy problemlerine, sonsuz lineer diferansiyel denklem
sistemlerine ve muhtemel kismi diferansiyel denklemlere ve diger ilging konulara da
uygulanabilmektedir. H ve K sonsuz boyutlu ayrilabilir ve karmasik Hilbert uzaylar
olsun. B(H,XK) ile H dan K ya tanimh tiim sinirl lineer operatorlerin kiimesini

gosterelim.

Lemma 3.3 A € B(H,XK), kapali bir araliga sahip olsun. Bu takdirdeA; tersinir

olmak tizere A,

4=(7 o) (o) ~ Geian)

formuna sahipse A* = A7 @ 0 formundadur.
Lemma 3.4 A ve B B(H) da iki matris olsun. Bu takdirde

(1) R(A) + R(B)=R((4A" + BB)?) dir.
(2) R(A) kapalidir ancak ve ancak R(A) = R(AA") dir.

(3) A =0, B(H) da pozitif bir operator ise bu takdirde R (A%) = R(A) dir.

Lemma 3.5 2 x 2 blok operator degerli (‘3

olmasi igin gerek ve yeter sart R(A) + R(B) nin kapali olmasidir, bu durumda

B L. .
0) matrisinin Moore-Penrose tersinir

(A B)* _ (A*(AA* + BB*)* 0) (321)

0 0/ ~\B*(44"+BB")* 0

dir.
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ispat.  T=(4 B) alahm. Bu takdirde R(T) = R(A) + R(B) = R(AA +

0 0

1
BB*)2) olacaktir. Bu ise gosterir ki R(T) kapalidir ancak ve ancak R(AA* + BB*)
Lemma 3.4 e gore kapalidir. Dolayisiyla eger T* mevcut ise (AA* + BB*)* da
mevcuttur. T* = T*(TT*)* olacagindan
_— (A* 0) ((A4" + BB*)* 0) - (A*(AA* +BB)* 0)
B* 0 0 0 B*(AA* + BB)* 0

oldugu goriiliir.

Lemma 3.6 (1) Blok operator degerli (;1 8

olmasi igin gerek ve yeter sart R(A*) + R(B™) nin kapali olmasidir, bu durumda

) matrisinin Moore-Penrose tersinir

(A 0) _ ((A*A +B*B)tA* (A*A+ B*B)*B*)

B 0 0 0 (3:22)

olacaktir.

v 1« 1. (00
(2) Blok operator degerli ( B A)
gerek ve yeter sart R(A) + R(B) nin kapali olmasidir, bu durumda

matrisinin Moore-Penrose tersinir olmasi igin

+ (g £+
(6 2 =@ %crasar) (29
olacaktir.

A€B(H),BeB(K) ve C € B(H,X) olsun. Asagida verilen lemma, A veya B
matrislerinin tersinir olmasi1 durumunda blok st tiggensel operatorii degerli ('g g)
matrisinin Moore-Penrose tersinin gosterimini vermektedir.

Lemma 3.7 A€ B(H),B € B(X), C € B(H,¥K) ve B tersinir olsun. Bu takdirde
0 g) matrisinin Moore-Penrose tersinir olmasi i¢in gerek
ve yeter sart R(A) mn kapali olmasidir, bu durumda A= (BB* + C*(1 — AA*)C)™?

blok operatorii degerli (A

olmak lizere

(,4 c)+ B <A+ — AYCAC* (1 — AA™) —A+CAB*)
0 B/ AC*(1 — AAY) AB*

dir.
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Ispat. 1lk olarak, Sonug¢ 3.1’ e gore keyfi tersinir bir M operatérii igin (8 1\1\/[1)

matrisinin tersinir oldugunu ve

(8 1\1\;)+ - ((1\(/) 1\/(1)*)+) - ((NN* + I\S*M)‘lN* (NN* + AEI)*M)‘lM*>

seklinde verildigini belirtelim. Ikinci olarak, B tersinir olsun. R (4) kapali oldugundan,
(A C

0 B) matrisi burada A, R(A*) dan R(A) ya tersinir bir operatér olmak tizere

A1 c 0 0 C\ /N N(AY)
(0 B) = <0 Aq Cz>:<iR(A*)> - (iR(A) ) ,
0 0 B X K

4; G
0 B

(BB* + €;"C;)™! olsun. Bu durumda kolayca gosterilebilir ki

formuna sahiptir. N = (0,C,), M = ( ) ve A= (BB* + C*(1— AA*)C)™! =

(A C)+ y ( 0 0 )
0 B/ ~ \(NN*+M*M)"N* (NN*+ M*M)"M*
0 0 0
E <—A;162ACf - —A;lCZAB*>
AC; 0 AB*

3 <A+ — A*CAC* (1 — AAY) —A+CAB*>
B AC*(1— AAY) AB*

yazilabilir.
Lemma 3.7 un ispatina benzer olarak, agsagidaki sonucu verebiliriz.
Lemma 3.8 A€ B(H),C € B(H,K),B € B(X) ve A tersinir olsun. Bu takdirde

blok operator degerli (A g) Moore-Penrose tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

0
R(B) nin kapal1 olmasidir, bu durumda A= (AA* + C(I — B*B)C*) ™! olmak iizere

(A C)*_( A*A —A*CAB* )
0 B/ ~\(U-B*B)C*A B*— (I —-B*B)C*ACB™)’

dir.
Lemma 39 A€ B(H), BeEB(H,X), CeB(H,K) ve B tersinir olsun. Bu

takdirde blok operator degerli (A

0 g) Moore-Penrose tersinir olmasi i¢in gerek ve
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yeter sart R(C) nin kapali olmasidir, bu durumda A= (B*B + A*(I — CC*)A)™?!

olmak tizere
(A C)+ _ ( AA*(I —C*C) AB* )
0 B Ct—CYAMA*(I —CC*T) —C*AAB*)'
dir.
Simdi A € B(H), D € B(X), BEB(X,H) ve C € B(H,X) olmak iizere blok

operator degerli

u- (¢ 0)

e (3.24)

matrisinin Moore-Penrose invers gosterimlerini verecegiz. Hatirlayalim ki, S, T €
B(H,K) operatorlerinin *-dik oldugu sodylenir, eger, ST* =0 ve S*T = 0 ise. Bu
durum S L* T ile gosterilir. Eger S L* T ise bu takdirde (S + T)* = S* + T* olacagi

kolayca kontrol edilebilir. Bu durumda asagidaki sonuglari elde edebiliriz:
Teorem 3.4 M matrisi (3.24) daki gibi tanimlanmis olsun.

(1) Eger AC* + BD* = 0, R(A) + R(B) ve R(C) + R(D) kapali ise bu takdirde M
matrisi Moore-Penrose tersinir olup
Mt = (A*(AA* +BB*)* C*(DD* + CC*)*)
B*(AA* + BB*)* D*(DD* + CC*)*
dir.
(2) Eger A"B+C*D = 0,R(4") + R(C*) ve R(B™) + R(D™) kapali ise bu takdirde
M matrisi Moore-Penrose tersinir olup

Mt — ((A*A +C0)tA (AA+ C*C)*C*)
- \(D*D +B*B)*B* (D*D + B*B)*D*/)

dir.

: (A B /0 0
ispat. § = (0 O)ve T=( e D) olsun. R(A) + R(B) ve R(C) + R(D) kapah
oldugundan, Lemma 3.9 ve Sonug 3.15 den

ot = (A*(AA* + BB*)* 0) _— (o C*(DD* + CC*)+>
~ \B*(AA* + BB")* 0 ~\0 D*(DD*+cCcH*

elde edilir. AC* + BD* = 0 oldugundan S L* T yazilabilir. Boylece

26



= (A*(AA* +BB*)* C*(DD* + cc*)+)

B*(AA* + BBt D*(DD*+ CC*)*
olacaktir. (2) nin ispati (1) in ispatina benzer sekilde olup ayrintilar atlanmustir.

Eger S' = (61 g) ve T'= (g 8) matrisleri S’ L* T' olacak sekilde segilirse

asagidaki sonuclari elde edebiliriz.

Teorem 3.5 M matrisi (3.24) verildigi gibi olsun ve R(A) ve R(D) kapali olmak

uzere AC* = 0ve D*C = 0 olsun.

(1) R(A) N R(D) = {0} ise M matrisinin Moore-Penrose tersinir olmasi i¢in gerek ve
yeter sart R(C) ve R(B,) nmn kapali olmasidir, bu durumda A= (D*D +
(B—By)*(I — ByB3)(B — By))t ve By = (I — AA*)B(I — D*D) olmak iizere

At ct
+
e (Bg + (D*D + BBy — Bf B)A(B — By)*(I — ByBf) (D*D + BfB, — BJB)AD*)
olacaktir.

(2) R(D*) n R(B*) = {0} ise M matrisinin Moore-Penrose tersinir olmasi i¢in gerek

ve yeter sart R(C) ve R(B,) nin kapali olmasidir, bu durumda
A= (AA" + (B — By)(I — B§By)(B — B))*, B, = (I — AA")B(I — D*D)
olmak iizere

Mt ( A*A(A*A + ByB} — BBY) C+)

BJ + (I — B(J{BO)(B — By)*A(ATA + BOB(}L — BB(J{) D™
olacaktir.

(3) R(A) N R(D) = {0} ve R(D*) N R(B*) = {0} ise M matrisinin Moore-Penrose

tersinir olmasi igin gerek ve yeter sart R(C) ve R(B) nin kapali olmasidir, bu durumda

+
& 5 =G o)
olacaktir.

Ispat. (1) R(A) N R(B) = {0} olup R(A) ve R(D) kapali oldugu igin S’ matrisi
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0 0 B B\ [NWA\ /NUA)

f_(A BY_[0 A 0 o0 |.[R@A)|_ [ RA)
S ‘(o D)_ 0 o1 D, 0 || ®(D® R(D) (3.25)
00 0 O N(D) N(D¥)

bi¢imindedir. Lemma 3.4 ve Lemma 3.8 den kolayca goriilebilir ki S’ matrisinin

Moore-Penrose tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

R(B,) = R((I — A*A)B(I — D*D))

0 B, B,
nin kapali olmasidir, bu durumda T = <A1 0 O ) olmak iizere
0 D; O

A B\* _(0 0

(0 D) - (T+ 0)
dir. Eger Lemma 3.6 da A4, B ve C yerine sirasiyla (0, B;), A;@®D, veB, alinirsa bu
takdirde A’= (D;D; + B;(I — B,BF)B;) ™! olmak iizere

0 ATt 0
T+ = A'B;(I — B,BY) 0 A'D; |,
B, — BfB,A'Bi(I—B,BY) 0 —BIB,A'D;
elde edilir. Dolayisiyla A= (D*D + (B — By)*(I — BoBg)(B — By))* ve By = (I —
AAT)B(I — D*D) olmak iizere

0 0 0 0
A B\* _ 0 A' 00
(o D) = A'B;(I — B,BY) 0 A'D; 0

B, —B}B,A'B;(I—B,Bf) 0 —BiB;,A'D; 0

A* 0
- (Bgf + (DD + BBy — B B)A(B — By)*(I — ByBY) (D*D + BiB, — B({B)AD*)

elde edilir. AC* = 0, D*C = 0 oldugundan S’ L* T’ olacaktir ve dolayisiyla
A B\* _(A B\", (0 o'
(c ) =G n) +( 0

At ct
- (Bg + (D*D + BfBy — Bf B)A(B — By)*(I — ByBE) (D*D + BB, — BS’B)AD*)

oldugu goriliir.

(2) nin ispati (1) in ispatina benzer sekilde oldugundan ayrintilar atlanmistir.
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(3) R(A) NR(B) = {0} ve R(D*) N R(B*) = {0} ise bu takdirde (7) esitliginde
B; = 0 olduguna dikkat edelim.

Eger Sy = (é g) ve Ty = (8 g) matrislerini S, L* T, olacak sekilde segersek

asagidaki sonuclari elde edebiliriz.

Teorem 3.6 M matrisi (3.24) da verildigi gibi olsun. Ayrica R(B) ve R(C) kapali
olmak tizere BD* = 0 ve C*D = 0 olsun. Bu takdirde

(1) R(A) n R(B) = {0} ise bu takdirde M matrisinin Moore-Penrose tersinir olmasi
icin gerek ve yeter sart R(D) ve R(A,) nin kapali olmasidir, bu durumda A=

uzere
ut = (A3 + (CTC+ AGAy = AFA)AG(A — A)' (I = AAT)BY  (CHC + AFAy — A§A)AGC™ DY
B Bt D*
olacaktir.

(2) RA) NR(C*) ={0} ise bu takdirde M matrisinin Moore-Penrose tersinir

olmasi igin gerek ve yeter sart R(D) ve R(4,) nin kapali olmasidir, bu durumda
A= (BB" + (A — A)(I — AgAT)(A — ANt , Ag = (I — BBHA(I — C*C)
olmak iizere

= (Ag + (I — At A)) (A — Ay)*Ag(BYB + AgAf — AAY) c+>
B*Ao(BB* + AyAt — AAY) D*

olacaktir.

(3) RMA) NR(D) ={0} ve R(A") NR(C*) = {0} ise bu takdirde M matrisinin
Moore-Penrose tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter sart R(A) ve R(D) nin kapali

olmasidir, bu durumda

+
& o) =G 5o
olacaktir.

Ispat. (1) R(4A) n R(B) = {0} ve R(B) ve R(C) kapali oldugu igin S, matrisi
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A, A, 0 0\ /N(O) N(B")

(A BN_[0 0 By 0]} (R(C) N R(B)
SO_(C 0)_ 0 C Di 0]\ R(BH R(C) (3.26)

0 0 0 0/ \N(®B) N(C)

bi¢imindedir. Lemma 3.8 den kolayca goriilebilir ki S, Moore-Penrose tersinir olmasi
i¢in gerek ve yeter sart R(A4;) = R((I — BBY)AU — C*C)) nn kapali olmasidir ve

4 4z 0 A B\ _(T§ 0
budurumdaT=| 0 0 B;] olmak iizere ( ) = ( 0 ) dir. Boylece
0 ¢ 0 C 0 0 O

Lemma 3.4 den dolay1 Ay= (C*C+ (A—Ay)" (I —AA)(A—Ay))T ve A, =
(I — BBY)A(I — C*C) olmak iizere

AT + ATALNQA" (I — ATA) O —ATA,ApCT 0

T = AA," (I — ATAY) 0 AGCy” 0
0 Bt 0 0

0 0 0 0

elde edilir. Bu nedenle Ag= (C*C + (A —Ap)* (I — AgA$)(A— Ap))T ve Ay =
(I — BBYH)A(I — C*C) olmak iizere

)

c 0

_ (A0+ +(CTC+ A Ay — AFA)AG(A — Ag) (I — AgAD)BY  (CTC + At Ay — AgA)AOC*)
B* 0

dir. Ote yandan BD* = 0, C*D = 0 oldugundan S, L* T, olup buradan da
A B\* (A B\", (0 0\" _
(C D) _(C 0> +(o D> N
- B+ D+
oldugu goriiliir. Benzer sekilde, (2) ve (3) durumlari da ispatlanabilir.
A ve D matrisleri Moore-Penrose tersinir olsun.
Xl = m(A*)v XZ = N(A)! X3 = 9%(D*)v X4— = N(D)!
Y, =R0A),Y,=NA"),Y; =R(D), Y, =N(D")

ve

=10, J)eI

I 0
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gdsterimlerini gdz oniine alalim. Bu takdirde M matrisi Y7, X; den Y?_,Y; ye bir

operator olup asagidaki operatér matris formuna sahiptir.

A, 0 B, B; A, B, 0 B,
| 0 0 By B\ ,.[C, Dy C3 O

e D, 0 =5\ o B o B0 (3.27)
G G 0 0 c, 0 C, O

burada A, ve D, tersinir matrislerdir. Eger

(A B\ . (0 B, _(0 34) _(0 Bz>
6=(c i) B=(e, o) ©=(c, o) o=l v) @@

alinirsa bu takdirde

_ (A0 Bo + _ (4o Bo)+
M—IO(CO DO)IO M —IO<CO b) I

oldugu goriiliir.

Genellestirilmis Schur bileseni Moore-Penrose tersinirligin ¢alisilmasinda 6nemli bir
rol oynamaktadir. Asagida genellestirilmis Schur bilesenine goére bazi ifadeler

verilecektir. Once bazi notasyonlar: verelim.
K = AAYB(I —D*D), H =DD*C(I — A*A), E = (I — AA")B(I — D*D),
F=(—-DD%)C(—A*A), S=DD*(D—CA*B)D*D,

R = (A+ + A*BS*CA* —A+BS+)

—S*tcAt St (3:29)

olsun. Bu takdirde asagidaki genel sonucu verebiliriz.

Teorem 3.7 S, R(D*) den R(D) ye tersinir bir operatdr olsun, R(A) ve R(D)
kapali olmak tizere (I —AA*)BD*D =0 ve (I—DD*)CA*A =0 olsun. Bu
takdirde M matrisinin Moore-Penrose tersinir olmasi igin gerek ve yeter sart R(E) ve

R(F) mnin kapali olmasidir ve bu durumda

+_(0 F*¥ [ -+ ( 0 (1—F+F)H*>]
M (E+ 0)+ (7)™ + (I—E+E)K* 0
. K(I - E*E)K* 0 ) *]+ [ —KE* 0
xR [HR( 0 H(I — EYE)H" R( 0 I—HF+)
olacaktir.
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Ispat. Oncelikle belirtelim ki
D 0 C C A_l 0 Bl B3
p-cae=(3 0)=(c & o) 5)
¢ (0 0) c, G, o0 o/\Bs B,
_ (D:i-CiAT'B;  —CiAT'By
_C4_AIlBl _C4AI:LB3
dir. D — CA*B,R(D*) den R(D) ye tersinir bir operatdr oldugundan D; — C;A71B;
nin de tersinir oldugunu elde ederiz. Dolayisiyla A, tersinir olup S; = D;A7'B;

olmak tizere

4t = (A1 Bl)_l _ <A;1 + A71B,STICATY —A;11315+> (3.30)

- \¢, Dy -S7ic, AT A7t

olacaktir. R matrisi (3.29) deki gibi tanimlansin. Bu durumda dogrudan bir hesaplama

-1
R=i(% Q)

oldugunu gosterir. Bu durumda

4 0 AA*B(I — D*D)

lo (g %O)IO - (DD*C(I — A*A) 0 ) - (Ig 15)

. 0 (I — AA*)B(I — D*D)

o (g DOO)IO = ((1 — DDH)C(I — A*A) 0 )
=(r o)

ve

(o og)o= (g )

. (0 0 _(I—F*F 0
IO(O I—DJDO)IO_( 0 I—E*E)

olduguna dikkat edelim. (I — AA*)B(I — D*D) = 0 ve (I — DD*)C(I — A*A) = 0
oldugundan B, = 0 ve C, = 0 oldugunu elde ederiz. Dolayisiyla Cy = 0 dir. Simdi
Ao= (ApAy + Bo(I — D Dy)Bg)™! olarak alalim. Bu takdirde

(% Oty = 15 (VD71 Ao Bl = DEDOBCAD () 0)
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o G R G [ TR B -3 [ G N G
+

=R*(1+R(0 K)(I—F*F 0 )(0 H*)R*) R

H 0 0 I—E*E/\K* 0
o K(I - E*E)K* 0 ) *>+
=R (1+R( 0 H(I — F*F)H* k) R

oldugu goriiliir. Lemma 3.6 dan

Ay Bo\'
M+:1;;(O° Dg) I

0\t = DEDY)B3Ae DY — (1 - Dy Do)BiAuBoD

=i{lo o) *[(§ D+ a-pon)las I* (T D-G W op)lfe

(5
=(g )+ (75 S T

X R* [1 +R (K(I B €+E)K* H(I - 12+F)H*) R*]+ R [1 B <I(-)I 18') (E0+ P;;)]
= (139+ Fo+) + [(R*)+ + ((1 _ EO+E)K* ‘- F(;F)H*ﬂ
xR [1 TR (KU ) €+E)K* H(I - g*F)H*) *]+ r(! _§E+ I —?Luﬁ)

oldugu goriiliir.

A B
0 D

Moore-Penrose inversinin de bir iist tiggensel blok matris olmasi i¢in gerek ve yeter

Campbell ve Meyer calismalarinda, bir st tiggensel T = ( ) blok matrisinin

sartin R(B) € R(A) ve R(B*) c R(D*) oldugunu goéstermislerdir. Bu sonucun
sonsuz boyut durumunda saglandigini ve Teorem 3.7 un ¢ok 6zel bir durumu oldugunu

gosterebiliriz.

Sonu¢ 3.2 A € B(H),D € B(X), B € B(H,¥K) olmak iizere R(A) ve R(D) kapali
At A*BD?
0 D’
R(A) ve R(B*) c R(D*) olmasidir.

olsunlar. Bu durumda T* = ( ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart R(B) c
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Ispat. (€):R(B) c R(A) ve R(B*) c R(D*) ise, Teorem 3.10 a gore K, H,E ve F

A* —A+BD+)

matrislerinin her biri sifira esit olacaktir. Dolayisiyla S = Dve R = ( 0 D+

olacaktir. Buradan da

+
(‘g g) — (R*)* + R'R = (RR*)'R = RR*R = R
oldugu goriiliir.

] +_ (AAT —AA*BD* + BD? +m _ (ATA —ATYBD*D + A*B
(=): TT _(O oy ) ve TT_(0 S )
matrisleri yar1 adjoint oldugundan —AA*BD* + BD* = 0ve —A*BD*D + A*TB =0
esitlikleri yazilabilir. TT*T = T olacagindan B = AA*B = BD*D oldugu gériiliir.
Dolayisiyla da R(B) < R(A) ve R(B*) c R(D*) olacaktir.

3.3 Blok Matrislerin Moore-Penrose Inversi icin Baz1 Yeni ifadeler

Bu kisimda 2x2 tipinde M = (g

Penrose inversi konusu tartisilacaktir. Bununla ilgili olarak M blok matrisinin Moore-

lB)) seklinde blok par¢alanmig bir matrisin Moore-

Penrose inversi ig¢in, herhangi bir kisitlama olmaksizin A, B,C ve D bireysel
bloklarinin durumuna gore genel ifadeler tiiretilecektir. Ayrica bazi varsayimlar

altinda, Moore-penrose inversler daha da basitlestirilecektir.

A B
¢c D

ilgili olarak A, B,C ve D bireysel bloklarinin 6zel durumlarina gore genel ifadelerin

2x 2 tipinde parcalanmig M = ( ) blok matrisinin genellestirilmis inversleriyle

tiiretilmesi uzun zamandir bilim insanlarinin ugras alan1 olmus ve bununla ilgili bir¢ok

calisma yapilmistir. M = (é D)

herhangi bir kisitlama olmaksizin bazi genel ifadeler literatiirde detayl bir sekilde ele

parcali matrisinin genellestirilmis inversleri i¢in

alinmistir. Ancak M* Moore-Penrose inversi i¢in ifade oldukca karmasik oldugundan
M ile ilgili daha basit formiiller verebilmek i¢in bazi kisitlamalar konulmustur. B ve
C* matrislerinin ayni olmasi 6zel durumunda M matrisi bir sinirli matris olacaktir. Bu
kisimda herhangi bir kisitlama olmaksizin M matrisinin Moore-Penrose inversi i¢in

bazi genel ifadeler tiiretecegiz. Bununla beraber, M matrisinin bloklar {izerine bazi
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ozel kisitlamalar konuldugunda, M matrisinin Moore-Penrose invers biraz daha

basitlestirilebilir.

AeCt matrisi herhangi bir matris ve M ve N matrisleri de sirasiyla m ve n-yinci

mertebeden pozitif definit matrisler olsun. Bu takdirde
AXA=A, XAX =X, (MAX)" = MAX, (NXA)* = NXA

sartlarini saglayan bir X matrisine A matrisinin agirlikli Moore-Penrose inversi denir
ve X = Ajy ile gosterilir. M ve N nin uygun boyutta birim matrisler olmasi 6zel
durumunda X matrisine A matrisinin Moore-Penrose inversi adi verilir ve X = A*

ile gosterilir.

Lemma3.10 K= A*B ve U = (I — AA")B olsun. Bu takdirde

+ _
(4,B)* = (A WKW)
dir, burada
W=U*+{U-U*U)S"K*A*(I - BU™) (3.31)
ve
S=I1(-UYDK*K( —U*D) (3.32)
olacaktir.

Bu kisim boyunca 2 X 2 tipindeki M blok matrisini

u=(¢ 9 -

seklinde alacagiz ve
K=A'"B, H=CA*, Z=D-CA'B, (3.34a)
U=(—-AA")B, V=C{-A*A) (3.34b)

gosterimlerini kullanacagiz. Bu durumda oncelikle U = 0 ve V = 0 6zel durumlari
icin bir formiil elde edip daha sonra da M* = M*(MM*)*® yi kullanarak M™* i¢in

genel ifadelerin elde edilmesinde bunu uygulayacagiz.

Bununla ilgili olarak 6ncelikle Z Schur complementine gore asagidaki iki 6zel durumu

dikkate alabiliriz:
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1. Durum: U =0, V =0, ve Z nonsingiiler olsun. Bu takdirde

+_(A*+KZT'H —KZ7!
M+ = ( e el ) (3.35)

olacaktir.

2. Durum: U =0, V =0ve Z = 0 olsun. Bu takdirde

(I-Kk)A*(I-H*H*H) (I-KKK*)A*H'HH™*
M= _ . _ _ (3.36)
Kk*A*(1 - H*H'H) K ik-ATA*H™?
dir, burada K =1+ K*K ve H =1+ HH" dir. Eger
_(~K _(_
X—(I) ve Y=(-H I (3.37)
alinirsa bu takdirde (3.35) ve (3.36) sirasiyla
AT 0 _
+ _ 1
M+ = ( 0 0)+XZ Y (3.38)
ve
AT 0
+ o + L +
M* = (I - XX )(0 0)(1 Y*Y) (3.39)
olarak yazilabilir. (3.38) ve (3.39) ifadelerini M* = ¢ alarak
— + +1(AT 0 + + +
G=[-X(I-2 Z)X](O O)[I—Y (I —ZZ1)Y] + XZ*Y (3.40)

bi¢giminde birlestirebiliriz.

Teorem 3.8 Eger U =0, V = 0 ise bu takdirde M* = G olmasi igin gerek ve yeter
sart

ZZYHH* = HH*ZZ, ZYZK*K=K*KZ*Z (3.41)
olmasidir.

ispat. MX = (g) YM = (0 Z) oldugunda

MX(I-2*Z)=0, (—-ZZY)YM=0 (3.42)
yazilabilir. Bu nedenle

0

MG = (“‘A+ N -v+a-zz+)y) + (1

i )ZZ+Y
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olurve Y* =Y*H™! ve AA*H* = H* oldugundan bu da

AAtY 0

MGZ( 0 1

) —YH Y - 2Z)Y (3.43)
oldugunu gosterir. Benzer sekilde (3.42) esitlikleri kullanilarak ve X+ = K~1X* ve
K*A*A = K* oldugu goz oniine alinarak

ATA 0

GM=( O

)= XU -z DK X (3.44)

elde edilir. Son olarak (3.42) ve (3.43) den
MGM = (MG)M =M, GMG =G(MG) =G

oldugu goriiliir. Boylece (MG)* = MG < ZZTHH* = HH*ZZ* ve (GM)* = GM <
Z1YZK*K = K*KZ*Z elde edilmis olur. Buradan agikga goriiliir ki (3.35) ve (3.36)

Teorem 3.8 in 6zel durumlaridir.

Sonu¢3.2EgerU =0, V=0,(I—-ZZ*)C =0ve B(I—Z*Z) = 0ise, bu takdirde

M* = (“g 8) +XZTY (3.45)

dir.

Ispat. C =ZZ*C oldugundan HH* = ZZ*HH* = (ZZ*HH*)* = HH*ZZ™ dir.
Benzer sekilde, B = BZ*Z oldugundan K*K = K*KZ*Z = Z*ZK*K olacaktir.
Boylece Teorem 3.8 kullanilarak (3.45) bagintisi elde edilir.

Teorem 3.9 Eger U = 0, V = 0 alinirsa, bu takdirde

At 0

M* =1 —X(I - Z92)X*] ( " o

YU = Y*( = ZZ9)Y] + XZ9Y,  (3.46)
olacaktir, yani, Z9 = Z 5—1’,? olmak {izere
(M), =[I — KU —Z92)KK*|A*[1 — H*H=*(I — ZZ9)H]| + KZ9H,
M%)y, =1 =K —Z9Z)KK*|ATH*"H*(I — ZZ9) — KZ9,
(M*)yy = (I —Z9Z)K K A1 — H*H (1 — ZZ9)H]| — Z9H,
MYy, = (I —ZI2DKK*ATHH (I — Z229) + Z9 (3.47)

dir.
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Ispat. (3.46) mn sag tarafi G olsun. Bu takdirde,

MX(I—Z792) =0, YY* =1 ve (A2+ g) Yyt =yt — ((1))

oldugundan

AA*Y 0

MG, = ( 0 1

)= Y H( - 229)Y (3.48)

yazilabilir. Ayrica

+
(1 -2z9YM =0, x*X=1ve x*(4 4 Ky—y+_(on
0 0
oldugundan
_ A+A O _ _ 79 7—1yx*
oM = ( . 1) X(I - Z92)K1x (3.49)

olacaktir. Ote yandan Z9 nin tanimindan, Y*H~1(I — ZZ9) — Y matrisi Hermitian
matristir. Ciinkii H~1ZZ9 matrisi bir Hermityen matristir. Aym1 diisiinceyle (3.49)

goriillen X(I — Z9Z)K~1X* matrisi de bir Hermityen olacaktir. Bu nedenle
MGM =M, GMG=G, (MG)'=MG, (GM) =GM
olur.

Eger 6zel olarak, A matrisi tersinir bir matris ise, bu takdirde U = 0, V = 0 olacaktir
ve bu durumda M* inversini bulmak i¢in Teorem 3.9 yi uygulayabiliriz. Teorem 3.9
nin 6nemli uygulamalarindan birisi de herhangi bir kisitlama olmaksizin pozitif semi

definit bir matrisin Moore-Penrose inversinin bulunmasinda kullanilabilir olmasidir.

Sonug 3.3 Eger M = ( l‘;‘* g) matrisi pozitif semi definit bir matris ise,

M* = [I —X(I - Z92)X*] (fg 8) [l — X**(I — 2Z9)X*] + XZ9X* (3.50)
dir, burada

79 =Z% g (3.51)

olacaktir. Ayrica, M matrisi igin 6zel bir (1,3)- invers asagidaki sekilde verilebilir:

+
MO = (47 V[ =X+ = 229)X°) + XZ9X". (352)
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Herhangi bir M matrisi icin MM™* matris carpimi pozitif semi definit olacagindan
Moore-Penrose inversi M* = M*(MM*)(*3) esitliginden kolayca hesaplanabilir.

Gergekten bunun i¢in

A, B

B! D (3.53)

alalim. Simdi Z;, K ve Z,Z7 matrisleri igin ifadeler tiiretelim. Oncelikle M, igin Z,
esas Schur complementini hesaplayalim. W Lemma 3.9 da tanimlandig1 gibi olmak

lizere,

4,84} = 4B = (4 ;VKW) (3.54)

olacagindan Z; matrisi i¢in

yazilabilir. Bu durumda (3.54) ve C(I — A*A)C* = C(I — ATA)(I — A*A)C* = QQ*
oldugu gercegi dikkate alinirsa

Z, =VV* + Z[(I - WB)D* — WAC*] (3.55)
oldugu gosterilebilir. Ote yandan AW = 0 oldugundan
UtA=0, UTU =U*B (3.56)

esitlikleri yazilabilir. (3.32) deki S nin tanimindan, I — U™ U ve S degismeli olup I —
U*U ve S71 de degismelidir. Boylece

STYI-UtDK*KUI-U*U)=1—-S§1 (3.57)
oldugu goriiliir. Buradan da
I-WB=S"t1-U%U), WA=S"1(I-U*U)K* (3.58)
elde edilir. Bunun sonucu olarak da
Z, =VV*+ZS (1 -UU)Z* (3.59)
yazilabilir. Diger yandan

K; = BiAT = (B,D)(4,C)*Af = (B,D)(A,C)* = H + ZW (3.60)
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oldugundan X; ve K; matrisleri
Xi=(=H+2zW),), K =I1+H+ZIW)H+ZIW)* (3.61)
seklinde olacaktir. Bu durumda Sonug 3.3 den

v — (WA Z*

+
M* = M* (Al 0) [ —xi*(1 -z, Z7)X;7] + ( (I-WB)*Z*

i )zfx; (3.62)

yazilabilir. Boylece (3.54) ve (3.58) birlikte kullanilarak

. (A+ — Kw

0 . .
W 0) [1—x;*(1 — 2,29)%;]

V*—KS Y (I1-UYU)Z* .
( SYW(I1-Utn)z* )Zngl (3.63)

yazilabilir, burada

Z{ = Z)gg, (3.64)
dir. Simdi
V=(,z(1-P*P)), N=kos(,S) (3.65)

alalim. Bu takdirde (3.59) deki Z; matrisi
Z, =VN~/* (3.66)

bigiminde yazilabilir. Bu durumda éncelikle Z,Z7, S™*(1 —UYU)Z*Z{ ve V*Z]
matrislerini hesaplayalim ve daha sonra bunlar1 (3.46) de yerlerine yazarak M™*

matrisini elde edelim. Boylece
N2y = (Ng-ay = V20 = UM U) gy (3.67)
elde edilir. Bunun sonucu olarak

~ V*
—177x79 __ g
N-17*z9 = (5—1(1 Y U+U)Z*) z9, (3.68)

olur ve buradan da

VI —vIz(I - U+U)CI>) (3.69)

W17 -

elde edilir, burada

O=YI+(U-YIVTI(I-UTD)Z*VIVI,
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T=S+(I-U*D)ZVIVI(I-U*U),
Y=U-VV9Z(I-U*U),
VI = Vgl_l’, , Y9= Y,{l_l'T
olacaktir. Bu nedenle,
7,79 = 17(17);1_le =VVI—VVIZ(I-UYU)H +Z(I - U*U)D

=VVI+YD =VVI +YY9 (3.70)

olur. Ote yandan S™* ve I — U*U matrisleri degismeli oldugundan, (3.68) ve (3.69)

ifadelerinin bunlara karsilik gelen alt matrislerinden
¢ =S"1(I1-Ur)ZZI =(1-UrU)S 220 = (1 -U*U)D,
VzZi =vI-vIzo.

oldugu goriiliir. Boylece (3.46) ifadesinden

V9 —VIZV — K

M+:(A+—KW 0 o )Xik

# 0) [[— X1 = VVI — YYO)Xi] + (
oldugu, yani
(M), = (A" —KW)[I = (H + ZW)* K71 = VVI —YYI)(H + ZW))]
—(V9 —VIZV — KV)(H + ZW),
(M), = (AT = KW)(H + ZW)*K;X(I = VVI —YY9) + VI —VIZD — KD,
(M) = W[l = (H+ZW)*KT*I = VVI —YYI)(H + ZW)| — ®(H + ZW),
(M%), = W(H 4+ ZW)Y'KXU - VVI —YYI) + D
oldugu goriiliir.

Simdi Moore-Penrose inversin daha basit formlara doniisebilir olmas1 durumundaki
bazi 6zel durumlari tartisalim. U = 0 © R(B)cR(A) ve V=0 < R(C")cR(4A")
oldugunu ve ayni zamanda U nin tam siitun rankli olmasi i¢in gerek ve yeter sart B
nin tam siitun rankli ve R(B) N R(A) = {0} olmasi1 ve V nin tam siitun rankli olmasi
icin C nin tam siitun rankli ve R(C*) N R(A*) = {0} olmasinin gerek ve yeter sart

oldugunu goérmek zor degildir.
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1. Durum: Eger U matrisi tam siitun rankli ise bu takdirde Y =0, ® =0,W =U"*
olacagindan K; =1+ HH* + Z(U*U)~*Z"* olup

(M*)y, = AT —KP* —VIH-VIZU*
—[AYH* — K(U*U)™*Z*1K;* (I = VVI)(H + ZU ),
(M%), = VI +[AYH — K(U*U)1Z* 1K1 (I = VV9)
(M%), = UT=(UU) 1 Z* KX = VVIY(H + ZU™),
(M*)z = (U*U) ' Z* KM (I = VV9)
olacaktir.
2. Durum: Eger U matrisi tam siitun rankli ve V' matrisi tam satir rankl1 ise

At—KUt—-V*H-Vv*ZU* Vvt
+ _
< _( U+ 0)

olacaktir.

3. Durum: U matrisi tam siitun rankli ve V = 0 ise, bu takdirde K; =1 + HH* +
Z(UU)"1Z* ve

+ (AT —KU*—[ATH* —K(U*U)'Z* K[ *(H + ZU%), [A*H*—KU*U)™*Z*]KT?
M* =
Ut — (U*U)*Z*K; (H + ZPU™Y) URD AN 6

olacaktir.

4. Durum: V matrisi tam satir rankli bir matris ise, bu takdirde V9 =V*, Y =0,
O =TI —-UU)Z*(VV*) Lolup

Y (A+ — KW —(V* —V*YZV = K®)(H + ZW) V' —-V*ZV — ch)
B W —®(H+ ZW) ®

olacaktir. Ote yandan sag-sol simetriklik ve 1. Durum kullanilarak da M™* inversini
hesaplayabiliriz. Bunun ic¢in oncelikle (M*)™ matrisini bularak, M* matrisini
M*=(M*)** esitliginden elde edebiliriz. Gergekten, eger ® matrisi tam satir rankli ise
H =1+KK+Z'(@®®*)"'Z ve U9 = Uz olup buradan

(M*),, = At —KU9 —V*H —V+ZU9

—(K +V*Z)(I — UID)HK*A* — Z2*(VV*)~1H],
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(M), =V —(K+V*2)(I —UIV)HZ*(VV*)!
(M%), = U9 + (I —UINHKAT — Z*(VV*)~H],
(M*)z, = (I = USU)H ' Z*(VV*) !

elde edilir.

5. Durum: & matrisi tam satir rankli ve W = 0ise H, =1+ K'K +Z*(VV*)"'Z
olup, bu durumda M* matrisi
e V)
seklinde olacaktir.

A B
¢C D

invesini bulmak i¢in bir metod ortaya koymuslardir. Bu kistmda Moore-Penrose

Hung and Markham bir calismalarinda M =( ) matrisinin Moore-Penrose

invesin nasil elde edildigini gdstermek i¢in bizim sonuglarimizi kullanacagiz.

Bizim metodumuzda U(veya V)= 0veya U(veya V) tam rankli oldugunda M*
kolaylikla hesaplanabilir. Ayrica yukaridaki tartigmalara gére W (veya ®)= 0 veya
W (veya ®) tam rankli olup olmadig1 da kolayca kontrol edilebilir. Ozel olarak eger A
matrisi tersinir ise bu takdirde, U = (I — AA*)C =0 ve V =B — AtA) = 0 olup

Teorem 3.9 uygulanabilirdir.

Ornek 3.1 A = (é (1)>‘ B = (_11 (1)), C=(1 1), D=(0 1) olmak iizere

M = (A B) matrisi verilmis olsun. Bu durumda oncelikle, U ve V matrislerini

C D
hesaplayalim. Bunun i¢in A matrisi tersinir bir matris oldugundan, U = 0 ve V =0

olmas1 durumunda Teorem 3.9 uygulanabilir. Ote yandan Z = D — CATB = 0,4,
oldugundan (3.44) ifadesi (3.45) ifadesine doniisecektir. Bu takdirde (3.38) ve (3.41)
ifadelerindeki notasyonlar dikkate alinarak

_arp_(1 1 _
K—AB—(_l 0), H=CA*(1 1),
0 Y=(-H 1)=(-1 -1, 1
0 ) -\ _( ) ) )
1
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elde edilir. Buradan bazi basit hesaplamalar yapildiktan sonra M* matrisinin

Mt =

o
I
o lewIH o
— —_
U1|._\U-||}|_\U.||~l>u1lr—\

ul] =

seklinde oldugu elde edilir.

3.4 Simetrik Matrislerin Moore-Penrose inversi

Bu kisimda simetrik bir matrisin Moore-penrose inversi i¢in bir ifade elde edilecektir.
Bununla ilgili olarak keyfi simetrik non-negatif definit bir A matrisini ve onun Moore-

Penrose inversi At matrisini

a=(F Byvea=(G &)

olarak gozoniine alalim. Bu durumda E, F ve H bloklar cinsinden G;, G, Ve G,

bloklar i¢in agik ifadeler verilecektir. Daha 6nce verilen notasyonlara ek olarak ayni

mertebeden iki simetrik A ve B matrisinin B — A farki simetrik non-negatif definit
oldugunda A < ;B yazalim. Bu durumda A matrisi Lowner kismi siralamasina gore

B matrisinin altindadir denir.

Simetrik bir A matrisinin E ve  H muhtemelen farkli mertebeden simetrik kare

matrisler olmak tlizere

A= (5 Z) (3.71)

olarak parcalandigini varsayalim. Bu durumda

0< Ae=0< ,E, EE'tF=F 0< ,HA—F'E*F (3.72)
ve benzer sekilde

0< ,Ae0< ,H, FH'H=F 0< ,E—FH'F (3.73)
oldugu agiktir. E matrisinin A' daki genellestirilmis Schur komplementinin

S=H-F'E*F, (3.74)
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oldugunu ve ayrica (A/E) ile gosterildigini hatirlayalim. A nin nonnegatif
definitliginden (A/E) 'nin, A' nin her genellestirilmis ters A~ i¢in (A/E) = H —
F'ETF olmasi anlaminda tek tiirlii oldugunu sOyleyebiliriz. Benzer sekilde H

matrisinin A daki genellestirilmis Schur komplementi ise
(A/H) =E — FH*F' (3.75)

olacaktir. Bu durumda rank her iki Schur komplementi iizerinde toplamsaldir, yani

r (If Z) = +(E) + r(A/E) = r(H) + r(A/H) (3.76)

esitligi gergeklenir. Ayrica

E F\" _(E*+EYFS*F'Et —E*FS*
(F’ H) _( —S*F'E* 54 ) (3.77)
Banachiewicz invers alma formiilii saglanir, eger
E F\ _
r(F, H)—r(E)+r(H) (3.78)

rank esitligi gecerli ise. Bununla birlikte, genel durum i¢in benzer bir formiil

bilinmemektedir ve asagidaki teoremde sunulacaktir.

Teorem 3.10 A matrisi 0 < ;A olmak tizere (3.71) deki gibi par¢alanmis olsun. Bu
takdirde

Et*+EYFS"F'EtY —E*FS~ (E““(FZ+Z’F’)E+ E+Z’>
AT = 3.79
( —S~F'E* N )+ ZE* 0 ( )
olacaktir, burada
~_ E*+ EYFSTF'EY —EYFS*\ (Z'
st=@n(® T o)) (3.80)
Z=U—-S*SFEt(I+EtF(I-S*tS)F'E")1, (3.81)
S=H—-F'E*F = (A/E) (3.82)

dir. Ustelik S~ matrisi S matrisinin bir genellestirilmis inversidir, yani SS~S = S dir.

Ispat. Simetrik ve nonnegatif definit A matrisi U ve V matrisleri igin

4= () 0=y yy)=(e 1)

olarak yazilabilir. Bu durumda A matrisinin Moore Penrose tersi
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I\t

ar=(g A= (L) =wnriwny

G; G, |/
seklinde olacaktir, burada G; = G, olup G;, G, ve G, matrislerini belirlememiz

gerekir. Ote yandan,
C=U-UU")Vve K=ZU*(I-VCY)
Z=U-CtOlI+U-croyv'wHyvrtvu-croltv'wty
olmak tizere

Ut—-u*v(C* + K))
Ct+K

.t =(
oldugu Kisim 3.1 den bilinmektedir. Bu durumda C*(U*%)" = 0 esitligi kullanilarak
G, =UWNT+UVGV'(UY) —UVKWUY) —U*K'V'(U*)
G, = —U*VG, + UK’
ve
G,=({CT+K)(Ct+K) .

oldugu goriiliir. Bu nedenle

C'C=S, C*'C=(['0O)*C'c=S5"S

ve

V't =v'uUu'u)t =F'E*, UV =U'U)*U'V =E*F
0zdesliklerinden

Z=U-S*S)[I+ U —-S*S)F'ETE*F(I —S*S)| 'F'E*
oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla

I+ —-ST*S)F'EYE*F(I—S*S)]?

=1—(U—-S*S)FEY(U+E*F(U—-S*S)F'E*)"'E*F(I — §*5)
inversiyon formiilii kullanilarak
Z=U-S*S)F'E*(I+E*F(I—S*S)F'E*)™!

esitligine ulasilir. Ayni sekilde CT(U™)’ = 0 esitligi kullanilarak

KU*)' = zU*(U*) = Z(U'U)* = ZE*
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K(C*) =-ZUu*v(C'C)* = —ZE*FS*
ve
KK' = Z(E* + EYFS*YF'EY)Z’
oldugu ve buradan da
G,=E*+E*FG,F'EY —E*FZE* —E*F'Z'E*

Gz = _E+FG4, +E+ZI

ve
G, = (C'O)* +K(CY) +C*K' + KK’
=St —ZE*FS*Y — STF'EYZ' + Z(E* + EYFS*F'E")Z’

- G (E L EFS RS sty (1)

oldugu goriiliir. SG,S = S oldugu kolayca goriilebileceginden ispat tamamlanir.

Hemen bir sonug olarak, §~ matrisinin A* daki genellestirilmis Schur komplementi

i¢in bir formiil verilebilir.

Sonu¢ 3.4 A matrisi 0 < ;A olmak iizere (3.71) deki gibi parcalanmig olsun. Bu
takdirde S~ ve Z matrisleri sirastyla (3.80) ve (3.81) de verildikleri gibi olmak tizere

(A*/S™)=E*+E*Z'(S")*ZE*, (3.83)
dir.
Ispat. 0 < ;A oldugundan (3.73) e gore

(—E*YFS~™+E*Z")(§)*S™ = —ETFS™ + E*Z'
yazilabilir. Boylece

E*Z'(S)*S™ =E*Z’

olacaktir. Bununla birlikte (§™)*S~™ =S~ (S™)* esitligi dikkate alinirsa (3.83)

esitliginin saglandig1 kolayca goriilebilir.

E~ ve §™ matrisleri sirasiyla E ve S' nin genellestirilmis inversinin herhangi bir 6zel

secimleri olmak tizere, her

47



_ _(ET+E"FSTF'E- —E"FS~
4 ‘( —S"F'E” S- ) (389

matrisinin A nin bir genellestirilmis inversi oldugunu hatirlayalim. Dolayisiyla (3.79)
formiilii A' nin genellestirilmis inversi i¢in iki farkli A7 ve A3 secenegini igerir, yani,
E- =E* ve S~ =S~ olmak iizere A7 (3.84) deki gibi ve E-=E* ve S~ =S*
olmak iizere A; (3.84) deki gibi verilebilir.

Ikinci bir sonug olarak AT = A; olmasi igin gerek ve yeter kosullar verebiliriz.

Sonu¢ 3.5 A matrisi 0 < ;A olmak iizere (3.71) deki gibi parcalanmis olsun. Bu
takdirde agagidaki ifadeler esdegerdir:

+ tpotppt  _ptrpct
(i)A+=(E +ETFS'F'E EFS)

_S+F’E+ S+
(i) (I — S*S)F'E* =0
(i) S~ = S+
(iv) (A*/S~) = E*
(V) $~SS~ = §~

burada S~ matrisi (3.80) de verildigi gibidir.
Ispat. (i) saglanmis olsun. Bu takdirde AA™ simetrik olmak zorunda oldugundan

AA+=< EE* 0)

(I-S*S)F'E* SS*
esitligi (ii) yi verir. Eger (ii) saglanirsa, (3.81) den dolay1 Z sifir olacaktir, bu da
kolayca (iii) e yol agar. Eger (iii) saglaniyorsa (§™)* = (§*)* =S olup SZ=0

oldugu dikkate alinarak Sonug 3.4 den (iv) iin saglandig1 goriiliir. Eger (iv) saglanirsa,
r(AY) =r(§) +r(4*/s™)

esitligi yardimiyla, r(S™) = r(A) — r(E) = r(S) oldugu gosterilerek
r(A) =r(§~) +r(E)

elde edilir. Fakat S~ matrisi S matrisinin bir genellestirilmis tersi oldugundan,

r(8™) = r(S) ozdesligi (v) e esdegerdir. Eger (v) saglanirsa, bu takdirde

E*Z'(S™)*S~ = E*Z'(S*)*S~SS~ = E*Z'SS~ = E*Z'
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yazilabilir. Ancak Z'S = 0 oldugundan E*Z’ = 0 elde edilir ki bu da Teorem 3.10 a

gore (i) kosulunun saglandigi anlamina gelir.

Sonug 3.5 deki (i)-(v) kosullarinin her birinin (3.78) ifadesine esdeger olduguna dikkat
edelim. Bu, (ii) kosulunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart (I — STS)F'E*F =0
olmasidir gergegine dayanir, ki bu da (I — SS*)H = 0 esitligine, yani H = SS*H
esitligine denktir, bu ise r(H) <r(S) esitsizligini verir. Ancak r(S) < r(H)
esitsizligi daima dogru oldugundan, (ii) kosulu r(H) = r(S) = r(4) — r(E) ye, yani
(3.78) ifadesine esdegerdir.

Simdi (A*/S™) Schur komplementini yeniden ele alalim. Sonu¢ 3.4 den kolayca

goriilebilir ki
0< ,(A*/S7) < ,E (3.85)

dir. Buna ek olarak agagidaki teorem, (A* /S™) genellestirilmis Schur komplementinin

Lowner kismi siralamasina gore her zaman (A/H)* ile karsilastirilabilecegini gosterir.

Teorem 3.11 A matrisi 0 < ;A olmak tizere (3.71) deki gibi par¢alanmis olsun. Bu
takdirde

0< ,(A47/S7) < (A/H)* (3.86)
dir, burada S~ matrisi (3.80) da verildigi gibidir.

Ispat. R(A4) ve IV (A) sirasiyla bir A matrisinin siitun uzayini ve sifir uzayini gostersin.
Eger A matrisi sadece reel 6zdegerlere sahip bir kare matris ise, ch, (4), A matrisinin
en bilyiik 6zdegerini ifade eder. Ornegin, 0 < ;(4%/S™) < ,(A/H)* olmasi igin
gerek ve yeter sart

R(A*/S™) € R(A/H) ve chy[(A*/SV)(A/H)] <1

olmasidir. Bunun saglandigin1 gormek icin A matrisi (3.71) de verildigi gibi
parcalansin C, K ve Z matrisleri ise yukarida verildigi gibi olsun. W = C* + K olsun.
Bu takdirde R(A*/S~) € R(A/H) olmasi i¢in gerek ve yeter sartin R[UT(I —
W*W)] € R[U'(I —VV™*)] oldugunu gostererek

Ar/sH)y=utq-ww)u*) ve (A/H)=U0'(I-VvHu
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esitliklerinin saglandig1 gosterilebilir. Bunun igin bir z € R(I — W*TW) = N (W)
vektorii i¢in y € R[UT(I — W*W)], yani y = U*z oldugunu varsayalim. z vektorii
icin C*z = —Kz yazlabilir. Bu esitlik soldan C ile ¢arpilarak, CK = 0 olacagindan
CC*z = —CKz = 0 oldugunu verir. Buradan da C*z = 0 ve Kz = 0 olur. Sondaki
ozdeslik C*z = 0 oldugundan ZU*z = ZU*VC*z = 0 esitligine esdegerdir. Bu ise
y = U*z € R(U") vektoriiniin V' (Z) uzayma ait oldugunu, yani y € R(U') N V' (Z)
oldugunu gosterir. Ote yandan y € V' (Z) oldugundan

(I-ctoLrv'wt)y=0 (3.87)
yazilabilir, burada L =1+ (I —C*C)V'(UT)'U*V({I — C*C) dir. (3.12)' ye benzer
bir invers alma formiilinden C*CL™'=C*C ve LC*C =C*C elde edilir.
Dolayistyla (3.87) esitliginin

LI — C*O)L"W'(U)'y = (I — C*O)V'(U)'y = 0 (3.88)
esitligine esdeger oldugu goriilmektedir. Buise V'(U*)'y e N(I — C*C) = R(C") =
R[V'(I —UU™")] oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla V'(U*)'y —V'(I —UU%)x =
0,yani (UT)'y—(U—-UU)x e (V') = R(I — VV™) olacak sekilde bir x vektorii
vardir. Bu ifadelerden ikincisini soldan U’ ile ¢arpip U'(U*)'y = y oldugu dikkate
alinirsa y € R[U'(I — VV1)] oldugunu gosterir. Geriye

chi[(AT/ST(A/H)] <1 (3.89)

gostermek kaliyor. Iki nonnegatif definit matrisin ¢arpiminin sadece sifirdan kiiciik
olmayan reel 6z degerlere sahip oldugunu belirtelim. Ayrica X ve Y gibi iki keyfi
matrisinin XY c¢arpiminin sifir olmayan 6zdegerleri YX ¢arpiminin trivialden farkli 6z
degerleri ile ¢akisir. Bu nedenle (3.87) den P,, P, ve P; dik izdiistimleri sirasiyla
Pp=1-VV* P,=UU*ve P; =1 — W*W olmak iizere

chi[(AT/S™)(A/H)] = chy(PP,P3P;) = chy(P,P,P;P,P;) (3.90)
yazilabilir. Bu nedenle
PyP,P3PyPy = P1PyPy — PiPo(I — P3) PPy
=P1_P1(1_P2)P1_P1P2(I_P3)P2P1

yazilarak

I = PiP;P3PyPy = (I = P1) — Py(I = P)Py + PP, (I — P3) PPy
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matrisinin simetrik nonnegatif definit oldugu gorilir. Yani, ch;(P;P,P;P,P;) <1

olup P;P,P;P,P; < ,I elde edilir. Bu da ispati tamamlar.
Belirtelim ki her zaman 0 < ;(A/H) < ,E olacagindan,

0< E* < (A/H)* o r(E)=r(A/H)
yazilabilir. Ote yandan 7(E) = r(A/H) kosulunun (3.78) rank kosuluna esdeger
oldugu kolaylikla goriilebilir.

3.5 Rank Toplamsalhigi Altinda Parcah Matrislerin Moore-Penrose inversi

Bu kisimda 2x2 tipinde blok par¢alanmis bir matrisin Moore-Penrose inversi konusu
rank toplamsalligi kosullar1 altinda tartisilacaktir. Bununla ilgili olarak M blok
matrisinin Moore-Penrose inversi i¢in A, B, C ve D bireysel bloklarinin sirasiyla

mxn, mxk, Il Xn ve |l Xk tipinde matrisler oldugunu varsayalim. Ayrica

w=(¢ p)
matrisinin
r ('2, g) = (f,) +r (g) =1(4,B) +r(C,D) (3.91)

rank toplamsallik sartin1 sagladigimi varsayalim. Bu takdirde oncelikle daha once
verilen gosterimler de dikkate alinarak matrislerin Moore-Penrose inversleri ve

ranklar1 hakkinda bazi iyi bilinen sonuglar1 agagidaki gibi verebiliriz.

Lemma 3.11 A, B, C veD bireysel bloklarinin sirastiyla mxn, mxk, [ X

n ve [ X k tipinde matrisler oldugunu varsayalim. Bu takdirde
r(A,B) =r(A) +r(E4B) =r(B) + r(EgA) ,

r (ﬁ) = 7(4) +7(CF,) = 7(C) + (AF;) ,

r (? g) = r(B) + r(C) + r(EzAF,),

r (f:1 g) - (c?:A EEZB)'

(@ p)=rwr(cy )

r (’2 g) =r (12,) +7(4,B) —r(A) + r(Ec,SaFs,)

dir, burada S, = D — CA*Bve B, = E4,B, C; = CF, dir.
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Lemma 3.12 A, B, C veD bireysel bloklarinin sirastyla mXxn, mxk, [ X

n ve [ X k tipinde matrisler oldugunu varsayalim.
(i) Eger r(4,B) =r(A) +r(B) ise, yani R(A) NnR(B) = {0} ise bu takdirde

(E,B)*(E,B) = B*B ve (AB)*(AB) = (A:)A BQB) (3.92)

dir.
(ii) Egerr (‘C‘) = r(A) + r(C) ise, yani R(A") N R(C*) = {0} ise bu takdirde

(CE)*(CFy) = CC* ve (é) (21)+ - (Ag” Cg+) (3.93)

dir.

Lemma 3.13 4, B € C™"™ matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde

() R NRB) = {0} iser(4) +7(B) =1 (2) (3.94)
(i)  R@A) NR(CY) = {0} iser(A) +r(B) = r(4, B) (3.95)
dir.

Lemma3.14 N = (A B) matrisi verilmis olsun. Bu takdirde

c 0
(i) Eger N matrisi
r(N) =7 (21) +7(B) = (4, B) + r(C) (3.96)

rank toplamsallik sartin1 saglarsa bu takdirde L = (EgAF;)* olmak lizere

NT = (B+ —LB+AL 15:+C(AL_ALf1 fl)C*) (397)
dir.
(i) Eger N matrisi
r(N) =r(4) +r(B) +r(C) (3.98)

rank toplamsallik sartin1 saglarsa veya buna denk olarak R(A) N R(B) = {0} ve
RA) NR(C*) ={0} ise bu takdirde L = (EzAF;)™ matrisi A(EzAF.)T A=A
esitligini saglar ve

,_ L Ct—LAC*
NT= (B+ —B*AL 0 ) (3.99)

dir.
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Lemma 3.15 (3.91) deki rank toplamsallik sart1 agagidaki dort sarta denktir:

R (‘(‘)‘) cRM), R (f(‘)*) c R(M) (3.100)
r ( CgA E;AB ) =r (EgAB ) + 1(CF,y) = 1(CFy,S,) + r(E4B) (3.101)
burada S, = CA*B dir.
ispat.
v, = (‘C‘) v, = (g), W, = (A,B) ve W, = (C,D) (3.102)

olsun. Bu takdirde (3.91) rank sart1
RV NRWV,) = {0}ve R(W,") nR(W,") = {0} (3.103)
esitliklerine denk olacaktir. Bu durumda kolayca gosterilebilir ki

(Wl 0

( 0) — +(Wy, A) + (W, 0) = r(Wy) + (W) = r(M),

r (161 162) =r (E) +r (%) =r(V) +r(V,) =r(M)

esitliklerinin her ikisi de (3.100) deki iki igerme bagintisina denktir. Ote yandan

() QoD Q) (ra-ve-nas

(CF,,S,) = (C— CA*A,D — CA*B)
= (C,D) — CA*(A,B) = W, — CA*W,

esitlikleri saglanir. Bu nedenle
E,B\ oy Vo \
r< S, ) =r(V,=V;A"B)=r (V1A+B> =rV),
T(CFA, SA) = T(WZ - CA+W1) = T(Wz, CA+W1) = T(Wz)
olacaktir. Bu iki esitlik ve yukaridaki rank formiillerinden

r ( C(;,A Eg‘AB ) = +(M) = r(A)

=r(V)+r(V) —r(A)=r (%‘f) + 1(CFy),
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r ( C(;,A Eg‘AB) = +(M) = r(A)

=r(Wy) +r(W3) —1(A) = 1(CF4,S4) +1(EsB)

esitlikleri saglanir. Bunlarin her ikisi de tami tamina (3.101) deki rank toplamsallik
sartidir. Tersine olarak r(A4) y1 (3.101) her tarafina ekleyerek yukaridaki rank

formiilleri uygulanirsa
0 EsB\ _ A E,B
rer, 5 )=(cr) 7 (5)
= T(A, EAB) + r(CFA,SA) (3104)

oldugu goriiliir. Ote yandan (3.100) deki iki icerme bagintis1 ayn1 zamanda

- A E4B 0
r(M)—r(CFA S, C)

= (4, E4B) + r(CF,, S4, C) = 1(A,B) + r(C, D)
ve
A E,B E,B
A A
r(M) =r<CFA Sa >=T<CF>+T<SA )=r(g)+r(g)
0 B 4 B

esitliklerine denktir. Bu ikisi ise (3.91) ifadesinin ta kendisidir. Benzer sekilde

asagidaki Lemma verilebilir.

Lemma 3.16 (3.91) deki rank toplamsallik sart1 asagidaki dort sarta denktir:

R (‘(‘)‘) cR(M), R (‘(‘)*) c R(M") (3.105)
r ( ESD”C B gD) =r (E?c) + r(BFp) = r(Sp, BFp) + r(EpC) (3.106)

burada S, = BD™*C dir.

. .. (A B
Simdi M = (C D) matrisinin
_ (A B\ _ _(Im 0)(A EAB)(In A*B)
M= (, D)_PNQ_(CA+ )\cr, s, )\o 1 (3.107)

seklinde ¢arpanlarina ayrildigini varsayalim, burada S, = D — CA* B matrisi A nin M

deki Schur komplementi, P ve Q ise iki nonsingiiler matris olsun. Amacimiz (3.91)
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sartt altinda M nin Moore-Penrose inversinin M nin bu ayrisimma bagl olup
olmayacaginin belirlenmesidir. M nin bu ayrisimina bagl olarak akla gelebilecek ilk
soru hangi sartlar altinda Q"*N*P~1 ters carpiminin M nin Moore-Penrose inversi
olacagidir. Bu soruyu cevaplandirmak i¢in (PNQ)* = Q 1N*P~1 olmas: i¢cin gerek

ve yeter sart

(N, P*PN) = r(N), r( = r(N) (3.108)

N )

PNQ

(PNQ)QQ*> — +(PNQ) (3.109)

r(PNQ,P*P(PNQ)) = r(PNQ), r(

olmasina denktir. Simdi (3.109) esitliklerinde M = PNQ alip gerekli sadelestirmeler

yapilarak asagidaki basit sonucu verebiliriz.

Lemma 3.17 (3.107) de verilen M matrisinin Moore-Penrose inversinin

I. —A'B\( A E B\"[ I 0
+ _ n-1pn+p-1 _ (In A m
we=gwet= (o ) 6 ) (e ) @10

seklinde olmasi i¢in gerek ve yeter sart M matrisinin

R (g) c R(M) ve R (%*) c R(M") (3.111)

sartlarin1 saglamasidir.

Agikca goriiliir ki (3.111) sartlar1 (3.100) denklemindeki iki igerme bagintisinin ta
kendisidir. Bunlar (3.91) de verilen genel rank toplamsallik sartlariyla saglanir.
Boylece M nin (3.91) sart1 altindaki Moore-Penrose inversi dogal olarak (3.110) daki
gibi yazilabilir. Burada akla gelebilecek bir diger soru (3.100) denkleminde N*
matrisinin nasil olacagi sorusudur. Bunun i¢in N matrisini

~ A0 0 E,B
N—N1+N2—(O O)+<CFA SA> (3.112)

olarak yazalim. Bu durumda Ny N, = 0 ve N,N; = 0 olacag: aciktir. Boylece M blok
matrisini N = N; + N, nin Moore-Penrose inversi

+ +
A 0) ( 0 EAB)

+ Nt + _
N —N1+N2—(0 0 CF, S,

(3.113)
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olarak yazilabilir. Eger (3.113) esitliginde N5 nin blok ifadesi bilinebilirse bu durumda
N* nin blok ifadesi bilinebilir. Buradan da (3.110) ifadesinden M* matrisinin blok
ifadesi verilebilir. Gergekten (3.113) esitligindeki N, matrisinin blok ifadesi

bilindikten sonra

0 EB\ EAB) B
r(CFA Sy ) = r( s, )t 7(CF,) = 1r(CF4,S4) + 7(E4B)

rank toplamsallik sarti saglandiginda M matrinin Moore-Penrose inversi asagidaki
sekilde bulunabilir.

Teorem 3.12 Eger (3.107) deki M matrisi (3.91) de verilen genel toplamsallik sartini

saglarsa, bu takdirde M matrisinin Moore-Penrose inversi asagidaki iki formda

verilebilir:
_ (Hy — HyCA* — A*BH; + A*BJ*(D)CA* H,A*BJ*(D)
= Hy = J*(D)CA* oy ) @14
Jr4) T O (Es,SpFe,)” (EDZSBFA1)+>
Mt = = 3.115
(] *(B) ] +(D)) ((EAZSCFD1)+ (ECISAF31)+ ( )
Burada

S4=D—-CA™B, Sy =C—-DB*A, S =B—AC*D, S, =A—BD"C,

A, = EgA, B, = E4B,A, = AF,, B, = BFy,

C, =CF,, C, =E,C,D; = E;A, D, = DFg,

Hy = A" + C{[S) " (D)Sa — SalBy,

Hy = CT I = SJJ*(D)], H3 = [1 —S,J"(D)IBY, J(D) = Ec,SaFp,
dir.

Ispat. Yukaridaki tartismaya gore (3.107) deki M matrisi (3.91) genel rank
toplamsallik sartini saglarsa bu takdirde M matrisinin Moore-Penrose inversi (3.110)
daki gibi ve N* matris de (3.113) deki gibi olacaktir. Ote yandan eger (3.107) deki M
matrisi (3.91) genel rank toplamsallik sartin1 saglarsa (3.112) deki N, matrisi (3.101)

deki rank toplamsallik sartin1 saglar. Bu nedenle N, matrisinin Moore-Penrose inversi
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v (c;[sA]+(D)SA —SalBf Cf —Cf SA]+(D)> (3.116)

T\ Bf —J*(D)S,BY J*(D)
olarak yazilabilir, burada B; = E4B, C; = CF, ve J(D) = E¢ S4Fp, dir. Once (3.116)
ifadesi (3.113) de ve daha sonra (3.113) ifadesi (3.110) da yerine yazilirsa
M* =Q INtp-?

_ ot (A* + CH Syt (D)S — SalB i = CfSuJ* (D)

-1
B} —J*(D)S\BY Foy )P e

oldugu goriiliir. (3.117) ifadesi 2x2 tipinde bir blok matris seklinde yazilarak M™*
matrisinin (3.114) deki ifadesi elde edilir. Ote yandan (3.107) de verilen M matrisi
ayrica li¢ benzer formda B, C ve D nin M deki Sg, Sc ve S, Schur komplementleri N

matrisinin sirastyla alt sol, iist sag ve {ist sol kisimlar1 olmak iizere

M:(Im O)(EBA B)(In 0)
CB* I,J\ Sy DFz)\B*A 1I,)’
M= (Im AC+> (AFC Sc ) (In C+D)
0 I C ED)\0 I, )
ve
M= (Im BD+>< Sp BFC)< I, O)
0 I ExC D J\D*C I,
seklinde de pargalanabilir. M matrisinin bu pargalanislarina dayanarak M matrisinin

Moore-Penrose inversi rank toplamsallik sartlar1 altinda (3.117) ye esdeger olarak

s (x JTONZ (L o (/A =
M _(* * )_(]+(B) *)_( * *)
formlarinda da ifade edilebilir. Sonug olarak bir matrisin Moore-Penrose inversinin

tekliginden ve (3.116) ifadesi kullanilarak (3.117) esitligi elde edilir.

Teorem 3.13 (3.107) deki M matrisinin Moore-Penrose inversinin

G, G
+ 1 2
M* = ( . 04) (3.118)

oldugunu varsayalim. Eger M matrisi (3.91) rank toplamsallik sartin1 saglarsa bu

takdirde M ve M™ daki alt matrisler asagidaki dort rank esitligini saglar:

r(G) =r(V)) +r(W,) —r(M) +r(D) (3.119)

57



r(Gy) =r(Vy) +r(W,) —r(M) + r(B) (3.120)

r(G3) =r(Vy) +r(Wy) —r(M) +r(C) (3.121)
r(Gy) =r(Vy) + r(W,) —r(M) + r(A) (3.122)
7(G1) =71(Gy) =7(A) +71(D), r(G) =7(G3) =7r(B) +7(C) (3.123)

Burada V,, V,, W, ve W, matrisleri (3.102) verildikleri gibidir. Ayrica MM* ve M*M

carpimlari igin

w,w;t 0 VIV, 0
MM+=(1 1 ) M+M=(11 ) 3.124
0 ATA 0 V', ( )

yazilabilir.

Ispat. (3.119)-(3.122) de verilen dort rank esitliginin saglandigi M™ matrisi igin
(3.115) denklemindeki ifadelerden ve Lemma 3.11 de verilen rank esitliklerinden
kolayca goriiliir. (3.123) deki iki esitlik ise sirasiyla (3.119)-(3.121) ve (3.120)- (3.122)
esitliklerinin toplanmasi sonucuyla olusur. (3.124) deki iki sonu¢ genel rank

toplamsallik sart1 ve Lemma 3.12 (i) ve (i1) den tiiretilebilir.

Yukarida verilen iki teoremden asagidaki sonuglar tiiretilebilir:

Sonug 3.6 (3.107) deki M matrisi (3.105) denklemini ve asagidaki sartlar1 saglasin.
R(C) NR(Sa) = {0}, R(B1) N R(Sa) = {0} (3.125)

Bu takdirde M matrisinin Moore-Penrose inversi

A* G = CES(P)) s

_ -1
M= <Bf —JFDISBE JTD)

B (A+ — H,CA* — A*BH; + A*BJ*(D)CA* H, — A+B]+(D)>
Bl Hs —J*(D)CA* J*(D)

olacaktir, burada C;, B;, H, ve H; matrisleri (3.114) de ve P ve Q matrisleri ise
(3.107) de verildikleri gibidir.

Ispat. (3.125) sartlar1 (3.112) deki N, matrisinin r(N,) = r(E4B) + r(CF,) + r(S,)
rank toplamsallik sartin1 sagladigint gosterir ki bu da (3.101) denkleminin bir 6zel

durumudur. Bu nedenle N, matrisinin Moore-Penrose inversi (3.99) daki gibi daha
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basit bir formda yazilabilir. Buna karsilik olarak (3.117) denklemi Sonug 3.6 daki gibi

sadelestirilebilir.
Sonug¢ 3.7 (3.107) deki M matrisi (3.105) denklemini ve asagidaki sartlari saglasin.
R(BS;) € R(A),R(C*S,) € R(AY) (3.126)

Bu takdirde M matrisinin Moore-Penrose inversi

M+—<I” —A+B)( A (CFA)+)( L, 0)
N0 I (E4B)t Sf —CA*

B (A+ — A*B(E4,B)* — (CE)*CA* + A*BS}CAT (CE)* - A+Bs;>
B (E,B)* — SfcA* Sk

olacaktir, burada S, = CA*B dir.
Ispat. (3.126) daki sartlar sirastyla (E4B)*S; =0 ve S;(CF,)* =0 esitliklerine

denktir. Bu durumda (3.113) esitliginde

Nf = ( 0 (CFA)+)

(EB)*  Si
olacaktir. Bu nedenle (3.117) ifadesi Sonug 3.7 deki gibi sadelestirilebilir.
Sonug 3.8 (3.107) deki M matrisi asagidaki sartlar1 saglasin.

R(B) € R(A), R(C") < RAD,
R(C) S R(S,), KRB SRS (3.127)

Bu takdirde M matrisinin Moore-Penrose inversi
Mt = <1n —A+B) (A+ 0 )( I, 0)
0 I 0 Si/\-cat 1
_ (A* + ATBSSCAT —A+st)
B —SfCA* Sy
olacaktir, burada S, = D — CA*B dir.

Ispat. (3.127) daki sartlar alinda M matrisinin rank1 (3.91) deki rank toplamsallik
sartin1 saglar. Bu durumda (3.113) esitliginde

0 O
v = ng)
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olacaktir. Bu nedenle (3.117) ifadesi Sonug 3.8 deki gibi sadelestirilebilir.
Sonug 3.9 (3.107) deki M matrisi (3.105) denklemini ve asagidaki sartlari saglasin.

R(B) NR(A) = {0}, R(C")NR(A") ={0}, (3.128)
R(D) € R(C), R(D*) cR(B") (3.129)

Bu takdirde M matrisinin Moore-Penrose inversi

M+—(In —A+B)(A+—C1+SABf cf)< L, 0)
o I B; 0/\—=CA*

<A+ — A*BB} —C{CA* — C} S,B} Cf)
BY SA

olacaktir, burada S, = D — CA*B, B, = E4B ve C; = CF, dir.

Ispat. (3.128) ve (3.129) daki sartlar alinda M matrisinin ranki (3.91) deki rank
toplamsallik sartin1 sagladigi kolayca goriilebilir. Bu durumda J(D) = 0 olup (3.113)
esitliginde

N = (CESE 6
4 Bf 0

olacaktir. Bu nedenle (3.117) ifadesi Sonug 3.9 deki gibi sadelestirilebilir.
Sonug¢ 3.10 (3.107) deki M matrisi (3.105) denklemini ve asagidaki sartlar1 saglasin.

R(B) N R(A) = {0}, R(C*)NR(AY) = {0}, (3.130)
R(S) € N(CY), RS S N(B) (3.131)

Bu takdirde M matrisinin Moore-Penrose inversi

M+—(I” —A+B)( A* (CFA)+)( I 0)
“\o 1, J\(E.B) s+ J\-cat

B (A+ — A*B(E,B)t—(CF)*cA* (CFA)+)
a (E,B)* Sx

olacaktir, burada S, = D — CA*B dir.

Ispat. (3.131) deki sart C*S, = 0 ve S,B* = 0 esitliklerine denktir. Buise SiC =
0 ve BS; = 0 olmas1 demektir.bu esitlikler ve (3.130) ifadesi dikkate alinirsa

(CFA)+SA =0 ve SA(EAB)+ =0 (3132)
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elde edilir. (3.130) ve (3.132) esitlikleri birlestirilirse M matrisinin (3.100) ve (3.101)
deki sartlar1 sagladig1 kolayca goriilebilir. Bu durumda (3.117) deki Nt matrisi

N = ((E:ll;)’f (C$)+)

seklinde olacaktir. Bu nedenle (3.117) ifadesi Sonug 3.10 daki gibi sadelestirilebilir.

Sonug¢ 3.11 (3.107) deki M matrisi (3.105) denklemini ve asagidaki rank toplamsallik

sartin1 saglasin.
r(M) =r(A) +r(B)+r(C)+r(D) (3.133)
Bu takdirde M matrisinin Moore-Penrose inversi

(EgAF¢)™* (EDCFA)+>
+

= (Cmry (momy” (3.134)
olacaktir.

Ispat. (3.133) deki sart (3.91) deki genel rank rank toplamsallik sartinin bir 6zel
durumudur. Bunun yaninda (3.133) esitligi asagidaki dort esitlige denktir.

RA)NRB) ={0}, R NRD) ={0},

RCH NRAY) ={0}, RB)NRD) = {0}
sartlarina denktir. Dolayisiyla

R(A41D) = R(A"), R(4z) = R(A), R(A) = R(A"), R(B,) = R(B)

R(C) = R(A), R(C) =REC), RO =RDY), R(4) =R(D)
esitlikleri yazilabilir. Buradan da sirasiyla

ATA; = ATA, ATA, = AAT,

BB, =B*B, B,Bf =BB*

C.C{f =cCc*, cfc,=C*C,

D{D, =D*D, D,DFf =DD*

esitlikleri yazilabilir. Sonug olarak eger (3.92) ve (3.93) ifadeleri (3.115) ifadesine
uygulanirsa (3.134) esitligi elde edilir.
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Sonug 3.12 (3.107) deki M matrisi r(M) = r(A) + r(D) rank esitligini ve asagidaki

dort igerme bagintisini saglasin.
R(A) € R(B), R(C) € R(D),
R(C*) € R(A"), R(B*) € R(DY),

Bu takdirde M matrisinin Moore-Penrose inversi

Y = ( (A—BD*C)*  —A*B(D - CA+B)+)

—(D — CA*B)*cA* —(D - CA*B)*

formunda olacaktir.

Sonug¢ 3.13 (3.107) deki M matrisi r(M) = r(A) + r(D) rank esitligini saglasin. Eger
R(4) = R(B), R(C) =R(D),
R(C™) =R, R(B") = R(D"),

ranj uzayi esitlikleri saglaniyorsa bu durumda M matrisinin Moore-Penrose inversi

v . (5,'; S;) 3 ((A —BD*C)* (C— DB+A)+>
S \s¢ sf)  \(B-A44'D)* (D-CA'B)*

formunda olacaktir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda kare olmayan ya da kare oldugu halde normal olarak bildigimiz
anlamda inversi mevcut olmayan matrisler i¢in gelistirilen ve 6zellikle lineer denklem
sistemlerinin genel durumda ¢éziimiiniin mevcut olup-olmadiginin ve mevcut olmasi
durumunda ¢Oziimiin belirlenmesinde kullanilan ve bilinen anlamdaki invers
ozelliklerini de saglayan Moore-penrose invers adi verilen bir genellestirilmis invers
kavram ele alinmistir. Bu amagla 6ncelikle bir matrisin Moore-Penrose inversi tanimi
verilerek bu inversin ¢esitli Ozellikleri ortaya konulmustur. Daha sonra keyfi
mertebeden bir matrisi blok matrisler seklinde parcalayarak alt bloklarin durumlarina
gore bu matrislerin Moore-Penrose tipi genellestirilmis inversleri i¢in bazi ifadeler
ortaya konulmus ve ayrica bu tipten inversleri hesaplamada kullanilan bazi yeni
yontemler verilmistir. Bununla ilgili olarak, verilen bir matris 1x2 veya 2x2 tipinde
blok pargalanmis matris bi¢iminde ifade edilerek Moore—Penrose inversler i¢in gesitli
rank sartlar1 altinda bazi genel formiiller verilmis ve blok pargalanmada igerilen alt
blok matrislerin durumlarina gére Moore-Penrose inversler i¢in bazi yeni ifadeler elde

edilmistir.

Yapilan ¢alismalara ilaveten ele alinan bir matris daha degisik mertebeden alt bloklara
parcalanarak bu bloklarin 6zelliklerine gore parcalanmis matrislerin Moore-Penrose
inverslerinin hesaplamasinda kullanilacak yeni formiiller gelistirilebilir. Burada ele
alman rank sartlarindan farki bir takim rank sartlar1 da gelistirilebilir. Ayrica
matrislerin  Moore-Penrose inverslerinin  hesaplanmasinda kullanilmak iizere
bilgisayar programlari ve gesitli hesaplama algoritmalar tiiretilerek bu program ve
algoritmalardan yararlanilmasi Onerilebilir. Elde edilen bulgulardan yararlanarak
cesitli mertebeden lineer denklem sistemleri i¢in ¢6ziim yontemleri gelistirilip
uygulanabilir. Ozellikle istatistik alaninda genel veya kisitlamal1 lineer modellerde
parametre tahminlerinin incelenmesinde katsayilar parametre matrislerinin Moore-

Penrose inverslerinin kullanilmasi saglanabilir.
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