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OZET

HERMITE-HADAMARD TiPLi BAZI ESITSIZLIKLER VE SUREKLI RASGELE
DEGISKENLERIN MOMENTLERI iCIN UYGULAMALARI

MEHMET GOKPINAR

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisi
Matematik Anabilim Dali, 2019
Yiksek Lisans Tezi, 86s.

Danigman: Prof. Dr. Selahattin MADEN

Bu tez calismasi dort bolumden olusmaktadir. Birinci bolumde esitsizlikler ve olasilik
teorisinin tarihsel gelisimini veren bir giris yapilmustir. ikinci boliimde tezde kullanilan bazi
tamm ve teoremler verilmistir. Uglinci bélimde konveks fonksiyonlarla ilgili Hermite -
Hadamard tipli baz1 integral esitsizlikleri ve bu esitsizliklerin stirekli rastgele degiskenlerin
momentleri i¢in bazi uygulamalari ele alinmigtir. Dordinct bélimde ise bazi sonug ve 6neriler
verilmistir.

Anahtar Sozcukler: Konveks kiime, Konveks fonksiyon, Hermite - Hadamard esitsizligi,
Olasilik Uzayi, Rasgele Degisken, Beklenen Deger, Varyans, Standart
Sapma, Moment.



ABSTRACT

SOME HERMITE-HADAMARD TYPE INEQUALITIES AND ITS APPLICATIONS
FOR MOMENTS OF CONTINUOUS RANDOM VARIABLES

MEHMET GOKPINAR

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2019
MSc. Thesis, 86p.

Supervisor: Prof. Dr. Selahattin MADEN

This thesis consists of four chapters. In the first chapter it is given an introduction about
historical development on inequalites and probability theory. We given some definitions and
theorems which are used in this thesis in the second chapter. In the third chapter, it is given
some Hermite - Hadamard type integral inequalities for convex functions and their some
applications for moments of continuous random variables. It is given some results and
propositions in the fourth chapter.

Key Words: Convex set, Convex function, Hermite- Hadamard inequalitiy, Probability
space, Random variable, Expectation, Variance, Standart derivation, Moment.
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1. GIRIS

Konvekslik, M. O. 250 yilinda Archimedes’ in iinlii © degerini hesaplamasina kadar
uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Archimedes bir konveks seklin c¢evre
uzunlugunun onu ¢evreleyen diger bir seklin ¢evre uzunlugundan daha kiiciik

oldugunu 6nemle ifade etmistir.

Esitsizlikler matematigin hemen hemen tiim alanlarinda 6nemli bir rol oynar.
Esitsizlikler ile ilgili ilk temel ¢alisma 1934°te Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
yazilan “Inequelities” adli kitaptir (1952). Bu salt esitsizlikler konusunu ele alan ve
bir¢ok yeni esitsizlikler ve uygulamalari igeren ilk kaynak kitaptir. E.F. Beckenbach
ve R. Bellman (1961) tarafindan 1934-1960 doneminde esitsizlikler iizerine elde
edilen bazi ilging sonuclar1 iceren ”Inequalities” adli ikinci kitap yazilmstir.
Mitrinovi¢’ in 1970’ te yaymlanan “Analytic Inequalities” adli kitab1 yukarida
bahsedilen iki kitapta da yer almayan yeni konular igerir. Son yillarda da S. S.
Dragomir, V. Lakshmikantham, Ravi P. Agarwal gibi arastirmacilar tarafindan

esitsizlikler konusunda pek cok kitap, makale ve monografi yazilmistir.

Konveks fonksiyonlarin tarihi ¢ok eskiye dayanmakla birlikte baslangici 19. yiizyilin
sonlar1 olarak gosterilebilir. 1893’ te Hadamard’in ¢alismasinda agik¢a belirtilmese de
bu tiirden fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra literatiirde
konveks fonksiyonlar1 ima eden sonuglara rastlanilmasina ragmen konveks
fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen
tarafindan ¢alisildigit ve Jensen’ in bu Oncii calismalarindan itibaren konveks
fonksiyonlar teorisinin hizli bir gelisme gosterdigi kabul edilmektedir. Beckenbach ve
Bellman (1961) ve Mitrinovi¢ (1970) gibi pek ¢ok arastirmaci, konveks fonksiyonlar
icin esitsizlikler konusunu kitaplarinda ele almiglardir. Sadece konveks fonksiyonlar
icin esitsizlikleri igeren ilk kaynak Pecaric (1987) tarafindan yazilmistir. Ayrica
Roberts ve Varberg (1973), Niculescu ve Persson (2005, 2006) gibi pek cok kisi
konveks fonksiyonlar {izerinde esitsizliklerle ilgi ¢cok sayida ¢alisma yapmislardir. Bu

caligsmalarin bir kismini1 integral esitsizlikleri olugturmaktadir.

Matematiksel analiz, uygulamali matematik, olasilik teorisi ve matematigin diger

bircok alaninda dogrudan veya dolayli olarak konveks fonksiyonlarin uygulamalari



vardir. Bununla birlikte konveks fonksiyonlar, esitsizlikler teorisiyle yakindan
iliskilidir ve bir¢ok 6nemli esitsizlik, konveks fonksiyonlarin uygulamalarinin
sonucudur. Ornegin; Holder ve Minkowski esitsizlikleri gibi genel esitsizlikler,
konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizliginin sonucudur. Bu baglamda, konveks
fonksiyonlar teorisinde esitsizliklerin 6zel bir yere sahip oldugu ifade edilebilir.
Aslinda konveks fonksiyonun kendi tanimi da bir esitsizliktir. 19. yiizyilin sonlarinda
ve 20. yiizyilin baslarinda pek ¢ok esitsizlik bulunmustur. Bu esitsizliklerin bazilari
konveks fonksiyonlar sinifi i¢in yazilan temel esitsizlikler haline gelmigstir. 1881
yilinda Hermite tarafindan ifade edilen ve bugiin bir¢ok kaynakta Hermite-Hadamard
esitsizligi olarak adlandirilan esitsizlik bunlardan bir tanesidir. Bu esitsizlik iizerine
giiniimiize kadar bir¢ok ¢alisma yapilmistir. Bu ¢alismalarin biiyiik bir boliimii S.S.
Dragomir ve C.E.M Pearce tarafindan 2000 yilinda “Selected Topics on Hermite-

Hadamard Inequalities and Applications” adl1 kaynakta toplanmistir.

On yedinci ylizyilda dogan olasilik teorisi, rastgele olaylarin ve rastlanti
degiskenlerinin ¢izdigi g¢erceveyi kendisine konu edinmistir. Bu nedenle olasilik
teorisi, rastgele olaylara egemen olan kanunlari matematiksel metotlarla inceleyen bir
bilimdir. Sans degismelerine bagli hemen hemen biitlin gozlemleri, bu sans
degismelerinin dogal 6zelligini incelemek olasilik kuramidir. Sans kavramlar1 ve
onunla birlikte “Sans” tarih Oncesine kadar gider, ancak bunlarin matematiksel
incelenmesi 300 yil eskiye dayanir. Olasilik hesabir baslangigta sans oyunlar1 ya da
kumar oyunlariyla canlandirildi. Bir ¢ift zar1 24 kez atip en az bir kez diises getirme
olasiliginin 4 zar1 bir kez atip en az bir ses getirmenin olasiligina esit olacagini diislinen
Chevalier de Mere adli kumarbaz kumar masalarinda harcadigi dmriinden edindigi
deneyiminin bu diislincesini dogrulamadigini goriir. Bunun iizerine derdine deva olur
umuduyla donemin {inlii matematikg¢ilerinden Blaise Pascal’a bagvurur. Pascal (1623-
1662) ve Pierre de Fermat’in (1601-1665) ortak calismalari, bir yandan Mere’ nin

derdine deva olurken 6te yandan da olasilik teorisinin dogmasina neden olmustur.

Onyedinci yiizyilin geri kalan kisminda, de Mere tarafindan giindeme getirilen benzer
nitelikteki problemler ve benzerleri tartisilmis ancak ne genel bir ¢ergceve ne de teorik

bir taban olusturulamamustir.



On sekizinci ylizyilin hemen baslarinda Jacob Bernoulli (1654-1705) ve Abraham de
Moivre’in (1667-1754) calismalari olasilik hesabi teorisinin baglamasini saglamstir.
Bernoulli, 6liimiinden sonra 1713 yilinda yayinlanan Ars Conectandi (The Art of
Conjecture) adli kitabinda, énemli diger ¢aligmalarinin yani sira, adiyla anilan ve
olasilig, belirli baz1 elemanter problemlerin ¢oziimiinde kullanilan bir ara¢ olma
seviyesinden bilimsel bir disiplin olma seviyesine yiikselten teoremi, bilim diinyasinin
hizmetine sunmugtur. Olasilik teorisinin temel kanunlarindan biri olan “Biiyiik Sayilar
Kanunu” nu ilk defa J.Bernoulli ispat etmistir ve ilk kez bir olayin olasiligini, bu olayin
frekansinin limiti olarak tanimlamistir. De Moivre (1667-1754), 1718 yilinda The
Doctrine of Chances adli kitabin1 yayinlayarak olasilik teorisine ¢arpim kuralini
hediye etmis ve normal olasilik yogunluk fonksiyonunun olusumuna ilk katkiy1

yapmuistir.

Laplace (1749-1827), Gauss (1777-1855), Markov (1856-1922), Tchebychev (1821-
1891) olasilik teorisinin gelisimine hiz kazandirmiglardir. Olasilik teorisinin temel
taglarindan biri olan “Merkezi limit teoremi” (Moivre-Laplace teoremi) ilk kez
Laplace tarafindan ispat edilmis ve birgok dikkate deger uygulamalar1 yapilmstir.
Quetelet ve arkadaslari, Maxwell, Boltzman ve Gibbs ¢alismalarinda olasilik
teorisinden sans oyunlarinda, fizik ve astronomi sahalarinda, sigortacilikta, 6zellikle
de oOliim istatistiklerinin olusturulmasinda, istatistiksel mekanikte bol miktarda

yararlanmiglardir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Konveks Fonksiyonlarla Ilgili Temel Kavramlar
Bu boliimde tez ¢alismasinda kullanilacak bazi temel tanim ve teorem verilecektir.

Tamm 2.1.1 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve A € L olmak {izere Vx,y € A
igin
B={zel.z=ax+(1—-a)y,0<a<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki
x ve y nin katsayilari igin @ + (1 — @) = 1 bagntist her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindaki @,1 — a yerine a + = lsartin1 saglayan ve negatif
olmayan a, 8 reel sayilar1 alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalart x ve y
olan bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve

herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimesidir (Bayraktar,

-/
/

Sekil 2.1. Konveks Kiimeler

Konveks olmayan kiimelere ise konkav kiime ad1 verilir(bkz. Sekil 2.1).

&= b

Sekil 2.2. Konkav Kiimeler



Tanim 2.1.2 (Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik ve f: I — R bir fonksiyon
olmak tizere her x,y € [ ve a € [0,1] igin,

flax+ (1 -a)y) < af () + (1 —a)f (¥)
sart1 saglantyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Bakiniz Sekil 2.3).
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Sekil 2.3. Aralik Uzerinde Konveks Fonksiyon

Ornegin, f:1 € R - R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde bir konveks fonksiyondur.
Eger - f fonksiyonu konveks ise f ye konkavdir denir (Bakiniz Sekil 2.4).
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Sekil 2.4. Aralik Uzerinde Konkav Fonksiyon

1
]
[
1
1
[

1
1

1

H !
a b

Sekil 2.5. Aralik Uzerinde Konveks ve Konkav Olmayan Fonksiyon

Sonug 2.1.1 I c R olmak iizere, bir f fonksiyonunun I’ da konveks olmasi i¢in gerek

ve yeter sart, her x,y € [ igin p + g > 0 olan Vp,q = 0 igin

px+qy pf(x)+af(y)
<
f( pt+q ) - pt+q



olmasidir (Pecaric, Proschan ve Tong, 1992). [ iizerinde tanimli bir f fonksiyonunun
kesin konveksliginin geometrik anlami (x, f(x)) ve (y, f(y)) noktalarim igeren I
tizerindeki dogru pargasinin f’ nin grafiginin iist kisminda yer almasidir. Bu durum

Sekil 2.6 da goriilmektedir.

Eger f fonksiyonu [a, b] aralifinda tanimli, [a, b] aralifinda konveks (konkav) ve x,

noktasinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise bu takdirde her x € (a, b) igin,

f) = f(x0) < (2)f' () (x — xo)
esitsizligi yazilir (Roberts ve Varberg, 1973).

f{_ﬂ.{}"'———————————————————7____..

tf@)+ A - f@@) $————————————"
fltz+ (1 —t)p) p———m— e

I
I
I
I
I
I
I
e

I
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e
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S

tx+ (1 —2t)y

Sekil 2.6. Konveks Fonksiyonun Incelenmesi

Tanim 2.1.3 (Siireklilik) f: S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun. Eger
|x —x9]l <6 olan Vx €S icin |f(x) — f(xy)| <€

olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, x, da siireklidir denir (Bayraktar, 2010).

Tamm 2.1.4 (Lipschitz Sart1) /: S € R — R fonksiyonu i¢in

If(x) = fO)] < Ml|x — |

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f, S de Lipschitz sartin1 sagliyor denir
(Bayraktar, 2010).

Sonug¢ 2.1.2 f, S de Lipschitz sartin1 sagliyorsa f, S de diizgiin stireklidir (Bayraktar,
2010).

Teorem 2.1.1 f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise, bu takdirde
a. f, (a,b) araliginda siireklidir,
b. f,[a,b] araliginda sinirhidir (Azpeitia, 1994).



Tanim 2.1.5 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar) f, I araliginda taniml bir fonksiyon
olsun. Bu takdirde x; < x, olan Vx;,x, € I i¢in eger

. f(xy) > f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde artandir,

e

. f(x,) < f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir,

=t
=13

=2y

iii. f(x;) = f(x;) ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir,
iv. f(x;) < f(x;) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir,

denir (Adams ve Essex, 2010).

Teorem 2.1.2 I, R’ de bir aralik, f, I kiimesi iizerinde siirekli ve I° {izerinde ise

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

i. Vx €1°%igin f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artandir.
ii. Vx €1%igin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir.
iii. Vx € 1% i¢in f'(x) = 0 ise f fonksiyonu [ iizerinde azalmayandir.

iv. Vx € I%igin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu [ iizerinde artmayandir(Azpeitia, 1994).

Sonu¢ 2.1.3 f ve g konveks fonksiyonlar ve g ayni zamanda artan ise go f

fonksiyonu da konvekstir (Pecaric, Proschan ve Tong, 1992).

Teorem 2.1.3 Eger f: I — R tanimli konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise fy (x)
ve f!(x) var ve bu fonksiyonlar I°* de artandir (kesin artandir) (Pecaric, Proschan ve

Tong, 1992).

Teorem 2.1.4 f fonksiyonu (a, b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Bu durumda f fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f" nin artan (kesin artan) olmasidir (Pecaric, Proschan ve Tong, 1992).

Teorem 2.1.5 f fonksiyonunun [ ac¢ik aralifinda ikinci tiirevi mevcutsa, f

fonksiyonunun bu aralik iizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vx € [ igin,
f"(x) = 0 olmasidir (Mitrinovic, Pecaric ve Fink, 1991).
Tamim 2.1.6 (Gamma Fonksiyonu) n > 0 igin,

r'(n) = fooo x"le*dx

ile tanimlanan fonksiyon gamma fonksiyonu olarak tanimlanir (Jeffrey ve Dai, 2008).
Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun bazi énemli 6zelliklerini

asagidaki sekilde siralayabiliriz:



ii T(n+1)=nl'(n)=n!
i. T(3)=vm

2

T

i, ff%dx = T(P)[(1—p) = 0o<p<1

sin(pm)’
iv. 2210(n)T (n + %) = Vnl'(2n)

Tanim 2.1.7 (Beta Fonksiyonu) Re(x), Re(y) > 0 igin

Bley) = fy 71 (1 - 0¥ 1de

seklinde tanimlanan fonksiyon beta fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu integral x > 0
ve y > 0 i¢in yakinsaktir (Dragomir ve Pearce, 2000). Beta fonksiyonunun asagidaki
ozellikleri sagladig1 kolayca goriilebilir (Jeffrey ve Dai, 2008).

i p+1y)=_-Bxy), xy € (0,0)

. 1
ii. B(l,y)= 3
tx—l

(1+t)xty

iii. B(x,y) = fol t*1(1 — )Y ldt = fooo

_ Ixru)
B(xr ) - F(x+y) ]

dt, x,y >0
iv.
v. plxy)=p,x)

Tamim 2.1.8 (Baz1 Ozel Ortalamalar)8: Bu baslik altinda a, b gibi iki pozitif reel

x,y >0

say1 i¢in bazi ortalamalar verilecektir (Bullen, Mitrinovic ve Vasis, 1988).

1. Aritmetik ortalama:
A =A(a,b) = asz
2. Geometrik ortalama:

G = G(a,b) :==Vab

3. Harmonik ortalama:

H =H(a,b) := %
4. Logaritmik ortalama:
a , a=b
L L(a, b) : {lnl;ﬁ az# b

5. Identrik ortalama:



I'=1(ab):= l(i)b—“ a%b

e \a%

6. p-logaritmik ortalama:

L, =L,(a,b):= pH1_ p+i1s
P P [—b 2 ]p , a*+bhb
(r+1)(b-a)

7. Seiffert ortalama:

a-b

S=5(ab) =——ms
Zarcsmm
8. Bencze ortalama:
B = B(a,b) = —22_
arctgm

ortalamalar1 vardir.

Ayrica, p € R olmak lizere L, nin monoton artan oldugu bilinir ve Ly =1, L_; = L

ile gosterilir. Bu ortalamalar arasinda
HSGLSL<LI<A

seklinde bir iliskinin oldugu kolayca goriilebilir.

2.2. Olasilik Teorisiyle Tlgili Temel Kavramlar

Tamm 2.2.1 (Rastgele Deney): Sonuglarinin kiimesi belli, ancak gergeklestiginde
hangi sonucun ortaya ¢ikacagi dnceden bilinmeyen bir deneye ise rastgele deney,

raslant1 deneyi, stokastik deney ya da olasilik deneyi ad1 verilir.

Tamm 2.2.2 (Ornek Uzay, Ornek Nokta, Olay) Bir rastgele deneyin tiim miimkiin
sonuglarinin kiimesine 6rnek uzay, 6rnek uzaydaki her bir noktaya 6rnek nokta, 6rnek
uzayin herhangi bir altkiimesine ise olay denir. Her kiime kendisinin altkiimesi ve bos
kiime her kiimenin altkiimesi olacagindan 6rnek uzayin kendisi ve bos kiime de birer
olay olacaktir. Ornek uzaya kesin olay ve bos kiimeye imkansiz olay denir. A ve B gibi
herhangi iki olayin ayn1 anda ger¢eklesmemesi durumunda bu iki olaya ayrik olaylar

adi verilir (Maden, 2013).

Tamm 2.2.3 (o —cebir ): Bir Q kiimesi iizerindeki bir U smifi verildiginde, eger

() QeU



(il)Her4d e U ig¢in 4 €U

(ii1) Her n i¢in 4, e U olan bir (4,) dizisii(;inUAn eU

n=l

kosullar1 saglaniyorsa U simifina Q iizerinde o —cebir adi verilir (Maden, 2013).

Tamm 2.2.4. (Olasihk Olgiisii): Bir E rastgele deneyi verilsin. Q bu deney ile ilgili
ornek uzay ve U bu uzay lizerinde tanimli bir o — cebir olsun. Bu takdirde asagidaki
kosullar1 saglayan bir P: Q — R fonksiyonuna Q {iizerinde bir olasilik dlgiisii, P(A)

degerine 4 olayinin olasilig1, (Q,U, P)igliisline de bir olasilik uzayi ad1 verilir:
(1) 0<P(A4) <1.
(i1) P(2)=1.

(1) Eger 4,, 4,, 4;,...,4,, .... ikiser ikiser ayrik olaylar ise bu takdirde

n

P(J4)=3 P(4)

Tanim 2.2.5 (Rastgele Degisken) (2,U, P) bir olasilik uzayi olsun. Eger X: Q - R

fonksiyonu olg¢iilebilir ise X fonksiyonuna bir rastgele degisken denir (Maden, 2013).

Bu tanima gore rastgele degisken tanim kiimesi 6rnek uzayi ve deger kiimesi ise gergek
sayilar kiimesinin uygun bir alt kiimesi olan bir fonksiyondur. Rastgele degiskenleri
genel olarak X, Y, Z, . . . gibi harflerle gosterecegiz. O halde bir rastgele degiskeni X:
Q - R olarak yazariz. Boylece E bir deney ve Q de bu deneyle ilgili bir 6rnek uzay1
olmak iizere her w e Q elamanina bir X(w) = x gercek sayisi karsilik getiren bir X

fonksiyonuna bir rastgele degisken denir.

Tamm 2.2.6 (Olasihik) Bir deneyin birbirinden ayrik ve her biri ayni sansa sahip

olmak kosuluyla n tane miimkiin sonucundan m tanesi bir A olayinin olmasini

gerektiriyorsa bu takdirde P(A4) = % oranina A olayinin olasiligi denir (Maden, 2013).

Tanim 2.2.7 (Rastgele degisken) Bir 6rnek uzay iizerinde tanimlanmis gercek degerli

bir fonksiyona rastgele degisken ad1 verilir (Maden, 2013).

Tanim 2.2.8 X bir rastgele degisken olmak iizere X’in alabilecegi degerlerin kiimesi

sonlu ya da sayilabilir sonsuz bir kiime ise X’e bir kesikli rastgele degisken denir. X
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rastgele degiskeninin alabilecegi degerlerin kiimesi bir aralik yada araliklarin birlesimi

seklinde ise X’e stirekli rastgele degisken adi verilir (Maden, 2013).

Tamm 2.2.9 X bir kesikli rastgele degisken ve bu rastgele degiskenin tanim kiimesi
R, = {x1, x5, ...} olmak tizere P(X = x;) = p(x;),i = 1,2,... olsun. Bu durumda
asagida verilen kosullarin saglanmasi halinde p: R, — [0,1] fonksiyonuna X rastgele
degiskeninin olasilik fonksiyonu denir (Maden, 2013).

Dplx)=0,i=12,..

i) X2 p(x) = 1.
Tamm 2.2.10 X bir siirekli rastgele degisken olsun. Genelligi saglamak icin bu X
rastgele degiskenin (—o0,+00) aralifinda degerler aldig1 varsayilir. Asagidaki

kosullar1 saglayan bir f(x) fonksiyonuna X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonu adi verilir (Maden, 2013).

)f(x)=20,—0 < x <0

i) [© f(x)dx = 1.

Tamm 2.2.11 X kesikli veya stirekli bir rasgele degisken olsun. X in kiimiilatif
(birikimli) dagilim fonksiyonu (k.d.f. olarak kisaltilir) F ile gosterilir ve

F(x)=P(X <x)
olarak tanimlanir. Buna tanima gore,

a) Eger X bir kesikli rasgele degisken ise bu takdirde

F(x)=P(X x)=3 p(x,)

dir, burada toplam x; < x kosulunu saglayan tiim j indisleri Gizerinden alinmistir.

b) Eger X rasgele degiskeni f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir

rastgele degisken ise

F(x)=P(X <x)= j f()dt

olacaktir (Maden, 2013).
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Tanmm 2.2.12 X rastgele degiskeni x4,x5,...,X,, ... mimkiin degerlerini sirasiyla
p(x;)) =P(X =x), i =1,2,...,n,... olasiliklariyla alan kesikli bir rastgele degisken
olsun. Bu takdirde X rastgele degiskeninin E (X) ile gosterilen beklenen degeri

E(X) = X2, % - p(x)
olarak tanimlanir (Maden, 2013). Burada }.;2, x; - p(x;) serisi mutlak yakinsak, yani
Yiz1lxil - p(x;) < oo olmalidir. Bu sayiya X” in ortalama degeri olarak da bakilabilir.

Tamm 2.2.13 X rastgele degiskeni f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir

rastgele degisken olsun. Bu durumda X rastgele degiskeninin beklenen degeri
EX) = [~ xf(x)dx

olarak tanimlanir. Yine bu genellestirilmis integral yakinsak olmayabilir. Bu nedenle

E (X)’in mevcut olmasi igin gerek ve yeter kosul

JZ X f ()
integralinin sonlu olmasidir (Maden, 2013).

Tamm 2.2.14 Bir X rastgele degiskeninin V(X) veya o2 ile gosterilen varyansi
asagidaki gibi tanimlanir:

V(X) =05 =E[X-EX)]*

Bu sekilde tanimlanan V (X) sayisinin pozitif karekdkiine ise X rastgele degiskeninin

standart sapmasi denir ve g, ile gosterilir (Maden, 2013).
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3. RASGELE DEGiISKENLERIN MOMENTLERI iCiN ESIiTSiZLIKLER

3.1. Baz1 Ozel Esitsizlikler

Dagilim fonksiyonlar1 ve olasilik yogunluk fonksiyonlar1 verilen bir rasgele
degiskenin olasilik dagilimin1 tam olarak belirleyen 6zel fonksiyonlardir. Ancak,
bunlar bizim iki farkli dagilim arasinda bir karsilastirma yapmamiz igin yeterli
degildir. Makul kosullarda olasilik dagilimini karakterize eden momentler sinifi bu
karsilastirmay1 yapmada bize yardimer olacaktir. Ote yandan, bir rasgele degiskeninin
olasilik fonksiyonunun bilinmesi durumunda bu rasgele degiskeninin momentlerinin
belirlenebilecegini biliyoruz. Bununla birlikte, olasilik dagilimlarinin agik formlarinin
tam olarak bilinmedigi veya matematiksel olarak hesaplanamadigi ve bu nedenle de
momentlerinin belirlenemedigi uygulamalar da mevcuttur. Bu durum bizi bir olasilik
dagilimiin momentleri i¢in alternatif tahminler bulmaya ydnlendirir. Matematiksel
esitsizlikleri uygulayarak, rastgele degiskenlerin momentleri i¢in bazi tahminler birgok
bilim insani1 tarafindan verilmistir. Bu kisimda, matematiksel esitsizlikler kullanilarak
sonlu bir aralikta tanimli bir rasgele degiskenin momentleri i¢in bazi tahminler

verilecektir. Bunula ilgili olarak dncelikle bazi 6zel esitsizliklere yer verilecektir.

Tanim 3.1.1 (Holder Esitsizligi) a = (a4, a,, ..., a,) ve b = (by, by, ..., b,) ikireel

veya kompleks say1 n-lisi olsun. Bu takdirde % + é = 1 olmak iizere eger, p > 1 ise
1 1
Yie=1 kb £ Xk=1la|P)P (Xk=1lbx])e
vep <0 veya q < O0ise

Yk=1 axbi < (ER=1lar[PIP(ER=11bi|Da

esitsizlikleri saglanir (Mitrinovic 1970).

Tamm 3.1.2 (integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve % +$ = 1olsun. f ve g,

[a, b] arahigi iizerinde tanimli reel fonksiyonlar olmak tizere eger |f|? ve |g|?

fonksiyonlar1 [a, b] araliginda integrallenebilir ise

LIf@g@ldx < ([If@P dx)” (J71g@)1dx)"

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic ve Ark., 1973).
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Tamim 3.1.3 (integraller icin Minkowski Esitsizligi): p > 1 ve %+% = lolsun. f
ve g, [a, b] aralig1 lizerinde integrallenebilir reel fonksiyonlar olmak iizere eger

f:lf(x)lp dx < o ve f;lg(x)lq dx < o

ise bu takdirde

b 1/p b b b i
(L1f G+ geolrax) ™ < (LF@IP) +(F190019)"
esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic ve Ark., 1973).

Tanim 3.1.4 (Power-Mean Esitsizligi) ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimli
ve integrallenebilir iki fonksiyon olsun. |f| ve |g|9, [a, b] araliginda integrallenebilen

fonksiyonlar ise

b b 10 /b :
FIF@g@ldx < (1F@ldx) (£ @llgeoladx )’
esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic ve Ark., 1973).

Teorem 3.1.1 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) f: | € R — R bir konveks fonksiyon

olmak tizere

a+b

F(22) <2 f7 faydx < L0 (3.1)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige klasik Hermite-Hadamard esitsizligi denir. Burada f
fonksiyonunun konkav olmasi esitsizligi tersine ¢evirir. Klasik Hermite-Hadamard
esitsizligi bir konveks fonksiyonun ortalama degerinin hesabini1 saglar (Pachpatte

2005).

Ispat: f fonksiyonu I aralig1 iizerinde konveks oldugundan Vt € [0,1] igin

fta+ (1 —-t)b) <tf(a)+ (1 —1t)f(b)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0,1] araliginda t degiskenine gore

integrali alinirsa

f, fta+ (1 —t)b)dt < [[[tf (@) + (1 — ) (b)]dt
= [, tf(@adt + [, (1 - O)f (b)dt = LD

elde edilir. Ote yandan, f fonksiyonu [a, b] aralig1 iizerinde konveks oldugundan her

t € [0,1] i¢in
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f (asz) _f (ta+(;—t)b + (1—t)2a+tb)
<:[f(ta+ 1 -0b) + f((A - t)a+tb)]

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0,1] araliginda t degiskenine gore

integrali alinarak

F(50) <2 fa+ (= 0b) + £((1 ~ Oa + b))t

2

1

=2l ftta+ (1 = Ob)de + f} (1~ O)a + tb)dt]

T2
elde edilir. Eger bu son esitsizligin sag tarafindaki ikinci integralde 1 —t =s ve
dt = —ds degisken degisimi yapilirsa

f (aTH’) < %[folf(ta + (1 —t)b)dt + folf(sa +(1- s)b)ds]

= [, fta+ (1 — ©)b)dt
bulunur ve buradan da

f(E2) <= [P f(ta+ (1 — b)dx < LD

oldugu elde edilir. f: f(ta+ (1 —t)b)dx integral ifadesinde ta+ (1 —t)b = x

degisken degistirmesi yapilirsa

[P f(ta+ (1 O)b)dx < = [7 f(x)dx
oldugu kolaylikla gdriiliir ve bu da teoremin ispatini tamamlar.
Tamm 3.1.5 (Ucgen Esitsizligi) Vx,y € R sayilari igin
Ix + yl < x| + [yl
esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlige liggen esitsizligi denir (Mitrinovic ve Ark., 1973).

Tamm 3.1.6 (U¢gen Esitsizliginin integral Formu) f fonksiyonu [a, b] kapal1 aralig

tizerinde siirekli ve reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

|2 fGodx| < [X1FGoldx + [21f ()ldx

esitsizligine liggen esitsizliginin integral formu denir (Mitrinovic ve Ark., 1973).
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Teorem 3.1.2 (Hermite-Hadamard-Fejér Esitsizligi): f: [a,b] — R konveks ve

w:[a,b] — R, w > 0, integrallenebilir ve asz ye gore simetrik ise bu durumda

a+b

fE&) f;w(x)dx < f;f(x)w(x)dx < Mffw(x)dx (3.2)

esitsizligi saglanir. Eger f konkav ise esitsizlikler yon degistirmelidir. w = 1 olmasi
durumunda klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir (Mitrinovic ve Ark., 1973).
Tanmim 3.1.7 (Ostrowski Esitsizligi) f:/ € R — R fonksiyonu /° kiimesi lizerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tlizere a,b €I, a <b i¢in f' € L[a, b]
olsun. Eger |f'(x)| < K ise

|FG0) = = [ Fu)du| < K(b - a)

(b—a)?

1y %) ] (3.3)

esitsizligi gergeklenir (Mitrinovic ve Ark., 1973).

Bu sonug literatiirde Ostrowski esitsizligi olarak bilinir. Ostrowski esitsizligi ile ilgili

bazi genellestirmeler ve yeni sonuglar i¢in kaynaklara bakilabilir.

Lemma 3.1.1 f:1 € R - R, I° da tiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b € ve a < b
olsun. Eger f’ €/[a, b] ise bu takdirde Vt € [0,1] i¢in
1 b 1 ’
fG) == [, fdu=(b-a) [;p@® f'(ta+ (1 —t)b) dt
esitligi saglanir, burada Vx € [a, b] i¢in
t, tE€ [O,Z%x
p(t) = e
t—1, te (X2 1]
b-a
dir (Mitrinovic ve Ark., 1973).

Lemma 3.1.2 f:] € R - R, I° da tiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b € ve a < b
olsun. Eger f' €L[a, b] ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

F@) = f7 Fadu = S (L ef (o + (1 - Da) de

(b—x)z 1 !
— J, tf'(tx + (1 = t)b) dt

esitligi saglanir (Mitrinovic ve Ark., 1973).
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Teorem 3.1.3 f:1 € R — R, [° da tilirevlenebilir bir fonksiyon ve a,b €I ve a < b
icin f' €L[a, b] olsun. Eger |f’|, [a, b] de konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

|Fe0 — 3= 1, Fa dyf
<222 [(+(G2) -3 G2) + ) @i+ (9(G2) -4 () -
-6 (32) +2)Irm)|

esitsizligi yazilabilir. % sabiti, daha kiigiik olan yerine gecemeyecegi anlaminda,
miimkiin olanin en iyisidir (Shuang ve Ark. 2017).

Teorem 3.1.4 f:I° S R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

a,b € I°, a < b olsun. Eger |f'| fonksiyonu [a, b] iizerinde konveks ise bu takdirde

f@+f(B) 1 b b-a)(|f'@|+)f' ®))
— ==, [ dx| < - (3.4)

esitsizligi ger¢eklenir (Shuang ve Ark. 2017).

Teorem 3.1.5 I° € R fonksiyonu [° {lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

a,b € 1°, a < b olsun. Eger |f'|? fonksiyonu [a, b] de konveks ve g = 1 ise

2 2

, q ’ a\1/q
f@+f(b) ﬁf:f(x) dx| < % (M) (3.5)

Ve

2

£ (42) = 2 2 £ ax| < 25 (Ll O0 “’"q) (3.6)

esitsizlikleri gerceklenir (Shuang ve Ark. 2017).

Lemma 3.1.3 f:] € [0, ) — R fonksiyonu /° kiimesi {izerinde diferansiyellenebilir
bir fonksiyon olmak lizere a, b € I°, a < b olsun. Eger f’ € L,([a, b]) ise

@ +6f (52) + F0)| - = f7 fO0dx

==, [G —t)f (ta+ 1-0Z2)+ (G—t) f (t22+ (1 - t)b)] dt (3.7)
esitligi saglanir.

Ispat: Kismi integrasyon uygulanarak
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L CG=t)f (ta+ @-%=2)de
:_ﬁ (——t)f(ta+(1—t)ﬂ)| +f01f(ta+(1—t)ﬂ)dt]
=-Z|-2f@-f ()| - f(ta+ 1 -2) at
= b a[ fla)+7 f(a+b)] (b- a)2fa+bf(x)dx

ve
B0 (e on)a
=l (st a- ol (5t a-on)a]
= -2 - i) —%flf(tﬂﬂl—t)b)
=2 Er () +irm] -5 a+bf(x)dx

oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

3.2 Rasgele Degiskenlerin Dagilim Fonksiyonlar icin Esitsizlikler

Bu kisimda sonlu bir aralik iizerinde tanimli rasgele degiskenlerin birikim dagilim
fonksiyonu i¢in bazi yeni esitsizlikler elde edilecektir.
X sonlu bir [a, b],a < b, aralig1 lizerinde degerler alan bir rasgele degisken olmak

tizere F(x) = P(X < x) bu rasgele degiskenin birikimli dagilim fonksiyonu olsun.
Teorem 3.2.1 X ve F yukaridaki gibi olsun. Bu takdirde her x € [a, b] igin

P(x <x) -2 <

<L [[Zx — (a+b)IP(X < x) + [ sgn(t — 0F(t)dt

[(b —xX)PX=2x)+ (x —a)P(X < x)]

c‘ |

|x—(a—b)/2]
b—a

A

<-+ (3.8)

esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).

Ispat:  p(x,t) = { Z ; g Ea ﬂ ile tanimlanan p(x,t): [a,b]? > R ¢ekirdek

fonksiyonunu goz Oniine alalim. Bu takdirde her x € [a,b] igin f:p(x, t)dF(t)

Riemann-Stieltjes integrali mevcut olup
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[} (e, )dF(©) = [(t — a)dF(6) + [, (¢t — b)dF (1)
= (t— QF(OIZ — [FF©)dt + (t = DF D)L — [ F(6) dt
= (b—a)F(x) - [ F(t)dt (3.9)
yazilabilir. Diger taraftan
E(X):= [ t.dF(t) = tF(O5 - [ F(t) dt
= bF(b) — aF(a) — [} F()dt = b — [ F(t) dt (3.10)
oldugu kolayca gsterilebilir. (3.9) ve (3.10) esitliklerinden her x € [a, b] igin
(b= QF(x) + E(X) = b = [ p(x,)dF (t) (3.11)
esitligi elde edilir. Buradan

|2 px, P ()] =

[t = )dF(e) + [ (t = b)dF ()|
<|[X(t - )dF (@) | + |[](t - b)dF(t) |
< [X|t — aldF(t) + [}t — bldF(t)
= (t—-)F©IF — [FF)dt — (b - OF(©)I2 — [ F(t) dt
= [2x — (a + D)IF(x) — [T F(O)dt + [ F(¢) dt

= [2x — (a + D)IF(x) + [, sgn(t — x)F(t)dt (3.12)

yazilabilir. (3.11) esitligi ve (3.12) esitsizligi dikkate alinirsa (3.8) in birinci kismi

saglanmis olur. Ote yandan biliyoruz ki
[ sgn(t —x)F(O)dt = — [*F()dt + [ F(t) dt
dir. F fonksiyonu [a, b] de monoton azalmayan oldugundan
LFOdt>(x-aF@=0, ["F@®dt<(b-x)Fb)=b-x
olup buradan da her x € [a, b] igin

[P sgn(t — x)F(t)dt < b —x
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elde edilir. Sonug olarak
[2x — (a + D)IF (x) + [, sgn(t — x)F(t)de
<[2x—(a+b)]F(x)+ (b —x)
=(b-x)[1-Fx)]+ (x—-a)F(x)
=b—-x)PXZ2x)+(x—a)P(X <x)
esitsizligi elde edilir ve boylece (3.8) in ikinci kismu saglanmig olur. Son olarak
b—x)PX=2x)+(x—a)P(X <x)

<max{b —x,x —a}[P(X = x) + P(X < x)]

=-(b-a)+[x -2

olup (3.8) in son kismi1 da saglanmis olur. Boylece ispat tamamlanir.

Ote yandan P(X = x) = 1 — P(X < x) esitligi gdz oniine alinirsa (3.8) esitsizligine
denk olarak her x € [a, b] i¢in

P(X 2 x) - 228 <

o [[Zx ~(@+ DIP(X <) + ) sgn(t — )P (0)dt]

[(b —xX)PX=2x)+ (x —a)P(X < x)]

c‘ |

<14 |x—(a-b)/2| (3.13)
2 b-a
esitsizligi yazilabilir. Ozel olarak
|P(X <ZhH - E(X)| < [ sgn (t—azi’)F(t)dt <- (3.14)
ve
+b E(X)— +b
|Pex =22 - 222 < [Psgn (¢t - ZL2) F(e)dt < (3.15)

ilging esitsizlikleri de yazilabilir. Asagidaki sonug pratikte oldukca kullanighdir.

Sonug 3.2.1 Yukaridaki varsayimlar altinda

L[] sp(x <2 < [ E@)] +1 (3.16)

esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).
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Ispat: (3.14) esitsizliginden

b—-E(X) a+b b—-E(X)
_E+ b-a <P(X<_)< t e
yazilabilir. Fakat
1, b—E(X) _ —b+a+2b—2E(X) 1 [a+b
PR 2(b-a) - b—a[ E(X)]
ve
£ b-E(X) _ 1+ b-EX) _ 1 _ 1+ —b+a+2b—2E(X) _ 144 [a+b _ E(X)]
2 b—a b—a 2 2(b—a) b—a

esitlikleri yazilabileceginden esitsizlik ispatlanmis olur.

Uyar13.2.1 0 < e < 1lolsunve E(X) > ﬂ + (1 — €)(b — a) oldugunu varsayalim.

a+b

Bu takdirde P (X < —) < ¢ dir. Gergekten (3.16) esitsizliginin sag tarafi dikkate

aliirsa
a+b 1 [a+b —1)b—-a
Px<2)< —E(X)]+1<( )b—a)
2 b 2 —-a
esitsizligi saglanir.
Uyan 3.2.2 0 < ¢ < 1 olmak iizere eger E(X) < a—+b —&(b — a) ise bu takdirde

(3.16) esitsizliginin sag tarafi dikkate alinirsa

P(rs22) 2 ofest - son] 2 2 -

yani P (X < aTer) > ¢ esitsizligi saglanir.

Sonug 3.2.2 Teorem 3.2.1 in varsayimlari altinda her x € [a, b] igin

1 fb 1+sgn(t—x)

L PR pnyar > P(X 2 x0) 2 = [ D p(a (3.17)

a
esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).

Ispat: (3.8) esitsizliginden

P(X < x) — b— E(aX)

bL [2x — (@ + B)IP(X < x) + [ sgn(t — x)F(t)dt

yazilabilir ki bu esitsizlik
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b—a)PX<x)—[2x—(a+Db)]P(X <x)

<b—EX) + [ sgn(t — x)F(t)dt

yani

(b—a)P(X <x) < b—EX)+ [, sgn(t — x)F(t)dt
esitsizligine denktir. Ote yandan b — E(X) = f; F(t)dt olup yukaridaki esitsizlik
(3.17) nin birinci kisminin saglandig1 goriiliir. Benzer sekilde

P(X < )_b EX)

> — L |2x - (@ + DIPX < ) + [ sgn(e - x)F(t)dt]

esitsizligi kullanilarak kolayca gosterilebilir.

Uyari 3.2.3 (3.17) esitsizliginde x = asz alinirsa bu takdirde

a+b

ﬁf;[1+3gn(t——)]F(t)dt>P(X>—)

> [7]1-sgn(t—22)| F(tyae (3.18)

esitsizligi saglanir.
Ornek 3.2.1 X rasgele degiskeni

xP~1(1-x)21

oD 0<x<l1

fGsp.q) =

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip (p,q) parametreli bir Beta rasgele degiskeni

olsun, burada Q = {(p,q):p,q > 0} ve B(p,q) = fol tP71(1 — t)971dt dir. Ayrica

1 p-1 1— qg-1 B(p 1,q)
Jo xxP7H (1 = x)T dx = o

E(X) =

1
B(p,q)

yani E(X) = Tq olacaktir. Bu takdirde Teorem 3.2.1 e gore her x € [a, b] igin

R R P e B

esitsizlikleri yazilabilir. Ozel olarak
lPx<d-2|<2ve [PXxzh-2|<2

p+q p+ql = 2

oldugu da kolayca goriiliir.
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Teorem 3.2.2 f € Ly[a,b] ve ||f|l = Supte[ap)f(t) < oo olsun. Bu takdirde her

X € [a, b] igin

b-E(X) 1, (x—(a+b)/2)?
[Pex <) — 250 < [24 DB ) gy 1, (3.19)
veya buna denk olarak
a+b E(X)-a 1 (x—(a+b)/2)?
|P(XZT)—W < [;+W] (b= )lflle (3.20)

esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).
Ispat: x,y € [a, b] olsun. Bu takdirde
IFG) — F)I < |f f©at] < 1x = ylliflleo
yazilabilir ki bu F nin [a, b] araliginda || ||, — Lipsichitzian oldugunu gosterir.

_(t—a, t€ax]
p(x’t)_{t—b, t € (x,b]

ile tammlanan p(x,t): [a,b]?> > R ¢ekirdek fonksiyonunu goéz oniine alalim. Bu

takdirde her x € [a, b] i¢in f: p(x, t)dF (t) Riemann-Stieltjes integrali mevcut olup

b b

J, p(, O)dF(t) = (b — a)F(x) — [ F(t)dt
yazilabilir. Ayrica E(X) = b — f: F(t) dt oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece her
x € [a, b] i¢in

(b—a)F(x) + E(X) — b = [ p(x, )dF (¢)

esitligi elde edilir. Buradan her x € [a, b] igin

_E(X)-a 1, (x=(at+b)/2)* _
F) - 22 < [+ 522 (0 - o)l e

oldugu goriiliir ki bu da (3.19) saglanmasidir. Ote yandan P(X > x) =1 — P(X < x)

esitligi gbz ontline alinirsa (3.20) nin de saglandigi kolayca goriiliir.

Sonug 3.2.3 Teorem 3.2.2 nin varsayimlari altinda
b——-b-a)?lflle <EX) < a+350b—a)?lfll (3.21)

oldugu goriiliir (Barnett ve Ark. 2002).
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Ispat: a < E(X) < b oldugu aciktir. (3.19) da x = a alinirsa

|b—E(X)
b—a

<2 = a)lfllen

yani b — E(X) < %(b — a)?||f |l olur ki bu da (3.21) deki birinci esitsizlige denktir.

Ayrica (3.19) da x = b alinirsa

1=

—(b — A)|lflloo
yani E(X) —a < %(b — a)?||f |l olur ki bu da (3.21) deki ikinci esitsizlige denktir.

Sonug 3.2.4 Teorem 3.2.2 nin varsayimlari altinda

a+b

1
EX) -2 <30 - 2?|Iflleo = =]
oldugu goriiliir (Barnett ve Ark. 2002).

Ispat: (3.21) esitsizliginden

b—"2—2(b—a)flle SEX) -2 <a— 2242 (b — a)?lIf
ve dolayisiyla
-, — ] < B - 22 < C )l - 2]

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 3.2.5 Teorem 3.2.2 nin varsayimlari altinda € > 0 olsun. Eger

1 2¢&
< - 4 ==
1flleo < 572 + oo

ise bu takdirde |E X) — %| < & oldugu goriliir (Barnett ve Ark. 2002).

Sonug 3.2.6 Teorem 3.2.2 nin varsayimlari altinda

a+b a+b

P(X<—)—-|< (b—a)||f||m+—E(X)—— <- (b_a)”f”oo >

esitsizligi gerceklesir (Barnett ve Ark. 2002).

Ispat: (3.19) da x = a alinirsa

P(X< )_b E(X)

—(b—a)llflloo
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elde edilir ki bu da acgik olarak

P(x<=2) =3+ = (F00 -22)| <10 - Dliflle
olmasi demektir. Uggen esitsizliginden
[P (x=57) -3l
= |P(r=57) -3+ (P00 - 57) - (F0 - 52)
<|p(r=%57) —3+ i (F00 - 53) |+ [ (F00 - 57)]

<2 (0= Dlfllo +5= |(EX) = 52)| <200 = DlIflloo -
oldugu goriiliir.

Sonug 3.2.7 Teorem 3.2.2 nin varsayimlari altinda

EQO) -2 <20 - )?liflo + (0 — ) [P (x < 22) -

2 2
esitsizligi gerceklesir (Barnett ve Ark. 2002).
Ispat: Sonug 3.2.6 da oldugu gibi

a+b

—|E(X) _

|P(X<ﬂ)—%+$(E<X>—ﬂ)—P(X<“”’)+ 2

<[ (x52) -3 i (s00-52) o o (r <22) -}

2= D)lIfller + |P (X < =2) -

2

elde edilir.
Ornek 3.2.2 X rasgele degiskeni (p, q) parametreli bir Beta rasgele degiskeni olsun.
Bu durumda 0 < p < 1 i¢in

, _ sup PG
IfCp@lleo = sup =070 = o0

oldugunu belirtelim. p, ¢ = 1 oldugu varsayilarak

df (xpq) _
dx B(p qQ)

[(p — DxP2(1 - x)?7 = (¢ — DxP71 (1 - x)97%]
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xP72(1-x)1~

= AT 1 — 1)(1 - x) — (g — 1]

B(p.q)

P=2(1—x)d-2
= o[~ +q~Dx~ (p~ D]

df (x;p,q)
dx

elde edilir. Ote yandan p,q = 1 varsayimindan = 0 olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul x, = (p —1)/(p + q — 2) olacaktir. Bu nedenle (0,x,) araliginda

af (x;p,q)
dx

(qu)

> 0 ve (xg, 1) araliginda < 0 dir. Sonug olarak

_ _ _ _ _(-1)P71(g-1)97!
”f( D, q)“oo - f(xO' b, q) - B(p,q)(p+q—2)P+4-2

oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.2 den X rasgele degiskeni (p, @) parametreli bir Beta rasgele degisken ve
(p,q) € [1,0) X[1, ) oldugunda her x € [0,1] igin

_ I _ 2] =P (e-nT!
|P(X Y = [4 =3 B(p,q)(p+q-2)P*d~2

Ve

r .4 2] (-DP (-1
|P(X Z X) | 4 [ +(x — ) B(p,q)(p+q-2)P*a-2

esitsizlikleri saglamr. Ozel olarak

<1 (p-DP~1(g-1)1*

|P(X<_) p+q| 4" B(p.q)(p+q—2)P+a-2

Ve

|<1 (p—1)P(q-1)9t
p+ql = 4 B(p,q)(p+q—2)P+a-2

(x> 3 -
oldugu goriiliir (Barnett ve Ark. 2002).
Teorem 3.2.3 f € Ly,[a,b],p > 1 olsun. Bu takdirde her x € [a, b] i¢in %+ é =1

olmak tizere

P(X < x) — 225X

(3.22)

”f” (b — a)l/q [(x a)(1+q)/q + (z%z)(lﬂl)/‘I] X ||f|| (b— a)l/q

q+1

esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).
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Ispat: Holder esitsizliginden her x,y € [a, b] igin
1/q 1/p
IFG) = F)l < | de| 7| 1F@1Pde] ™ < |x — y1Yallfll, (3.23)

esitsizligi yazilabilir, burada p > 1, +% =1ve

T =

Iy = (S1r @)™

L,[a, b] tizerindeki alistlmis p —normdur. (3.23) esitsizligi gosterir ki F fonksiyonu
r — H —Holder tipindendir yani her x,y € [a,b] i¢cin 0 < H = ||f||, ver =1/q €

(0,1) olmak iizere
|F(x) —F(y)I < Hlx = y|"

dir. (3.23) esitsizliginden y € [a, b] lizerinden integral alinirsa her x € [a, b] igin

b b b
F(x) === [ FO)dy| < == [JIF@) = F)ldy < == IIf I, [, x — y|¥/9dy

1 b
= —IIfllp J, x = »)Ydy + [/ (y = x)*/9dy

1i L.
il (x—a)4 (b—x)4
- E ”f”p [ 1 +— ]

+1 ~+1
q q

q+1b a

il [(x -+ (-0
b—x\:+1

= L Ll [ + (e (3.24)
oldugu gortlir. E(X) =b — fa F(t) dt oldugundan (3.24) esitsizliginden (3.22) deki
birinci esitsizlik saglanmus olur. ikinci esitsizlik i¢in her x € [a, b] i¢in

x—a\=+1 b—x\~+1

G TG =
oldugunu belirtmek yeterlidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Uyari 3.2.4 (3.22) esitsizligi her x € [a, b] igin

P(X <x) - =22

1 1 1
q . = (x—a\q b—x\q q . 1/
<L Ifll, (b — a)s [(—b_a) +(=2) ]s—q+1||f||p(b a)'/a

esitsizligine denktir.
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Sonug 3.2.8 Teorem 3.2.3 iin varsayimlari altinda

b= Ll (b~ @) < EX) < at L fll, (b~ )’ (3.29)

oldugu goriiliir (Barnett ve Ark. 2002).

Ispat: a < E(X) < b oldugu aciktir. (3.22) da x = a alinirsa

Il (b — )/

|b E(X)|
- q+1

yani

b—EX) < L lfllp (b - )

elde edilir ki bu da (3.25) deki birinci esitsizlige denktir. (3.22) da x = b alinirsa

b—E(X)
b—a

1- pred V[ TCRORA

q+1
yani
q 1+
EQ) —a<-LIfll, (b - )
olur ki buda (3.25) deki ikinci esitsizlige denktir.

Sonug 3.2.9 Teorem 3.2.3 iin varsayimlari altinda

a+b

E00 -2 < (- @) [ 71,0 — 0 - 2

esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).

Ispat: (3.25) esitsizliginden

b—ﬂ——nfn (b-a) q<E(X)—ﬂ< —ﬂ+—||f|| b-a)'"
yani
ALl - @) T<B)-She by el 1 GRS
elde edilir ki bu da
a+b a_ q 1 1
EQO) ~ 2| < Llflb - -2 = (b~ ) [mufnp(b—a)q—g

esitsizligine denktir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
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Sonug 3.2.10 Teorem 3.2.3 {in varsayimlar1 altinda & > 0 olsun. Eger

q+1 1 g(q+1)
Ifllp < T+ T
T -y q-a)''T

ise bu takdirde
E(X) -2 <e
esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).

Sonug 3.2.10 Teorem 3.2.3 {in varsayimlari altinda

P(x <22) -3 < 11,5 — @) + | E) — 22
zq( +1)
esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).
Ispat: (3.22) de eger x = aTH’ alinirsa
1
P(x <%2) - 258 <1 IIfll, (b — @)a
| ( 2 ) b-a 25(q+1) p
olur ki bu da
P (x <) 24 L (Bx) - “B)| < L JIfll, (b - )7
2t 2
2q(q+1)
olduguna denktir. Uggen esitsizligi dikkate alinirsa
a+b 1
[P(x=%7) -3
a+t 1 1 a+b 1 a+b
=[p(x =57) -+ (B0 -22) - (B0 - 22)|
a+b 1 1 a+b a+b
< |P(X <) -+ (B0 - )|+ 55 [Fo0 -
b
116 — )7+ B - 22
2q(q+1)
olur ki bu da ispat1 tamamlar.
Sonug 3.2.11 Teorem 3.2.3 {in varsayimlari altinda
a+b a+b 1
ECO =22 < L Ifl, (b - ™7+ b - ) [P (x < 22) -

zq( +1)

esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).
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3.3 Beklenen Deger ve Standart Sapma icin Esitsizlikler

Bu kisimda sonlu bir aralik {izerinde tanimli rasgele degiskenlerin beklenen deger ve
varyans gibi momentleri i¢in bazi yeni esitsizlikler elde edilecektir.

X sonlu bir [a, b],a < b, aralig1 tizerinde degerler alan bir rasgele degisken olmak
tizere f: [a,b] = R bu rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu olsun. X in
dagilim fonksiyonunu, beklenen degerini ve standart sapmasini sirasiyla F(X), E (X)
ve a(X) ile gosterelim ve f fonksiyonunun sinirli oldugunu yani her t € [a, b] igin

0 <y < f(t) < ¢ <1 olacak sekilde y, ¢ sabitleri mevcut olsun.

Bu amagla 6ncelikle Matic ve Ark.(1999) tarafindan, t € [a, b] iginy < f(t) < ¢ ve

tiim integral mevcut ve sonlu olmak {izere

[T F(©).9(0)dt — == [ f(O)dt.== [ g(t)t|

1/2
1 1 b 2 1 b 2
<i0-n|% e@yrd - (5 gwar) | (3.26)
ile verilen ve pre-Griiss esitsizligi olarak bilinen esitsizligi ifade edelim.

Teorem 3.3.1 X f:[a,b] » R olasihik yogunluk fonksiyonuna sahip bir rasgele
degisken olmak tizere her t € [a,b] i¢cin 0 <y < f(t) < ¢ < 1 olacak sekilde y, ¢

sabitlert mevcut olsun. Bu takdirde

a+b

_athl 1y — — a)?
EX) ——| =75 -nNb-a) (3.27)
esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).

Ispat: (3.26) esitsizliginde g(t) = t alinirsa

ﬁf: t.f()dt — ﬁf;f(t)dt.ﬁf: tdt|

1 1 b 1 b 211/2
<s@-7)|= J, tzdt—(mfa tdt) ]

esitsizligi yazilabilir. Ayrica
b
[t f(t)dt = EX)

[P fde=1,
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b b
Lf tdt=&
b—a-a 2

2 —m)2
= [ erde — (= [ ede) ==
b—a “a b-a-a 12

esitlikleri dikkate alinirsa istenilen sonug elde edilir.

Teorem 3.3.2 X f:[a,b] = R olasihik yogunluk fonksiyonuna sahip bir rasgele

degisken olsun. Eger u € [a, b] olmak tizere

0,00 = ([ - w2 fodt)

ise bu takdirde
a+b\2  (b—a)?
700 - (n=57) — 55+
1/2
1 21 _a+b\? | (b-a)?
=;@-Nb-a [5 (n =)+ ]
1 _ _\3
=55 Y)(b—a) (3.28)

esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).

Ispat: (3.26) esitsizliginde g(t) = (t — pu)? alimrsa

pada € = W2 F(Od = 52 [ (Ot [~ ]

1/2
1 1 b 4 1 (b 2 )2
<c(@e-M|= ,t-w dt—(ﬁfa(t—#) dt) ] (3.29)
esitsizligi yazilabilir. Ayrica
b
J, fdt=1,

1 b oo (-wP-(w-a)® _ ( a+b\?  (b-a)?
b—afa (t —wrdt = 3(b-a) - (,u 2 ) + 12

P - e = (o [P - w2t
= 51410 = 2 = (= 22 + 26 — W2 (u — @)?

+b-wWp-—alb-p?—k-a)?] =4

esitlikleri yazilabilir. Bununla beraber

(b-w?~@=a?=0b-a)b+a-2u)=20b-a) (5 ~n)
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b-wu-a)=10-a? - (1-22),

(b= + (= =30 - +2(u =22

2

esitlikleri dikkate alinirsa

A=Lb-ay [15(y—%)2+§(b—a)2]

= -2 [H(u-22) + L 6 - o7

2 180

oldugu goriiliir. Buradan (3.29) esitsizligini kullanarak (3.27) elde edilir ve bdylece

ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.3.1 Teorem 3.3.2 nin varsayimlart altinda eger 0,(X): = ga+b(X) ise bu
2

takdirde

(b—a)?
12

1
0?(X) - = < == (0 - (b - )P (3.30)
esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).

Teorem 3.3.3 X f:[a,b] » R olasihik yogunluk fonksiyonuna sahip bir rasgele

degisken olsun. Eger u € [a, b] olmak tizere

4,00:= [t = ul. f(O)dt

ise bu takdirde her u € [a, b] igin

1 |(b-a)? a+b\?2
AH(X)_E[ " +(“_T)]

1/2
1 (b—-a)? 1 a+b\?2 [(b-a)? a+b\?
=;@-nb-a l—48 oo (=) [—2 +(n-) ” (331)
esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).
Ispat: (3.26) esitsizliginde g(t) = |t — u| almirsa

—J t—ulf@®dt = — [ f®)dt.— [ It — ,uldt|

1 1 b 1 b 211/2
< @-n|i e - uPde - (G Dl - wde) | (332)

b—ava

esitsizligi yazilabilir. Ayrica
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[ f@®de=1,

b |t = wldt = S [ = 0yde + [ (¢~ wyde]

_ -w?+u-a? _ 1 a+b\% = (b-a)?
[( 2 ) + ] ’

200-a)  (b-a) T2 4
1 (b 2 b= +(u-a)? _atb)? | (b-a)?
b—afa (t —p)*dt = 3(b-a) (/“t 2 ) T
1 b 1 b 2
— J It —ul*dt - (Efa“:_l”dt)
_ a+b\% = (b-a)? 1 a+b\%  (b-a) z
—(,u 2) MY b—a(l”l 2) +t= ]

=31 ()

_ (b-a)? 1 a+b A _a+b\?
~ 48 +(b—a)2( [ (b=a) ( 2 )]

oldugu goriiliir. Buradan (3.32) esitsizligini kullanarak (3.31) elde edilir ve bdylece

ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.3.2 Teorem 3.3.3 {in varsayimlari altinda y = py: = asz icin (3.31) den

Ay =22 < o= (0 =) — @)? (3.33)

esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).

b 0= 5252022 - 2 - 2

doniisiimiinii goz 6niine alalim. Bu durumda

d‘fi—if): - (” B asz) B (b—4a)2 (“ B asz)s - (“ B azﬁ) [1 B (b—4a)2 (” B aTer)z]

olur. Buradan eger y = a, u — azi veyau =b ise d“Zl—Ef) =0 olup u € (a ﬂ)

icin g(u) <Ove ue (aTH’, b) icin d‘fi;m > 0 olacagindan u = —nokta51 bir yerel

) oldugundan (3.33) esitsizligi (3.31) den elde

minimum noktasidir ve g(ug): = (

edilebilen en iyi esitsizliktir.
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Teorem 3.3.4 X, f, E(X), v, ¢ yukarida verildigi gibi olmak iizere F(x) =
f; f(t)dt fonksiyonu X rasgele degiskeninin birikimli dagilim fonksiyonu olsun.

Bu takdirde her x € [a, b] i¢in

a

b— 1
[EC) + (b - a)F () —x =8| < = (0 = 1) (b — @)? (3.34)
esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).

Ispat: x € [a, b] olmak iizere

_(t—a, t€ax]
p(x't)_{t—b, t € (x,b]

ile tanimlanan p(x, t): [a, b]? > R fonksiyonu gdz dniine alalim. Bu takdirde

(b—a)F(x) + E(X) —b = [ p(x,)dF () = [, p(x, O)f (t)dt

oldugu gosterilebilir. Bu durumda g(t) = p(x,t) igin (3.26) ile verilen pre-Griiss

esitsizligi uygulanirsa

L2 F@)-pG e -2 [7 F@)de 2 [V p(x tyde]

21/2
<lo-n|L Leeord- (L pwod) | 639

oldugu goriiliir. Ote yandan

1 b a+b
Efa p(x, t)dt = x -

D=1 [P(p(x,0)%dt — (= [ p(x, t)dt)2

_ (-x3-(x-a)® _ ( _ ﬂ)z
- 3(b—a) x 2

_ (0=0?-(-x0)(x-a)+(x-a)® (x _ ﬂ)z
3 2

yazilabilir. Buradan

a+b

(b—x)Z—(b—x)(x—a)+(x—a)2:3(x—7)2+§(b—a)2

oldugundan D = %(b —a)? oldugu goriiliir. Boylece (3.35) kullanilarak (3.34)

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
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Uyar 3.3.1 (3.34) esitsizliginde x = a veya x = b secilirse bu takdirde

a+b

1
EX) -—|<s;50@-nNbh-a)?

esitsizligi elde edilir.

Uyar 3.3.2 (3.34) esitsizliginde x = asz secilirse bu takdirde

a+b

1
EQO)+(b—a)P (X <=2) = b| < 2= (0 — )b — a)?
esitsizligi elde edilir.
Teorem 3.3.5 X, f, F, E(X), y, ¢ yukarida verildigi gibi olsun. Bu takdirde her
x € [a, b] i¢gin

(b;a)F(x) _b% < %(fp -7 E (b —a)® + (x - ﬂ)z]

2

|E(X) +

1o i iy
< =(e-1Nb-a (3.36)
esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).
Ispat: x € [a, b] olmak {izere

_(t—a, t€[ax]
p(x't)_{t—b, t € (x,b]

ile tanimlanan p(x, t): [a, b]?> - R fonksiyonu goz oniine alalim. Bu takdirde
(b— @)F(x) + E(X) — b = [(t — a)dF(¢) + [, (t — b)dF(t)
= [X(t - @)f(©dt + [ (t - b)f(t)dt

oldugu gosterilebilir. Bu durumda g(t) = (t — a) igin (3.26) ile verilen pre-Griiss

esitsizligi uygulanirsa x € [a, b] olmak lizere

— [TF©).(t —)dt — = [T f(t)dt. = [(t — )|

< (o-n|= [t - a?de— ([T - a)dt)z]m

x—ava

< 5@-NE-a (3.37)

ve benzer sekilde
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[T F(©).(t = b)dt — == [7 f(t)de .= [ (t - b)dt|

< 5@-Nb-x (3.38)

oldugu goriiliir. Bu durumda (3.37) ve (3.38) den sirasiyla her x € [a, b] igin

L@@t - adt - Z2F@)| < 2= (9 - Nx - a)?

Ve

|1, F®). (e = byt === [1 = F@)]| < 7= (0 = 1)(b - x)?

elde edilir. Son iki esitsizlik taraf tarafa toplanip licgen esitsizligi dikkate alinirsa

[Ff@©.(t = aydt + [ f(©).(t = b)dt — =2 F (x) + ==

< 5@ -NE-a+ b -07

a+b

2o [E = @2 + (x — 22
< =@-n[e-o+ (x-22)]
oldugu goriiliir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Uyari 3.3.3 (3.36) esitsizliginde x = a veya x = b segilirse bu takdirde

a+b

_athl 1 - — a)2
EN -2 < (p-nb-a) (3.39)
esitsizligi elde edilir.
Uyar 3.3.4 (3.36) esitsizliginde x = asz secilirse bu takdirde

a+b

EQO)+(b—a)P (X <=2) = b| < =(p - )b — a)? (3.40)
esitsizligi elde edilir.

Simdi de Matic ve Ark.(1999) tarafindan verilen ve f, g: [a, b] » R mutlak siirekli

fonksiyonlar, f', g": [a,b] > R tiirev fonksiyonlar1 L. [a, b] sinifindan olmak {izere
1 (b 1 (b 1 (b
[T F(©).g(®)dt === [ f(O)dt.== [ g(t)t|

<= =2l lollg'lle (3.41)
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ile verilen ve pre-Chebychev esitsizligi olarak bilinen esitsizligi ifade edelim. Bu

durumda tiim integraller mevcut ve sonlu olmak sartiyla

[T F(©).g(®)dt — == [ f(O)dt. == [ g(t)at| (3.42)

1 , 1 b 1 211/2
< = - IF |5 o o(en2de - (5 7 g0dt) |
esitsizligi gerceklenir.

Teorem 3.3.6 X f:[a,b] - R olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip bir rasgele
degisken olsun. f [a, b] lizerinde mutlak siirekli ve f’ € L, [a, b] ise bu takdirde

a+b

EX) -2 <= (b= a)?lIf Il (3.43)

esitsizligi gerceklenir (Barnett ve Ark. 2002).
Ispat: (3.42) esitsizliginde g(t) = t alimrsa
1 (b 1 b 1 (b
—f tf@®dt —— [ f(Odt.— [ 't dt|

1/2
1 , 1 b, 1 px 2
<L o-alf ”oo[m [P t2dt — (= [ t.dt) ] (3.44)

olup
oPrege — (2 * ‘o 1p_ )2
= [Pe2dt - (= [t.dt) == (b—a)
yazilabileceginden istenen sonug elde edilmis olur.

Teorem 3.3.7 X ve f yukaridaki gibi olsun. Eger u € [a, b] olmak iizere

0,00 = (J2e = w2 fode)

ise bu takdirde

a+b\%2  (b-a)?
GMZ(X)_(M_T) 12

RN A O o S ool 1P
< -0 [3(# Yy 180]||f||m

< 52— @Pllf Il (345)

esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).

37



Ispat: (3.42) esitsizliginde g(t) = (t — u)? alinirsa

pad (O =2t =2 [T (O 1 [0~ 2] (3.4

1/2
1 , 1 b 4 1 (b 2 .\?
< - If |5 o - wtde = (2 [ - w2de) |
esitsizligi gerceklenir. Bununla beraber

1 b, oo ( a+b)\?  (b-a)?
Efa(t “)dt_(” 2) + 12 °

B S DU i e 7t WA [ (i
b—a fa (t :u) dt = s(-a) [ =) ]

- - @=a) [(b-w = -
B 5(b —a) 3(b—a)

1

= L[4[ - ? — (= @) + 2(b — ) (u — 0)?

+(b - —a)[(b—-w? - (u—-a)}] =4

olup basit bir hesaplamayla

A=L0k-a2[15(u-22) +10 - o7]

(=2 (=Y & p — )2
=(b-a) [3 (M 2 ) HETT (b-a) ]
oldugu goriiliir. Buradan (3.46) esitsizligini kullanarak (3.45) elde edilir ve bdylece

ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.3.3 Teorem 3.3.7 nin varsayimlar1 altinda eger o,(X): = ga+b(X) ise bu
2

takdirde

(b—a)?

UOZ(X) T

X b=a)3f
< (b -a’Ifll (3.47)
esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).

Teorem 3.3.8 X, f, E(X), v, ¢ vyukanida verildigi gibi olmak iizere F(x) =
f; f(t)dt fonksiyonu X rasgele degiskeninin birikimli dagilim fonksiyonu olsun.

Bu takdirde her x € [a, b] i¢in
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[ECO + (b= a)F () = x = =% < = (b = a)?lIf Il (3.48)

esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).

Ispat: x € [a, b] olmak iizere

_(t—a, t€[ax]
p(x’t)_{t—b, t € (x,b]

ile tammlanan p(x, t): [a, b]? - R fonksiyonu gdz dniine alalim. Bu takdirde
b b
(b—a)F(x) +EX) —b = [ plx,t)dF(t) = [ p(x )f (t)dt (3.49)

oldugu gosterilebilir. Bu durumda g(t) = p(x, t) i¢gin (3.42) pre-Chebychev esitsizligi

uygulanirsa

[T p@.6). F(©)dt — == [ f(O)dt.== [ p(x, )| (3.50)

1/2
<20 -l [ 060y - (55 [ od) |

elde edilir. Bu durumda

a+b

1 (b _ . _atb
— J, p(x, D)dt =x —=

1 b 1 b 2 _ (b-x)3—(x-a)3 a+b\2
D= [l )2t — (5 [V pCx, ydt) = S22 (o)

— L _ 2
=5 (b—a)
yazilabilir. Buradan (3.50) kullanilarak (3.48) elde edilir ve boylece ispat tamamlanur.

Uyari 3.3.5 (3.48) esitsizliginde 6zel olarak x = a veya x = b segilirse bu takdirde

a+b

- i _ 3 !
ECO) - 52| < £ (0 - IIf Il
esitsizligi elde edilir.
Uyan 3.3.6 (3.48) esitsizliginde 6zel olarak x = azﬂ secilirse bu takdirde

a+b

EX) + (b —a)P (X <22) = b| <= (b - a)?lIf'll (3.51)

esitsizligi elde edilir.
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Teorem3.3.9 X, f, F, E(X) yukarida verildigi gibi olsun. Bu takdirde her x € [a, b]

1¢in

E(X)+

(b—a) b+x 1 ’ 1 2 a+b\?2
V) -2 <2 - Dl e [5G - @)+ (x - 22) |
1 '
<= (- ?lf Il (3.52)
esitsizligi saglanir (Barnett ve Ark. 2002).

Ispat: x € [a, b] olmak iizere
= [TF©). (¢ —)dt — = [T f(©)dt. = [(t — a)at|
1/2
< G-l [ e - 02— (2 [ - o) |

< = (= @)?f llen (3.53)

ve benzer sekilde
7 F(D).(t = b)dt — = [ f(t)de .= [7(t — b)dt|
<= =2fll (3.54)

oldugu goriliir. Bu durumda (3.53) ve (3.54) den sirasiyla her x € [a, b] igin

[LF®). (¢ —a)dt =2 F@)| < 2 (= *lf Il

Ve
|2 £@©). (t = bydt = =2 [1 = F@)| < = (0 = 02I1f Il

elde edilir. Son iki esitsizlik taraf tarafa toplanip licgen esitsizligi dikkate alinirsa

[EF@. (¢ —a)de + [ f(0). (¢ — b)dt — =2 F (x) + 22

< SIFolCr = @ + (b = 2)%]
< L=l [0 - @ +3(x - 42)]
10 - Dl e [ - 02 + (x - 222) ]

oldugu goriiliir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanmis olur.
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Uyan 3.3.7 (3.52) esitsizliginde 6zel olarak 6zel olarak x = a veya x = b segilirse

bu takdirde (3.43) esitsizligi elde edilir.

Uyan 3.3.7 (3.52) esitsizliginde 6zel olarak x = azﬂ secilirse bu takdirde

a+b

[ECO + (b - a)P (X <=2) = b| < - (b = PIIf Il
esitsizligi elde edilir.

X bir [a, b],a < b, aralig1 lizerinde degerler alan siirekli bir rasgele degisken olmak
tizere f: [a,b] - R bu rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu olsun. X in

beklenen degerini ve varyansini sirastyla asagidaki gibi gosterelim.
b
EQX) = f; t.f@adt,

o2(X) = [t — EQ))?f(O)de = [} ef(D)dt —E(X)?

Teorem 3.3.10 X rasgele degiskeni [a, b],a < b, arahig1 lizerinde tamimli stirekli

rasgele degisken ve f X in olasilik yogunluk fonksiyonu olsun. Bu takdirde p > 1,

1,1 .
;_|_ = 1 ve f € Ly[a, b] olmak iizere

0<o(X)<[b—EXEEX) —a]z < “(b-a) (3.55)
Ve

0<[b—EMIEX) —a] —a*(X)

_ s =a’Ifll,

< (3.56)
[B(q +1,q + D]IY9(b — a)**|f]l,,
esitlikleri saglanir. Ayrica [a, b] de m < f < M ise bu takdirde
=m.(b—a)® < [b— EXIEX) - a] — 02(X) < M. (b — a)® (3.57)

Ve

|b— b~ ECONEC) — al - 0?(0) - < B —m)(b—a)*  (3.58)

6
esitlikleri saglanir (Barnett ve Ark. 2002).

Ispat: Oncelikle

[P f©de=1 ve [P(t— EG)f(@®)dt =0
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oldugundan
[2(b = 0)(t — ). f(e)de
= f;[(b —EX)+EX) -] [EX) —a) + (t—E))]|f(®)dt
= (b—EX)E —a) [} f(©)dt — (EX) - a) [, (EX) - Of (©)dt
+(b—EC) [(t — ECO)f(©)de — [2(t = EXO)) f(D)dt
=[b-EM]EX) —a] - a*(X) (3.59)
oldugunu belirtelim. Ote yandan
[ t=a)b-t)f(®dt =0
oldugundan
o?(X) < [b - EX)][EX) — a]
olacaktir ve bdylece (3.55) deki birinci esitsizlik saglanmis olur. (3.55) deki ikinci
esitsizlik @ = b — E(X) ve = E(X) —a olmak izere af <=F esitsizliginden
goriiliir. Ote yandan
[ =)t — a). £t < |Iflleo [, (b = £)(¢ — @)dt =2 (b — a)?[|f |l
oldugundan (3.56) daki birinci esitsizlik saglanir. Ikincisi ise Holder esitsizliginden
[0 =00 - 0. f©de < ([P @war) (-0 - adr)
= [B(q + 1,q + D]Y9(b — )**/|f]|,,
olarak bulunur. Ayrica [a,b] dem < f < M ise
mb—-t)t—-a)<b-t)(t—a)f(t) <MD -t)(t—a)

olacagindan esitsizligin her bir tarafinin [a, b] de integrali alinirsa (3.57) esitsizligi

elde edilir. (3.58) esitsizligini ispatlamak i¢in

= [Th(®). g(Odt — = [ h(t)dt .= [7 g(t)dt|

1/2

<20 =M 1P [ [ 0@t - (1 [T Co ) |
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pre-Griiss integral esitsizligi kullanabiliriz. h(t) = f(t) ve g(t) = (b —-t)(t —a)

alinirsa

== b = Ot — ). f()dt === [7(b — )(t — a)dt.—— [ f()dt| ~ (3.60)

1/2

<SM-m) |- 2 - Ot - a)?dt - (= 7 (b - )t - a)dt)z]
elde edilir. Bununla beraber
[b-tt-aydt=<b-a) . [ f(tdt=1,

L [P - 0t — @))2dt = (b —a)® [} (t(1 — ©))*dt = (b — a)® ,

7 10 — 0 - @2t - (70 - (¢ - a)de) = &2

oldugundan (3.60) esitsizliginden
b
[J(b =)t = a). f(t)dt — = (b — a)?|

1
(b—a)‘*]f _ (b-a)3(M-m)
180 o 125

bulunur. (3.59) kullanilarak (3.58) elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

<-(b—a)(M—m)

Teorem 3.3.12 X [a, b],a < b, aralig1 lizerinde tanimli siirekli rasgele degisken ve X

in olasilik yogunluk fonksiyonu, f, [a, b] de mutlak siirekli olsun.

i) f' € Lo [a, b] ise bu takdirde

|6~ EQONE®) —al - 0?0 - & < e, - @), (B.6D)
ii) f' € L,[a, b] ise bu takdirde
|6 — ECONEC) = al = 02 (0) = ] < 221711, (b - a)? (3.62)

dir. (Barnett ve Ark. 2002).

Ispat: i) (3.42) de verilen pre-Chebychev esitsizligini hatirlayalim.

— [ h(t). g(t)dt —— [ h(t)dt.ﬁffg(t)dd (3.63)

1/2
< 20— Wl [ [y - (5 [F o) |
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idi. Burada h, g: [a, b] = R fonksiyonlar1 [a, b] lizerinde 6lgiilebilir, igerikteki tiim
integraller mevcut ve sonlu olmak iizere h mutlak siirekli ve h' € Ly[a, b] dir. Bu

durumda eger h(t) = fg(t) ve g(t) = (t — a)(b — t) segilirse

(b-a)* a)

f (t—a)(b—1).f(t)dt -

L — ! ; _ 2 1 _ 3 !
< b= ) If ez b - @) = 2= - Pl
oldugu goriiliir. (3.59) esitsizligi kullanilarak (3.61) esitsizligine ulasilir.

ii) Teoremin ikinci kismini ispatlamak i¢in

[V R(6). g(6)dt — == [ h()dt.—= [ g(t)dt| (3.64)

1 , 1 b 1 211/2
<20 -0 Wl [ [ de - (5 7 gar) |
ile verilen pre-Lupas esitsizligini dikkate alalim. Bu esitsizlikte eger h(t) = fg(t) ve
gt) = (t —a)(b —t) segilirse

=1L e = @) — ). F(©)de -

(b— a)

V5

<-(b =) lIf .57z (b — @)% = 2= (b = a)*lIf Il

oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

3.4 Yiiksek Mertebeden Momentler icin Esitsizlikler

Bu kisimda reel sayilarin bir alt aralig1 lizerinde diferansiyellenebilir konveks, agirlikli
konveks ve Quasi-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli integral
esitsizlikleriyle ilgili bazi ifadeler verilerek siirekli rasgele degiskenlerin yiiksek
mertebeden momentleriyle ilgili bazi esitsizlikler tiiretilecektir. Bilindigi lizere /IS R

bir aralik, a,b € I°, a < b ve f:1 - R fonksiyonu I° {izerinde konveks olmak iizere

a+b 1 b fla)+f(b)
f(58) <5507 f(ode < KO

2

esitsizligi Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir. Bu esitsizlikle ilgili olarak

%f(a)+f(b) 1

f( 5 b—a))

a+b)——.|-f(x)dx ve

T j f(x)dx

ifadeleri i¢in bir st sinirin belirlenmesi olduk¢a dnemlidir. Bu durumda asagidaki

Lemma ile ise baslayabiliriz.
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Lemma 3.4.1 a,b €1° a <bolmak iizere f:I°c R — R fonksiyonu (a,b)
tizerinde diferansiyellenebilir olsun. Eger f'e L [a,b] ise bu takdirde

a+b

j fde= (=)

b— a)s,
(3.65)

1/2

=(b- a){ jrf (ta+(1- t)b))dt+'|‘(t Df'(ta+(1—£)b))dt

172
esitligi gergeklenir (Kirmaci, 2004).
Ispat: Kismi integrasyon uygulanarak

1/2

j tf'(ta+(1-1)b))dt + j (t -1 f"(ta+(1—1)b))dt

1/2

_ f(ta +(1_t)b))t

1/2

_“f [(ta+(1-0b))

a-b o dik a—-b
+f(ta+(1—t)b)) : J-f(ta+(l t)b))
a-— 1/2

a+b

)

oldugu goriiliir. Buradan x =ta+ (1—¢)b degisken degisimi yapilarak (3.65) esitligi

saglanir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.4.1 f:1° c R — R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere

a,b € I°, a < b olsun. Eger | f '| fonksiyonu [a,b] de konveks ise bu takdirde

a+b

j S f(=

+1'(®)|] (3.66)

(b-a)s,
esitsizligi gerceklenir (Kirmaci, 2004).

Ispat: Lemma 3.4.1 ve | f ’| fonksiyonunun konveksliginden

a+b

‘ jf() - /( >‘

=|(b—a) lf tf'(ta+(1-£)b))dt + j (t=1)f"(ta+(1- t)b))dt}

1/2

<(b-a) lf }

172
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<(b-a) j (# —t)t\f(a)+(1 0% If(b)l\dt}
<L @+ o)
elde edilir, burada
Ufzdz 1_/[2(1 ftdt = j (-t)tdt =— ve j (-1)’dt =

1/2 1/2

oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 3.4.2 f:1° c R — R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere

a,b €1°,a < bolsun. Eger |f’|p/(p71) fonksiyonu [a,b] de konveks ise bu takdirde

a+b
(b—a )If(X)d f( )
- 4 v p/(p-1 pl(p-1 pl(p-1)
) 16a(1?+1] {(V( sl )) (3.67)
+(3 "(a |1U/(1D—l)+3 |p/(p_1))p/<p1):|

esitsizligi gerceklenir (Kirmaci, 2004).

Ispat: Lemma 3.4.1 ve Holder integral esitsizliginden %+% -1 olmak iizere

a+b

‘(b_ )jf()d - /( >‘

<(b-a) j

[lf t"dtj [lﬁ f'(ta+(1-1)b))’ dtj
+U -1 dtj { | '(ta+(1-1)b))|' dzj

1/2

—1)b))| dt}

<(b-a)

elde edilir. Buradan | Jals

, q >1, fonksiyonunun [a,b] agaliginda konveks oldugu

dikkate alinirsa
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1/2 [ q ' q
[ e q} @) +83|f (b)) (3.68)

vE
1 1 ' q
[ 1/ a+q-opy|'dr < J[t 3@+ (3.69)
1/2 1/2 8
oldugu goriiliir. Ayrica

1/2 1 , 1 » 1

p = — = — e
! tdt—l_/|.2|t 1| dt 1/jz(l 1) d T (3.70)

oldugu kolayca goriiliir. (3.68)-(3.70) ifadeleri birlestirilerek istenilen sonug elde edilir

ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.4.1 f:1° c R — R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere

a,b €1°,a < b olsun. Eger |f’|p/(p_1) fonksiyonu [a,b] de konveks ise bu takdirde

b—al 4 "t .,
< 4a(p+1] [(|f(a)|+

esitsizligi gerceklenir (Kirmaci, 2004).

a+b

‘ jf() (=)

: 1'®)) (3.71)

Sonu¢ 3.4.2 f:1° c R — R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere

a,b €1°,a < bolsun. Eger |f'|",g >1 fonksiyonu [a,b] de konveks ise bu takdirde

a+b
2 (b— )

jfuw

‘f( ; . J (3.72)

b—apr@F+

esitsizligi gerceklenir (Pearce ve Ark. 2000).

Lemma 3.4.2 /< R bir aralik a,b € [ ve a < b olmak lizere f:I - R fonksiyonu

1° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger f' e L [a,b]ise bu takdirde

f(x )_ﬁj f(u)du =(b— a)j p(6)f(ta+(1—-1)b)dt (3.73)

dir, burada her x €[a,b] igin
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p(t) =

r—1, te(b_x,l}
b—a

dir (Alomari ve Ark. 2010).

Teorem 3.4.3 IS R bir aralik a,b € [ ve a < b olmak ilizere f:I — R fonksiyonu

1° {izerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f' e L,[a,b] olsun. Eger | f ’| fonksiyonu

[a, b] tizerinde Quasi-konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢cin

‘f( )—ﬁ j S (w)du .
L(b-a) (x=a)’
oo (max{ }) oo (max{ ®))

esitsizligi igerceklenir (Alomari ve Ark. 2010).

Ispat: Lemma 3.4.2 ye gore | f ’| fonksiyonu [a, b] de Quasi-konveks oldugundan

‘f( >—(bf) j S (@)du
Ttmax j (1- t)max }
<(b- a)max | br tdt+(b—a) max |

0 b—

Q‘ ‘

(o) L}

2(b

W)+ & " )(max{

elde edilir ve boylece teorem ispatlanmis olur.

})

Sonug 3.4.3 Teorem 3.3.2 in sartlar1 altinda x = (a +b)/2 alinirsa bu durumda

a+b

& (b_ | Jf(x)dx

<”T>[m{

esitsizligi gerceklenir (Alomari ve Ark. 2010).

(3.75)
a+b +b

O+ max %

i
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Teorem 3.4.4 IC R bir aralik a,b € ve a <b olsun. f:] > R fonksiyonu I°

lizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere eger | f'|", ¢ > 1, fonksiyonu [a,b]

agaliginda Quasi-konveks ise bu takdirde

‘—ff(x)d f(“bj‘
<2l orf] o

esitsizligi gergeklenir (Alomari ve Ark. 2010).

(3.76)

a+b a+b

A

]

Diger taraftan Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi ile ilgili olarak asagidaki

ifadeleri verebiliriz:

Lemma 3.4.3 /S R bir aralik a,b € I ve a < b olmak iizere f:I - R fonksiyonu

1° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger f’ € L [a,b]ise bu takdirde

f@+f) 1 .
Y o, j F(x)dx =

(3.77)

dir (Dragomir ve Ark. 2000).

Teorem 3.4.4 f:1° c R — R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere

a,b € 1°,a < b olsun. Eger | f ’| fonksiyonu [a,b] de konveks ise bu takdirde

f@+fb) 1 ¢
: o j f(x)x| <

+ )] (3.78)

esitsizligi gerceklenir (Dragomir ve Ark. 2000).
Teorem 3.4.5 f:1° c R — R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere

a,b €1°,a < bolsun. Eger |f’|p/(p_1) , p >1, fonksiyonu [a,b] de konveks ise

|f(a)+f(b)_ 1
2 (b—a) :!.f(x)dx
pl(p-1) (379)
<b;a L p/(p-1) |f'(a)|p/(p_l) +|fr(b)|p/(p_])
-2 (p+l 5

esitsizligi gerceklenir (Dragomir ve Ark. 2000).
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Teorem 3.4.6 f:1° c R — R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere

a,b € I°  a < b olsun. Eger | £'I", g >1, fonksiyonu [a,b] de konveks ise bu takdirde

f@+r) 1 b-af|r @[ +|r o) ]
. = j S <= : (3.79)
esitsizligi gerceklenir (Pearce ve Ark. 2000).
Ispat: Lemma 3.4.3 ten
|f(“);f(b) - (bia) [ £(x)ax| < b;a [[1=21|1"ta+ - )b)| e (3.80)

ve power-mean esitsizligi dikkate alinirsa

1

[l1=24|f"(ta+ 1 =1)p)|dt < (j|1—2z|drj [ [l1-24

f'(ta+(1-1)b)|’ dtJ

yazilabilir. | f '|q fonksiyonu [a,b] de konveks oldugundan

[[1=2e]| f'ta+ @ -0pp)f ar < [J1- 2t|[t| f@)|" +01-0) f’(b)|q]dt
_ /(@ +| /')
4

1
oldugu goriiliir. _Hl - 2t| dt =1/2 olacagindan (3.80) esitsizliginden
0

f@+rp) 1
2 (b—a)

olup istenen sonug elde edilmis olur.

[ f(x)ax

a

§ b—a(ljll/q |f!(a)|q +|f!(b)|q
2 \2 4
Uyan 3.4.1 Eger Teorem 3.4.6 da ¢ =1 alinirsa Teorem 3.4.4 ve g=p/(p—1)

almirsa Teorem 3.4.5 in elde edildigi kolaylikla goriiliir.

Bu kisimda amacimiz agirliklt Midpoint formiilii ve trapezoidal formiilii kulanilarak
hata teriminin bazi tahminleri verilecek ve daha sonra da siirekli rasgele degiskenlerin
yiiksek mertebeden momentleriyle ilgili uygulamalar ortaya konulacaktir. ilk olarak
agirlikli Midpoint formiiliinii kullanarak tahminlerde bulunulacaktir. Bunula ilgili

olarak oncelikle asagidaki lemmay1 verebiliriz.
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Lemma 3.4.4 IS R bir aralik a,b € I ve a < b olmak lizere f:I — R fonksiyonu

1° {izerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve #4:[a,b] —> [0,00)diferansiyellenebilir bir

doniisiim olsun. Eger f' € L(a,b)ise bu takdirde asagidaki esitlik saglanir:
1
fTa)+fQOh() hdﬂf(a+b) I (liﬁa b) f(lifa lilbj
2 0 2 2
x| I’ 1“ l—tbj+h’£1—t 1+tbj dt
2 2 2
1
“J’ (1” _tbj—h(l;’a+libj+h(b)
4 2 2

1+¢ 1-¢ 1—¢ 1+¢
—f'l—a+—>b |+ f'| — b ||dt
{f(zazjf(zazﬂ

Ispat: Kismi integrasyonla

ol (1+1 -t 1+t 1+t 11—t
A——J{ (—a bj h(Ta - 4 j h(b)} f(7a+7b]dt
_ 2 {h(lﬂﬁl—th_h(l;tHﬂb}h(b)} f(ljaﬂ;’bj

2 2 2 2 2 ),
_ﬁa—tﬂ{jf(1+t 1= zbj {W(li£a+l:£bJ+h(l:£a lifb)}{}
2 3702 2 2 2 2 2
= {h(a)f(a) f(“bjh(b)}

+jf M e 2 [ e I e[ 2 o | |
2 472 2 T2 2 T2
Ve

1
B:j[h(lia+l;’bj—h(l;’a libj h(b)}f’(ﬁa libjdz
"7 2 T 2 T
__2 h(liﬁl;tb)_h(l;f ﬂbJ Hb) Xf(l;fa ﬂbj
2 T 2 T 2 T

b—a

) jf(l_ta+l+tbjx h’(lia - tbj h(l;ta ﬂb] dt
2 2 2 T 2 7

1

0

51



- i{h(a)f(b) —f(“ th jh(b)}
a 2

1
+jf(1;fa+ﬂbjx h'(liﬁﬁbjm'(l;’mlﬂbJ dt
I\ 2 T 2 T

oldugu goriiliir. Bu nedenle

b-a S@rf®), a+b
-ﬁI%A+B%=——3———Mw h@U{ 2j

e o)

0

MY RSN Y Rl SR | P
2 2 2 2

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.4.7 IS R bir aralik a,b € [ ve a < b olmak tizere f:I — R fonksiyonu
1° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve g:[a,b]—)[O,OO) stirekli, pozitif ve
(a+b)/2 ye gore simetrik bir fonksiyon olsun. Eger | f '| fonksiyonu [a, b] iizerinde

konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

| f(x)g(x)dx—f(a—;b) [ gy < b%a[lf'(a)l B[ M(g:abtde (3.81)

esitsizligi gerceklenir (Hwang, 2014). Burada

L(a,b,t)
M(gabt)= [ gx)dx,

0

L(a,b,t) :l%taJrl—;tb ,

U(a,b,t)zl—;ta+l%tb.

Ispat: Lemma 3.4.4 te Vt € [a, b] icin h(t) = _[ g(x)dx alinirsa bu takdirde
0

b—a 1+t  1-t¢ -t 1+¢
y I{f( et bj+f(7a+7bﬂ

0

x{g(l%ta+l—;tbj+g(l—;ta+l—;tbﬂdt
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1
_b—aI
4 0 a U(a,b,t)

1+¢ 1—t¢ 1—1¢ 1+¢
—f'|—a+—>b |+ f'| —a+—0>b ||dt
x{‘f( 2 " j f(:z 5 j}

yazilabilir. g:[a,b]—)[O,oo) fonksiyonu (a+5b)/2 ye gore simetrik bir fonksiyon

L(a,b,t) b
l: J. g(x)dx+ J. g(x)dx:l
(3.82)

oldugundan
b;aﬂf(l;twrl;tb}rf(l_;ta 1;tbﬂ
x{g(l§£a+l§£bJ+g(l§— +l§£b1}h
. g(l+ta+1;tbjdt
+b;af(1;ta+l—£tbjg(l;ta I;tbjdt

:jﬂ@ﬂ@ﬂ+jf@g@ijﬂ@g@ﬂ

a+b

(3.83)

2
L(a,b,t) b

veher Vt € [0,1] icin j g(x)dx = j g(x)dx yazilabilir. (3.82) ve (3.83) ten

a U(a,b,t)
fGiz lt@

-t 1+t
a+——1> |dt

(el
yazilabilir. | f '| fonksiyonu [a, b] tizerinde konveks oldugundan

1+t 1-¢ -t 1+t
| —a+—0> | —a+—> |dt
f(za 2 J f(za 2 J

1+¢ , 1+¢

<IM(g,abt)( f'(a)+ \f Udt (3.85)

=[I/"(a)+

yazilabilir. (3.84) ve (3.85) ifadeleri birlestirilerek (3.81) esitsizligi elde edilir ve

dt
(3.84)

jﬂmamw.ﬂ——ﬁamw

<—{JM(g,a b,t)

+IM(g;a,b,t)
0

jM(g;a,b,t)

1
dz+jM(g;a,b,z)
0

1-t, , 1-
Fla)+ =5t m) 5

b)] j M(g;a,b,t)dt

bdylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
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Uyar1 3.4.2 Teorem 3.4.7 de 6zel olarak g(x)=1 alinirsa (3.81) esitsizliginin (3.66)

esitsizligine doniistiigii kolaylikla goriiliir.

*,q>1, fonksiyonu

Teorem 3.4.8 Teorem 3.4.7 nin kosullar1 saglansin. Eger | f

[a, b] Uzerinde konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

jﬂ@ﬂmw_ﬂ——ﬁmww

.

b—
<

1@ ]Uq jM (g:a,b,0)dt

(3.86)
esitsizligi gerceklenir (Hwang, 2014).

Ispat: (3.84) esitsizligini siirdiirerek ve Holder esitsizligini kullanarak

q 1/q
dt]

J g FED g

b—al _ 1-1/g
< j (M (g;a,b,0)dt)

0

jM(g,a b,1)

1+1 1—¢
+—>b
f(za 2 j

| 1/q
+[(M(g;a,b,0)dr)" ”q[IM(g,abt)fL%t ﬂbj d]
0
1 q Vg
b—a ) 1 /g 1+1¢ 1—1¢
e !(M(g,a,b,t)dt {[IM(g,abt)f( . a+7bj dt]
(3.87)
1/
. j.M( a,b,1) f’(l—t libj dt q
) g: s Uy 2 2
oldugu goriiliir. Power-Mean esitsizligi dikkate alinirsa
1 ve 1-c )" t 1+t h
+ - +
M(g.a,b,t)|f| —a+——0>b | dt M(g;a,b,t —a+—>b || dt
(!(ga )f(2a+2 j J [j(ga )f(2a . j J
1/q
1 e 1oty ! -t 1+t ! J
<24 \ M(g:a,b,t —a+— + ' —a+— t
l(g W e r| e+
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esitsizligi yazilabilir.

I",g>1, fonksiyonu [a, b] iizerinde konveks oldugundan

1-1¢ 1+1¢
+|f +—>b
‘f(2 2 j

q
(ﬂag;rbj
2

1-1¢
f\T

(o)

oldugu goriiliir ve boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

f’bq+l;t (a) +1=E
(5) (a)

1+t
> ;

7o)
:‘f a‘ +

Uyar1 3.4.3 Teorem 3.4.8 de 6zel olarak g(x)=1 almirsa (3.81) esitsizliginin (3.72)

esitsizligine dontistiigii kolaylikla goriliir.

Teorem 3.4.9 Teorem 3.4.7 nin kosullar1 saglansin. Eger ‘ f " fonksiyonu [a, b]

tizerinde Wright-konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

<

[ f()g(x)dx- f(—) j g(x)dx

[If (@)|+] /' ®)] j M(g;a,b,0)dt  (3.88)
esitsizligi gergeklenir (Hwang, 2014).

Ispat: Teorem 3.4.7 nin ispatindaki (3.84) esitsizligini dikkate alalim. Bu durumda

‘ f " fonksiyonu [a, b] tizerinde Wright-konveks oldugundan

a+b .}

) j g(x)dx

'a,b,t){f’(l%ta 1= tbj

b)\]jM(g;a,b, t)dt

(x)g(x)dx = f(

(ﬂm”’bjudz
D)

b—a
<= 1%

a)‘+ f

oldugu goriiliir ve boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 3.4.10 Teorem 3.4.7 nin kosullar1 saglansmn. Eger |f'|",g>1, fonksiyonu

[a, b] tlizerinde Wright-konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] igin

<(b-a [

(3.89) esitsizligi gerceklenir (Hwang, 2014).

a+b

Tf(x)g(x)dx—f( ) j g(x)dx

/g 4
} [M(g:a,b,0)dt
0
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Ispat: Teorem 3.4.7 nin ispatindaki (3.87) esitsizligini dikkate alalim. Bu durumda

",q =1, fonksiyonu [a, b] iizerinde Wright-konveks oldugundan

|f _ta 1+tj

oldugu goriiliir ve boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

1+t

{55

<l (@) +|r @)

Teorem 3.4.11 Teorem 3.4.7 nin kosullar1 saglansin. Eger ‘ f " fonksiyonu [a, b]

tizerinde Quasi-konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

J rgeods- f (20 gords

b—a +b
© {max{ )}+max{

esitsizligi gerceklenir (Hwang, 2014).

(3.90)
a+b

)‘HJM(g,a b,t)dt

Ispat: Teorem 3.4.7 nin ispatindaki (3.84) esitsizligini dikkate alalim. Bu durumda

‘ f " fonksiyonu [a, b] tizerinde Quasi-konveks oldugundan her t € [0,1] igin

'(lia+1;tb) < max a+b)
2 2

e S

oldugu goriiliir ve boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

ve

Uyan 3.4.4 Eger Teorem 3.4.11 de ‘ f " fonksiyonu azalmayan ise bu takdirde

a+b

[ F()g(x)dx-

{|f (b)]+ ‘f(

1
} )| [ M (g:a,b,t)dt
0

esitsizligi ve | f '| fonksiyonu artmayan ise bu takdirde

a+b " a+b

<

j S(Ngx)dx = f(—=) j g(x)dx

{|f< |+ ‘f(

1
}jM(g;a,b,t)dt
0

esitsizligi gerceklenir.
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Sonu¢ 3.4.4 Teorem 3.4.7 nin kosullar1 saglansin. Eger | f '| fonksiyonu [a, b]

e

tizerinde Quasi-konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in
e et
max + max
4
esitsizligi gergeklenir (Hwang, 2014).
Uyar 3.4.5 Eger Sonug 3.4.4 de | f '| fonksiyonu azalmayan ise bu takdirde
a , a+b
<22l et

esitsizligi ve | S/ '| fonksiyonu artmayan ise bu takdirde

{|f< )|+ ‘f(“*b ‘}

a+b a+b

j fx)dx - f(——)|<

a+b

j f(d = f (=

a+b

J Sx)dx—f(

esitsizligi gergeklenir.

*,q>1, fonksiyonu

f!

[a, b] tzerinde Quasi-konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

Teorem 3.4.12 Teorem 3.4.7 nin kosullar1 saglansin. Eger

a+b

4 i

[ FgCode= (=) j g(x)dx

[mefrorlef]] Eﬂm{

esitsizligi gerceklenir (Hwang, 2014).

s ‘ H J.M(g;a,b,t)a’t

,q =1, fonksiyonu {iizerinde

Ispat: Teorem 3.4.10 daki esitsizligi dikkate alahm. ||’

e et
(iortya] smmfror et

oldugu goriiliir ve boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Quasi - konveks oldugundan her t € [0,1] i¢in

,a+b

ve

,a+b
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Simdi 0<a<b, r €R ve X rasgele degiskeni g:[a,b]—)[0,00) stirekli olasilik

yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir rasgele degisken olsun. g:[a,b] —)[O, oo)

fonksiyonu (a+5b)/2 ye gore simetrik ve X rasgele degiskeninin r —yinci momenti

b
E.(X) = [ t'g(t)dt
ile gosterilsin. Bu durumda agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.4.13 0<a <b, 7 = 2 olmak lizere

E,(X)—(a;bj

b— il
Sr( 4a)[a "+b 1}

esitsizligi gerceklenir (Hwang, 2014).

ispat: [a,p] de f(t)=t',r=2, alalim. Bu takdirde ‘ f '(t)‘ =rt"" konveks oldugundan

her t € [0,1] i¢in

(a+b)/2 (a+b)/2

[fegdx=E,(X) ve [ M(gia.b.dx< | g(x)dx=1/2

a

oldugundan
a+b a+bY ,
5 )(552) e bt

yazilabilir. Boylece istenilen sonug elde edilir.

f'(b)=r[a+p]

Teorem 3.4.14 0<a<b, 7 = 1icin

- (52t (es2) o]

2
esitsizligi gerceklenir (Hwang, 2014).

ispat: [a,b] tizerinde f(¢)=t",r =1, alalm. Bu takdirde ‘ f '(t)‘zl”trfl fonksiyonu
azalmayan ve Quasi-konvekstir. Uyar1 3.4.4 deki esitsizlik dikkate alinirsa Teorem

3.4.13 ten istenilen sonug elde edilir.

Uyari 3.4.6 Teorem 3.4.14 te eger r=1 alinirsa bu takdirde

(b-a)
2

a+b
2

<

‘E(X)—
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esitsizligi gerceklenir (Hwang, 2014).
Simdi de agirlikli trapezoidal formiilii kullanarak bazi tahminler elde edilecektir.

Bunula ilgili olarak bu kisimda 6nemli bir rol oynayacak asagidaki lemma verilebilir.
Lemma 3.4.5 [C R bir aralik a,b € [ ve a < b olmak iizere f:I - R fonksiyonu
1° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve 4:[a,b] — [0,00) diferansiyellenebilir bir
doniisiim olsun. Eger ' e L(a,b)ise asagidaki esitlik saglanir (Hwang, 2011):

b

%[(h(b) —2h(a)) f(@)+h(b) f (b) |- [ f (xJ' (x)dx

a

1
Jboag 2}{1” 1_tbj—h(b) xf'[ﬂﬁﬁbjdz
272 2 2

+j{2h(12t L L j h(b)} f’(l—;ta ﬁbjd

Ispat: Kismi integrasyonla

1 1+t 1 1+t 11—t
C-![zh(T +7bj h(b)}xf(TcHTbjdt

2 1+¢ 1 1+¢ 1-¢
:b_a{{Zh(T +TbJ h(b)}xf(Tmej
1+t 1 t 1+¢ 1-¢
—~(a- b)jf[ . bj h(7a+7bjdt}

Z[h(b) — 2h(a)]
B b—a

+,,fa{[%(“;bj—h(b)}f(a;b]—bfa _fo(x)h’(x)a’x

/()

%S

D- ﬂzh[%a 1;’ ]—h(b)}f’(%a %b}dt

2 1+1¢ 1-1 -t 1+t
_b_a{|:2h(7a+7bj_h(b):|xf(7a+ ) bj

_(b—a)j‘f(l% %bj I (lziﬁ”Ttbjdz}

0
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2h(b)f(b) a{[zh(a;bj—h(b)}f(ﬁbj . ff(x)h'(x)dx

oldugu goriiliir. Bu nedenle

2[h(b)— 2h(a)]
b—a

b—a Zh(b)

(C+D)= 4“{ fl@)+ == f(h) = jf(x x)dx}

- %[[h(b) —2h(a)] f (@) + h(b) £ (b) - | f(x)h’(x)dx}

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.4.15 /< R bir aralik a,b € I ve a < b olmak lizere f:I - R fonksiyonu
1° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve g:[a,b] —)[O, oo) stirekli, pozitif ve
(a +b) /2 ye gore simetrik bir fonksiyon olsun. Eger |f '| fonksiyonu [a, b] tizerinde

konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

f(a)+f(b)
[— j g(x)dx— j S()g(x)dx
1 U(ab,t) (391)
@] | el
0 L(ab,t)
esitsizligi gerceklenir (Hwang, 2011).
Ispat: Lemma 3.4.5 te Vt € [a, b] igin h(r) = .[ g(x)dx alinirsa bu takdirde
0
+ f(b)]
‘M [ g(x)dx - jf(x)g(x)dx
1
jzh(ﬂa L 1”a+ﬂbj dt
2 2
: . | : (3.92)
J-2h(—ta LRy —ta ibj‘d
0 2

yazilabilir. g:[a,b]—)[O, oo) fonksiyonu (a +b)/2 ye gore simetrik bir fonksiyon
oldugundan her t € [0,1] i¢in
Ula,b.t)

‘2;{1; 1—b h(b)‘ g(x)dx

L(a b.t)

60



Ve

U(u )
‘2;1(12161 e, h(b)‘ 2 (x)dx (3.93)

L(a,b,t)

yazilabilir. (3.92) ve (3.93) ifadelerinden

MJ (x)dx - j F()g(x)dx

b—a |7 1+1  1-t
< g(x)dx |x f’(—a+—b}
4 {‘([(L(a":h,t) 2 2
1(U(ab,t) _
+j( | g(x)dex f’(l—ta lej dt
0\ L(a,b,t) 2 2
yazilabilir. | f '| fonksiyonu [a, b] tizerinde konveks oldugundan
1 (U(abt) Ua,b.t)
j j g(x)dx xf’(lia Lafl jdt+j .[ g(x)dx |x ’(l—t 1+tbj
0\ L(ab.t) 2 2 2 2

L(a,b,t)
1/ U(apt) _ _
SI( J g(x)dx] Sl S @ o)

dt

(3.94)

dt

0\ L(a,b,t) 2
1 U(a.b.t)
=[|r' @GN [ edxdr (3.95)
0 L(a,b,t)

yazilabilir. (3.94) ve (3.95) ifadeleri birlestirilerek (3.91) esitsizligi elde edilir ve

bdylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
Uyar1 3.4.7 Teorem 3.4.15 te 6zel olarak g(x) =1 alimursa (3.91) esitsizliginin (3.78)

esitsizligine dontistiigii kolaylikla goriliir.

Teorem 3.4.16 Teorem 3.4.15 in kosullar1 saglansmn. Eger |f'|",g>1, fonksiyonu

[a, b] Uzerinde konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

b)] 4 b
Mfg(x)dx— [ £()g(x)dx
;)_ “ g L Utaba) (3.96)
<A@ lref [ s
0 L(abyt)

esitsizligi gerceklenir (Hwang, 2011).
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Ispat: Teorem 3.4.15 in ispatindaki (3.94) esitsizligini siirdiirerek ve Holder integral

esitsizligini kullanarak

b b
] [grydx—[ f(x)g(x)dx
h—g || L(v@o Ve U aba
< j [ j g(x)dx]dt x j ( j g(x)de

4 0\ L(a,b,t) 0\ L(a,b,t)

1-1/q Vg

U(a,b,t) 1 U(a,b,t) _ q

[ et X[ [ g0de f’(ﬂmubj di
L(a,b,t) 0\ L(a,b,t) 2 2

‘[f(a)+ f(b)
2

1/q

=<

dt

1+1¢ 1—1¢
"—a+—>
”f( 2 2

1-1/q l/gq
. 1( U(a,b,t) 1( U(a,b,t) _ q
cb-a | | sd | | s f’(li’ml—tbj di
4 0\ L(ab.t) 0\ L(abt) 2 2
1 (U(abt) 1—¢ 147 ) g
+ j j g(x)dx f’(—a+—bj‘ dt (3.97)
0\ L(a,b,t) 2 2
oldugu goriiliir. Power-Mean esitsizligi dikkate alinirsa

@ 1/q
4

1-¢ 1+¢
""—a+—5>b
r{Frers)

1 U(ab,yt) .
I( ] g(x)de f’(ﬁml—tbj
0\ L(a,b,t) 2 2
1 U(a,b,t)
+ j[ j g(x)dx}
0\ L(a,b,t)
1{ U(ab,)
<2 j{ j g(x)dx]
0\ L(a,b,t)
fl

1+1¢ 1-1¢
"N"—a+—5b
(Htas i)

(3.98)

q 1/q
4

-t 1+t
+f'| —a+—>b
e

1+¢ 1-t Y
"—a+—>b
r(Htatshs)

q 1/q

*,q>1, fonksiyonu [a, b] iizerinde konveks oldugundan

q
+|f’(1;ta+1%tbj

esitsizligi yazilabilir.

q

2

=|/(a@) +|1(®) (3.99)
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oldugu goriiliir. Boylece (3.97)-(3.99) nin birlesimiyle teoremin ispat1 tamamlanir.

Uyari 3.4.8 Teorem 3.4.16 da 6zel olarak g(x) =1 alinirsa (3.96) esitsizliginin (3.79)

esitsizligine doniistiigli kolaylikla goriiliir.

Teorem 3.4.17 Teorem 3.4.15 in kosullar1 saglansin. Eger ‘ f " fonksiyonu [a, b]

tizerinde Wright-konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

b b b
w [ g(dx [ r(g(a
‘ ‘ (3.100)

1 U(ab,)

SO | gtoded

0 L(abyt)

<@l

esitsizligi gerceklenir (Hwang, 2011).
Ispat: Teorem 3.4.15 nin ispatindaki (3.94) esitsizligini dikkate alalim. Bu durumda

| f '| fonksiyonu [a, b] tizerinde Wright-konveks oldugundan

b b b
‘M [ g - [ fogax

_ 1 [ U(ab,t) _
Sb 4 I[ I g(x)dx}x[f’(lia+l—lb]
4 0\ L(a,b,t) 2

2
b-a
4

+

(1=t 1+¢
f (Ta +Tb)‘:|dt}

U(a,b,t)

[|_f'(a)|+|f'(b)m:: [ g(x)dxat

L(a,b.t)

<

oldugu goriiliir ve boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 3.4.18 Teorem 3.4.15 in kosullar1 saglansin. Eger | f1",q>1, fonksiyonu

[a, b] tizerinde Wright-konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

b b b
‘—[f D SON oyt oz

(3.101)

g(x)dxdt

b-al @[ 4wl ] e
<t Lol

0 L(a,b,t)
esitsizligi ger¢eklenir (Hwang, 2011).
Ispat: Teorem 3.4.16 nin ispatindaki (3.97) esitsizligini dikkate alalim. Bu durumda

|

?,q>1, fonksiyonu [a, b] iizerinde Wright-konveks oldugundan
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1 q
|f -t Let j

oldugu goriiliir. (3.97), (3.98) ve (3.102) ifadeleri birlestirilirse istenen esitsizlik

<|f'(a) +|1 () (3.102)

saglanir ve teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 3.4.19 Teorem 3.4.15 in kosullar1 saglansin. Eger | f '| fonksiyonu [a, b]

tizerinde Quasi-konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

[f(a)+f(b)j () jf(x)g(x)dx (3.103)

1 U(abt)
b }+max{|f ®)|, ‘f("*b)mj g (x)dxdt

L(a,b,t)

Sb_a{max{
2

esitsizligi gerceklenir (Hwang, 2011).

Ispat: Teorem 3.4.15 in ispatindaki (3.94) esitsizligini dikkate alalim. Bu durumda

| f '| fonksiyonu [a, b] tizerinde Quasi-konveks oldugundan her t € [0,1] igin

‘f’(l%taﬂ%tbj Smax{|f’ “”’)‘}
ve
a+b)‘}

1-¢ 1+1¢
"N — b || < max
‘f(z" 2j {

oldugu goriiliir ve boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Uyar 3.4.9 Eger Teorem 3.4.19 da | f '| fonksiyonu azalmayan ise bu takdirde

1 U(a,b,t)
} j j g(x)dxdt
0

L(a,b,t)

a+b
<

b b
‘M [ g(oyax— {|f b))+ ‘f(

j f(x)g(x)dx

esitsizligi ve ‘ f " fonksiyonu artmayan ise bu takdirde

< a+b

V0110,

1 Uf(a,b,t)
{If()l ‘f( }j [ g@)dxar

L(a.b.t)

jf(x)g(x)dx

esitsizligi gergeklenir (Hwang, 2011).
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Teorem 3.4.20 Teorem 3.4.15 in kosullar1 saglansin. Eger |f'|",g>1, fonksiyonu

[a, b] tzerinde Quasi-konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

b
MJ (¥)d - j F()g(xd

(el e} mfror

esitsizligi gerceklenir (Hwang, 2011).

Lb-a) (3.104)

(b-a)
4

91y Uiab
prath ‘ H [ | et
0

L(a,bt)

Ispat: Teorem 3.4.16 daki (3.97) esitsizligi dikkate alalim. Bu durumda

fonksiyonu Quasi-konveks oldugundan her t € [0,1] i¢in

(1+t 1-¢ Y
(TMTz;J Smax{ } (3.105)

, u 1+¢ a+b
( 5 5 bj { )” (3.106)

oldugu goriiliir. Bu durumda (3.97), (3.98), (3.105) ve (3.106 ifadeleri birlestirilirse

,a+b

ve

(3.104) esitsizliginin saglandig1 goriiliir ve bdylece teoremin ispati tamamlanmais olur.

Daha 6nce verildigi gibi 0<a <b, r € R ve X rasgele degiskeni g:[a,b] —>[0,oo)
stirekli olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir rasgele degisken olsun.
g:[a,b] —)[O, OO) fonksiyonu (a+b)/2 ye gore simetrik ve X rasgele degiskeninin
r —yinci momenti

E,(X) = [, t"g(®)de
ile gosterilsin. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.4.21 0<a <b, r = 2 olmak lizere

.Y
2|

£ ()~ OO ]

esitsizligi gergeklenir (Hwang, 2011).
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ispat: [a,5] de f(t)=t",r 22, alalim. Bu takdirde ‘ f '(l‘)‘ =rt"" konveks oldugundan

her t € [0,1] icin

b U(a,b,t) b
[Fee@de=E,x) ve | gdvs[g(ndr=1
a L(a,b,t) a
oldugundan
a)+f(b) a +b
FOTTO 2 e @)l (e =r[a +7]

yazilabilir. Boylece istenilen sonug elde edilir.

Teorem 3.4.22 0<a<b, v = 1igin

a +b

B rb—a)| (a+b\™ |
E (X) 2‘34{(2j+b}

esitsizligi gergeklenir (Hwang, 2014).
ispat: [a,b] tizerinde f(¢)=t",r =1, alalim. Bu takdirde ‘ f '(t)‘ =rt"" fonksiyonu

azalmayan ve Quasi-konvekstir. (3.105) esitsizligi dikkate alinirsa Teorem 3.4.21 den

istenilen sonug elde edilir.

Uyari 3.4.10 Teorem 3.4.22 de 6zel olarak eger »=1 alinirsa bu takdirde

Lb-a)
2

a+b

‘E(X)— .

esitsizligi gerceklenir (Hwang, 2011).

Simdi Quasi-konveks fonksiyonlar i¢in Alomari, M.,ve Ark. (2010) tarafindan verilen

asagidaki esitsizligin agirhk fonksiyonunun (a+b)/2 ye gore simetrik olmasi

gerekmeyen durumlar i¢in bazi genellestirmeleri verilecektir.
Teorem 3.4.23 /< R bir aralik a,b € I ve a < b olmak lizere f:I - R fonksiyonu
1° {izerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f'e L(a,b)olsun. Eger ‘ f " fonksiyonu

[a, b] tzerinde Quasi-konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

L0
<b - {sup{v'(a) , f'(%)}ﬂup{v'(b) , f’(“;” )‘H (3.107)
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esitsizligi gerceklenir (Alomari, ve Ark. 2010) .

w:la,b] > [0, OO) fonksiyonunun siirekli bir fonksiyon oldugunu varsayalim ve bunun

birinci mertebeden momentini de &, ile gosterelim, yani

j).w(x)dx =1 ve a = j.x.w(x)dx (3.108)

a

olsun.
Lemma 3.4.6 Eger w:[a,b] —)[0,00) fonksiyonu (a +5)/2 ye gore simetrik ise bu

takdirde @, =(a+b)/2 dir.

Ispat: Iddianin dogrulugu

ix.w(x)dx = j-(b +a—x)wb+a—x)dx = j(b +a—x).w(x)dx

a

esitliginden kolayca goriiliir (Gavrea, 2015).

Lemma 3.4.7 f:[a,b] —» R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f'e L(a,b)

olsun. Bu takdirde

(I=y)a+pBy b
Hw,a, B,y)= j (x—ayw(x)dx— j (b—x)w(x)f (X)dx , a,pelab]
a (I=y)a+pBy

olmak tuzere

b

#{f(a)il (b- x)w(x)dx+ f(b)j: (x— a)w(x)dx} —J.w(x)f(x)dx

a

1
a,—a ,
- bl—a IH(w,a,al,y)xf (1-y)a+ay)dy
. (3.109)
a‘ [H(wa,b,9)x f'((1=)a, +by) dy
0
esitligi gergceklenir (Gavrea, 2015).
. 0, u<0 , .
Ispat: o(u)= {1 ! >0 Heavyside fonksiyonu olmak tizere
, U2
b
f(x)—f(a)zfa(x—t)f’(t)dt (3.110)
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b
f)=fb)==[o(t—x)f"(t)t G.111)
esitlikleri saglanir. Bu durumda

j.(b—x)f(x)w(x)dx —f(a)i (b—x)w(x)dx = ( (b- x)w(x)dx]f (t)dt (3.112)

jz(x—a)f(x)w(x)dx—f(b)i(x—a)w(x)dx: [I(x a)w(x)dx] (t)dt (3.113)

esitlikleri ve buradan da

ﬁ{f (a) Jj (b—x)w(x)dx +f(b)j (x— a)w(x)dx} - j w(x) f(x)dx

1 b| t b ’
o L.:(x — a)w(x)dx —_!(b A x)w(x)dx+}f ()dt

=b1 ]l{[(x a)w(x)dx — j(b x)w(x)dxﬁ f'(t)dt
—dad

a

+b1a j ﬁ(x a)yw(x)dx — j(b x)w(x)dx+} £ (¢)dt

elde edilir. Son esitlikte birinci integral i¢in 7= (l—y)a+a1y ve ikinci integral i¢in
ise 1= (l—y)al +by alinirsa istenilen (3.109) esitligi saglanmis olur.

alinirsa (3.109) esitligi

Uyan 3.4.11 Eger w(x) = p 1

f@+/®) 1
—b_agfuxk

:b_a{—j.t.f’(lg—ta+17tb]dt+].tf(lib+1%tajdt} (3.114)

elde edilir (Gavrea, 2015).

a+b

Sonu¢ 3.4.5 Eger w(x) fonksiyonu orta noktasina gore simetrik ise

LRI L o) = [ (e (a0 00)ar - 319

esitligi saglanir (Gavrea, 2015).
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b b
Ispat: Iw(x)dx =1 ve J.x.w(x)dx =

a

a+b

oldugundan istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.4.24 a,b € I ve a < b olmak tizere f fonksiyonu [a, b] de tiirevlenebilir bir
fonksiyon ve f'e L(a,b)olsun. Eger ‘ f " fonksiyonu [a, b] tizerinde konveks ise bu

takdirde Vx € [a, b] i¢in

|/"(@)| A(a,b) +| £'(b)| B(a,b) (3.116)

[ W) f(x)dx = £ (a))| < p
" —da

esitsizligi gerceklenir, burada

A(a,b) = %J. (x —a,)’ w(x)dx —]l (x —a,)’ w(x)dx +2(b-a, )j (x—a,)w(x)dx

a

B(a,b) = %J.(x —a,)> w(x)dx —T (x—a,)* w(x)dx +2(a, - a)j (x —a,)w(x)dx

aq

dir(Gavrea, 2015).

Ispat:

F@)~f(a) = [oa—1)-ola 01" (¢}t (3.117)
esitliginden

J.f(x)w(x)dx —f(a)= J.U w(x)dx —o(a, - t)] f'(t)dt (3.118)

esitligi ve buradan da

b

jf(x) w(x)dx—f (@) < ﬁ{f’(a)zﬁwﬂ(x)dxa(al —t)j(b—z)dt

a

b(b
+f'(b)f( Jwndi-o(a —t)J(t—a)dt} (3.119)
esitsizligi elde edilir. Buradan da

(b - t)dt = TU. w(x)dx](b —-H)dt + j‘[j‘ w(x)dxj(b —t)dt

b

J

a

I w(x)dx —o(a, —t)

t

a a

__(-a) _Zal ) Jl w(x)dx + :‘j%w(x)dx + %{ w(x)dx — J: @W(x)dx
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= % ﬁ w(x)dx + j w(x)del

4

+—{|.(b a, +a, —x)> w(x)dx — J.(b a,+a, —x) w(x)dx}

aq

_%D (s=a) () | 5= s

a a;

—2(b-a) J. (x—a)W(x)dx+2(b—a )I (x—a )w(x)dx]

aq

= EJ. (x—a,)’ w(x)dx

q

2(b-a) j (x—a,)* w(x)dx+2(b—ay) j (x— al)w(x)dx}_A(a b)

oldugu goriiliir. Benzer sekilde

b

/

oldugu gosterilebilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

b

J.w(x)dx —o(a, —t) (t — a)dt = B(a,b)

Sonu¢ 3.4.6 Teorem 3.4.24 iin varsayimlari altinda eger w(x) fonksiyonu (a +5)/2
orta noktasina gore simetrik ise

a+b

@l |f<b>lf( M) W

a+b

j w(x) f (x)dx = f

esitsizligi gergeklenir. , burada

A(a, b)——j(x a,)? w(x)dx — j(x a,)? w(x)dx +2(b - a)j(x a,)w(x)dx

4

B(a, b)——j(x a,)? w(x)dx — j(x a,)’ w(x)dx + 2(a, —a)j(x a,)w(x)dx

a

dir (Gavrea, 2015).

Ispat: w(x) fonksiyonu (a+b)/2 orta noktasina gore simetrik ise a, = b olup

(x—a )’ W(x) fonksiyonu da (a+b)/2 noktasina gore simetrik olacaktir. Dolaystyla

%I (x—a,)’ w(x)dx = T (x—a,)’ w(x)dx = I (x —a,)’ w(x)dx

70



esitligi ve dolayisiyla da

A(a,b)= A(b,a) =(b—a) J. (x— a;bjw(x)a’x

a+b

2
oldugu gosterilebilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.4.25a,b € I ve a < b olmak tizere f fonksiyonu [a, b] de tiirevlenebilir bir
f!

fonksiyon ve f'e L(a,b)olsun. Eger |f'|",g>1, fonksiyonu [a, b] iizerinde konveks

ise bu takdirde Vx € [a, b] icin
q-1
q

<2

[0/ (oo — £ (@)

x[i(x_al)w(x)dxj a [|f’(a)| A(a,bb)i-;f’(b)| B(a’b)Jq

(3.120)

esitsizligi gerceklenir (Gavrea, 2015).
Ispat: (3.118) ifadesinde holder esitsizligi uygulanirsa %+é =1 olmak tizere

b

[ £ (x)w(x)dx—f(a)

a

a

< [jl jw(x)dx— o(a, —1t) dt]

x [ j j w(x)dx — o (a, —t)|| f'(0)' dtJ

yazilabilir. Buradan
T
oldugu gosterilebilir. Ote yandan

i dt = Tﬁw(x)dxj dt +mw(x)dxj dt

a\a ap \ t

fayf O A(a’b;fg(bﬂ el (3.121)

j w(x)dx—o(a, —1)

I w(x)dx—o(a, —t)

, (3.122)
= 2I (x —-aq, ) w(x)dx

aq

oldugu gosterilebilir. (3.121) ve (3.122) den (3.120) esitsizligi elde edilir.

Uyar13.4.12 Eger w(x) = aliirsa (3.120) esitlisizliginden

b-a
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a+b

<2j<z )w()dL' 2' ]

a+b
2

j W) f (e = f (=

oldugu goriiliir.

b

E(w, f)=7— [f(a)_[(b x)w(x)dx+f(b)j(x a)w(x)dx} jw )f (x)dx

a

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda

E(bia’f): f(a);f(b)_jf(x)dx

oldugu asikardir.

Teorem 3.4.26 a,b € I ve a < b olmak tizere f fonksiyonu [a, b] de tiirevlenebilir bir
fonksiyon ve f’e L(a,b)olsun. Eger ‘ f " fonksiyonu [a, b] tlizerinde Quasi-konveks

ise bu takdirde Vx € [a, b] icin

|E(w, f)|< ey sup{

j H(w,a,a,, y)dy
(3.123)

—a,
— sup{ )}‘([H(w,al,b,y)dy

dir(Gavrea, 2015).

ispat: ‘ f " fonksiyonu [a, b] tizerinde Quasi-konveks oldugundan y € [0,1] i¢in

i

—y)a+a]y)| < sup{

Ve

)}

-y)a, + by)| < sup{
olup buradan istenilen sonug elde edilir.
Teorem 3.4.27 a,b € I ve a < b olmak iizere f fonksiyonu [a, b] de tiirevlenebilir bir

fonksiyon ve ,, fonksiyonu < +b ye gore simetrik olsun. Eger | f '| fonksiyonu [a, b]

tizerinde Quasi-konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in
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a+b

< Jz. (x —a)w(x)dx

j w(x) f (x)dx — M )

(3.124)

{sup{v'(a) ,f'<“7+b)}+sup{|f'<b) SEE >H

dir(Gavrea, 2015).

a+b

Ispat: ,, fonksiyonu ye gore simetrik

Eow, )= LT s

yazilabilir. Ote yandan

a

bl——: :[|H(w,a,a1,y)|dy = ﬁi{ j:(x = a)w(x)dx—j.(b — x)w(x)dxldx
ve
b-a, -i-‘H(w a,,b y)‘dy:Lj‘ j(x—a)MX)dX—_T(b—X)M{X)dxdx
b-a ay b-ajl! )

elde edilir. Buradan da

1 a;
a, —da
bl— - _([H(w,a,al,y)dy = !(r —a)w(t)dt
Ve
b—a, i “
L[ H (w,a,,b, y)dy = [ (¢ = a)yw(t)dt
b-a

0 a
oldugu goriiliir. Teorem 3.4.26 dan (3.124) esitsizligi elde edilir ve bdylece ispat

tamamlanmis olur.

Daha once verildigi gibi 0<a<b, r € R ve X rasgele degiskeni g:[a,b] —)[0,00)
stirekli olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir rasgele degisken olsun.
g:[a,b] —)[O, OO) fonksiyonu (a+b)/2 ye gore simetrik ve X rasgele degiskeninin

r —yinci momenti

E.(X) = [, " g(D)dt

ile gosterilsin. Bu durumda agagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.4.28 0 <a <b, r = 2 olmak iizere
r
gl

esitsizligi ger¢eklenir. Burada

" A(a,b)+|b

‘E,,(X)—(E(X))’ a

<
b

- B(a,b)}

E(X)

A@b) = [ = ECOPwd— [ (- ECO) wods

+2(b—E(X)) | (x—E(X))m(x)dx

E(X)

B(a,b)= %jl (x—E(X))* w(x)dx — j. (x— E(X))* w(x)dx

E(X)

+2(E(X)-a) j (x — E(X))w(x)dx

E(X)

dir(Gavrea, 2015).

ispat: [a,p] de f(©)=f,r=2, alalm. Bu takdirde ‘ f '(l‘)‘ =rt"" bir konveks
b b

fonksiyondur. Bu durumda E (X)= _[ t"'w(t)dt ve E(X)= Irw(t)dt =a, oldugundan

istenilen sonug elde edilir.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu ¢alismada Hermite-Hadamard esitsizligi ve Holder integral esitsizligi kullanilarak
olasilik yogunluk fonksiyonu reel sayilarin bir kapali araliginda tanimli olan siirekli
rasgele degiskenlerin momentleri i¢in bazi esitsizlikler verilmistir. Bununla ilgili
olarak oncelikle boyle bir rasgele degiskenin yliksek mertebeden momentleri i¢in bazi
tahminler ve esitsizlikler ispatlanmistir. Olasilik yogunluk fonksiyonunun mutlak
stirekli olmas1 ve n-yinci mertebeden tiirevlenebilir olmasi durumlari i¢in beklenen
deger, varyans, standart sapma ve kiimiilatif dagilim fonksiyonu ile ilgili baz1 {ist sinir
degerler belirlenmistir. Ayrica N. S. Barnett ve S. S. Dragomir tarafindan verilen bazi
esitsizlikler olasilik yogunluk fonksiyonu sinirli olan rasgele degiskenler igin

uyarlanmustir.
Bu calismada elde edilen sonuglara ilaveten asagidaki ¢alismalarda yapilabilir.

1. Literatiirde Ostrowski esitsizligi olarak bilinen esitsizlik kullanilarak sonlu bir
aralikta tanimli bir olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip rasgele degiskenlerin
beklenen deger, varyans veya daha yiiksek mertebeden momentleri i¢in benzer

esitsizlikler belirlenebilir.

2. Olasilik yogunluk fonksiyonu sonlu bir aralikta tanimli siirekli rasgele degiskenlerin

kiimiilatif dagilim fonksiyonlari i¢cin Ostrowski tipi esitsizlikler verilebilir.

3. Pre-Grtiss tipi esitsizlikler kullanilarak olasilik yogunluk fonksiyonlar1 sinirli olan
rasgele degiskenlerin beklenen deger, varyans ve daha yiiksek mertebeden momentleri
i¢in esitsizlikler verilebilir.

4. Olasilik yogunluk fonksiyonlari L, [a,b] veya L,[a,b] smfindan olan rasgele
degiskenlerin kiimiilatif dagilim fonksiyonlari, beklenen deger, varyans ve daha
yiiksek mertebeden momentleri i¢in Ostrowski tipi esitsizlikler tiiretilebilir.

5. Olasilik yogunluk fonksiyonlar1 bir [a,b] araliginda simirli olan siirekli rasgele

degiskenlerin kiimiilatif dagilim fonksiyonlar1 ve momentleri i¢in Hermite-Hadarmard

tipi esitsizlikler verilebilir.
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