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OZET

HIiLBERT UZAYLARINDA (")ZE§LEN1K OPERATORLERIN SUREKLI
FONKSIYONLARI ICIN OPERATOR (a,m)-PREINVEKS FONKSIYONLAR

Hiimeyra KARBUZ

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2019
Yiiksek Lisans Tezi, 45 s.

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Erdal UNLUYOL

Bu tez calismasinda, Hilbert uzaylarinda smnirli 6zeslenik operatorlerin siirekli
fonksiyonlar1 i¢in operatdr (@, m)-preinveks fonksiyonlar sinifinin tanimi verildi. Daha
sonra Hermite-Hadamard esitsizligi yardimiyla yeni lemma, teoremler ifade ve ispat
edildi. Son olarak ise, tiirevlerinin mutlak degerlerinin bazi kuvvetlerinin operator
(o, m)-preinveks olmasi durumunda yeni esitsizlikler elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Hilbert Uzayi, Smirli Ozeslenik Operatdrlerin - Siirekli
Fonksiyonu, Operator  (o,m)-Preinveks Fonksiyonlar,
Hermite-Hadamard Integral Esitsizligi.



ABSTRACT

OPERATOR (a,m)-PREINVEX FUNCTIONS FOR CONTINUOUS
FUNCTIONS OF SELF ADJOINT OPERATORS IN HILBERT SPACES

Hiimeyra KARBUZ

University of Ordu
Institute of Science
Department of Mathematics, 2019
MSc. Thesis, 45 p.

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Erdal UNLUYOL

In this thesis, it is defined operator (a,m)-preinvex functions for continuous function
of bounded self adjoint operator in Hilbert spaces. Then it is proved some new lemma,
theorems in terms of Hermite-Hadamard Inequality. Finally, it is obtained some new
inequalities for functions whose derivatives are operator (a,m)-preinvex.

Key Words: Hilbert Space, Continuous Function of Bounded, Self adjoint Operators,
Operator  (a,m)-Preinvex Function, Hermite-Hadamard Integral
Inequality.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi, yani (—oo, +00) araligi
[0, +00) aralig

m-boyutlu Reel sayilar kiimesi, m € N
Kompleks sayilar kiimesi

a noktasinin € komsulugu

(,-),<--> : Ic-carpim fonksiyonu

Hilbert uzay1

Sp(A),c(A) : A operatoriiniin spekturumu

f fonksiyonunun diverjansi

[a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar sinifi
Hermite-Hadamard

H’dan H’ya sinirl operatorlerin kiimesi

H’dan H’ya pozitif sinirli operatorlerin kiimesi

H’dan H’ya siirli, 6zeslenik, pozitif operatorlerin kiimesi



1. GIRIS

Elster ve Nehse [1] konveksel fonksiyonlar sinifini incelemiglerdir, yani f : S C R® — R

bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € S ve A € [0, 1] igin

fz) < M@)+ 1 =MNf(y) (1.0.1)

esitsizligini saglayan z € S noktalarini iceren fonksiyonlara konveksel denir. Eger S bir
konveks kiime ve f de konveks bir fonksiyon ise, bu durumda f'nin konveksel oldugu
aciktir. Aslinda Elster ve Nehse konveksel matematiksel programlama icin optimal sart
altinda bir eyer(biikiim) noktas: elde etmislerdir.

Hayaski ve Komiya [2] hem konveksel fonksiyonlari hem de konveksel fonksiyonlar i¢in bir
Gordan tipi teorem geligtirmigler.

Hanson [3], her z,y € S C R i¢in

fl@) = flw) = @) V) (1.0.2)

esitsizligini saglayacak sekilde bir n-boyutlu n(z,u) vektor fonksiyona sahip f : S C
R — R diferansiyellenebilir fonksiyonlarini géz ontine almigtir. Burada ”V” sembolii
diverjansi gostermektedir. Bu tarz fonksiyonlar Craven [4] tarafindan inveks olarak isim-
lendirilmistir. Bu terim ise ’'invariant convex’ ifadesinden kisaltilmigtir.

Craven ve Glover [5], Ben-Israel ve Mond [6], ayrica Martin [7] invex fonksiyonlar siifiyla
ilgili galigmalar1 mevcuttur. Ben-Israel ve Mond [6], Hanson ve Mond [8] daha genel olan

yani, S lizerinde diferensiyellenebilen fonksiyonlarin, her z,u € S ve A € [0,1] igin
Flut M) < Af(@)+ (1 N f(w) (1.03)

esitsizligini saglayacak sekilde bir n-boyutlu n(z,u) vektor fonksiyonunun varhigini ispat
etmisler ve diferensiyellenebilen fonksiyonlarin hem (1.0.2) yi hem de (1.0.3)’ii sagladigim
gostermiglerdir.  Bu kosullar altinda (1.0.3) esitsizligini saglayan bu fonksiyonlara V.
Jeyakumar tarafindan ’preinvex’ ismi verilmistir. Ayrica, f : S C R"™ — R m-boyutlu
vektor degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, eger f’'nin bilesenlerinin her biri, n-ya
gore S tizerinde preinveks ise, bu f’ye n’ya gore S tlizeinde preinvekstir denir. Her x,u € S
ve A € [0,1] icin
u+ An(z,u) €S

olup, buradan preinvex fonksiyonlar konvekseldir.

Yukaridaki agiklamalardan da anlagilacagi tizere, invekslik ve preinveksligin nasil or-

taya ¢iktiginin 6zetini verdik. Simdi bu fonksiyon sinifinin "neden” ortaya ¢iktigini kisaca



belirtelim. Konveksligin bu yeni genellegtirmesi, optimizasyon poblemleri, statik ve di-
namik problemleri, Pareto veya coklu-amac programlama problemleri vb. konularinin

daha iyi anlagilmasi ve ¢oziilmesi i¢in matematikgiler tarafindan elde edilmistir.

Bu yiiksek lisans tez ¢aligmasi klasik preinveks fonksiyonlar teorisi ile herhangi bir
Hilbert Uzay1’ nda smirli, 6zeslenik operatorler teorisinin bir araya gelmesiyle olugsmustur.
Bu alanda Barani ve ark. [9], Ghazanfari ve ark. [10], Wang ve ark. [11]-[12], ayrica daha

bir ¢ok bilim insami ¢aligmigtir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde tez i¢in gerekli olan bazi temel bilgiler verilmistir.

Tanim 2.0.1 L bog olmayan bir kiime ve F' bir cisim olsun. + : L X L — L ve
. F x L — L iglemleri tamimlansin. Eger agsagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F' cismi

lizerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir.
A) L + iglemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1l. Her z,y € L i¢in x +y € L dir.

G2. Her z,y,z € Ligin z + (y + z) = (v + y) + zdir.

G3. Her z € L i¢in # 4+ 0 = 0§ 4+ x = x olacak gekilde # € L vardir.

G4. Her x € L igin = + (—x) = (—z) + 2 = 6 olacak sekilde —z € L vardur.
G5. Her z,y € L icin x +y = y + x dir.

B) x,y € L ve «, 8 € F omak {izere agagidaki sartlar saglanir:

L1. az € L dir.

L2. a.(x +y) = a.x + a.y dir.

L3. (o + B)r = a.x + f.x dir.

L4. (af)x = a(f.x) dir.

L5. 1.z = z dir. (Burada 1, F' nin birim elemamidir). F' = R ise L ye reel lineer uzay,

F = C ise L ye kompleks lineer uzay adi verilir.

Tanim 2.0.2 £ C R alt kiimesi verilsin. Eger, a € E ve Uy, C E olacak bigimde bir
€ > ( sayis1 varsa a ya E’nin bir i¢ noktasi denir./ nin tiim i¢ noktalarinin kiimesine £

nin ici denir ve E° ile gosterilir. Eger, E° = E ise E ye R de bir acik kiime denir.

Tanim 2.0.3 f, A kiimesinden B kiimesine bir baginti olsun. Eger f bagintisi A kiimesinin
her elemanini B kiimesinin yalniz bir elemanina egliyorsa f bagintisina A dan B ye bir

fonksiyon denir ve

f:A—>B

ile gosterilir. A kiimesine f fonksiyonunun tanim kiimesi B kiimesine ise deger kiimesi
denir.Bu tanima gore f bagintisinin A dan B ye bir fonksiyon olmas icin gerek ve yeter

sart



i) Vo € Aicin Jy € B oyle ki; (z,y) € f dir.
ii) Vo € AVy,z € Bicin [(z,y) € f ve (z,2) € f] = y = z olmasidir.

Tanim 2.0.4 f: SCR — R, g € S ve € > 0 verilmis olsun.Eger
|  — 20 |< & olan her x € Sicin | f(z) — f(xg) |[< €

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f, xq da siireklidir denir.

Tanim 2.0.5 ¢' C R” kiimesi tizerindeki herhangi iki noktay:1 birlegtiren dogru parcasi
tizerindeki noktalar, ayni1 kiimede kaliyorsa C' ye konveks kiime ya da afin denir. Yani,

0 < a <1 olmak tizere her x1, x5 € C i¢in
ar;+ (1 —a)zy € C

ise C' C R"™ kiimesi konveks bir ktimedir.

Tanim 2.0.6 [,R de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon olmak iizere her x,y € I ve
a € [0, 1] igin
flax + (1= a)y) <af(z)+(1-a)f(y)

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Tanim 2.0.7 F CR", f: F — Rven(,,-) : F x FF — R" siirekli bir fonksiyon olsun.
Eger her z,y € F ve t € [0, 1] i¢in

y+tn(z,y) € F

ise F' ye n(-,-) ya gore inveks bir kiime denir.

Not 2.0.1 Her konveks kiimenin 7(y, z) = y — x fonksiyonuna gore inveks oldugu agiktir.
Fakat bunun tersi genelde dogru degildir, yani konveks olmayan inveks kiimeler mevcuttur

[13].
Ornek 2.0.1 ([13] Ornek 4) S € R? bir kiime ve (-, ) : S x S — R? olsun. Bu durumda

s = ([-9-2u18]) x ([-9,-2 U [18])
n@w) = ), mle,w )

seklinde tanimlayalim. Burada

Ty —u, x1=>0, wu >0, Tog — Uz, T2 >0, wuy >0,

(ZL’ U)_ —9—U1, I 207 U1 SO, (ZL’ U)_ —9—U2, 1’220, u2§0a
n ’ N 1 — Uy, €1 S 07 Uy Z 07 2 ’ N 1 — Uy, ) S 07 U Z 07
rp—u, 21<0, wu <0, Tog — Uz, w2 <0, wuy <0,

olarak secilirse S C R? konveks bir kiime olmayip, yukaridaki sekilde secilen n(z, u)-ya

gore inveks bir kiimedir.



Tanim 2.0.8 F C R", n-ya gore bostan farkli bir inveks kiime, x ve u ise S-nin keyfi iki

elemani olsun. Bu durumda

P, = {y:u—l—tn(a:,u) “telo, 1]}

seklinde tamimlanan P, kiimesine, S-de bulunan u ve v = u+n(z, ) noktalarim birlegtiren

kapali bir n-yolu denir. Benzer sekilde,

P = {y =u+tn(x,u):t e (0, 1)}
acik bir np-yolu da tanimlanir.

Tanim 2.0.9 F' C R" n-ya gore bostan farkli bir inveks kiime olsun. Bu durumda her

z,y € Fvetel0,1] icin

(@) nly,y +in(z,y)) = —in(z,y)
ise 1 doniigiimi (C') kosulunu saglar denir.

Not 2.0.2 Eger n dontigiimii (C') kogulunu saglarsa, her z,y € F ve her ty,t5 € [0,1] i¢in

n(y +tan(@,y),y +tin(, ) = (t2 — t)n(z.y) (2.0.1)
esitligi saglanmir. Bunun ispati i¢in [14] ve [15])’ye bakilabilir.

Tanim 2.0.10 Eger
limg_of(x) =0

ise f ye x € X, x — a iken sonsuz kiiciik bir fonksiyon denir ve x € X,z — a iken

seklinde gosterilir.

Tanim 2.0.11 f : [a,b] — R fonksiyonu ve z € [a,b] noktasi verilmig olsun. Eger

x + h € [a,b] i¢in B(z) reel bir say1 olmak tizere

[z +h) = f(x) = B(x).h + ¢(z; h)

olacak sekilde h — B(z)h fonksiyonu ve h — 0 (x = aigin h — 0" ve x =bigin h — 07 )
iken p(z;h) = o(h) olacak sekilde bir ¢(z; h) fonksiyonu varsa, f fonksiyonu = noktasinda

diferensiyellenebilirdir denir.



Tanim 2.0.12 f : [a,0] € R — R simrh olan f fonksiyonu igin, [a,b] araligimin P

pargalanmasi, £-ye bagimh olarak,

lim > f(&)Ax
=k—1

[1Pl=0
7

sonlu limiti varsa bu limite ” f-nin [a, b] aralig tizerinde Riemann veya Belirli integrali”

/abf(x)dx

sembolii ile gosterilir. Bu durumda ” f, [a, b] aralig1 tizerinde (Riemann anlaminda) inte-

denir ve

grallenebilirdir” denir. Burada a-ya integralin alt sinir1, b-ye ise list sinir1 denir.

Tanmim 2.0.13 p > 1 ve i—l—i = 1l olsun. f ve g, [a,b] araliginda tanimli reel fonksiyonlar,

| f 1P ve| gl [a,b] arahginda integrallenebilir fonksiyon ise

[ @@l < ([ @pa) ([ lowlra)’

esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlige Holder Esitsizligi denir.

Tanmim 2.0.14 ¢ > 1 olmak iizere | f| ve |g|?, |a, b] araliginda integrallenebilen reel degerli

iki fonksiyon olsun. Bu durumda

b b e b 7
| 1@tz < ( / |f<x)|dw) ( / If(x>|lg(rv)lqdw)

esitsizligine Power-Mean Esitsizligi denir.

Tanim 2.0.15 /,R de bir aralik ve a < b,a,b € I olsun. Bu durumda herhangi bir

konveks f : I — R fonksiyonu i¢in

a ’ a

esitsizligine Hermite-Hadamard Esitsizligi denir. Hermite-Hadamard esitsizligi f : I —

R konveks bir fonksiyonun ortalama degerini verir.

Tanim 2.0.16 [ : [0,b*] — R, b* > 0 olmak tizere (o, m) € (0,1] x (0,1] ve her z,y €
[0,0%],t € [0, 1] i¢in

fltz +m(l —t)y) <t°f(x) +m(l —t%)f(y)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna (c, m)-konveks fonksiyon denir.



Tanim 2.0.17 S C [0,0*],0* > 0,1 : S xS — R doniigiimiine gore inveks bir kiime olsun.
Bu durumda f : S — R siirekli bir fonksiyon olmak tizere (o, m) € (0, 1] x (0,1] ve her
z,y € S,t €[0,1] igin

fa+ tny,2)) < (1= (@) +mt"f ()

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna, n doniigimiine gore (o, m)-preinveks fonksiyon

denir.
Tanim 2.0.18 Lineer uzaylarda tanimli doniigtimlere operator denir.

Tanim 2.0.19 F' bir cisim, V' ve W, F' cismi tizerinde iki lineer uzay olsun. uw,v € V ve
c € I olmak tizere T': V — W dontisimii,

aTl(u+wv)="T(u)+T(v)

b T(cu) = T'(u)

sartlarini saghiyorsa T' ye V' tizerinde lineer dontigiim denir .

Tanim 2.0.20 F (R veya C) olmak tizere, X bir vektor uzay: olsun. (-,-) : X x X — F
doniigimii agagidaki zelliklere sahip ise ”(-,-)” dontigiimiine X kiimesi tizerinde bir ig-

carpim, (X, (-, -)) ikilisine de bir i¢-garpim uzay1 denir:

1. Vo € X i¢in (z,2) > 0 ve (z,2) =0 < = = Oy;

2. Va,y € X icin (z,9) = (y,v);
3. Vx,y € X ve a € F igin (ax,y) = a(z,y);
4. Vr,y,z € X i¢in (x +y,2) = (z,2) + (v, 2).

Not 2.0.3 F' = R olmasi halinde 2. ozellik (x,y) = (y, x) olur.

Not 2.0.4 I¢-carpim tanimim kullanarak agagidaki esitliklerin dogrulugunu kolayca gorebiliriz.

1. Va,y,z € X ve Vo, B € F igin (ax + Py, 2) = a(x, z) + By, 2),
2. Vx,y € X ve Vo, € F i¢in (z, ay) = a(x,y);

3. Vo,y € X ve Vo, B € F icin (z, ay + B2) = a(z,y) + B(z, 2).



Tanim 2.0.21 X, F' cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun. X tizerinde bir norm asagidaki

ozellikleri saglayan bir

|-]]: X —R
fonksiyondur. Her z,y € X ve a € F i¢in
a. [lz] >0,
b. |z =0s 2 =0,
c. flaz]] = lallil,
d. [z +yl < o] + ]
tizerinde bir || - || normu tanmimlanmig olan bir X vektor uzayma "normlu vektor uzay”

denir.

Tanim 2.0.22 (X, (+,-)) bir i¢ carpim uzay1 olsun. Eger bu i¢-carpim uzay1 tam ise, yani
(X, (+,-)) ig-garpim uzay1 igindeki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu i¢ carpim uzayina bir

"Hilbert Uzay1” denir.

Tanim 2.0.23 A : X — X operatori verilsin. Eger her z € X i¢in Ax = z ise A
operatoriine birim(6zdeslik) operator denir. I, E, Iy, 1x veya 1x sembollerinden biriyle

gosterilir.

Tamim 2.0.24 X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanim kiimesi D(A) C X ve goriintii
kiimesi R(A) C Y olan bir operator olsun. Eger A operatorii D(A) 'min X’ de smirh her
kiimesi R(A)nin Y de sinirh bir kiimesine karsilik getiriyorsa A’ ya ”smurh bir operator”

denir. Bagka bir deyisle her = € D(A) igin
| Az [ly<cll = |lx
olacak gekilde sabit bir ¢ > 0 sayis1 varsa, A’ya "simirl bir operator” denir.

Tanim 2.0.25 X ve Y aymi F' cismi lzerinde iki lineer uzay ve A : X — Y operatori

verilsin. Eger D(A), X’ in bir alt uzay1, her z,y € D(A) ve her «, 5 € F i¢in
Alax + By) = aA(z) + BA(y)
ise A’ya ”lineer operator” denir.

Tanim 2.0.26 A, H Hilbert uzayinda smirl lineer bir operator olsun. Eger her f,g €
D(A) C H igin
(Af.g) = (f,A"g)

saglaniyorsa A* a A’nin "eglenik operatori” denir.



Eger D(A) = D(A*) ve A = A* ise bu A’ ya Ozeslenik operatér denir.
Tanim 2.0.27 H bir Hilbert uzay1 ve A : D(A) C H — H bir lineer operator olsun.
p(A):={\e€C:(A—AE)™" lineer operatordiir}

kiimesine A operatoriiniin "regiiler degerler kiimesi” veya "rezolvent kiimesi” denir.

A € p(A) olmak tizere R(\; A) = (A — AE)~! operatoriine A operatoriiniin ”rezolven-

tas1” veya ”¢Ozlicli operatorii” adi verilir.

Tanim 2.0.28 H bir Hilbert uzay1 olsun.
Sp(A) = o(A) := C\ p(4)

kiimesine A operatoriiniin ”spektrumu ” denir. A operatoriiniin spektrum kiimesi "o (A)”

veya 7 Sp(A)” ile gosterilir.

Tanim 2.0.29 A, (H, (-,-)) kompleks bir Hilbert uzay1 iizerinde keyfi bir ézeglenik li-
neer operator olsun. C'(Sp(A)), A operatoriiniin spektrumu tizerinde tanmimh tiim siirekli
fonksiyonlarin kiimesini gostersin. Gelfand dontisiimi yardimiyla agagidaki ozellikleri
yazilan @ ile C'(Sp(A)) kiimesi arasinda bir x-izometrik izomorfizm vardir. Ayrica H

tizerinde 1y birim operatorii ve A operatorii tarafindan tiretilen bir C*(A) cebiri vardir.

Keyfi f,g € C(Sp(A)) ve a, 5 € C igin,

L. ®(af + Bg) = a®(f) + BP(g),
2. ©(fg) = 2(f)®(g) ve 2(f*) = ()",
B AR = I/ := supsespiay £ (D)1,

4. q)(fo) = 1H ve (I)(fl) = A,

burada t € Sp(A) icin fo(t) = 1 ve fi(t) = t dir. Simdi bir operatoriin, bir fonksiyon
altindaki goriintiisiiniin ne anlama geldigini ifade edelim. A, (H,(-,-)) kompleks bir
Hilbert uzay1 tizerinde keyfi bir 6zeslenik lineer operator olsun. C'(Sp(A)), A operatoriiniin

spektrumu tizerinde taniml tiim siirekli fonksiyonlarin kiimesini ve ¢ de tanimdaki fonksiyon

olsun. Bu durumda f € C(Sp(A)) i¢in

f(A) = @(f) (2.0.3)

seklinde tamimlanan ifadeye keyfi bir A 6zeslenik operatorinitin stirekli fonksiyonel hesabi

denir.



Tanim 2.0.30 A ve B, H Hilbert uzay: tizerinde iki ozeglenik operator olsun. Bu du-

rumda her x € H igin operatorlerde siralama agsagidaki sekilde tanimlanir;
A<B ise (Az,x) < (Bz,x).

Tanim 2.0.31 Eger A 6zeslenik bir operator ve f de Sp(A) tizerinde tanimh reel degerli
strekli bir fonksiyon ise, bu durumda her ¢ € Sp(A) i¢in

dir. Buradan

olup, f(A)'ya H Hilbert uzayi iizerinde pozitif bir operator denir. Ayrica eger f ve g,
Sp(A) iizerinde iki fonksiyon ise bu durumda her t € Sp(A) igin

f(t) =g(t) ise  f(A) = g(A)
elde edilir.

Tanim 2.0.32 [17] A ve B, spektrumlar1 / C R de olan keyfi 6zeglenik operatorler ve
A € [0, 1] olsun. Bu durumda

FOA+ (1= \)B) < Af(A) + (1= N f(B)

esitsizligini saglayan, f : I C R — R siirekli fonksiyonuna operator konveks fonksiyon
denir. Buradaki esitsizlik yon degistirirse o zaman bu f : I C R — R stirekli fonksiyonuna

operator konkav fonksiyon denir.

Not 2.0.5 Operator konveks (operator konkav) ve operatér monoton fonksiyonlar tizerinde

baz1 temel sonuglar [16] ve [17] de verilmistir.

Dragomir [17] operator konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki sekilde Hermite-Hadamard

tipi esitsizligi ispatlamigtir.

Teorem 2.0.1 [17] f: I C R — R fonksiyonu [ arahg {izerinde operator konveks olsun.

O halde spekturumlar: I’da olan her 6zeslenik A ve B operatorleri igin

((E52) < )3l (7)1 (7)) 20

f ((1 —t)A+ tB)dt
< ) )+J”<B)]<S f(A)+f(B)>

VAN
l\')l»—t\

10



esitsizligi saglanir.

Tanim 2.0.33 [10] F' C B(H)s, kiimesi  : ' x F' — B(H)s, ya gore inveks bir kiime
olsun. Eger her A, B € F ve t € [0, 1] igin siirekli olan f : R — R fonksiyonu

J(A+ (B, A)) < (1—1)f(4) +tf(B) (2.05)
esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyona F' iizerinde 7 ya gore operator preinvekstir denir.

Teorem 2.0.2 [10] S C B(H)s,, n: S xS — B(H)s, doniigiimiine gore inveks bir kiime
ve 1, (C) kogulunu saglasm. Eger her A, B € SveV = A+ n(B,A) igin f: [ - R
fonksiyonu A ve V operatorleriyle Py n yolu tlizerinde 7 ye gore preinveks ise asagidaki

esitsizlik saglanir.

f(A;rV) < %[f(3A+V)+f(AJ;3V)} (2.0.6)
< / (A +tn(B, A))dt
< LAty f IV
< {AH 1B

Ispat. : (Az,z) € Sp(A), (Va,z) € Sp(V) olmak tizere z € H, || = ||= 1 ve t € [0, 1] icin
(A +t(B, A))w,z) = (Az,z) + t{5(B, Az, z) € 1 2.07)
yazabiliriz. f fonksiyonunun siirekliliginden ve (2.0.7) esitliginden
1
/ F(A+ tn(B, A))dt
0
operator degerli integrali vardir. 7, (C') kogulunu sagladigindan her ¢t € [0, 1] igin
1 1
A+ 577(3, A)=A+tn(B,A)+ 577(A + (1 —t)n(B,A), A+ tn(B, A)). (2.0.8)

esitligi dogrudur. f fonksiyonu n’ye gore preinveks oldugundan

FA+ 0B A) < SFA+ (B A)+ A+ - 0n(BA) (209
< S0 =0f(A) + £ (B + Slef(A) + (1 - )£ (B)
_ fW 1 iB)
- 2
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yazilabilir. Buradan (2.0.9)'nin her iki tarafimi [0, 1] fizerinde ¢’ye gore integrali alinir ve

dogru olan

/1 F(A+ tn(B, A))dt — /1 F(A+ (1= t)n(B, A))dt (2.0.10)

integral esitligini kullanilirsa

f(A + (A+77(B,A))>

: </ FA (B Al

_ [+ fB)

- 2

egitsizligi elde edilir. Boylece her A, B C I 6zeslenik operatorler ve preinveks fonksiyonlar
icin Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilmig olur.

Reel degerli ¢, 45 : [0,1] — R fonksiyonu

pr.a8(t) = (f(A+1in(B,A))z, x)

seklinde tanimlansim. Bir onceki teoremden ve f operator preinveks oldugundan ¢, 4 5,
[0,1] {izerinde konveks fonksiyondur. Reel degerli konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard esitsizligini kullanirsak

() < gk [ oo ey 20

Burada a =0, b = % alirsak

<f<3AZV):c,x> < 2/é¢x,A,B(t)dt§<f<A)+2f<A+TV)$,$> (2.0.11)

esitsizligini elde ederiz.

, b =1 olarak secersek

<f<A+3v>x,x> < 2[%,,4,3(t)dt§(f(VHf(MTV)x,@ (2.0.12)

4 2

ve yukaridaki (2.0.11) ve (2.0.12) esitsizliklerini taraf tarafa toplarsak

<1[f(3A+V>+f(A+3v>}x,x> . /01<f(A+tn(B,A))x,x)dt

2 4 4
<1[f(A+V)+ f(A)~|—f(V)}x’x>

2 2 2

esitsizligini elde etmis oluruz. Son olarak f fonksiyonunun siirekliliginden
1 1
[t eaa = ([ s ms,a)d.s)
0 0
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ve (2.0.8) esitliginden

f<A—2H/> < 1{f(3AZV)+f(AZ3V)] < f(A)J;f(B)

2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 2.0.1 Teorem 2.0.2’in varsayimlar: altinda,

0 < /0f(A+tn(B,A))dt_f(A‘gv><f(A>‘gf(V)_/o F(A+ (B, A))dt

esitsizligi saglanir.

Simdi 7 dontigtimiine gore (C') kosulunu saglayan baz operator preinveks fonksiyon ve

inveks kiime ornekleri verelim.

Ornek 2.0.2 ([10], Ornek 1-a) Varsayalm ki 15 H Hilbert uzay1 tizerinde bir birim
operatori,
T:=(-3x1ly,-1x1yg) = {A€B(H)su: -3x1lg<A<—-1x1y}
U:=(1p,d4x1ly) = {A€B(H)so:1lg<A<4x1ly}
S:=TUU C B(H)

ven : S xS — B(H)s, fonksiyonu

A-B A, BelU
A— B, ABeT
1y — B, A BeT
—1ly—B, Ac€UBEeT

nl(Aa B) =

olsun. 7;’in (C') kogulunu sagladigr ve S kiimesinin r; fonksiyonuna gore inveks oldugu
aciktir. f(t) = t* reel fonksiyonu S kiimesi tizrinde 7; e gore preinvekstir. Fakat a,b € R

icin g(t) = a + bt fonksiyonu S kiimesi iizerinde 7, e gore preinveks degildir.

Ornek 2.0.3 ([10], Ornek 2) Ornek (2.0.2) deki sartlar altinda Her A, B € S ve V =
A+ (B, A) igin

(5 =l (]
< /(A+t771(B,A))2dt
0
< S[(55) (5]
< A% + B2
- 2

saglanir.
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Ornek 2.0.4 ([10], Ornek 1-b) V := (=2x14,0), W := (0,2x1y), S := VUW C B(H).,
ve g 1S x S — B(H)s, fonksiyonu

A—B, ABEV veya A, BeW
1m2(A, B) { 0, diger yerlerde

seklinde tanimlansin. 7y, (C') kogulunu saglar ve S kiimesi 1, ye gore invekstir. a € R

icin f(t) = a sabit fonksiyonu S iizerinde 1, ye gore sadece preinveks fonksiyondur.

Not 2.0.6 Her operator konveks fonksiyon, (A, B) = A — B déntigiimiine gore operator
preinveks bir fonksiyondur, fakat tersi genelde dogru degildir [10].

Ornek 2.0.5 ([10] Ornek 1-¢) f(t) = —|t| konveks bir fonksiyon degildir, fakat

A—B, A B>0veya A, B <0,

n3(A, B) = { B — A, diger durumlarda,

73 fonksiyonuna gore konveks olmayan fakat preinveks olan bir fonksiyondur.
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3. YAPILAN CALISMALAR

3.1 Operator (a, m)-Preinveks Fonksiyonlar

Biz bu kisimda literatiirde olmayan ve ilk defa burada tanimlayacagimiz ” Operator

(cr, m)-Preinveks Fonksiyonlar” simifin1 tamimlayip inceleyecegiz.

Tanim 3.1.1 S C [0,b%],0* > 0,1 : S x S — R doniigiimiine gére inveks bir kiime olsun.
Bu durumda f : S — R siirekli bir fonksiyon olmak tizere (o, m) € (0, 1] x (0,1] ve her
A,B e S;tel0,1] igin

F(A+ (B, A4)) < (1= 1%)7(4) +mi ()

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna, spektrumlar: S’ de olan sinirh, o6zeslenik A ve B

operatorler i¢in 7 déniigiimiine gore operator (a, m)-preinveks fonksiyon denir.

Lemma 3.1.1 S C [0,b*],b* > 0,7 : S x S — R doéniigiimiine goére inveks bir kiime,
f S — R siirekli bir fonksiyon ve 1 doniigiimiiniin S {izerinde (C') sartin1 sagladigim
kabul edelim. Bu durumda spektrumlar1 S’ de her A, B € B(H)s,, V = A+ n(B, A) ve
t € [0,1] i¢in f fonksiyonunun P4y, n-yolu iizerinde 1’ ya gore her (o, m) € (0,1] x (0, 1]

icin operator («, m)-preinveks olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kogul
Pu,a,5(t) =< f(A+in(B,A))z,z > (3.1.1)

seklinde tammlanan ¢, 4 5 : [0,1] — R fonksiyonunun her z € H, || = ||= 1 i¢in [0, 1]
aralig lizerinde konveks olmasidir.

ispat.

7 =7 Kabul edilim ki f fonksiyonu Pay,n-yolu tizerinde 1’ ya gore her (o, m) € (0, 1] x

(0, 1] i¢in operator («, m)-preinveks olsun. Bu durumda
Pr,a,5(t) =< f(A+tn(B, A))z,x > (3.1.2)

seklinde tanimlanan ¢, 4 5 : [0,1] — R fonksiyonunun her z € H,| z ||= 1 ve ¢t € [0, 1]
i¢in konveks oldugunu gosterelim.
Iddiaya gore, spektrumlar1 S’ de olan her smirli, 6zeslenik A, B € S operatorleri

ve (a,m) € (0,1] x (0,1], f fonksiyonu Pay,n yolu iizerinde n ya gore operator (a,m)
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preinveks oldugundan, her t1,t, € [0,1], A € [0,1] ve z € H,||z|| = 1 igin
(L =Xt + %) = < f(A4+ (1= XYt + Xn(B, A))x, x >
+X (A +ta(B,A), A+ tin(B, A))z,xz >

< (1=X") < f(A+tin(B, A)) >
+mAY < f(Mt?+(B’A)) >

=<Lm%wm+mvw%>

yazabiliriz. Bu ise bize ¢, 4 p fonksiyonunun [0, 1] araligi tizerinde konveks oldugunu
gosterir. Boylece ispatin birinci kismi tamamlanmig olur.

7 <7 Tersine olarak,
Pa,a,8(t) =< f(A+tn(B,A))x, x> (3.1.3)

seklinde tanimlanan ¢, 4 g : [0,1] — R fonksiyonu x € H, || = ||= 1, ¢z .5, [0, 1] tizerinde
konveks olsun. Bu durumda f fonksiyonunun P4y, 77-yolu iizerinde 7’ ya gore her (a, m) €
(0, 1] x (0, 1] i¢in operator (o, m)-preinveks oldugunu gosterelim.
Gergekten teoremin iddiasina gore her t1,t, € [0,1] ve spektrumlar1 S’ de olan her
siirli, 6zesglenik A, B € S operatorleri i¢in
Cy:=A+tim(B,A) € Pyy C S
Cy:=A+tn(B,A) € Pay C 8
esitliklerini tanimlayalim. Bu durumda A € [0, 1], (o, m) € (0,1] x (0, 1] igin (3.1.1) den
dolay1
< f(C1+A(C2, Ch))z,z > = < f(A+tn(B, A)
+An(A+tan(B,A), A+ tin(B,A)))z,z >
= < f(A+tn(B,A)+ Atz — t1)n(B, A))z,z >
= < f(A+tin(B,A)
+Aton(B, A) — Man(B, A))x, x >
= < f(A+t:(1 = Mn(B,A) + Man(B, A))z,x >
= Yrap((1 =Nt + Ata)
< (1= Neplh) + Ap(ET

g(l_vmgn+mvw%>

= ) F ()

16



elde edilir. Dolayisiyla f fonksiyonu P4y 7 yolu iizerinde 7 ya gore operator (a,m)-

preinvekstir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 3.1.1 S C [0,b*],0* > 0 kiimesi, n : S x S — R doniigiimiine gore inveks
bir kiime, f : S — R siirekli bir fonksiyon ve n déniigiimiiniin S iizerinde (C') sartini
sagladigini kabul edelim. Bu durumda spektrumlar1 S de olan her A, B € B(H)s, op-
eratorleri ve V.= A + n(B, A) igin f fonksiyonu Pay,n-yolu iizerinde n ya gore her

(a,m) € (0,1] x (0, 1] igin operator (a, m)-preinveks ise, agagidaki esitsizlik saglanir.

) <) ()] = [ sl e
< 5|a-gr s )+
(- 54+ 50)
+i((1- DA+ D)
< fA)+ (2 (3.0.4)
Ispat. z € [0,b], ||z|| = 1 ve t € [0,1] icin
< (A+ (B, A))z, 2 >=< Az, > +t < (B, A)1, 2 > (3.1.5)

yazabiliriz. Spektrumlar1 S de olan her sinirh, 6zeslenik A, B operatorleri igin
< Az,xz >€ Sp(A) C [0,b7],

<Vz,z > Sp(V) C[0,b"]

olup,
< (A+tn(B,A)z,x >=< Az,x > +t < n(B,A)x,x >€ S

elde edilir. f siirekli bir fonksiyon ve (3.1.5) deki operatoriin [0, 1] araliginda t ye gore

/1 f(A+1tn(B,A))dt

integral degeri meveuttur. Iddiaya gore 1 doniigiimii S {izerinde (C') sartim sagladigindan

her t € [0,1] ve her (a,m) € (0,1] x (0,1] i¢in

A+ %n(B, A)=A+1tn(B,A)+ %n(A + (1 —t)n(B,A), A+ tn(B, A)) (3.1.6)
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yazabiliriz. f fonksiyonu 7 ya gére operator («, m) preinveks oldugundan

f(A+ %n(B, A)) <

IN

IN

IA

IN

IN

IN

IN

<

<

<

(1= 52 (A + tn(B, 4)

+m2—af(A+( m) (B,A))

(1= o) [ =) 7))

(1= #7) + i £ )]+ 267 = 1) [£04) = mp ()]
2 s mer )+ B ) - mp )]
20 f(A) — 224 f(A) + mt>2° f(£)
204
L2 (A) = 2 (B) = [(4) + mf (2)
2(1

(@7 =)+ Q= 2N | min(2 = 2) + mi(2)

24 24
(2*=1)+tY)f(A) m . B

50 + Q—Qf(g)

FA)+ () (317

elde edilir. (3.1.7) de t ye gore [0, 1] aralig1 lizerinde integralini alirsak

/1 FA+tn(B, A))dt = /1 F(A+ (1 —t)n(B, A))dt (3.1.8)

buluruz. Buraya operator («, m)-preinveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini

uygularsak

f

(A+ A—Hy (B,A))

1

/ f(A+tn(B,A) dt<(1—2—a)f(A)+2ﬁaf(§)
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yazabiliriz. Spektrumlar1 S de olan her sinirli, 6zeglenik A ve B operatorleri icin reel

degerli ¢, a5 : [0,1] — R fonksiyonu tanimlayalim.
Pe,a,8(t) =< f(A+tn(B, A))z,x > .

Lemma (3.1.1) de f operator (a, m)-preinveks fonksiyon oldugundan, ¢, 45 [0,1] kon-

veks fonksiyon olur. Hermite Hadamard esitsizligini reel degerli konveks fonksiyonlarda

uygulayalim.
a+b 1 b 1 m b
< < - —o(—
p(—5—) = b_a/a pls)ds < (1= 2)pla) + 5oe( )
a=0,b= % igin
2 1 1
2 m
-1 <2 t)dt < - — —p(—
o <2 ["eran(0at < (1= )00 + el

f(SAZ—V)x,x> = 2/2g0xAB(t)dt
0
< <05/
m 1 V
+ 2—af<(1—%)A+%>:v,w> (3.1.9)
vea:%,bzligin
3 ! 1, 1 1
P <2 [ enan(t)it < (1= 3)0l5) + Jre()
<f<A 3n(i’A)>x,x> < 2/11g0x7A,B(t)dt
2 1 n(B, A) m n(B, A)
< <-g@f(A+557) + (A T e
1
f<A23V>x,x < 2/ Ponp(t)dt
A4V
< <t-50(55)
1.V
+ gf((l—E)A+E>m,x> (3.1.10)



bulunur. (3.1.9) ve (3.1.10) u taraf tarafa toplarsak

1
3A+V)+f(A+3V)]x,x> < / < f(A+1tn(B,A))x,x > dt
1 1 ;

1 1 A
[(1_ +V

<3|

< < |-+ i
PO~ ) A 5)
- DAy %))] v,z >

m

)

elde ederiz. Sonug olarak f stirekli bir fonksiyon oldugundan

1
/1 < f(A+tn(B,A))z, x> dt =< / f(A+tn(B, A))diz,z >
0 0

ve (3.1.6) esitsizliginden

f(A+V) 1{f(3AIV)+f(A+43V)} < /01<f(A+tn(B,A))x,x>dt
1

2 -
< 5|(0- g+ D)
55
H(0- )+ %)]
< HA+ )

olup istenilen sonug elde edilmig olur.

Lemma 3.1.2 S C [0,0*], b* > 0 kiimesi 1 : S x S — R dontigiimiine gore inveks agik
bir kiime ve f : S — R fonksiyonu S tizerinde diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda
spektrumlar1 S de olan her A, B € B(H),, operatorleri, V.= A+ n(B,A),A < V i¢in
(a,m) € (0,1] x (0,1] ve f" € L([A, A+ n(B, A)]) olup agagidaki esitlik saglanir:

f(x)d

f(A) + f(A+n(B,A)) 1 A+n(B,A)
2 T NBA /

_ /1<1 C %) (A + tn(B, A))dt. (3.1.11)

Ispat. Lemmanm iddiasma gore gerekli degisken degistirme ve integral alma islemlerini
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uygularsak

n(B, 4) /1(1 — 90 f/(A + tn(B, A))dt

_ n(B,A) Atn(BA) 2@ -A)N e
- 52 MBMDQ’ MBMﬁ)f(M

A+n(B,A) A+n(B,A) 2:L“f/(£L‘)
"(z)dx — —/ dx

+1 /A+17(B,A) 2Af’(x)
A n(Ba A)

N | —

5 dx

 fAenBAY-FA) 1 [
- 2 maAﬂfwﬂA
| e A(F(A+ (B, 4)) — J(4))
+n@iA)[; fe)do + n(B, A)
A+ n(BAY) ~ F(A) (At n(B, A)J(A+n(B, A)) — Af(A)

2 n(B, A)

1 kS A(f(A+n(B,A) - f(A)
B, @ 1B, A)
f(A+n(B,A) — f(A)

2
f(A+n(B, A)(A— (A+n(B,A)) + f(A)(-A+ A)
n(B, A)

1 A+n(B,A)
+ / f(x)dx

A

f(A) + f(A+n(B,A)) 1 A+n(B,A)
2 TB.A) /

+

+

olup boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.1.2 S C [0,b*],0* > 0 kiimesi 7 : S x § — R doniigiimiine gore inveks agik bir
kiime, f : S — R fonksiyonu S iizerinde diferensiyellenebilir ve f' € L([A, A+ n(B, A)])
olsun. Bu durumda spektrumlar1 S de olan her A, B € B(H),, operatorleri ve V =
A+ n(B,A) A <V icin |f'| Pav n yolu lizerinde n ya gore operator (o, m), (a,m) €
(0, 1] x (0, 1] preinveks ise asagidaki esitsizlik elde edilir,

(A+n(B,A)
f(A) + f(A+n(B,A) 1 /A f(a;)d:c‘

2 n(B, A)

< "B @) +malrD)]) @11

1+a.2% 1 .
o (itajzta) Ve V2 = vy dir.

burada v; = 5
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Ispat. Lemma (3.1.2) e gore

(A+n(B,A))
F(A) + J(A+ (B, A) L foyis

/|1—2t

2 77(B
If A+tn (B, A))|dt. (3.1.13)

yazabiliriz. |f’| Pay 1 yolu {izerinde n ya gore operator (o, m) € (0,1] x (0, 1] preinveks
oldugundan her ¢ € [0, 1] icin

/0 1= 2| (A+ ty(B. At < |f(A) / 11— 20)(1 — 12)dt

B 1
v om|f(2)] e — 2tdt
mJo
1

= (-l ()
B
'(— 3.1.14
] (3114
yazabiliriz. Burada
; 1+ .22
/ 11— 2t|t*dt = s =,
0 2914 a)(2 + «)

ve
1+ a2¢ 1

/ =201 = #%)dt = 2(1+a)2+a) 2

dir. (3.1.12) de (3.1.13) yi kullanirsak gerekh egitsizligi elde ederiz ve boylece teorem

ispat1 tamamlanir.

3.2 Hilbert Uzayinda Operator (a,m)-Preinveks Fonksiyonlar
I¢cin Yeni Esgitsizlikler

Simdi tiirevinin mutlak degerinin baz1 kuvvetlerinin operator («, m) preinveks olan

fonksiyonlar i¢in yeni esitsizlikler elde edecegiz.

Teorem 3.2.1 S C [0,b*], b* > 0 kiimesi  : S x S — R dontigiimiine gore inveks agik
bir kiime, f : S — R fonksiyonu S iizerinde diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda
spektrumlar1 S de olan her A, B € B(H), operatorleri ve V.= A+ n(B,A),A <V
icin f' € L([A, A+ n(B,A)]),q > 1 olup |f|? fonksiyonu P4y 1 yolu iizerinde n ya gore
her (a,m) € (0,1] x (0, 1] igin operatdr (a, m) preinveks fonksiyon ise agagidaki esitsizlik
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saglanir,

J(A) + f(A+n(B,A)) 1 A+n(B,A)
2 (B, A) /A f(x)dx‘
n(B,A) [alf (@)|"+mlf'(B)]e]s
2.(p + 1)i{ 1+a } (3.2.1)

Ispat. Lemma (3.1.2) i ve Holder integral esitsizligini kullanirsak

Atn(B,A)
L)+ A+ 5. ) (1 )/ s

< (B—A</ I —2t|pdt> (/ F/(A + tn(B, A))|th)l (3.2.2)

elde ederiz. |f’|? operator (o, m)-preinveks fonksiyon oldugundan her ¢ € [0, 1] igin

q

()

f(A+t(B,A)| < (1-1)

f/(A)‘q B

yazabiliriz. Her (o, m) € (0,1]? igin

1

A A < p@r [ q-eydemr O [ ea
/ q m /B q
(A T

0

bulunur. Yukaridaki ifade (3.2.2) numaral esitsizlikte yerine konulursa ispat tamamlanir.

Islemi hesaplarken dogru olan agagidaki esitligi kullandik,

1 1
/ 11— 2tPdt = ——
0 p+1

Sonug 3.2.1 Teorem 3.2.1 de &zel olarak n(B, A) = B — A alimirsa asagidaki esitsizligi
elde edilir :

f(A) + f(B)
- B A/ f(x dx

’ 1
- Pu<>w+mu<n]q

<
2(p_|_ 1)% I+a

(3.2.3)

1,1 _ .
burada - + i 1 dir.

Teorem 3.2.2 S C [0,b*], b* > 0 kiimesi n : S x S — R doniigimiine gore inveks agik

bir kiime, f : S — R fonksiyonu S iizerinde diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda
spektrumlar1 S de olan her A, B € B(H), operatorleri ve V.= A+ n(B,A),A <V
icin f' € L([A, A+ n(B,A)]),q > 1 olup |f'|? fonksiyonu P4y 1 yolu tizerinde n ya gore
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her (a,m) € (0,1] x (0, 1] igin operatdr (a, m) preinveks fonksiyon ise agagidaki esitsizlik

saglanir
fLA+f(A+n(B,4) 1 /"‘*"(B’A) Fo)d
2 n(B.4) /s o
n(B,A) 1, 1 B 1%
< B 1= fog) )+ o £ ] (3.2.4)
burada v; = 2@(11+++)%;m) ve vy = % — v dir.

Ispat. Lemma 3.1.2 ve Power-Mean esitsizligi kullanilirsa

f(A) + f(A+n(B,A)) 1 /A+n<B,A>

2 - n(B, A) Ja f(x)dx)

1 -2
< M(/ |1—2t|dt)
2 0

(/01 1= 2t]|f'(A+tn(B, A))|‘1dt) %. (3.2.5)

esitsizlik elde edilir, | f’|? fonksiyonu S de operator (c, m)-preinveks oldugundan her ¢ €

0,1] ve (a,m) € (0, 1]2 icin
AHLJMﬂA+mwAm%tSLKH—%*L%WWMW
ot (B
=|ﬂmh[u—ma—ww

+m|f'(B)[? /1 |1 — 2t|t“dt
0
= ool f(A)* + mu | f'(B)]*
(3.2.6)

olup (3.2.5) te (3.2.6) yerine yazilirsa, (3.2.4) numarali esitsizlik elde edilir. Boylece

teoremin ispat1 tamamlanmig olur.

Sonug 3.2.2 : Teorem 3.2.2 de 6zel olarak n(B, A) = B — A segersek agagidaki esitsizligi

elde ederiz :

f(A) + f(B) 1
2 - B—A/A f(m)dm‘
B-A1,.[ , .
< {wlf (A))7 4+ moy | f'(B)]7 (3.2.7)
_ 1+0.2¢ 1 .
burada v = m Ve Uy = 5 = 1 dir.
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Lemma 3.2.1 S C [0,0*], b* > 0 kiimesi 1 : S x S — R dontigiimiine gore inveks agik
bir kiime ve f : S — R fonksiyonu S itizerinde diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda
spektrumlar1 S de olan her A, B € B(H),, operatorleri, V. = A+ n(B,A),A < V i¢in
(a,m) € (0,1] x (0,1] ve f" € L([A, A+ n(B, A)]) olup agagidaki esitlik saglanir:

n(; 5 / T e f(2f4+77—(3~4>>

2

1

— n(B,A){/Qtf'(Athn(B,A))dt

0

+ [(t —1)f"(A+tn(B, A))dt}

2

Ispat. A, A+ n(B,A) € S olsun. Her t € [0,1] i¢in S, n ya gore inveks bir kiime
oldugundan A+ n(B,A) € S dir. Simdi

N

/ tf’(A+tn(B,A))dt+[(t—1)f'<A+m7(B,A))dt

integralini goz oniine alalim. Bu durumda,

1

/Qtf’(A+t77(B,A))dt + [(t—nf'(AHn(B,A))dt

2

=

{tf(A + (B, A))} an [<t —Df(A+tn(B,A)]'

BA |, (B, A) %
A))dt
B 2A+17(B A)
- n(B,A) ( 2 )
Atn(B,A)
_—[n(B% Ve /A f(x)dz. (3.2.8)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.3 S C [0,0*],b* > 0, n: S xS — R doniigiimiine gore inveks acik bir kiime,
f S — R fonksiyonu diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda spektrumlar1 S de olan
her A,B € B(H)s,,V =A+n(B,A) A<V igin |f'| fonksiyonu P4y, n yolu tizerinde n
ya gore her (o, m) € (0,1] x (0, 1] i¢in operatdr (c, m) preinveks fonksiyon ise agagidaki

esitsizlik saglanir.

) Atn(B.A) 2A + (B, A)
wew ], e ()

£ A () =1)(f(A) —mf'(£))
S”(B’A){ T (a+D(a+2) ]

(3.2.9)
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Ispat. (3.2.8) ve |f’| fonksiyonu operator (o, m) preinveks oldugundan:

. Atn(B,A) 24 +n(B, A)
’MABLA f@mx__f(__if__ﬂ

1

maAﬂ/%ummwmaAMﬁ

0

IN

+[ (1—t)|f’(A+tn(B,A))|dt}

1

IN

oA [ = el mely e

[ a0 =l el (]

- wAwiWM%#MWMHWWW%Wt
(/f — A+ ()

—tf'(A) + " f(A)] —mto‘+1|f’(a)|dt}
4 AR 2 )] | met? (2]
a 77(B,A)[ 2  a+2 + a+2 }
y ta+1|f/(A)| mta+1|f/(%)|
sy - ZAL
_Zf2|f,(A)’ N ta+2‘f’(A)| B mta+2‘f,(%)|:|1
2 Oé+2 a+2 1

0

(A @A mG)* PG
8 a4+ 2 a2
/ 1f'(A)] |, mIf' Gl 1f(A)]
A atl arl 2
LA - ml G 1f(A)
Oz—|—2 o+ 2 2
+( A mG) )]
a+1 a+1
A @A mG)* (D)
o+ 2 o+ 2
1F/(A)] (3 =1)[f(A)]
(B, A) | == —+ ]
L= @ mly ()
a—+1
L0202 (=142 )mIf ()
a+ 2 o+ 2

— .|

+

oo
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= n(B,A) {f/(A) + (1= () ) mf'(5) — ['(A)

4 a+1
+(1 —2(3)*")(f(A) - mf’(%))}
a—i—2
_ [ 50T =1 (f/(A) —mf(E))
a+1
(3)(f"(A) —mf'(£))
+ a+2 ]
F(A)] (3> =D(af/(4) —amf'(2) +2f'(4))
- "(B”‘U{ T (@t )(at2)

) +amf'(Z) - f(A) + mf’(%)}
(a+1)(a+2)

A ((3)* ' = 1)(f"(4) — mf’(%))}

4 (a+1)(a+2)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.3 Teorem 3.2.4 te ozel olarak o = 1 alirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

) 1 g 7 -
< n(B,A)[w}

3.3 Tiirevinin Mutlak Degerinin Belirli Kuvvetleri Operator (o, m)-
Preinveks Olan Fonksiyonlar I¢in Bazi Yeni Hermite-Hadamard
Tipli Esitsizlikler

Lemma 3.3.1 S C [0,0*], b* > 0 kiimesi 1 : S x S — R dontigiimiine gore inveks agik
bir kiime ve f : S — R fonksiyonu S tizerinde diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda
spektrumlar: S de olan her A, B € B(H),, operatorleri ve V= A+ n(B,A), A <V i¢in
(a,m) € (0,1] x (0,1], f" € L([A, A+ n(B, A)]) olmak iizere agagidaki esitlik saglanir:

1 A+n(B.A4) 24+ (B, A)
wam ), e - ()

1

— (B.A) [ [ s s, apja

+[ (1—t)]f’(A+t77(B,A))|dt} (3.3.1)

2
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Ispat. A, A+ n(B,A) € S olsun. Her t € [0,1] i¢in S, 1 ya gore inveks acik bir kiime
oldugundan A +n(B, A) € S dir. Jimdi

/2 (A + (B, A))dt + f(t DA+ (B, A))dt

0

integralini goz ontine alalim. Bu durumda,

/Qtf’(Athn(B,A))dt + [(t—mff(AHn(B,A))dt

0 2

rﬂA+mw/my[@—nﬂA+mw¢ml

(BvA) %
/ f(A+1tn(B,A))dt
B 1 2A+n(B,A)
= n(B,A)f( 5 )
1 A+n(B,A)
wEar), @

bulunur. Burada her iki tarafi (B, A) ile garparsak

1

maAﬂ/%mm+mwﬂmm+/a—wmm+mwAMﬁ

1
0 3

_ ,(2A+n(B,A) 1 Atn(B,4)
- 1(F) am e

elde ediliriz ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.1 S C [0,b*], b* > 0 kiimesi n : S x S — R doniigiimiine gore inveks
agik bir kiime, f : S — R fonksiyonu S iizerinde diferensiyellenebilir olsun. Ayrica
A,B € B(H)sa, Sp(A),Sp(B) € Sve V. =A+n(B,A),A <V oldugunu kabul edelim.
Bu durumda |f'|? € L([A, A+ n(B,A)]),q > 1 igin |f'|? fonksiyonu Py 71 yolu tizerinde
n ya gore her (o, m) € (0,1] x (0, 1] i¢in operator (o, m) preinveks fonksiyon ve %—{—i =1
ise agagidaki egitsizlik saglanir:
1 Atn(B,4) 2A + (B, A
) S (PR
77(147 B) A 2
L\ AR 1) ml @
< n(B,A o
< (B, )(2p+1(p+ 1)) [ 20, LT }
"(A)]9(vy — mus|f/(£)]97 %
+[\f( (oL —vg) Ml £1(5)] }

27)1 2'Ul

(3.3.2)

burada vy = 2%(1 + a) ve vy = 2°T1 — 1 dir.
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Ispat. Teoremin iddiasi, (3.3.1) ve Holder integral esitsizligini kullamrsak

), o5
:

n(A, B 1 2

< n(B,A){/OQt|f’(A+tn(B,A))|dt (3.3.3)
+/:<t—1>|f<A+tn< At

< n(B,A)K/jtpdt)"(/j |f’(A+tn(B,A))]th>;dt (3.3.4)

+([1(1_t)pdt);(/;|f’(A+tn(B,A))|th);dt]. (3.3.5)

2
yazilabilir. Simdi (3.3.4) ve (3.3.5) esitsizligindeki integralleri hesaplamaya caligalim.

|f1%, ¢ > 1 fonksiyonu S de operator (a, m)-preinveks oldugundan her ¢ € [0, 1] igin,

/02 |f/(A+ tn(B, A))|dt < /2(1 —t”‘)|f’(A)|q+mt°‘|f’(§)|‘1dt (3.3.6)

0

| i@ mBappae < [Ca @+ mes O (33)

3 1 1
dt = [ (1 —t)Pdt = ———— 3.
/o / Y 4 2t (p+1) 338)

buluruz. (3.3.6), (3.3.7) ve (3.3.8) ifadeleri (3.3.3) te yerine yazilirsa

< (B4 (m)( [t s meiy Eypa)’

+(ﬁ1(1 =) f (A +mta\f/<g>|th> é}
< 80 1>>;{|f/(A)|;ffl —1), mifa)i:

+[|f/(A)|q(U1 —v) mvzlf’(%)lq}é

2?}1 2’01

esitsizligi elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlanir.

Sonug 3.3.1 (3.3.2) de dzel olarak o = 1 alimirsa agagidaki esitsizlik elde edilir:

f(A) + f(A+n(B, A)) 1 Atn(B,A)
’ 2 (B, A) / f(a:)dw’

3l A mlf ()
= "(B’A)(2p+1(110+1)) [3’féA)| 8 ]
(U s
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Lemma 3.3.2 S C [0,0*], b* > 0 kiimesi n : S x S — R doniigiimiine gore inveks agik
bir kiime ve f : S — R fonksiyonu S tizerinde diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda
spektrumlar1 S de olan her A, B € B(H)g, operatorleri, V. = A+ n(B,A),A < V i¢in
(a,m) € (0,1] x (0,1] ve f" € L([A, A+ n(B, A)]) ise agagidaki esitlik saglanir:

f(A) + f(A+n(B, A)) 1 Atn(B,A)
2 T n(B, A) /A f(x)dx
N w/ H1 =) f"(A+tn(B, A))dt. (3.3.9)

[spat. A, A+ n(B,A) € S olsun. Her t € [0,1] i¢in S, n ya gore inveks agik bir kiime
oldugundan A+ n(B,A) € S dir. Simdi

/1 t(1—t)f"(A+tn(B,A))dt

integralini goz ontine alalim. Bu durumda

/1 {1 — 1) f"(A + tn(B, A))dt

N (t(l : ”%Z’;"(B’ A))>O 3 —(77(31, ) /0 (1—2t)f'(A+tn(B,A))dt
f(A)+ f(A+n(B, A)) 92 A+n(B,A)
(n(B, A))? v (U(B,A))?)/A f(z)dx (3.3.10)

bulunur. Simdi (3.3.10) integralini diizenleyelim. Yani,

/1 {1 = 0)f"(A + tn(B, A))dt

2 J(A) + f(A+n(B,A)) 1 A+n(B,A)
Ty 2 5w,

olup, (3.3.10) deki esitligin her iki tarafim M ile carparsak (3.3.9) elde edilir. Bu ise

f(x)d:v)

A

ispat1 tamamlar.

Teorem 3.3.2 S C [0,b*], b* > 0 kiimesi n : S x S — R doniigiimiine gore inveks
agik bir kiime, f : S — R fonksiyonu S iizerinde diferensiyellenebilir olsun. Ayrica
A, B € B(H)sa,Sp(A),Sp(B) € Sve V. =A+n(B,A),A <V oldugunu kabul edelim.
Bu durumda |f”| € L([A, A+n(B, A)]) igin | f”| fonksiyonu P4y 7 yolu iizerinde 7 ya gore

her (a,m) € (0, 1] x (0, 1] igin operatdr («, m) preinveks fonksiyon ise agagidaki esitsizlik

saglanir:
f(A) + f(A+n(B,A)) I A
2 - Eal, e
(n(B, A)) [If”(A)I N m|f"(2)| = | f"(A)]
- 2 6 o+ 2
NITETE) -
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Ispat. A, A+ n(B,A) € S olsun. Her t € [0,1] i¢in S, 1 ya gore inveks acik bir kiime
oldugundan A + n(B, A) € S dir. |f”| operator (o, m)-preinveks oldugundan ve (3.3.9)

dan

J(A)+ f(A+n(B,A)) N 1 /A+n(B,A)

5 (B A) f(z)dz

A

_ M/lt@—t)f”(A+tn(B,A))dt
< BEAL o (- e
+mta|f"<§>|)dt]
B A gy (£ 1222, 100 1
L, B (mtet? a3\t
+If (R)|(o¢+2 y a+3>0}
< GBAF AL mlf"(2)] - |£"(A)]
- 2 6 o+ 2
F(A)] = mlf"(2)
+ a+3 }

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.3.2 (3.3.11) de 6zel olarak o = 1 ahimirsa agagidaki esitsizlik elde edilir:

fA) + f(A+n(B.4) 1 B
| 2 (B, A )/ fe)de
(n(B,A))Q[If”(AN+m!f”(%)| (A
- 2 6 3
" A — ml £ B
L)
(n(BéA)) [|f (A)|+1;n!f (;)q _ (B A)) (A )|+m|f,,(§)|]‘

Teorem 3.3.3 S C [0,b*], b* > 0 kiimesi n : S x S — R doniigiimiine gore inveks agik
bir kiime, f : S — R fonksiyonu S iizerinde diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda
spektrumlar: S de olan her A, B € B(H),, operatorleri ve V = A+ n(B,A), A <V i¢in
|f"|17 € L(J[A, A+ n(B,A)]),q > 1 olup |f"|? fonksiyonu Pay 7 yolu tizerinde n ya gore
her (a,m) € (0,1] x (0, 1] igin operatdr (a, m) preinveks fonksiyon ise agagidaki esitsizlik
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saglanir:

f(A) + f(A+n(B,A)) 1 S
9 ~ (B, A) /A f(“")d“"‘
(n(B, A))? (A m|f" ()1 —[f"(A)]
= T (6) 5 a2
+|f”(f4)lqa—+ﬂ’b3|f”(a)lq] (3.3.12)

ispat. A, A+ n(B,A) € S olsun. Her t € [0,1] i¢in S, 5 ya gore inveks acik bir kiime
oldugundan A+n(B,A) € S dir. |f”|? operator («, m)-preinveks , (3.3.9) ve Power-Mean
Esitsizliginden

A+n(B,A)
FA) + SATHBA) <1A(A foyis

IN

)2/ ”A+tn(B A)) dt(

([

( >WLLHMBAMMQ?

IN

IA

A(
(UUZA”2[(é)bﬁ(;A%t—t%(ﬂr—ﬁﬂf%Aﬂq

+mt‘”\f”(§)\q) dt) ;]
(n(B, 4))* (1)1; {|f”(z4)|q(§ S § Lt )1

2 6 a+3/,
B mta+2 mta+3 1
+ (=) -
m o+ 2 a+3/,

(BAD()‘ﬁWMW+Mﬂ%W—WMW
6

IA

IN

2 6 a+2
f (A —ml|f" ()]
+ a+3 ]

bulunur ve ispat tamamlanir.
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Sonug 3.3.3 (3.3.12) de ozel olarak o = 1 alimirsa agagidaki esitsizlik elde edilir:

A+n(B,A)
LOESZEL IS S Sy

2 - (B, A
(n(B,A)? (1) e lf"(A 1 mlf" ()" = 1/ (A
< WEEE) 1 ;
LA —m|f"(2)| }
4

- BB i+l ]
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4. SONUC VE ONERILER

Sonug olarak, bu yiiksek lisans tez ¢aligmasinda;

1. Bir Hilbert uzayida 6zeglenik operatorlerin stirekli fonksiyonlari igin operator («, m)

preinveks kavrami verildi.
2. Bu yeni tamim yardimiyla yeni egitsizlikler ifade ve ispat edildi.
3. Elde edilen bu sonuglar uluslararasi sempozyumlarda sozlii olarak sunuldu [19], [20].

4. Sunulan bildirilerden bir tanesi uluslararasi hakemli bir dergide basild1 [21], digeri

ise hakem siirecindedir.
Bu tezden elde edilen sonuglar dogrultusundaki,

1. Sinirh operatorler teorisi ile esitsizlikler teorisi alaninda caligmak isteyen bilim in-
sanlarina preinveksligin diger cesitlerini bir Hilbert uzayinda 6zeslenik operatorlerin

siirekli fonksiyonlarina tagiyabilmesi i¢in yol ve yontem gosterecegini,
2. Bu yiiksek lisans tez ¢caligmasinda elde edilen sonuclarin daha da genellegtirilebilecegini,

3. Boylece yapilacak olan bu ¢aligmalar ile bu alandaki bosluklarin doldurulabilecegini

diistiniiyoruz.
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