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OZET

KONVEKS VE QUASI - KONVEKS STOKASTIK SURECLER iCIiN INTEGRAL
ESITSIiZLIKLERI UZERINE BAZI TAHMINLER

Sule SADI

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2018
Yiiksek Lisans Tezi, 112s.

Danigsman: Prof. Dr. Selahattin MADEN

Bu tez calismasi bes béliimden olusmaktadir. Birinci boliimde esitsizlikler, olasilik teorisi ve
stokastik siirecler teorisinin tarihsel gelisimini veren bir giris yapilmstir. Ikinci boliimde tezde
kullanilan bazi tanim ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde degisik Quasi-konveks
fonksiyon tipleri i¢in Hermite-Hadamard ve Osrtowski tipli bazi esitsizlikler verilmistir.
Dordiincti boliimde ¢esitli konveks ve Quasi—konveks stokastik siireglerle ilgili Hermite-
Hadamard, Simpson ve Ostrowski tipli baz esitsizlikler ele alinmistir. Besinci béliimde sonug
ve oneriler verilmistir.

Anahtar Sézciikler: Stokastik siirec, Konveks fonksiyon, Integral esitsizlikleri, Integral
ortalamalar1, Hermite-Hadamard esitsizligi, Quasi- konvekslik.



ABSTRACT

SOME ESTIMATES ON INTEGRAL INEQUALITES FOR CONVEX AND
QUASI-CONVEX STOCHASTIC PROCESSES

Sule SADI

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2019
MSc. Thesis, 112p.

Supervisor: Prof. Dr. Selahattin MADEN

This thesis consists of five chapters. In the first chapter it is given an introduction historical
development on inequalities, probabilty theory and stochastic processes. We given some
definitions and theorems which are used in this thesis in the second chapter. In the chapter
third, it is given Hermit-Hadamard and Ostrowski-type inequalities for Quasi- convex
functions. In the chapter fourth, it is obtained some Hermite-Hadamard, Simpson and
Ostrowski type inequalities concerning with convex and Quazi-convex stochastic processes It
is given some result and propositions in the fifth chapter.

Key Words: Stochastic process, Convex function, Integral inequalities, Integral means,
Hermite-Hadamard inequality. Quazi-convexity.
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1. GIRIS

Konvekslik, M. O. 250 yilinda Archimedes’ in iinlii & degerini hesaplamasina kadar
uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Archimedes bir konveks seklin ¢evre
uzunlugunun onu c¢evreleyen diger bir seklin ¢evre uzunlugundan daha kiigiik
oldugunu 6nemle ifade etmistir. Konvekslik konusunu gerektiren matematigin ilk
konularindan birisi cizgisel analizdir. ikinci tiirev testi konveksligin bulunmasinda

bize sonucu veren giiclii bir aragtir.

Konveks fonksiyonlarin tarihi ¢ok eskiye dayanmakla birlikte baslangici 19. yiizyilin
sonlar1 olarak gosterilebilir. 1893’ te Hadamard’in ¢alismasinda agikga belirtilmese de
bu tiirden fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra literatiirde
konveks fonksiyonlart ima eden sonuglara rastlanilmasina ragmen konveks
fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen
tarafindan ¢alisildigi ve Jensen’ in bu oncii calismalarindan itibaren konveks
fonksiyonlar teorisinin hizli bir gelisme gosterdigi kabul edilmektedir. Beckenbach ve
Bellman (1961) ve Mitrinovig (1970) gibi pek ¢ok arastirmaci, konveks fonksiyonlar
igin esitsizlikler konusunu kitaplarinda ele almislardir. Sadece konveks fonksiyonlar
icin esitsizlikleri igeren ilk kaynak Pecaric (1987) tarafindan yazilmistir. Ayrica
Roberts ve Varberg (1973), Niculescu ve Persson (2005, 2006) gibi pek c¢ok Kisi
konveks fonksiyonlar iizerinde esitsizliklerle ilgi cok sayida ¢alisma yapmislardir. Bu

caligmalarin bir kismini integral esitsizlikleri olusturmaktadir.

Esitsizlikler matematigin hemen hemen tiim alanlarinda 6nemli bir rol oynar.
Esitsizlikler ile ilgili ilk temel ¢alisma 1934°te Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
yazilan “Inequelities” adli kitaptir (1952). Bu salt esitsizlikler konusunu ele alan ve
birgok yeni esitsizlikler ve uygulamalari igeren ilk kaynak kitaptir. E.F. Beckenbach
ve R. Bellman (1961) tarafindan 1934-1960 doneminde esitsizlikler tizerine elde
edilen bazi ilging sonuglari iceren “Inequalities” adli ikinci kitap yazilmistir.
Mitrinovig’ in 1970’ te yaymlanan “Analytic Inequalities” adli kitab1 yukarida
bahsedilen iki kitapta da yer almayan yeni konular icerir. Son yillarda da S. S.
Dragomir, V. Lakshmikantham, Ravi P. Agarwal gibi arastirmacilar tarafindan

esitsizlikler konusunda pek ¢ok kitap, makale ve monografi yazilmstir.



Matematiksel analiz, uygulamali matematik, olasilik teorisi ve matematigin diger
cesitli alanlarinda dogrudan veya dolayli olarak konveks fonksiyonlarm ve
esitsizliklerin birgok uygulamasi vardir. Bununla birlikte konveks fonksiyonlar,
esitsizlikler teorisiyle yakindan iligkilidir ve bircok o6nemli esitsizlik, konveks
fonksiyonlarin uygulamalarinin  sonucudur. Ornegin; Haolder ve Minkowski
esitsizlikleri gibi genel esitsizlikler, konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizliginin
sonucudur. Bu baglamda, konveks fonksiyonlar teorisinde esitsizliklerin 6zel bir yere
sahip oldugu ifade edilebilir. Aslinda konveks fonksiyonun kendi tanimi da bir
esitsizliktir. Benzer sekilde, konveks fonksiyonlar da esitsizlikler teorisinde c¢ok
onemli bir yere sahiptir. 19. yiizyilin sonlarinda ve 20. ylizyilin baslarinda pek ¢ok
esitsizlik bulunmustur. Bu esitsizliklerin bazilar1 konveks fonksiyonlar sinifi igin
yazilan temel esitsizlikler haline gelmistir. 1881 yilinda Hermite tarafindan ifade
edilen ve bugiin bircok kaynakta Hermite-Hadamard esitsizligi olarak adlandirilan
esitsizlik bunlardan bir tanesidir. Bu esitsizlik tizerine giintimiize kadar birgok ¢alisma
yapilmistir. Bu ¢alismalarin biiyiik bir bolimia S.S. Dragomir ve C.E.M Pearce
tarafindan 2000 yilinda yazilmig olan Selected Topics on Hermite-Hadamard

Inequalities and Applications” adl1 kaynakta toplanmaistir.

Esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar matematigin tiim alanlarinda 6nemli bir rol
oynamasi ve aktif bir arastirma alan1i olmasindan dolayi, 6zellikle son yillarda
arastirmacilarin ilgi odagi haline gelmis ve bu konuda yapilan ¢alismalarin sayisinda

bir hayli artis g6zlenmistir.

Olasilik teorisi ve stokastik siireglerden kisaca bahsedecek olursak; bilim adamlarinin
¢ogu olasilik hesabimin dogusunu Blaise Pascal (1623-1662) ile Pierre de Fermat
(1601-1665)’ in 17. yiizyildaki yazismalarina bagliyor. Ancak bu donemdeki Olasilik
Teoresinin olusumundaki en 6nemli rol Jacop Bernoulli’e (1654-1705) aittir. J.
Bernoulli’nin elde ettigi en 6nemli sonug¢ “Biiyiik Sayilar Kanunudur”. Bu kanun
Olasilik Teorisinin uygulamalari igin temel olusturmaktadir. Bu kanun ilk kez Jacop
Bernoulli’nin 6limiinden sonra 1713 yilinda yayinlanan ”Ars Conectandi (The Art of
Conjecture)” isimli kitabinda limit teoremi seklinde yer almistir. Jacop Bernoulli’den
sonraki donemlerde Olasilik Teoresinde iz birakmis bilim adamlarindan Pierre-
Remond de Montmort (1678-1719), Abraham de Moivre (1667-1754), Thomas Bayes
(1702-1761), Pieere Simon de Laplace (1749-1827), Carl Friedrich Gauss (1777-1855)



ve Simon Denis Poisson (1781-1840) siralamak mimkiandir. 19. yiizyilin ikinci
yarisindan itibaren Olasilik Teorisinin temel problemlerinin incelenmesinde P. L.
Chebyshev (1821-1894), A. A. Markov (1856-1922), A. M. Liapunov (1857-1918) vs.
biiyiik rol oynadilar.

Olasilik teorisinde stokastik kavrami ilk kez bu teorinin kurucularindan olan Jacop
Bernoulli (1654-1705) tarafindan kullanilmaya baglanmistir. Sonra bu kavram bir siire
unutulmus olmasina ragmen iinli olasilik¢i V. Bortkiyevi¢ (1868-1913) in biiyiik
katkisiyla 20. yiizyilin baslarinda yeniden kullanilmaya baslanmistir. Stokastik siireg
kavrami ise sistematik olarak A. N. Kolmogorov ve A. Y. Hingin gibi iinlii olasilik¢ilar
tarafindan ortaya konulmus ve bu alanda ilk esasli sonuglar elde edilmeye baglanmstir.
A. N. Kolmogorov giinimiizde Markov tipli siire¢ olarak adlandirilan stokastik
siireclerin esaslarini1 ortaya koyarken A. Y. Hingin ¢alismalarinda stasyoner siirecler

olarak adlandirdig stokastik siiregler tizerinde g¢alismalar yapmustir.

Cagimizda stokastik siireclere iliskin problemlere biyiik ilgi gosterilmektedir. 20.
Yiizyilin ikinci yarisindan sonra Stokastik Siiregler Teorisinin gelismesinde ve
derinlesmesinde biiyiik hizmetleri olmus bilim adamlarindan J.L. Doob, N. Winner,
A. V. Skorokhod, W. Feller, E. Dinkin, E. Cinlar, T. Sarimkov, P. Levy isimlerini
siralamak miimkiindiir. Bu donemde Stokastik Siireclerin birgok yararli uygulamalari

da bilim adamlar tarafindan ele alinmistir.

Olaslik teorisi, ozellikle rastgele degiskenler ve stokastik siiregler, esitsizlikler ve
konveks fonksiyonlarin en 6nemli uygulama alanlarindandir. Son zamanlarda konveks
fonksiyonlar icin saglanan bir¢ok esitsizlik konveks stokastik siirecler igin de elde
edilmistir. Tlk kez Nikodem (1980) konveks stokastik siirecleri tanitmistir. Sonra
Skowronski (1992) Jensen konveks stokastik siireclerin 6zelliklerini incelemistir.
Daha sonra ise Skowronski (1995) konveks stokastik stiregler icin daha ileri sonuglari
sunmustur. D. Kotrys (2012) konveks ve giiclii konveks stokastik siiregler igin
Hermite-Hadamard esitsizliklerini vermistir. Maden ve ark., (2015), birinci anlamda
s-konveks stokastik siiregleri tanimlamis ve bu siiregler igin Hermite-Hadamard tipi
esitsizlikleri ispatlamiglardir. Set ve ark., (2014) ikinci anlamda s-konveks stokastik
siiregleri ele almiglar ve bu siiregler i¢in Hermite-Hadamard tipi esitsizlikleri elde

etmislerdir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Konveks Fonksiyonlarla Tlgili Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1 (Konveks Kiime) L bir lineer uzay ve A C L olmak iizere Vx,y € A igin
B={z€elz=ax+(1—-a)y,0<a<1}c A

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki
x ve y nin katsayilari i¢in @ + (1 — a) = 1 bagintis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindaki «,1 — a yerine a + f = 1sartin1 saglayan ve negatif
olmayan a, §8 reel sayilari alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y
olan bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve
herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini igeren eden kiimedir(Bayraktar,
2000).

Tamm 2.1.2 (Konveks Fonksiyon) I, R’ de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon
olmak tizere her x,y € I ve « € [0,1] igin,

flax+ (1 —a)y) < af(x) + (1 -a)f(y)
sarti saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Bakimiz Sekil 2.1).

Ornegin, f:1 € R - R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde bir konveks fonksiyondur.

u
A

Sekil 2.1. Bir aralikta konveks fonksiyon (f(x) = |x|)

Sonug¢ 2.1.1 | c R olmak iizere, bir f fonksiyonunun I’ da konveks olmast i¢in gerek

ve yeter sart, her x,y € [ iginp + q > 0 olan Vp,q = 0 i¢in

pxX+qy pf(xX)+qf (y)
f( p+q ) = p+q

olmasidir (Pecaric, Proschan ve Tong, 1992). [ iizerinde tanimli bir f fonksiyonunun
kesin konveksliginin geometrik anlam1 (x, f(x)) ve (y, f(y)) noktalarini igeren [
tizerindeki dogru parcasinin f nin grafiginin iist kisminda yer almasidir. Bunu Sekil

2.2 de gormekteyiz.



Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli, [a, b] araliginda konveks (konkav) ve x
noktasinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise x € (a, b) igin,

f0) = f(xo) < ()f'(x0) (x — x0)
esitsizligi yazilir (Roberts ve Varberg, 1973).

tf(x) + (1 =) f(v)
f(tz+ (1 —t)y)

f(=x)

|
|
x tr + (1 —t)y Y

Sekil 2.2. Konveks fonksiyon sekli

Teorem 2.1.1 (Young Esitsizligi) f, [0, c], (c > 0), aralig1 tizerinde reel degerli, artan
ve siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f(0) = 0,a € [0,c] ve b € [0, f(c)] ise,

[ feodx + [ f 7 (x)dx > ab
esitsizligi saglanir (Young, 1912).
Tanim 2.1.3 (Siireklilik) f: S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun. Eger

|x —x0]l <6 olan Vx €S icin |f(x) — f(xy)| <€
olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, x, da siireklidir denir (Bayraktar, 2010).
Tamim 2.1.4 (Lipschitz Sart1) f: S € R — R fonksiyonu i¢in

lfG) = fO)I < Mlx =yl
olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f, S de Lipschitz sartin1 sagliyor denir
(Bayraktar, 2010).
Sonug 2.1.2 f, S de Lipschitz sartin1 sagliyorsa f, S de diizgiin siireklidir (Bayraktar,
2010).
Tanim 2.1.5 (Diizgiin Siireklilik) f:S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun.

X € Sve |x; — x,| < 6 sartint saglayan Vxq,x, € Sicin |f(x) — f(xy)| <€
olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, S’ de diizgiin stireklidir denir (Bayraktar, 2010).
Tanim 2.1.6 (Mutlak Siireklilik) /, R’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f:1 - R
bir fonksiyon olsun. I nin {(a;, b;)}i=, ayrik agik alt araliklarinin bir birlesimini goz

oniine alahm. Eger Ve > 0 i¢in )i, |b; — a;| < & oldugunda Y7, |f(b;) — f(a))] <



€ olacak sekilde bir § = §(€) > 0 sayist varsa, f fonksiyonu I kiimesinde mutlak
stireklidir denir (Bayraktar, 2010).

Konvekslik, Lipschitz sart1, siireklilik ve mutlak siireklilik arasindaki iliski asagidaki
teorem ile verilmektedir.

Teorem 2.1.2 L lineer uzay, U € L bir acik kiime ve f: U = R fonksiyon olsun.

a. f, U acik kiimesinde konveks olsun. Eger f, U’ da bir noktanin komsulugunda
tistten sinirl bir fonksiyon ise f, U’ da yerel Lipschitz’ dir ve bu nedenle U nun
kompakt alt kiimesinde Lipschitz sartin1 saglar ve U’ da stireklidir.

b. f, UZS R" agik kiimesi lizerinde konveks ise f, U’ nun her kompakt
altkiimesinde Lipschitz sartin1 saglar ve U’ da siireklidir (Pecaric, Proschan ve
Tong, 1992).

Tamm 2.1.7 (p Normu) X, R™’ de bir kiime olmak tizere u, X’ in alt kiimelerinin o-
cebiri lizerinde bir 6l¢ii ve f, X tlizerinde tanimlanmis dlgtilebilir bir fonksiyon olsun.
Ifll, = {{Iflpdu}l/p, 1<p<e
suplf] . p=o
seklinde tanimlanan ifadeye p-normu denir.

Tamim 2.1.8 (Gamma Fonksiyonu) n > 0 igin,
I'(n) = fooo x" e *dx
ile tanimlanan fonksiyon gamma fonksiyonu olarak tanimlanir (Jeffrey ve Dai, 2008).
Bu integral n > 0 igin yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun bazi énemli 6zelliklerini
asagidaki sekilde siralayabiliriz:
i. T(n+1)=nl'(n)=n!

.. 1

il. F(E) =T

o xP

ii. [ ;—xdle"(p)l"(l—p)=sin?m, 0<p<l1

iv. 227-10(n)r (n + %) = Vnl'(2n)
Tanim 2.1.9 (Beta Fonksiyonu) Re(x), Re(y) > 0 igin
Blx,y) = [ t*71 (1 — )’ ldt
seklinde tanimlanan fonksiyon beta fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu integral x > 0

ve y > 0 igin yakinsaktir (Dragomir ve Pearce, 2000). Beta fonksiyonunun asagidaki

ozellikleri sagladig kolayca gortilebilir (Jeffrey ve Dai, 2008).



i Blx+1y)==—Pxy), x,y € (0,)

x+y

i pLy) =3

tx—l

ii. py) = [ * (-0 de =[] dt, x,y >0

(1+t)xX+Y

: r)ry)
Iv. ﬁ(x,y)zr(x—”), x,y>0

v. Blxy) =P x)

2.2. Farkh Tiirden Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflar:

Tamim 2.2.1 (Log-Konveks Fonksiyon) I, R de bir aralik f:1 = R bir fonksiyon
olsun. Her vx,y € I ve a € [0,1] igin

flax+ (1 —a)y) < f*COf %)
esitsizligini saglayan bir f fonksiyonuna Log-konveks fonksiyon denir (Prudnikov,
Brychkov ve Marichev, 1981).
Tamm 2.2.2 (Godunova-Levin Fonksiyonu) f:I — R negatif olmayan fonksiyonu
vx,y € I,A € (0,1) i¢in

fOx+1-2y) K24+ [0
esitsizligini sagliyorsa f ye Godunova-Levin fonksiyonu veya Q(I) sinifina aittir
denir. Bu tanima denk olarak; eger f € Q(I) ve x,y,z € I ise bu takdirde

fQ)x-—Ex—-2)+fOE -0 -2)+f(@)(z-x)(z-y)=0
esitsizligi saglanir(Greenberg ve Pierskalla, 1970).
Tanmm 2.2.3 (P- fonksiyonu) f:I — R negatif olmayan bir fonksiyon olmak iizere
eger VX, Vx,y € I,A € (0,1) i¢in

fOx+ A =Dy) < f(x)+ )
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna bir P-fonksiyonu veya P (I) sinifina aittir denir
(Dragomir, Pecaric ve Persson, 1995).
Tamm 2.2.4 (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon) f:Rf > Rve 0 <s <1
olsun. a® + B = 1 olmak iizere her u, v € R{ve her a, f = 0 i¢in

flau+Bv) < a’f(w) + B°f(v)
esitsizligi saglantyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir
(Ozdemir ve Yildiz, 2013).



Tamm 2.2.5 (ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon) f:Rf >R ve 0 <s <1
olsun. @ + B = 1 olmak iizere her u, v € R¢ve her a, B = 0 igin

flau+Bv) < af (W) + Bf(v)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir
(Hwang, 2011).

Tamm 2.2.6 (Baz1 Ozel Ortalamalar) Bu baslik altinda a, b gibi iki pozitif reel say1
i¢in baz1 ortalamalar verilecektir (Bullen, Mitrinovic ve Vasis, 1988).

1. Aritmetik ortalama:

a+b
A=A(ab) = 5
2. Geometrik ortalama:
G =G(ab) = Vab
3. Harmonik ortalama:
H = H(a,b) = 2ab
& "4 a+b
4. Logaritmik ortalama:
a , a=
L = L(a,b) :={ b—a
_ nb—Ina * *7 .
5. Identrik ortalama:
a , a=D>b
1
I =1(a,b) =<1 /pb\b-a
_<_a> , a*hb
e\a
6. p-logaritmik ortalama:
a , a=5»
1
L, = Lp(a,b) = I pP*t — Pl Tp Wb
@+DOBG-a)f

ortalamalar vardir. Ayrica, p € R olmak lizere L, nin monoton artan oldugu bilinir ve
Lo =1, L_; = L ile gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki iliski literatiirde, asagidaki
gibi yer almaktadir:

HSG<L<I<A.
Tamim 2.2.7 (Agirhikh Aritmetik Ortalama) x; € [a, b],p; > 0 ve B, ==Y, p; >

0,(i = 1,2,...,n) olmak iizere
1
Ap(x,p) = = i1 DiX;

seklindeki ifadeye x;, (i = 1,2, ..., n) sayillarinin p;(i = 1,2, ...,n) agirlikl aritmetik

ortalamasi denir (Dragomir ve Pearce, 2000).



2.3. Olasihik ve Stokastik Siireclerle Tlgili Temel Kavramlar

Tamim 2.3.1 (o —cebir ): Bir Q kiimesi iizerindeki bir U sinifi verildiginde, eger
(i) QeU
(iiHer4eU i¢in A €U

(iii) Her n igin 4, e U olan bir (4,) dizisiicin | J4, € U
n=1

kosullari saglaniyorsa U smifina Q iizerinde o —cebir ad1 verilir (Maden, 2013).

Tamm 2.3.2 (Rasgele Deney): Sonuglarinin kiimesi belli, ancak gergeklestiginde
hangi sonucun ortaya ¢ikacagi dnceden bilinmeyen bir deneye ise rasgele deney,
raslant1 deneyi, stokastik deney ya da olasilik deneyi ad1 verilir. Bir rasgele deneyin
tiim miimkiin sonuglariin kiimesine 6rnek uzay, 6rnek uzaydaki her bir noktaya drnek

nokta, 6rnek uzayin herhangi bir alt kiimesine ise olay adi verilir (Maden, 2013).

Tamm 2.3.3. (Olasilik Olgiisii): Bir £ rasgele deneyi verilsin. Q bu deney ile ilgili
ornek uzay ve U bu uzay lizerinde tanimli bir o — cebir olsun. Bu takdirde asagidaki
kosullari saglayan bir P: Q — R fonksiyonuna Q {iizerinde bir olasilik 6lgiisii, P(A)

degerine A olaymnin olasilig1, (Q,U, P)lgliistine de bir olasilik uzay1 ad1 verilir:

(i) 0< P(4) <1,
(i) P(£2) =1,

(itf) Eger A4, 4,, 4;,...,A4,, .... ikiser ikiser ayrik olaylar ise bu takdirde

P(UAi) = ZP(Ai)-
i=1 i=1l

Teorem 2.3.1 Eger @ mimkiin olmayan olay( yani hi¢bir zaman gergeklesmeyen olay)
ise bu takdirde P(®) = 0 dir (Maden, 2013).
Teorem 2.3.2 (Q,U, P) bir olasilik uzay1 ve 4 olayr A olayimn biitiinleyeni ise bu
takdirde P(4) = 1 — P(A) dir (Maden, 2013).
Teorem 2.3.3 (Q,U, P) bir olasilik uzay1 olmak iizere A ve B bu uzayda herhangi iki
olay olsun. Eger 4 — B ise P(A) < P(B) dir (Maden, 2013).
Tamm 2.3.4 (Bagimsiz Olaylar) (Q,U, P) bir olasilik uzay1 olmak {izere A ve B bu

uzayda herhangi iki olay olsun. Eger P(ANB) = P(A)P(B) esitligi saglaniyorsa A ve B
olaylar1 bagimsizdir denir (Maden, 2013).



Tamm 2.3.5 (Rastgele Degisken) (Q,U, P) bir olasilik uzay1 olsun. Eger X: Q - R

fonksiyonu olg¢iilebilir ise X fonksiyonuna bir rastgele degisken denir (Maden, 2013).

Tanm 2.3.6 (Kesikli Rastgele Degisken ) X bir rastgele degisken olmak iizere X’ in
alabilecegi degerlerin kiimesi sonlu yada sayilabilir sonsuz bir kiime ise X’ e bir kesikli

rastgele degisken denir (Maden, 2013).

Tamim 2.3.7 (Siirekli Rastgele Degisken) X rastgele degiskeninin alabilecegi
degerlerin kiimesi bir aralik yada araliklarin birlesimi seklinde ise X’ e siirekli rastgele
degisken adi verilir (Maden, 2013).

Tamim 2.3.8 (iki Boyutlu Rastgele Degisken) E bir deney ve Q de bu deneyle ilgili
ornek uzay olsun. X = X(w) ve Y = Y(w) ise her biri her bir we Q neticesine bir
gercek sayi karsilik getiren iki fonksiyon olsun. Bu durumda (X, Y) ikilisine iki boyutlu
bir rastgele degisken (veya rastgele vektor) adi verilir (Maden, 2013).

Benzer sekilde n boyutlu bir rastgele degisken veya n boyutlu bir rastgele vektor tanimi
da verilebilir.

Tanim 2.3.9 (Olasihik Fonksiyonu) X bir kesikli rasgele degisken ve bu rasgele
degiskenin deger kiimesi R, ={x;,x,,...} olmak iizere P(X =x,) = p(x,), i =12,...
olsun. Bu durumda asagida verilen kosullarin saglanmasi halinde p:R, —[0]]

fonksiyonuna X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu denir (Maden, 2013).

(i) p(x,)=0,i=12,.

(Y plx) =1

X’ in olasilik fonksiyonu genellikle agsagidaki gibi bir tablo seklinde de verilebilir:

X=x X X, X3 . . .. Xy

pP)=PX=x) | p(x)) p(x,) plx) - . o pley) . ..

Tamim 2.3.10 (Olasihik Yogunluk Fonksiyonu) X bir siirekli rasgele degisken olsun.

Genelligi saglamak i¢in bu X rasgele degiskenin (—oo,+c0) aralifinda degerler
aldigini varsayalim. Asagidaki kosullar saglayan f(x) fonksiyonuna X ’in olasilik

yogunluk fonksiyonu (o0.y.f.) ad1 verilir (Maden, 2013):
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(1) f(x)=0, ~o<x<o0
(ii)Tf(x)dle.

Tanim 2.3.11 (Kiimiilatif Dagilim Fonksiyonu) X kesikli veya siirekli bir rasgele
degisken olsun. X in kiimiilatif (birikimli) dagilim fonksiyonu (kdf olarak kisaltilir)
F ile gosterilir ve F(x) = P(X < x) olarak tanimlanir (Maden, 2013). Buna gore

a) Eger X bir kesikli rasgele degisken ise bu takdirde
F)=PX<x) =Y p(x)
dir, burada toplam x; < x kosulunu saglayan tim j indisleri izerinden alinmistir.

b) Eger X rasgele degiskeni f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir

rasgele degisken ise

F(x)=P(X <x)= ]Ef(t)dt
olacaktir. h

Tamim 2.3.12 (Beklenen Deger) (i) X rasgele degiskeni x;,x,,...,x mumkin

degerlerini p(x,)=P(X =x,), i=1,2,...,n, ... olasiliklariyla alan kesikli bir rasgele
degisken olsun. Bu takdirde X rasgele degiskeninin E(X) ile gosterilen beklenen

degeri(veya matematiksel beklentisi)
E(X) = zxi 'p(xi)
i=1

olarak tanimlanir, burada in. p(x,) serisi mutlak yakinsak, yani Z|xi|. px,) <o
=1 i=1

olmalidir. Bu sayiya X in ortalama degeri olarak da miiracaat edilir.
(if) X rasgele degiskeni f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir rasgele

degisken olsun. Bu durumda X rasgele degiskeninin beklenen degeri

+00

E(X)= Ixf(x)dx

—00

olarak tanimlanir. Yine bu genellestirilmis integral yakinsak olmayabilir. Bu nedenle
E(X) in mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul I|x| f(x)dx integralinin sonlu

—00

olmasidir (Maden, 2013).
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Teorem 2.3.4 (i) C bir sabit olmak iizere eger X =C ise E(X)=C dir.

(if) C ve D sabitler ve X bir rasgele degisken ise E(CX + D) =C.E(X)+ D dir.
(iif) X ve Y herhangi iki rasgele degisken ise E(X +Y) = E(X)+ E(Y) dir.

(iv) Eger X ve Y rasgele degiskenleri bagimsiz ise bu takdirde E(X.Y) = E(X).E(Y)
dir (Maden, 2013).

Tamim 2.3.13 (Varyans) Bir X rasgele degiskeninin 7 (X)veya o ile gosterilen

varyansi agsagidaki gibi tanimlanir:
V(X)=0; =E[X-EWX)]*.

Bu sekilde tanimlanan 7' (X) sayisinin pozitif karekokiine ise X rasgele degiskeninin

standart sapmasi denir ve o, ile gosterilir (Maden, 2013).

Teorem 2.3.5 (i) V(X) = E(X?)-[E(X)]* dur.

(if) C herhangi bir sabit olmak tizere V(X + C) =V (X) dir.

(iii) C herhangi bir sabit olmak iizere V' (CX) = C*.V(X) dir.

(iv) X ve Y rasgele degiskenleri bagimsiz ise bu takdirde V(X +7Y) =V (X)+ X (Y)
dir (Maden, 2013).

Tanmim 2.3.14 (Stokastik Siire¢) Eger her t € I igin X(t,.) fonksiyonu bir rastgele

degisken ise I c R bir aralik olmak tizere X:1 x Q — R fonksiyonuna bir stokastik

siire¢ denir (Kotrys, 2012a).
Tamm 2.3.15 (Olasihikta Siireklilik) Eger her t, € I igin P — tlir{l X(t,.) =X(ty,.)
—to

ise X:Ix Q — R stokastik siirecine | araliginda olasilikta siirekli denir. Burada P —
lim olasilikta limiti ifade eder (Kotrys, 2012a).
Tamm 2.3.16 (Ortalama-Kare Siireklilik) Eger her t, € I igin

P - lim [(Ex(t,.) =X(t0,.))2] 0

ise X:I X Q — R stokastik siirecine | araliginda ortalama-kare siirekli denir. Burada

EX(t,.) ifadesi X(t,.) rastgele degiskenin beklenen degeridir (Kotrys, 2012a).

Tamm 2.3.17 (Artan-Azalan Siireg) Eger her u, v €1 6yle ki u <v igin,
X(u, ) <X ), (X )=X(v )
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ise bu takdirde X:1 X Q — R stokastik siirecine artan(azalan) stokastik siire¢ denir.

Eger X:1x Q — R stokastik siireci artan veya azalansa bu durumda siirece

monotondur denir (Kotrys, 2012a).

Tamm 2.3.18 (Tiirevlenebilir Siire¢) Eger asagidaki esitligi saglayacak sekilde bir
X':1x Q — Rrastgele degiskeni mevcut ise X:1 X Q — R stokastik siirecine ¢, €

I da tiirevlenebilir denir.

) X)X (t,)
X'(ty,.) = P— lim —=2—2
(to,-) Yim ==

Eger X:1 x Q — R siireci | araligindaki biitiin degerlerde siirekli(tiirevlenebilir) ise

bu durumda siirece siirekli(tiirevlenebilir) denir (Kotrys, 2015).

Tanim 2.3.19 (Ortalama-Kare Tiirevlenebilir Siireg) Eger her t, € I igin

_ 2
i E M—X'(to,.)] =0
t—to

t—)to
olacak sekilde bir X’ stokastik siireci varsa X(t,.) stokastik siirecine | araliginda

ortalama kare tiirevlenebilir denir (Kotrys, 2014).

Tamm 2.3.20 (Ortalama-Kare Integral) Her t € I icin E[X(t,.)]? < o olmak
tizere X:1 X Q — R birstokastik siiregolsun.a =t, < t; < t, < - ty_q <t, =b,
[a, b] < I nin normal pargalanis dizisi ve k = 1,2,..., n igin Oy € [tx_1, ti] olsun.
Eger [a, b] araliginin her bir normal pargalanis dizisi ve her 0, € [t,_q, tx], k=1,...,n
icin

7111_{20 E [(ZR=1X(Oy,.) (tx —ty—1) —=Y)*] =0
ise Y: Q — Rrastgele degiskenine X in [a, b] araliginda ortalama-kare integrali denir
ve Y(.) = f:X(s,.)ds ile gosterilir.
Ortalama-kare integralin var olmasi igin X stokastik sirecinin ortalama-kare
stirekliligini kabul etmek yeterlidir.
Tanim 2.3.21 Her s,t €I igin X(s+t,.) = X(s,.) + X(t,.) esitligi saglaniyorsa

X:1x Q — Rstokastik siirecine toplamsal denir (Skowronski, 1992).
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3. QUASI-KONVEKS FONKSIYONLAR ICiN BAZI ESITSIiZLIKLER
3.1. Quasi-Konveks Fonksiyonlar

Bu kisimda Quasi-konveks fonksiyon tipleri verilerek bu tipten fonksiyonlar i¢in bazi
esitsizlikler verilecektir. Ayrica elde edilen bazi sonuglar bazi sayisal niceliklerin hata
siirlarinin tahminine uygulanacaktir. Son olarak bazi 6zel ortalamalar ig¢in bazi

siirlar tartigilacaktir.

Tamm 3.1.1 (Quasi-Konveks Fonksiyon): f:S — R bir fonksiyon ve S c R bostan
farkl1 bir konveks kiime olsun. Vx,y € S ve 1 € [0,1] igin,

fQx + (1 =Dy) <max{f(x),f(¥)}

ise £ ye Quasi-konveks fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce, 1998).

Tammm 3.1.2 f hem quasi-konveks hem de quasi-konkav ise f’ ye quasi-monotonik

fonksiyon denir (Greenberg ve Pierskalla, 1970).

Sonu¢ 3.1.1 Herhangi bir konveks fonksiyon ayni zamanda bir Quasi-konveks
fonksiyondur. Fakat tersi her zaman dogru degildir. Yani Quasi-konveks olup konveks

olmayan fonksiyonlar da vardir. Ornegin,

(t , te[-2,-1]
g(t)_{tz , te[-1,2]

ile tanimlanan g: [—2,2] = R fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g
fonksiyonu [—2,2] araliginda Quasi-konveks fonksiyondur (lon, 2007).

Y
A

—

—— — I

Sekil 3.1 Quasi konveks olup konveks olmayan fonksiyon

Asagidaki grafikte, kalin ¢izgi ile gosterilen araliklarda fonksiyon Quasi-konvekstir.

Ama egrinin tamamu diistiniiliirse bu fonksiyon Quasi-konveks degildir (Ekinci, 2014).
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Sekil 3.2. Aralikta Quasi konveks fonksiyon f(x) = x* — 10x2 + 9

Tamim 3.1.3 (Wright-Konveks Fonksiyon): f: I — R bir fonksiyonvey > x,6 > 0
sartlar1 altinda her bir y + §,x € I i¢in

f+8)-f)<fly+6)-f)
esitsizligi saglaniyorsa f ye I € R de Wright-konveks fonksiyon denir (Dragomir ve
Pearce, 1998).

Tammm 3.1.4 (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): f:1 — R bir fonksiyon olsun.
y > x,6 > 0 sartlar1 altinda Vx,y,y + § € [ ve Vt € [0,1] i¢cin

“[fltx + A= y) + £((1 = Ox + ty)] < max{f(x), f )}

veya
“[FO) + f(x + O] < max{f(x), f (¥ + 6)}

esitsizliklerinden biri saglaniyorsa f ye I € R de Wright-Quasi-konveks fonksiyon

denir (Dragomir ve Pearce, 1998).

Tamim 3.1.5 (J-Quasi-Konveks Fonksiyon): f: 1 — R fonksiyonu her Vx,y € I igin
f (52) < max{f (), f )

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna J-Quasi-konveks fonksiyon denir (Dragomir ve
Pearce, 2000).

Tanim 3.1., Tanim 3.1.4 ve Tanim 3.1.5 karsilastirildiginda I € R kiimesi lizerinde

QC() e wQC () =Jjec)

icerme bagintisinin saglandigi goriiliir.
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3.2 Quasi - Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Esitsizlikleri

Bu kisimda konveks fonksiyonlar ve 6zellikle Quasi-konveks fonksiyonlar i¢in verilen

Hermite-Hadamard, tipi baz1 esitsizliklerden bahsedilecektir.

IS R bir aralik, a,b € I° ve a < b olmak iizere f:1 - R fonksiyonu I° {izerinde

konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

a+b 1 b f(a)+1(b)
f(_) Sﬁfa f®)dt < 2

2
esitsizligi literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir. Bu esitsizlikle ilgili
son zamanlarda ¢ok fazla calisma yapilmistir ve halen artan bir ivmeyle bu ¢alismalar

devam etmektedir.

lon (2007), tiirevlerinin mutlak degeri Quasi-konveks olan fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard esitsizliginin sag tarafi ile ilgili iki esitsizlik ifade etmistir. Bu esitsizlikleri

vermeden dnce bunlarin ispatinda kullanilacak olan bir lemma verilecektir.
Lemma3.2.1a,b € R, a < b olmak iizere f: [a,b] — R fonksiyonu (a,b) araliginda
diferansiyellenebilir olsun. Eger f'e Lj[a,b] ise bu takdirde

f@+fp) 1

b _(b_a)l
. m_@!u@m_

[a-20t(ta+@-tb)dt (3.1)

esitligi gergeklenir (lon, 20017).

Ispat: Kismi integrasyon uygulanarak

(b—a)1

| = ja—zof'aa+(1—ob»dt

f(ta+(1 t)b)) (1- 2t)
a-b

Iumﬂlnmm

oldugu goriiliir. Buradan x = ta + (1—t)b degisken degisimi yapilarak

_f@+fl) 2 |
_ > fgu@w

elde edilir. Boylece (3.1) esitligi saglanir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem3.2.1a,b € R, a < b olmak iizere f: [a,b] — R fonksiyonu (a,b) araliginda

diferansiyellenebilir olsun. Eger |f’| fonksiyonu [a,b] araliginda Quasi-konveks ise

bu takdirde
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f@+fl) 1

: @_)ju@m

<(b4 max {|'(a)],| (o)} (3.2)

esitsizligi gergeklenir (lon, 20017).
Ispat: Lemma 3.2.1 dikkate almnirsa |f'| fonksiyonu [a,b] araliginda Quasi-konveks

oldugundan basit bir integral hesabiyla

f@+flo) 1 (b— @

2 (b—a)

ju)d

a

ja 2t) f'(ta+ (1—t)b))dt

:m—w

j |(L—2)|| f'(ta + (L—t)b))| dit

< (b—a) j.|(1—2t)| max {

bdt

_(b-a) max{

2
_(b-a)

}

max {

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem3.2.2a,b € R, a < b olmak iizere f: [a,b] — R fonksiyonu (a,b) araliginda

diferansiyellenebilir olsun. Eger | '], p>1, q= p/(p—1) fonksiyonu [a,b] iizerinde

Quasi-konveks ise bu takdirde

f(aQ)+f(b) 1 7}
: —m_wlu@m

(b-a) ENTITRERTIEL
gga:ﬁﬁmw“fQNmeﬂ} (3.3)

esitsizligi gergeklenir(lon, 20017).

Ispat: Oncelikle

12 12
1

jp m|dt—£@ 2t) m+j (2t-1) dt_zjl 2t)" dt = =i

yazilabidigini hatirlatalim. Burada Lemma 3.2.1 ve Holder esitsizligi dikkate alinirsa

f(a)+ f (b)
2

—mimju@m

_ (b= a)(_ﬂl 2t[° dtJ (l ' —t)b)) J

17




1q

(bzw[Ip 21| mj [inmxﬂfmefomP}mJ

(b—a)

1lq
"2 @O

o

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

2010 yilinda Alomari ve arkadaglari, ikinci tiirevlerinin kuvvetleri Quasi-konveks
olan fonksiyon siniflar1 i¢in Hermite-Hadamard sonucunun sag tarafi ile ilgili yeni
esitsizlikler tiiretmislerdir. Bu esitsizliklerin tiiretilmesinde asagidaki lemma

kullanilmuistir.

Lemma3.2.2a,b € R, a < b olmak iizere f: [a,b] — R fonksiyonu (a,b) araliginda
diferansiyellenebilir olsun. Eger f" L [a,b] ise bu takdirde

f@)+f(k) 1
2

(b-a)’
12

ju)d_ ﬁatﬁ%mﬂlomm (3.4)

esitligi gergeklenir (Dragomir ve Pecaric 1990).
Teorem3.2.3a,b € R, a < b olmak iizere f: R — R fonksiyonu (a,b) araliginda iki

kez diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda eger |f"| fonksiyonu [a,b] araliginda
Quasi-konveks ise bu takdirde

‘u@+um_ 1

2 (b-a)’ f @), f"(b)]} (3.5)

ju@m

BCR
12

esitsizligi gergeklenir (Alomari ve Ark. 2010).

Ispat: Lemma 3.2.2 dikkate almirsa |f”| fonksiyonu [a,b] araliginda Quasi-konveks

oldugundan basit bir integral hesabiyla

f(a)+ f(b) (b= @

1 b
. —m_mju@m

a

jm.o“%m+athm

(ba)ﬁatnmqﬁqw

(o)t

b "
_( 2a) max {| "(a)],

£(b)} jt(1 t)dt

b_ 11} "
:%maxﬂf @) f" o)}

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem3.2.4a,b € R, a < b olmak iizere f: [a,b] — R fonksiyonu (a,b) araliginda

iki kez diferansiyellenebilir ve f" fonksiyonu [a,b] de integrallenebilir olsun. Eger

[T, p>1,q=p/(p-1) fonksiyonu [a,b] iizerinde Quasi-konveks ise bu takdirde

‘um+fm) 1 jfwmx

2 (b-a)?

Up

g (b—a)Z[J;J“” r(i+p) x|

8 2 3
F —
(2”’)

esitsizligi gergeklenir (Alomari ve Ark. 2010).

@ o)} (36)

Ispat: Lemma 3.2.2 ve Holder esitsizligi dikkate aliirsa

f@+f) 1 (b-a)f, .
> = g '([t(l t)

3 ji f(x)dx

f(ta+(1—t)b))|dt

1Uq

L b- a)(j(t t)pdtj Ulf”(ta+(1—t)b))lthJ

OB 2D | (o)
2 3
F(§+ p)
_ (b —8a)2 {\/ZZJ F(:;I.+ %) max{ f,,(a)|q ’| f u(b)|q}1/q
F(E+ p)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem3.25a,b € R, a < b olmak iizere f: R — R fonksiyonu (a,b) araliginda iki

kez diferansiyellenebilir ve f” fonksiyonu [a,b] de integrallenebilir olsun.olsun. Bu

ise bu takdirde

f@+fl) 1
2 (b—a)s

jfumx_(z)(mwﬂwwﬂ|ﬂmﬂ» 3.7)

esitsizligi gergeklenir (Alomari ve Ark. 2010).

a

fH

Ispat: Lemma 3.2.2 ye gore fonksiyonu [a,b] araliginda Quasi-konveks

oldugundan basit bir integral hesabiyla
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f@+f) 1

h _(b- a)
: @_@!u@m

jt(l

(max{

_(b-a)?
12

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi ile ilgili olarak ikinci tlirevlerinin mutlak

degerleri konveks ve Quasi-konveks olan fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlikler elde

edilmistir.

Lemma 3.23 a,b €1°, a <bolmak iizere f:I1°c R - R fonksiyonu (a,b)

araliginda diferansiyellenebilir olsun. Eger f'e L [a,b] ise bu takdirde

@—- jf(@d —f(a+b)

=(b— m{jﬁ(m+a DMMLh“tlﬁ(w+a t)b))dt

12

esitligi gerceklenir (Kirmaci, 2004).

Ispat: Kismi integrasyon uygulanarak

12

jtfaa+a ommt+ja 1)f'(ta+ (L—t)b))dt

_ ftar@-tb),

t)| f"(ta+ (L—t)b))|dt

Y Gl a)[j a—myn]_q[jul—odt

b-a)?(1) (1 .
gi—gﬂ—(gj (Enmxﬂf(aﬂ,

@) o))

Z_Tfaa+a—ommt

¢ f(ta+ (AL-1)b) 4,

a-b o % a—b
f(ta+(1 t)b)) (t— 1)
a-b 12 172 a-b

a+b

jﬂ@ﬁ———i@—ﬁ

oldugu goriiliir. Buradan x=ta+(1—t)b degisken degisimi yapilarak (3.8) esitligi

saglanir ve ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 3.2.6 f:1° ¢ R — R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere

a,b € 1°, a < b olsun. Eger |f’| fonksiyonu [a,b] de konveks ise bu takdirde

f(x)d - f(—) <—[|f '(@)|+|f'(b)[] (3.9)

‘ 1 a+b

esitsizligi gergeklenir(Kirmaci, 2004).
Ispat: Lemma 3.2.3 ve |f’| fonksiyonunun konveksliginden

a+b

if(x)dx— (32

1
‘(b—au )‘
=|(b-a) th (ta+(L—t)b))dt + j (t-1)f'(ta+(1- t)b))dt}
S(b_a) [1/2 }
<(b-a) 1/f(tz ' +(1—t)2|f’(b)|)dt+I(l—t)t ' —t)?|f’ }

SM(|f’(a)|+|f’(b)|)

elde edilir, burada

1/2 1 1/2
t?dt = —, 1-t)tdt= | 1— ttdt—— ve | (@-t dt——
! - j( ) j( Judt == j( ydt=—

12 1/2
oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 3.2.7 f:1° ¢ R — R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere

a,b €1°, a < bolsun. Eger |f|"", p>1 fonksiyonu [a,b] de konveks ise bu
takdirde
a+b
f(x)dx— f
(b_ 5/ I ()dx— f (=~ )‘
Up pi(p-1)
< b16a[ pilj [( )P 43§ p/(p—l)) (3.10)

DIP-D) | g rpa(P/ (DY
+(3 +[ o))

esitsizligi gergeklenir (Kirmaci, 2004).
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Ispat: Lemma 3.2.3 ve Holder integral esitsizliginden -+ -1 olmak tizere

a+b

‘(b_ ff()d—f( )‘

<(b-a) j t| f'(ta+(1—t)b))|dt + j t—1| f'(ta+ (1—t)b))|dt}

0 1/2

(Ttpdt] Lﬂﬁ f'(ta+(1-t)b))[ dtj

1 1Up 1 1/q
+(j|1—t|pdtJ ( ' ~t)b))[* ]
L \12 12 i

elde edilir. Buradan |f'|', g>1, fonksiyonunun [a,b] araliginda konveks oldugu

<(b-a)

dikkate alinirsa

T| f'(ta+(1-t)b))|"dt slﬁq t(@) +@a—t)[f’ q}dt r | f'@)" +3| f'(b))| (3.11)
0 0 8
ve
j.|f'(ta+(1—t)b))|thﬁ j‘[t“'(a)r} q]dt: 3|f’(a)| +|f’(b))| (3.12)
1/2 1/2 8
oldugu goriiliir. Ayrica

jtpdt—ﬂt 1° dt—I(l P dt=— (3.13)

b (p+1)2°+
oldugu kolayca goriiliir. (3.11)-(3.13) ifadeleri birlestirilerek istenilen sonug elde edilir

ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.2.1 f:1° ¢ R — R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere

1P® fonksiyonu [a,b] de konveks ise bu takdirde

b-al 4 i
(b a) 4 (p+1j [(

esitsizligi ger¢eklenir (Kirmaci, 2004).

a,b € 1°,a < b olsun. Eger

a+b

f( Jax—f(=—=)<

+| /(b)) (3.14)

Lemma 3.24 f:1I"cR— R fonksiyonu |° {izerinde iki kez tiirevlenebilir olmak

iizere a,b € I°,a < bolsun. Eger "¢ L [a,b] ise bu takdirde
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5 )jf( yox— £ (222)
(3.15)

_(b-a)’ a) jm(t) [£7(ta+(L-t)b)) + f "(to+ (L—t)a))]dt

esitligi gerceklenir, burada

t? te[O,lJ
2
) 1
(1—t) y t€|:5,1:|

dir (Sarikaya ve Ark. 2010).

m(t) =

Teorem 3.28 f:lcR—>R fonksiyonu |° {izerinde iki kez tiirevlenebilir,

f”eL[a,b], ve |f’| fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise bu takdirde

‘—(b_ )jf( )dx— (a;bj < (b;j)zpfﬂ(a)'; f”(b)q (3.16)

esitsizligi ger¢eklenir (Sarikaya ve Ark. 2010).

Teorem 3.29 f:lcR—>R fonksiyonu |° {izerinde iki kez tiirevlenebilir,
f"eL[ab], ve |f"", q>1, fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise bu takdirde

g=p/(p-1) olmak iizere asagidaki esitsizlik gerceklenir (Sarikaya ve Ark. 2010):

If( Jix _f[a+bj‘£ (b—a)ZU {f"(a)| +|"(0) } a1
(b— 2 )" 82p+))’? 2

Teorem 3.210 f:lcR—>R fonksiyonu 1° {izerinde iki kez tiirevlenebilir,

f"eL[ab], ve |f"", g>1, fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise bu takdirde

= p/(p—1) olmak iizere asagidaki esitsizlik gergeklenir (Sarikaya ve Ark. 2010):

—— f(x)d _f[a+bj<(b—a)2
(b—) 2 )" 24

(3.18)

tr@) 4| o) |
2

Teorem 3.211 f:lcR—>R fonksiyonu 1° {izerinde iki kez tiirevlenebilir,

ise
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Lb-a)°
24

max {| f "(@)],| f "(b)]} (3.19)

1 & a+b
‘—(b_a)lf(x)dx—f( : j

esitsizligi ger¢eklenir (Sarikaya ve Ark. 2010).

Sonu¢ 3.2.2 f:1 cR—>R | iizerinde iki kez tiirevlenebilir, f" e L [a,b] ve |f"q,

=p/(p-1), q>1 fonksiyonu [a,b] araliginda Quasi-konveks ise

‘—1 bf(x)dx—f(aerjs (b‘a)zﬂ max{
(b—-a) 2 8(2p+1)”°

OO }”q (3.20)

esitsizligi gergeklenir. Ayrica bu sonucun bir genellemesi olarak
2
If( Y _f(a+bjs(b a)

(b— a)s

24
esitsizliginin gergeklendigi goriliir (Sarikaya ve Ark. 2010).

Ol (3.21)

max {| f"(a)["

3.3. Quasi - Konveks Fonksiyonlar icin Ostrowski Tipli Esitsizlikler

Bu kisimda Quasi-konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski ve Ostrowski-Griiss tipinden
bazi esitsizlikler gelistirilip genellestirilecektir. Ayrica elde edilen bazi sonuglar bazi
sayisal niceliklerin hata sinirlarinin tahminine uygulanacaktir. Son olarak bazi 6zel

ortalamalar igin bazi sinirlar tartigilacaktir.

1S [0,0) bir aralik a,b €1 ve a<b olsun. f:I -» R fonksiyonu I° iizerinde

tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere f’e L [a,b]olsun. Eger Vx € [a,b] i¢in

|f'(x)| < M ise, bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

1 b M [(x—-a)?+(b-x)?
e o] = gl e 62
esitsizligi gerceklenir. Bu esitsizlik literatiirde Ostrowski esitsizligi olarak bilinir. Bu
esitsizlikle ilgili literatiirde pek cok calisma mevcuttur.

Allomari ve Ark.(2009) birinci tiirevlerinin mutlak degeri Quasi-konveks olan

fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizligi elde etmislerdir.
Teorem 3.3.1 ISR bir aralk a,b €I ve a <b olsun. f:1 - R fonksiyonu I°
iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere eger | f ", g >1, fonksiyonu [a,b]

araliginda Quasi-konveks ise bu takdirde
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‘(b— )If(x)d ‘f(mb)‘

e e

esitsizligi gergeklenir (Alomari ve Ark. 2010).

a+b a+b

Sonugc 3.3.1 Teorem 3.3.1 in sartlarina ilaveten

1) Eger f’ fonksiyonu artan ise bu durumda

‘b— )If( P _f(mbj“ {

i) Eger f' fonksiyonu azalan ise bu durumda

a+b b-a
‘(b— )If()d _f( 2 )‘ {

iii) Eger f'(a)= f'(b) =0 ise bu durumda

a+b b-a
s )jf(x)d —f( ]‘s y

esitsizlikleri gerceklenir.

f(

}

a+b)‘ 1 )|}

a+b ‘

a+b
f!
( 5 )‘

(3.23)

o]

Lemma 3.3.1 IS R bir aralik a,b € [ ve a < b olmak tizere f:I - R fonksiyonu

1° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger f'e L [a,b]ise bu takdirde

(x)—(— jf(u)du =(b- a)j p(t) f'(ta+(1—t)b)dt

dir, burada her x [a,b] igin
t, te{O u}
b—a

t—1, te(b Xl}
b—-a

dir (Alomari ve Ark. 2010).

p(t) =

25
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Teorem 3.3.2 IC R bir aralik a,b € [ ve a < b olmak iizere f:I = R fonksiyonu

I° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f'e L [a,b] olsun. Eger |f'| fonksiyonu

[a, b] tzerinde Quasi-konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

f (x) _F j f (u)du -
_(b-x)° (x=a)" |
2(b- )( i }) 2(b— a)( e })

esitsizligi igergeklenir (Alomari ve Ark. 2010).

Ispat: Lemma 3.3.1 e gore | f '| fonksiyonu [a, b] de Quasi-konveks oldugundan

(x)—F j f (u)du
s(b—a)b:[a ax {| f' (b-a) l (1—t) max { b dt
<(b- a)max b_a (b-a) max j (1-t)dt
b— 2 2
(0= (max{| 00|, £/ O)]})+ (x=a)

- 2(b—a) 2(b )(max{“ (X)| |f (a)|})

elde edilir ve boylece teorem ispatlanmis olur.

Sonu¢ 3.3.2 Teorem 3.3.2 nin sartlarina ilaveten eger | f ’(X)| <M,M >0 ise bu
takdirde (3.22) esitsizligi saglanir.

Sonuc¢ 3.3.3 Teorem 3.3.2 in sartlarina ilaveten

i) Eger | f'| fonksiyonu artan ise bu durumda

)

£+ )| F(0) (326)

‘ (x)——j (u)du ‘ 2o

2(b-

i) Eger | f'| fonksiyonu azalan ise bu durumda

(x)—— f(u)du| < 2(b 2(b

(b-a);
esitsizlikleri igerceklenir (Alomari ve Ark. 2010).

f'(a)| (3.27)
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Sonug 3.3.4 Teorem 3.3.2 in sartlar1 altinda x = a+h almirsa bu durumda

‘ (x)— j f (u)du

s—(b;a)(maxﬂ "”b)‘ ' (b)|}+maxﬂf (a—”’)\ [ (fﬂl}j

esitsizligi gergeklenir (Alomari ve Ark. 2010).

(3.28)

Sonug 3.3.5 Sonu¢ 3.3.3te x= a+b alinirsa bu durumda

i) Eger | f'| fonksiyonu artan ise bu durumda

b
<=
|1

ii) Eger |f'| fonksiyonu azalan ise bu durumda

e

iii) Eger f'(a)= f'(b) =0 ise bu durumda

(T)_(b— j f (u)du

‘ a+b

‘ "”b)H (3.29)

‘ a+b

(—)—— j f (u)du

+|f (a+b H (3.30)

a+b

FALE als (—)‘ (3.31)

2 (b—)

esitsizlikleri ger¢eklenir (Alomari ve Ark. 2010)..

Teorem 3.3.3 IS R bir aralik a,b € I ve a < b olmak lizere f:I - R fonksiyonu
I° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f'e L [a,b] olsun. Eger |f'| fonksiyonu

[a, b] lzerinde Quasi-konveks ise bu takdirde Vx € [a, b] i¢in i+1 =1 olmak iizere
P q
( )p a1 Up
f(x)—— (u)d ‘ — 1| (max{|f'(x)|",
j (b-a)(p+1) ( {| |

il
+L%J (maxﬂ o,

1/q
)
esitsizligi igergeklenir (Alomari ve Ark. 2010).

(3.32)

Ispat: Lemma 3.3.1 ve Holder esitsizligi dikkate almirsa

f(x)—mj f (u)du
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U

—X
a

oo [

b—x Up b—x g

U’

f'(ta+(1—-t)b)|dt +(b—a j —1|f'(ta+ (L—t)b)|dt

—X

U

O'
Q)

<(b-a) j tPdt b__[a|f'(ta+(1—t)b)|th

0

)

1Up lq
1 1
+(b-a)| [ @-trdt| | |
b—x b—x
b-a b-a

p+1

_ (b=x)» e Y
“b-a) " (pD)? (max{|f o[ ()| })

p+1

iC —(a);”_ ”a(l?o e (max{l 0o @) q

elde edilir ve boylece teorem ispatlanmis olur.
Sonu¢ 3.3.6 Teorem 3.3.3 nin sartlarina ilaveten eger |f’(X)|£ M,M >0 ise bu
takdirde (3.22) esitsizligi saglanir.

Sonug¢ 3.3.7 Teorem 3.3.3 in sartlarina ilaveten

i) Eger | f'| fonksiyonu artan ise bu durumda

1 L*lr L{I_’
~ - af”(p+nﬂvkb‘x)”'f(m“*x‘a>p|f<@q

(w————j()

ii) Eger |f'| fonksiyonu azalan ise bu durumda

(m—m_)j<)

1 il b
<= (D" [(b—x) p +(x—a)r |f (a)@

esitsizlikleri igergeklenir.

Sonug¢ 3.3.9 Teorem 3.3.3 in sartlar1 altinda X = a+b aliirsa bu durumda

} +max{f(—)‘ |f()|} J

‘f(x)—ﬁjf(u)du

. (-a) [max{
21/p(p+1)1/p

esitsizligi gerceklenir.

a+b
f
re 2
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Sonug 3.3.10 Sonug 3.3.9 da

i) Eger |f'| fonksiyonu artan ise bu durumda (3.29) esitsizligi saglanir.
ii) Eger | f ’| fonksiyonu azalan ise bu durumda (330) esitsizligi saglanir.

iii) Eger f'(a)= f'(b) =0 ise bu durumda (3.31) esitsizligi saglanir.

Teorem 3.3.4 I R bir aralik a,b € [ ve a < b olmak iizere f:I = R fonksiyonu
I° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f’eL[a,b] olsun. Eger |f',q>1
fonksiyonu [a, b] tizerinde Quasi-konveks ve <M, x € [a, b] ise bu takdirde
Vx € [a,b] ig:in

‘ 1

f(x)—ﬁ f(u)du

box) (3.33)
b—X ’ q
sm(max“f [,

}) (2(b a);(max{ RO })

esitsizligi igergeklenir (Alomari ve Ark. 2010).

Ispat: Lemma 3.3.1 ve power-mean esitsizligi dikkate alinirsa

f(x)—rj f (u)du

U'

—X
—a

ol

b—x q bx

<(b-a)| [t J'at|f’(ta+(l—t)b)|q dt

0

U

f'(ta+ (L-t)b)|dt+(b—a j 1| f'(ta+ (1—t)b)|dt

O'
x

U
9)

1q

1,& 1q
q

+(b-a) j

b—x

(1—t)dt j @-t)|f'(ta+@-t)b)[" dlt

—a

'I'.q>1 fonksiyonu [a, b] iizerinde Quasi-konveks
b—x

U’

—a

bj t)f'(ta+ (1 t)b)[" dt < jtmax{

O ot

i

_ (b_x)z RN
=204y max{|f [,

ve
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j 1- j(l—t)max{ q,|f’(a)|q}dt
(x-af q
:Z(Xb—a)2 max{ |

yazilabilir. Bu nedenle

f(x)—T) j f (u)dul < (;(’b Xi)(max{ ‘*})”q
+ (2)((;_2) (max{ L@ })Uq

oldugu goriiliir ve boylece teorem ispatlanmis olur.

Sonug¢ 3.3.11 Teorem 3.3.4 nin sartlarna ilaveten eger |f'(X)|§ M,M >0 ise bu
takdirde (3.22) esitsizligi saglanir.

Sonug 3.3.12 Teorem 3.3.4 in sartlarina ilaveten

i) Eger | f'| fonksiyonu artan ise bu durumda (3.26) esitsizligi saglanir.

ii) Eger |f'| fonksiyonu azalan ise bu durumda (3.27) esitsizligi saglanr.

Sonuc 3.3.13 Teorem 3.3.4 in sartlars altmda x = 22

1/q
} +max{

i) Eger | f'| fonksiyonu artan ise bu durumda (3.29) esitsizligi saglanur.

alinirsa bu durumda

}1/ q

‘f(x)—ﬁjf(u)du

g(b—a) {‘f(a+b ‘
8

a+b

e

esitsizligi gerceklenir.

Sonug¢ 3.3.14 Sonug 3.3.13 de

ii) Eger |f'| fonksiyonu azalan ise bu durumda (3.30) esitsizligi saglanir.

i) Eger f'(a) = f'(b) =0 ise bu durumda (3.31) esitsizligi saglanir.

Ostrowski (1938) asagidaki integral esitsizligini ispatlamustir.

Teorem 3.3.5 IS R bir aralik, I ise I araliginm ici, a,b € I° ve a < b olmak iizere

f:1 - R fonksiyonu I° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger Vx € [a, b]

icin |f'(x)| < M ise, bu takdirde Vx € [a, b] i¢in
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|FGo) = J2 Fyade| < [2 4+ S - (3.34)

(b-a)?
dir. Bu esitsizlik x € [a, b] noktasinda f(x) degeri ile (b — a)~! fab f(t)dt integral
ortalamasinin farkinin mutlak degeri i¢in bir {ist sinir getirmektedir.
Dragomir ve Wang (1997) bu tipten yeni bir esitsizligi asagidaki sekilde vermislerdir.

Teorem 3.3.6 Teorem 3.3.5” in varsayimlari altinda f’ tirevi [a,b] araliginda
integrallenebilir olmak {izere y,I" € R keyfi sabitler ve Vx € [a,b] igin y < f'(x) <
I' oldugunu varsayalim. Bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

o — =00 foar -2 (-2 <2 - (T -y),  (335)

2

esitsizligi gergeklesir. Bu esitsizlik bilinen Ostrowski esitsizligi ile Griiss esitsizligi
arasindaki bir baglantidir. Esitsizlik bazi 6zel ortalama ve bazi sayisal kareleme

kurallarint sinirlandirmak igin uygulanabilir.
Matic ve ark. (2000) Teorem 3.3.5 ve 3.3.6 yi asagidaki sekilde gelistirmistir.

Teorem 3.3.7 Teorem 3.3.5’ in sartlar1 saglansin. Bu takdirde her x € [a, b] igin
1 b f)-f b
o0 == 7 Fwae - LB (x - 20 < (b —a)(li—7)  (336)

esitsizligi gergeklesir (Matic ve Ark. 2000).

Teorem 3.3.8 Teorem 3.3.6° nin sartlar1 saglansin. Bu takdirde her x € [a, b] igin

2 b—a

[0 = (= 22) £00 + (5 - )? +2 (x - 22) ) LOLD L2 peya

< (I3 —v2)F(a b,x) (3.37)
esitsizligi gergeklesir, burada

F(a,b,x) = m‘( (b-a)? +15(x - 22) ) (3.38)
dir (Matic ve Ark. 2000).

Teorem 3.3.9 Teorem 3.3.5” in sartlar1 saglansin. Bu takdirde her x € [a, b] i¢in

0 - =00 foar -T2 (2 <2 - ) (13- 72)  (339)

2

31



esitsizligi gerceklesir. Burada 1/8 sabiti kendisinden daha kiiciik bir seyle
degistirilemez anlaminda keskindir (Cheng, 2001).

Ispat: Oncelikle

fO) == [ 0t — (x - =) L2TLE = 2 176, (v, 0)f(D)dt (3.40)

oldugunu belirtelim, burada

b
(t—a)—(x—%), a<t<x

Gl(xlt):
(t—b)—(x—“zi’), x<t<h

dir. Simetriklikten dolay1 a < x < (1/2)(a + b) oldugunu varsayabiliriz. Bu nedenle

t* =x+ % (b — a) olmak iizere

Gi(x,t) =0, te[ax)U(t’b)
G,(x,t) <0, t € (x,t*]

yazilabilir. Ote yandan
[2 6y (e, OF (D)t = [ Gy (o, F (Odt + f,) Gy (e DF (Odt + [ Gy (e, Of (Dt
<r (f; G, (x, O)dt + [ G, (x, D) dt) + 7, f;* G, (x, 0)dt,

b *
6 Gtdt+ [ G tdt ==(b—a)?, [ Gxt)dt=—=(b—a)?
oldugundan

[7 6, (o Of (®Odt <2 (b — a)>(1; — 1) (3.41)

elde edilir. Benzer sekilde

— 76, (x, Of (dt <3 (b — a)*(l — 1) (3.42)

oldugu gosterilebilir. Buradan (3.40), (3.41) ve (3.42) ifadeleri (3.39) un saglandigini
gosterir ve Teorem 3.3.9 un ispati tamamlanir. Bu ispattan t* = x + % (b — a) olmak

luzere

Li(t—a), a<t<x
f@) ={L(x—a)+y.(t—x), x<t<t
LHt—a)+y,(t"—x)+L({t—t"), t*<t<bh
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fonksiyonu olusturulabilir. Bu durumda (3.39) esitlik olarak saglanir. Bu nedenle
1/8 sabiti daha kiiciik bir say1 ile degistirilemeyecegi anlaminda keskindir. Ayrica
x = (a + b)/2 igin belirtilenlerden daha keskin bir sinir

IF (52) == 1) F(0dt| < 26— (13 = 7)

olarak elde edilir.

Teorem 3.3.10 Teorem 3.3.6’ nin sartlar1 saglansin. Bu takdirde her x € [a, b] igin

F0 = (x—22) F0 + (50— 0 +2 (x - 422) ) LW
I f@de| < (- 726 b,0) (3.43)

esitsizligi gergeklesir, burada

( |(x—a) (x—aTer)(b—x)|
: 3 anS§(2a+b),

3(b—a) 1 a+bh\2\2
+(E(b—a)2 + (x——) )

2

G(a,b,x) = 4 . (3.44)
5(a+2b) <x<b,
3/2

/
2 i i 2 _ a+b 2 l l
\3(b—a) (12 (b—a)" + (x - ) ) '3 (2a+b)<x< : (a + 2b)

Bu durumda

G(a,b,x) <2 F(a,b,x) (3.45)

oldugu gosterilebilir (Cheng, 2001).

Ispat: Bu durumda

P POt = £00 + (xS0 1) - (5 (0 - 02+ 2 (x - 422) ) FOL

b—a

1 b 14
=— [, f" (G, (x,t)dt (3.46)
esitligi yazilabilir, burada

1 2 1 2 1 a+b 2
J(t-a) —(Z(b—a) +5(x—7)), a<t<ux
Gz(x,t)z

b2
%(t—b)Z—(z—{L(b—a)u%(x—%) ) x<t<bh

dir.a < x < (1/2)(a + b) oldugunu varsayalim. ilk énce a < x < (2a3—+b) durumunu

g0z Oniine alalim. Bu durumda
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N R

£ =b—(1—12(b—a)2+(x—ﬂ)2>

2

olmak lizere

G,(x,t) <0, t € [a,x) VU [t™,b]
G,(x,t) =0, t € [x,t*)

olur. Ote yandan V x € [a, b] i¢in y, < f"(x) < I, olacagindan
b b
[} G206, 8) F(O)dt < v,(J] G, (x, 0)dt) + v, (J1. G2 (x, )dt)
ve
— 176, (e, Of ()t < — [T Gy (x, 0t — [, Gy e Dt +7, [1 Go(x, 1) dt

yazilabilir. Basit bir hesaplamayla

[F6atdi=3x-a)(x-=2) (b —x)

ve

3/2

2. GaGe e = ~2(L b~y + (x - ﬂf)

2
elde edilir. Ayrica
f: G, (x,t)dt =0
oldugundan
56,00 dt = — [X 6, (x, )dt — [, Gy(x, dt

oldugu goriiliir. Boylecea < x < (1/3)(2a + b) igin iddia kolayca ispatlanmig olur.
Simdi de (1/3)(2a+b) <x < (1/2)(a+b)  durumunu goz 6niine alalm. Bu

durumda

2
t{*=a+(1—12(b—a)2+(x—azﬁ)>

1/2

ve
2
t;*=t**=b—(i(b—a)2+(x—ﬂ) )

olmak tuzere
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G,(x,t) <0,t € [a,t;") U [ty b]
G,(x,t) = 0,t € [t]", t5)

yazilabilir. Ayni arglimani kullanarak

3\12 2

fat;* G,(x, t)dt = _l(i (b — a)z n (x _ a_-l-b)2>3/2

ve

b 11 +b)?
ft;*GZ (X,t)dt: —§<E(b—a)2+(x—a7) ) 3/2

esitlikleri kolayca elde edilir. Béylece Teorem 3.3.10 un ispati tamamlanir. Bu
durumda Dbilgisayardaki sayisal hesaplamalar ile x =ave x = (1/2)(a+ b)

degerlerinde

__ G(a,bx)
~ F(abx)’

r(x)

) =r(a+eb-a) =703, £€[01]

ifadelerinin maksimum degere ulastigi kolayca goriilebilir. Boylece (3.45) esitsizligi

elde edilir.

Teorem 3.3.11 Teorem 3.3.5’ in varsayimlari saglansin. Bu takdirde her x € [a, b]

icin asagidaki esitsizlik gergeklesir (Cheng, 2001):

1 __1 b _ (=b)f(b)-(x-a)f(a)
~f) == [, f(®)at P

1
— 8(b—a)

((x—a)? + (x = D))(I1 — 1) (3.47)

Ispat: Bu durumda

1 1 b (x=b)f(b)-(x-a)f(a) _ 1 (b :
S ==, f(Oadt - 200 =— [, Gs(x, Df (D)dt

esitligi saglanir, burada

1
(t—a)—E(x—a),aS t<x
G3 (.X, t) = 1
(t—b)—z(x—b),xs t<b

dir. Boylece Teorem 3.3.5 teki yol izlenerek (3.47) esitsizligini kolayca elde

edebiliriz. x = a yada x = b i¢in, asagidaki trapezoid esitsizligi elde edilir:

[T F(©)dt =5 (f(@) + F(BY)]| <5 (b — a)(T3 — ) (3.48)
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Teorem 3.3.12 Teorem 3.3.6” nin varsayimlar1 saglansin. Bu takdirde her x € [a, b]

i¢in asagidaki esitsizlik gergeklesir (Cheng, 2001):

—h)2F —(v—r)2 b
|f(x)_§(x_a+b)f( )+(x b)f(b) (x a)f(a)_b_iafaf(t)dt|

6(b—a)
< no= (= @’ + (B =0T — ). (3.49)
Ispat: Bu durumda
2( a+by o (x=b)*f(b) - (x—a)’f(a)
fo -2 (x-22) reo + D

1 (P 1 (P
- tdt=——1 G SO f"(0)dt
e I ICNCLTRO
esitligi saglanir, burada

%(t—a)z—%(x—a)z,aSth
G4:
%(t—a)z—%(x—a)z,aSth

dir. Teorem 3.3.6 daki yol izlenerek (3.49) esitsizligini kolayca elde edebiliriz.

Eger x = (1/2)(a + b) ve x = a veya x = b alinirsa, Teorem 3.3.8” den sirasiyla

—@U@)fm»———ffwm

<

L =y -a)?
—72\/§2 Y2 a

ve

fl@+fp) 1 , , 1 ?
‘——————Ew—wqufm»—ggﬁf@m

18\/— (I = v2) (b — a)?

esitsizlikleri elde edilir.

Bu tiirden bir diger sonug iki kez tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in Cerone, Dragomir ve

Roumeliotis (1999) tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.

Teorem 3.3.13 IS Rbiraralik, 1° ise I araligminici, a,b € I° ve a < b olmak iizere
olsun. f:I - R fonksiyonu I° iizerinde iki kez tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak
tizere y,I € R keyfi sabitleri ve Vx € [a,b] igin y < f"(x) < T oldugunu

varsayalim. Bu takdirde Vx € [a, b] igin
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a+b

G0 = (= 22) £ + [ 4 2 (= 222) | KD L2

24 2 2 b—-a

a+b ]2

<cT-V[0-a)+]x-22 (3.50)

esitsizligi gergeklesir (Matic ve Ark., 2000).

Teorem 3.3.14 f,g:[a,b] » R iki integral edilebilir fonksiyon ve y,®,¢,I' € R

sabitler olmak tizere Vx € [a, b] i¢in ¢ < f(x) < ®vey < g(x) <T olsun. Eger;

T(f,9) = 5= J;, fg()dx — == [ f()dx [} g(x)dx (351)
ise, bu takdirde
IT(f, )| <5 (@ = )T =) (352)

esitsizligi gergeklenir (Matic ve Ark., 2000).

Esitsizligin standart ispat1 iki adimda elde edilebilir. Birinci adimda T(f,f) = 0,

T(g,9) = 0ve|T (f, )I<JT(f, /)T(g,g) oldugu gdsterilebilir. ikinci adimda ise
T(f.f) <7 (@—¢)? ve [T(g,9)| <7 (I' —¥)? oldugu gosterilebilir. Bu iki adims
birlestirdigimizde istenen sonug¢ elde edilir. Ikinci adim sadece T(f,f) terimine

uygulanirsa agagidaki sonucun gegerli oldugu goriiliir.

Lemma 3.3.2 f,g:[a, b] = R integrallenebilir fonksiyonlar1 i¢in fg c¢arpimi da
integrallenebilir ve ,®,9, I € R keyfi sabitler olmak iizere Vx € [a, b] igin y <
g(x) < I' olsun. Bu takdirde

IT(f, )| < ST HT - ) (3.53)

esitsizligi gerceklesir (Matic ve Ark., 2000).

Lemma 3.3.3 [ € R bir aralik olmak iizere f:I — R bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonunun I° kiimesi iizerinde diferansiyellenebilir ve a, b € 1°, a < b oldugunu
varsayalim. Eger f ™ fonksiyonu [a, b] iizerinde integrallenebilirse, bu takdirde Vx €

[a,b] icin (f© = f alalim)

n-1 (b—x)k+1+(—1)k(x—a)k+1

[} f(©de = $i2d T £ )

(=D [ K (, OF P (D) dt (3.54)
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esitligi saglanir, burada K,,:[a,b]?> - R ¢ekirdegi asagidaki gibi verilir:
(t—a)"

— n!
Kn(x,t) = (t — b)™

T, tE[x,b]

, tE€]ax),

Teorem 3.3.15 Lemma 3.3.3” {in varsayimlari altinda y ve I" sabitler olmak {izere
Her x € [a,b] igin ¥ < f™(x) < T olsun. x € [a, b] i¢in

n-1 (b_x)k+1+(_1)k(x_a)k+1

Ra(x) = f(x) + = X7] o F0x)

(b_x)n+1+(_1)n(x_a)n+1
(n+1)!1(b—a)?

[Fo0®) - D @] - 75 ) FOde

tanimlayalim. Bu takdirde her x € [a, b] i¢in

RACO < 3= 9) [T(Kn (2,0, Ko (5)

1/2

Iy [(x—a)?+1—(x—p)2n+1 _ ((x—a)n“—(x—b)n“)z] (3 55)

T 2(nD) (b—a)(2n+1) (b—a)(n+1)

esitligi saglanir (Matic ve Ark., 2000).
Sonug 3.3.15 Teorem 3.3.15” in varsayimlari ve notasyonlari altinda her x € [a, b]

(r=y)(b-a)"n
IRn (| < S e (3.56)
dir (Matic ve Ark., 2000).

Teorem 3.3.15’ de belirtilen sonucun bir neticesi olarak trapezoid esitsizligine benzer

bir midpoint esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 3.3.16 Teorem 3.3.15’ in varsayimlar1 altinda

2 2 2 (k+1)! 4 2 (n+1)!
1 b r-y)b-a)* 1+(=1)"
" bh-a fa f(t)dt s ni2n+t1\2n+1 - 2(n+1) (3'57)

esitsizligi gecerlidir (Matic ve Ark., 2000).

Teorem 3.3.16 Teorem 3.3.6’ nin varsayimlari altinda Vx € [a, b] igin

fe) 5= f, f@de - L2LO(x 22 < — (b - )T - ),
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esitsizligi saglanir (Matic ve Ark., 2000).
Ispat: n =1 alimirsa Teorem 3.3.15° den

(b—x)?-(x—a)?

)+ T2 = [ () — f(@] = 5 [ F (O]

<20 =) (0 ), K ()

oldugu goriiliir, burada (3.60) dan

JT(K1<x,-),K1<x,->) = J ae2+02) - (22¢) =&

olacaktir. Ispat1 tamamlamak igin

(b—x)?—(x-a)®> _ a+b—2x _ 1 ( a+b)
2(b-a)? ~ 2(b-a)  b-a X

oldugunu belirtelim.

Sonug¢ 3.3.17 Teorem 3.3.6 nin varsayimlari altinda
b 1 b 1
F (50) - f Fde| < 50— (T =)

ve

f(a)+f(b) 1 b 1
HOH® _ L P p(yae| < 2= (b - (T )

esitsizlikleri yazilir (Matic ve Ark., 2000).
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4. KONVEKS ve QUASI-KONVEKS STOKASTIK SURECLER ICIN BAZI
INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

4.1. Stokastik Siireclerin Konveksligi

Bu kisimda Stokastik siireglerin konveksligi ile ilgili olarak bu ¢alismada kullanilacak

bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tamim 4.1.1 (Konveks Stokastik Siirec): Eger her A € (0,1) ve u, v € [ igin
X(Au+@=-Dv,) <X, )+A-DX(,.) (4.1)

esitsizligi saglanirsa, bu takdirde X:I x Q — R stokastik siirecine konvekstir denir.

Eger yukaridaki esitsizlik A =% igin gecerli ise, X:1 x Q — R stokastik siireci

Jensen- konveks veya %—konveksdir. Bir X:1 x Q — R stokastik siireci konveks

degilse konkavdir denir (Kotrys, 2012a).

Tanm 4.1.2 (Q,U,P) olasilik uzayr ve I € R bir aralik olsun. X:I X Q - R

stokastik siirecine;
(i) Eger her u,v € I ve A € (0,1) igin
X(Au+@A—-Dv,) <X, )+ A -1D)X(v,.)
ise A-konvekstir denir. Bu tiir stokastik siireglerin sinifi Cy ile gosterilir.
(i1) Eger her u,v € I ve A € (0,1) i¢in
X(Au+AQA-Dr, )+ X(A-Du+v,.) <X(Ww,.)+X(,.)

ise Wright-konvekstir denir. Bu tiir stokastik siireclerin sinifi W ile gosterilir
(Kotrys, 2012a).

Lemma 4.1.1 4,B: Q — R rastgele degiskenleri E[A?] < oo, E[B?] < oo olmak
tizere, eger X:1x Q - R, X(t,.) = A(.)t + B(.) formunda bir stokastik siire¢ ve
[a, b] < I ise bu takdirde

b2%—q?
2

[ X8,y dt = AQ) +B()(b —a)

dir (Kotrys, 2012a).

Ispat. Yukaridaki notasyon ve beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilarak
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b?%-a?

E [(2221 X(O,.) (tr — tg—1) — A 2t B(b - a))z]

b2_a2

- 2
=E (A (22:1 O (tx — tp—1) — > ) + B(Xk=1(tx — tg—1) — (b — a))) ]

o2

b?%-a?

= (Z;cl=1 O (tx — tx—1) — )2 E[A?]

esitligi elde edilir. Eger n — oo igin limit alinirsa Riemann integralin tanimindan

yukaridaki ifade 0’ a gidecektir. Bu ise Lemma 4.1.1 in ispatin1 tamamlar.

Onerme 4.1.1 X:1 x @ — R bir konveks stokastik siire¢ ve t, € I° olsun. Bu
takdirde oyle bir A: Q — R rastgele degiskeni vardir ki X stokastik siireci t, da
A()(t —ty) + X(ty,.) formundaki siireg tarafindan desteklenir. Yani her t € I igin

X(t,.)=AC)(t —ty) + X(to,.) (4.2)
dir (Kotrys, 2012a).

Ispat. r,s,u,v,ty, € I° sayllari1 r < s < t, < u < v olacak sekilde segelim. Bu

durumdar < s <t i¢in

to—s S—r
7+

to—7T to—T

S = tO

ifadesi r ve t, noktalarinin bir konveks kombinasyonudur. Dolayisiyla X:1 X Q —

R stokastik siireci konveks oldugundan

-r

X(s,.) < §°‘SX(r,.) +
0

S
-r to—rX(tO")
yazabiliriz. Buradan

X(to,.)—X(T,.) < X(to,.)—X(s,.)
to—7T - to—s

elde edilir. O halde, eger s — t; icin limite gegilirse

X(to)—X(r,.)
to—T

< X' (to.) (4.3)

olacaktir. Benzer sekilde t, < u < v igin X:1 X Q — R stokastik siireci konveks

oldugu dikkate alinirsa
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X(u.)-X(to) - X@,)~X(to,)
u—to - v—to

olup eger u — t§ igin limite gegilirse

X(,)-X(to,)
v—to

XL (ty,.) < (4.4)

sonucuna varilir. (4.3) ve (4.4) esitsizlikleri ve Skowronski Lemmasinin bir sonucu

olarak

X(to,)—X(r,.)
to—T

X,)-X(to.)
v—to

< X' (tp,.) < Xi(ty,.) < (4.5)

esitsizligi elde edilir. Eger A: Q — R rastgele degiskeni X (t,,.) < A(.) < X4 (to,.)
esitsizligini saglayan herhangi bir rastgele degiskense, yukaridaki esitsizlikten (4.2)

ifadesinin elde edilebilecegi goriiliir.

Ote yandan iyi bilinmektedir ki / € R araliginda tanimli Jensen-konveks, siirekli
fonksiyonlar Hermite-Hadamard esitsizligini saglar ve tersine olarak eger siirekli bir
fonksiyon Hermite-Hadamard esitsizligini sagliyorsa konvekstir (Kuczma, 1985).

Bu kisimda stokastik siiregler igin benzer sonuglar ispatlanacaktir.

Teorem 4.1.1 X:1 X 2 — R bir Jensen-konveks ortalama-kare siirekli bir stokastik

siire¢ olsun. Bu takdirde herhangi u,v € I igin

u+v

X2, ) S = [VX(t.)dt < ) (4. 6)

X(u,)+X,)
2

dir (Kotrys, 2015).

Ispat. X:1 x Q — R stokastik siireci ortalama-kare siirekli oldugundan ayn: zamanda
olasilikta siireklidir. Nikodem her Jensen-konveks ve olasilikta siirekli stokastik
siirecin  konveks oldugunu ispatlamistir. Dolayisiyla X:1 X Q — R konvekstir,

Onerme 4.1.1°den herhangi bir t, € I° noktasinda bu siire¢ bir destege sahiptir. t, =

uzi de bir destek alalim. Bu takdirde

X(t,.) 2 A0 (1-) +x (22,)

2

elde edilir. Lemma 4. 1’ 1 kullanarak

LXyde= [ [A(.)(t—“—“’) +X(“—+" )] dt

2 2
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=A—(')(v2—u2)—u—+vA( )(v—u)+X(u+v )(v—u)

2

_X(u+v )(v—u)
esitsizligi yazilabilir. Sonug olarak
u+v 1 v
X(—) < —ufu X(t,.)dt
elde edilir. Boylece ispatin birinci bolimii biter. (4.1) esitsizliginde eger t = Au +

(1 — v alinirsa 1 = % olup siirecin konveksliginden

X(t.) < =2 X(u,.) + (1—%))((1;,.)

_ X(w,)-X(,) 4

e t—-v)+X(,.)

_ X(u,)-X(,) 4 Xw,)(u—v)-X(u,)v+X(,)v
- u—v u—v

- X(w,)-X(u,) - X, u-xw,)v

u-v u-—-v

elde edilir. Daha 6nce oldugu gibi Lemma 4.1.1° i kullanarak

[ Xt )de < [T [X(v) “X(w) | | X0, )u X(u )”]dt

_ Xw)-X(w)1 (vz . uz) _ X )u-X(u,)v W — )

v—-u 2 v—u

[X(w, ) —w) = X(u,. ) (v —u)]

NIH

_Xw,)+X(u,) (
- 2

— )
yazilabilir. Buradan da
1 v X(w,)+xw,.)
o X)) S ==t
oldugu goriilir.

Teoremin tersini gostermeden 6nce iki basit yorumdan s6z edelim. Bunlardan ikincisi
konkveksligin tanimimin dogrudan bir sonucu iken birincisi Schwartz esitliginin bir

sonucudur.
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Yorum 4.1.1 Eger X:1 X Q — R stokastik siireci | araliginda ortalama-kare siirekli
ise, bu takdirde ¢(t) = E[X(t)] (X siirecinin beklenen degeri) ile tanimli ¢ : I — R
fonksiyonu da siireklidir (Kotrys, 2015).

Yorum 4.1.2 Eger X:1 x Q — R stokastik siireci konveks(veya konkav) ise, bu
takdirde ¢(t) =E[X(t)] ile taniml1 ¢ : I — R fonksiyonu da konvekstir(veya konkav)
(Kotrys, 2015).

Simdi Hermite-Hadamard esitsizliginin tersini ispatlayalim.

Teorem 4.1.2 X: 1 x Q — R bir stokastik siire¢ ve | araliginda ortalama-kare stirekli
olsun ve (4.6) esitsizliginin sag veya sol tarafin1 saglasin. Bu takdirde X:1 X Q - R
konvekstir (Kotrys, 2015).

Ispat. Once (4.6) esitsizliginin sol tarafinin saglanmasi durumunda teoremi
ispatlayacagiz. Tersine olarak X stokastik siirecinin konveks olmadigini kabul edelim.
Bu takdirde her w € A i¢in

X(Aox + (1 = A9)y,w) > X (x,w) + (1 — 29)X(y, w) (4.7)
olacak sekilde P(A) > 0olanA c Q olayivex,y € ,x <y ve A, € (0,1) sayilar

mevcuttur.

X(t,w), weAi

X(t,w)z{o e

siirecini tammlayalim ve ¢ : I — R, ¢(t) = E[X(t)] fonksiyonunu géz éniine alalim.
Yorum 4.1.1°e gore ¢ siirekli fakat (4. 7)” den dolay1 ¢, | da konveks degildir. Pales
(2000)’in ¢alismasindaki sonucunu kullanarak tisten yari siirekli fonksiyon konveks
degilse en az bir noktada kesin olarak konkav olacagindan ¢, p de kesin olarak
konkav olacak sekilde bir p € I noktasinin mevcut oldugu sonucuna variriz.

Dolayisiylaher t € (p — 6,p + 8)\{p} icin
e <o) +ct—-p) (4.8)

olacak sekilde bir c sabiti ve bir 6 > 0 sayis1 vardir. p = uTH] olmak lizere [u,v] c

(p — 6,p + &) alalm. Bu takdirde Pales teoremine gore her t € (p — &§,p + 6)\{p}

icin
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o) <o (55) + et =)

yazilabilir. Yukaridaki ifadenin her iki tarafinin integrali alinirsa

fgo(t)dt<<p( )(v—u)+cf (t—u—w)dt— (uTW)(v—u)

elde edilir. Buradan da

ol e®dt < (=)

elde edilir. Tekrar o(t) ile E[X(t)] yi yer degstirerek

[VEX(D)]dt <E [X ((““’))] (4.9)

(v- u)
esitsizligi yazilabilir. Eger X stokastik siireci Hermite-Hadamard esitsizligini saglarsa

X nin da saglayacagi kolayca goriiliir. X ve [u, v] igin (4.6) esitsizliginin sol tarafini

kullanarak

E[X((%))] L B[[7 X0 de] (4.10)

oldugu goriiliir. (4.9) ve (4.10) esitsizliklerinden

(v_ [, EIX@]dt < E[X<(u+v)>] <(v E[f % () dt] (4.12)

elde edilir. (4.11) ifadesinde integrasyon smirin1 degistirerek ve Fubini teoremini

kullanarak istenilen ¢eliski elde edilir.

Simdi de Hermite-Hadamard essitsizliginin sag tarafi saglansin. Daha 6nce oldugu gibi
tersini kabul edelim, yani X stokastik siireci konveks olmasin. Bu takdirde her o € A
icin

XAox + (1 — A9y, w) > A X(x,w) + (1 — 29X (y,w) (4.12)
olacak sekilde P(A) > 0olanA c Q olayivex,y € [,x <y ve A, € (0,1) sayilar

mevcuttur. Ispatin birinci kisminda tanimlanan

X(t,w), we A
X )_{, we&A

siirecini ve ¢ : I — R, o(t) = E[X(t)] fonksiyonunu goz 6niine alalim. (4.12)

esitsizligini ¢ icin yazar ve siirekliligi kullanarak her 2 € (0, 1) igin
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oAu+ A -2D)v)>p(w)+ (1 - VDo) (4.13)
olacak sekilde bir [u, v] c I araligi mevcuttur. Keyfibir t € [u, v] alalim. Bu takdirde
A= E olmak tizere t = Au + (1 — A)v alimirsa

pWr—p@u  pw)-9) ¢
v-u v-u

p(t) >

yazilabilir. Bu esitsizlikten integral alinirsa

[ o) dt > S [p@) + p()] (v — )

ve buradan da

1 [p(wW)+p )]
b u)f o (t) dt > 5, 4

elde edilir. ekrar o(t) ile E[X(t)] yi yer degstirerek

E[X(W]+E[X ()]

f E[X(t)] dt > (4.14)

G u)

esitsizligi yazilabilir. X siireci Hermite-Hadamard esitsizligini sagladigindan X da

saglar. X ve [u, v] icin (4.6) esitsizliginin sag tarafim kullanarak

E[XWI+E[X®)]
= u) [f X()dt] < — (4.15)

oldugu goriiliir. (4.14) ve (4.15) esitsizliklerinden

[VE[R(D)] de < EEQIERG o _1_p[v 7(4) d¢] (4.16)

(v- u) 2 C u)

elde edilir. (4.16) da integrasyon sirasi degistirilir ve Fubini teoremi kullanilirsa

istenilen celiski elde edilir.

Teorem 4.1.3 Eger X:1 X Q — R siireci bir monoton stokastik siireg ise bu takdirde

bu siire¢ sayilabilir coklukta noktalar harig her yerde siireklidir (Skowronski, 1992 ).

Lemma4.1.2 Eger X:1 x Q — R stokastik siireci konveks ise bu takdirde her t € I
icin

P _ lim X@)=X®)
u-t— u—t

=X'(t,.)

ve
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P _ lig £@)=X@)

u—+

=Xi(t,.)
olacak sekilde X, X.:1 x @ - R artan stokastik siirecleri mevcuttur. Ote yandan
t < s olacak sekildeki her t,s € I i¢in

XL(t,.)<Xi(t.)<X.(s,.) <X.(s.) (4.17)
dir (Skowronski, 1992 ).

Ispat. t,s € I ve t <s keyfiolsun. Bu durumda u,v € I sayilarmi u <t <v <s

olacak sekilde segelim. Bu takdirde

X(t,)-X(u,) < X(w,)-Xx(u,)
t—-u - v—-u

oldugunu gostermeliyiz. Bu durumda

oldugu yani t nin  u ve v noktalarmin bir konveks kombinasyonu oldugu goriiliir.

Dolayisiyla X:1 X Q — R stokastik siireci konveks oldugundan
v—t t-v
X(t,.) < EX(u,.) +EX(U")

yazabiliriz. Buradan da

X(w,)-X(u,) < X(w,)-X(t,)
v-u - v—t

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla

X(u,)-X(t,) < X(,)-Xx(t,.) (4.18)
u-t v-t
X(u,)-X(t,) .. . - .
olup —=——= fark oran1 u € [ ya gore artan bir stokastik siiregtir. Buradan da her
hert € I igin
P— lir?_w = X'(t,.)
u-—

olan bir X_ : Q — R rasgele degiskeni mevcuttur. Benzer sekilde her t € I igin

p_ Jim X@)=X()
u-tt v—t

=X:(.)

olan bir X} : © — R rasgele degiskeninin mevcut oldugu gosterilebilir. (4.18) den
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X' (t,.) < X.(t,.) oldggunu kolayca elde ederiz. Ote yandan

X(,)-X(t,) < X(s,)-X(,)
v—t - s—v

elde edilir ki buradan da X, (¢t,.) < X'(s,.) oldugu goriiliir. Boylece t,s € I keyfi

oldugundan ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.4 Eger X:1 X Q — R siireci konveks ise bu takdirde bu siire¢ sayilabilir

¢oklukta nokta harig her noktada diferansiyellenebilirdir (Skowronski, 1992 ).

4.2. Stokastik Siirecler I¢cin Konvekslik Tipleri

Bu kisimda ¢esitli tipten konveks stokastik siirecleri tanitip bu siireglerle ilgili bazi

esitsizlikler verilecektir.

Tanim 4.2.1 Eger her t,s € I ve 1 € [0,1] igin

s+t X(s,)—-X(t,)
X (3, ) s T (4.19)

ise X:Ix Q — R stokastik siirecine J-konveks denir. Eger —X stokastik siireci
konveks(J-konveks) ise X konkavdir(J-konkavdir) denir (Skowronski, 1992 ).

Lemma4.210 € (a,b) ve X:(a,b) X Q = R, X(0, -) =0 ile tamiml1 bir J-konveks
stokastik siire¢ olsun. Eger X + Y siireci J-konkav olacak sekilde O noktasinda
diferansiyellenebilir konkav bir Y: (a, b) X Q — R, stokastik siire¢ varsa bu takdirde
X = A + Z olacak sekilde bir A: R X Q — R toplamsal stokastik siireci ve bir konveks

Z:(a,b) X Q — R stokastik siireci vardir (Skowronski, 1992 ).

Teorem 4.2.1 X: (a,b) X Q — R siireci J-konveks stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde
X + Y siireci J-konkav olacak sekilde bir Y:(a,b) X 2 - R konkav stokastik
siirecinin mevcut olmasi igin gerek ve yeter kosul A:R x Q — R bir toplamsal
stokastik siire¢ ve Z: (a, b) X Q — R konveks stokastik siire¢ olmak tizere X=A+Z
olmasidir (Skowronski, 1992 ).

Teorem 4.2.2 Eger X;,X;: (a,b) X Q — R stokastik siirecleri sirasiyla J-konveks ve
J-konkav ise ve her t € (a,b) icin X;(t,.) < X,(t,.) esitsizligi saglaniyorsa bu
takdirde Y; konveks Y, konkav A toplamsal ve X; = A+Y; ve X, = A+Y, olacak
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sekilde X1, X,: (a,b) X Q — R stokastik siirecleri ve A: R x Q — R stokastik siireci
vardir (Skowronski, 1992 ).

Tanim 4.2.2 C: Q — R bir pozitif rastgele degisken olsun. Eger her u, v €1 ve her
A €[0,1] igin

Xu+@-Dv,) <X, )+ @A -DX(,.)+ C(HAA — D) (u—1v)? (3.20)
esitsizligi saglaniyorsa, bu durumda X:I X Q — R stokastik siirecine C() > 0
modiiliine gore giiclic konvekstir denir. Eger (4.20) esitsizligi sadece A =% igin
saglaniyorsa, bu takdirde X siirecine C(-) modiiliine gore giiglii Jensen-konveks veya
C(") modiiliine gore giiglii yarikonvekstir denir. Eger bu esitsizlik sabit bir A € [0,1]

sayisi i¢in saglaniyorsa bu takdirde X siirecine C(-) modiiliine gore gii¢lii .—konvekstir
denir (Kotrys, 2012b).

Eger (4.20) esitsizliginde C(.)A(1 — 1) (u — v)? ifadesi atilirsa, Nikodem tarafindan
verilen konveks stokastik siire¢ tanimini elde edilmis olur (Nikodem, 1980a). Diger

taraftan (4.20)’ de C(-) = 0 oldugunda bir limit durum s6z konusudur.

Lemma 4.2.2 X stokastik siirecinin C(-) modiiliine gore giiglii A-konveks(veya giicli
konveks) stokastik siire¢ olmasi1 gerek ve yeter sart Y(t,.) = X(¢,.) — C(.)t? ile
tammmli YV: 1 X Q — R stokastik siirecinin A-konveks(veya konveks) olmasidir (Kotrys,
2012b).

Ispat. Ispatin birinci kisminda X stokastik siirecinin giiglii A-konveks oldugunu kabul

edelim. u, v €1 keyfi olsun. Bu durumda gii¢lii A-konvekslik tanimindan
YAu+ (@A —-Dv,.)=x(Au+ (1 —-Dv,.)—C()(Au+ (1 — DH)v)?
<SAXw)+A=-DXW,.) + COAMA =D —v)? + (Au+ (1 — D)v)?]
=X, )+ A -DXw,.)—C)[u?+ (1 —D)v?]
=AX(w,.)—CHur) + 1 -DX@w,.) — Cc()Hv?)
=AY, )+ A -D)Y(,.)
yazilabilir. Teoremin ikinci kism1 benzer sekilde oldugu igin ihmal edilmistir.

Sonug¢ 4.2.1 Eger X:1 x Q — R stokastik siireci C(-) modiiliine gore giiglii konveks

ise, bu takdirde her t, € I° igin X stokastik siireci t, noktasinda
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H(t,.) = C()(t = t)? + AC)(t = to) + X(to,-)
ile tanimlanan H: I X Q — R siireci tarafindan desteklenir (Kotrys, 2012b).

Teorem 4.2.3 1 € [0,1] sabit bir say1 olsun ve X: I X  — R siireci C(-) modiiliine
gore giiclii A -konveks stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde X siireci, C(-) modiiliine gore
Jensen-konvekstir (Kotrys, 2012b).

Ispat. X stokastik siirecinin giiclii A—konveks oldugunu farz edelim. Lemma 4.2.2
saglandigr i¢in Y(t,.) = X(¢,.) — C(.)t? siirecide A—konvekstir. Skowronski

lemmasina gore Y stokastik siireci Jensen konvekstir. Bu ise

olmasi demektir. Bu nedenle

X(Z5.)-c0) (Szlt)2 PO P O

oldugu ve bazi diizenlemelerden sonra

s+t X(s)+X(@t) €O, 2
X(2,) s T2 D, _y)

esitsizligi elde edilmis olur. Bu da ispat1 bitirir.
Tam 4.2.3 (P- Usten Smirh) Bir X:1 x Q — R stokastik siireci icin

lim Sup {P(w e Q:X(t,w) >n)}=0

N> te(a,b)

esitligi saglanirsa X siireci (a, b) € I araliginda P-iisten sinirlidir denir (Kotrys, 2012b).
Teorem 4.2.4 Eger X:1 x Q — R stokastik siireci C(-) modiiliine gore giiglii Jensen
konveks bir stokastik siire¢ ve (a, b) € I araliginda P-iisten sinirli ise bu takdirde bu

siire¢ | araliginda siireklidir (Kotrys, 2012b).

Ispat. X siireci giiclii Jensen konveks oldugundan ayni zamanda Jensen konveks

stokastik siirectir. Ote yandan X, | arahginda P-iisten sinirl1 oldugundan siireklidir.

Teorem 4.2.5 | nin agik aralik oldugunu varsayalim. C(-) modiiliine gore giiglii yari-
konveks olan bir X stokastik siirecinin siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart bu siirecin

C(") modiiliine gore giiglii konveks olmasidir (Kotrys, 2012b).
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Ispat. Gerekliligi ispatlamak igin Y (t,.) = X(t,.) — C(.)t? siirecini ele alahm. Bu
durumda Lemma 4.2.2° ye gore Y nin Jensen konveks oldugunu gortliir. X siirekli
oldugu i¢in Y ’ de siireklidir. Nikodem’ in sonucunu kullanarak Y nin konveksligini
elde ederiz. Lemma 4.2.2° yi bir kez daha kullanarak; X’ in C(-) modiiliine gore giiglii
konveks oldugu sonucunu gikaririz. Yeterliligi ispatlamak igin eger X giiglii konveks
ise X in aym zamanda konveks oldugunu belirtelim. Nikodemin sonucundan, X’ in

suirekliligini elde ederiz.

Sonug¢ 4.2.2 Eger X: I X Q — R stokastik siireci siirekli ve C(-) modiiliine gore giiglii
A-konveks bir stokastik siire¢ ise bu takdirde bu siire¢ C(-) modiiliine gore de giiglii
konvekstir (Kotrys, 2012b).

Teorem 4.2.6 Eger X: I X Q — R, Jensen-konveks, | araliginda ortalama-kare siirekli
stokastik siireg ise bu takdirde herhangi u, v €1 igin

u+v 1 (v
X(T,) SEqu(t,.)dtS

X(u,)+Xw,)
2

(4.21)

esitsizligi gergeklenir (Kotrys, 2012b).

Bu ifadedeki integral ortalama-kare integraldir. Ortalama kare integralin tanimi ve
temel 6zellikleri igin Sobczyk (1991) e bakilabilir. Simdi giiglii konveks stokastik siireg

i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini verebiliriz.

Teorem 4.2.7 X:1 x Q — R siireci C(-) modiiliine gore giiglii Jensen-konveks ve |

araliginda ortalama-kare siirekli bir siire¢ olsun. Bu takdirde herhangi u,v € I igin

X(52,) — e < L R (e,)de < KEPEE) () @00 (4 93)

2 12 v-u’u
esitsizligi saglanir (Kotrys, 2012b).

Tanim 4.2.4 (Q, A, P) olasilik uzay1 ve I c R bir aralik, A € [0,1] sabit bir say1 ve

X:1x Q — Rbir stokastik siire¢ olsun. Eger her u, v € I igin
Y(Au+ (1 —Dv,.) < [X(w, )X, )] (4.24)

esitsizligi saglaniyorsa X: 1 X Q — R stokastik siirecine log—konveks stokastik siire¢
ad1 verilir (Tomar ve Ark.,2015).
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Onerme 4.2.1 Eger X:1 x Q — R stokastik siireci log-konveks stokastik siireg ise bu
takdirde X konveks stokastik siirectir (Tomar ve Ark.,2015).

Ispat. Ispat (4.24)’ den ve asagidaki aritmatik-geometrik ortalama esitsizliginden

kolayca goriilebilir. Her u,v € I ve A € [0,1] igin

X(u, )X, )P <<AX(w,.)+ (1 = DX(,.)
esitsizligi gergeklenir.
X:1x Q — Rbir stokastik siire¢ ve u, v € I, u < v olmak tizere

(4.25)

u+v 1 v X(u,)+Xw,)
X(5) S gl X (e )de s T

Hermite-Hadamard esitsizligini hatirlayalim. Bu esitsizligi /log—konveks stokastik

siire uygularsak

In[X(w,)]+In[X(W,)]

i [x (22,.)] = = 0 nlx (e, )lde < - (4.26)
veya buna denk olarak
X(22,) < exp[ -2 [ in[X(t,)]dt| < X, ). X(w,.) (4.27)

esitsizligi elde edilir. Bu ise log—konveks stokastik siiregler igin Hadamard tipi bir

esitsizliktir.

Negatif olmayan reel sayilarin aritmatik ortalamasimi A(u, V) ile aymi sayilarin
geometrik ortalamasini ise G(u, v) ile gosterelim. Bu durumda Hadamard tarafindan

verilen (4.25) esitsizligi
1
X(Au,v),.) < Ef:A(X(t,.) +Xu+v—t.))dt <AXw.)+X([®,.))
seklinde yazilabilir. Bu durum
LX(e)dt = [T X(u+v—t,)dt
alinarak kolayca gosterilebilir.

Teorem4.2.8 X:1 X Q — Rbir log—konveks stokastik siireg ve u,v €T, u<v olsun.

Bu takdirde asagidaki esitsizlik saglanir (Tomar ve Ark.,2015).

X(A@W,v),.) < — [T G(X(t,), X +v —t,.))dt <G(X(w,.), X(v,.))
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Sonu¢ 4.2.3 X:1 X Q — R bir log—konveks stokastik siire¢ ve u, v €T, u <v olsun.

Bu takdirde

(4.28)

X (uTw, ) <lIn [ﬁ f; exp(X(t,.),X(u+v—t,. ))dt] < —X(u");x(v")

esitsizligi saglanir (Tomar ve Ark., 2015).

Teorem4.29 X:1 X Q — Rbir log—konveks stokastik siire¢ ve u,v €T, u <v olsun.

Bu takdirde asagidaki esitsizlik saglanir (Tomar ve Ark.,2014):
X (uTH,) < exp [ﬁ f; ln(X(t,.))dt]
< [VG(X(t),X(u+v —t,.))dt
< ——[VX(t,.)dt

<L(Xw.),X(®,.)). (4.29)

p—q
Inp—Inq

Burada eger p # q ise L(p,q) = vep # q ise L(p,p) = p dir.

Sonug¢4.2.4 X:1 x Q — Rbir log—konveks stokastik siire¢ ve u, v €T, u <v olsun.

Bu takdirde asagidaki esitsizligi saglanir (Tomar ve Ark.,2014):

exp [X (uTw,)] < exp [ﬁij(t,.)dt]

1 v X(t,),X(u+v-t,)
- fu exp [ 2 ] dt

< ﬁf: exp(X(t,.))dt

<EXw.),X®.).

exp(p)—exp(q)

Burada E iistel ortalamadir, baska bir ifadeyle eger p # q ise E(p,q) = —

vep =gq ise E(p,p) = p dir.

Tanim 4.2.5 (Q, A, P) olasilik uzay1 ve I c R bir aralik, A € [0,1] sabit bir say1 ve

X:1x Q — Rbir stokastik siire¢ olsun. Eger her u, v € I igin

YQu+ (1 =Dv,.) < [X@w )XW, )]V =—cAd(1 =D (v —-u)? (4.30)
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esitsizligi saglanmiyorsa X:I X Q — R stokastik siirecine ¢ > 0 modiiliine gore

log—konveks stokastik siire¢ adi1 verilir (Tomar ve Ark.,2014).

Teorem 4.2.10 X:I X Q — R siireci ¢ > 0 modiliine gore giicli /og—konveks
stokastik siire¢ ve u,v € I, u < v olsun. Bu takdirde asagidaki esitsizlik saglanir
(Tomar ve Ark., 2014):

_ 2
X(22)+ e < L P6(X (), X+ v —t,.))dt

1 v
< Efu X(t,.)dt
< L(X(w,.),X(v,.)) — ¢ 22

a2
< AXw.),X(v,.)) - c 2 (4.31)
Tanim 4.2.6 (Birinci Anlamda s—Konveks Stokastik Siire¢) 0 < s < 1 olsun. Eger
heru,v >0ve a®+ f°=11igin
Xlau+pv,.))<a’X(w,.)+B°X(v,.)
esitsizligi gecerliyse X:1 X Q — R stokastik siirecine birinci anlamda s—konveks
stokastik stire¢ ad1 verilir (Maden ve ark., 2015).

Hatilatma 4.2.1 Kolaylikla goriilmektedir ki s = 1 igin birinci anlamda s—konvekslik
daha 6nce verilen stokastik siireclerdeki genel konvekslige indirgenir (Maden ve ark.,
2015).

Hatilatma 4.2.2 Kolayca goriilmektedir ki a = g = 1/2 igin birinci anlamda
s—kovekslik Jensen-konvekslige indirgenir (Maden ve ark., 2015).

Teorem4.2.11 s € (0,1) olmak iizere X:I X Q — R stokastik siireci birinci anlamda

s—konveks olsun. Eger u,v € I, u < v o ise bu takdirde

u+v 1 v
X(52.) <= [Vx(t,)dt (4.32)

esitsizligi gecerlidir (Maden ve ark., 2015).

Teorem 4.2.12 s € (0,1) olmak iizere X:1 X 2 — R stokastik siireci birinci anlamda

s—konveks olsun. Bu takdirde
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1 X(u,)+X(,)
Jy X(tu + (1 = )5, )W(D)de < ===

(4.33)
esitsizligi gecerlidir, burada

w(Rdt =11+ 1 - )51 e e [0,1]
dir (Maden ve ark., 2015).

Teorem4.2.13 s € (0,1) olmak lizere X:I X ©Q — R stokastik siireci birinci anlamda
s—konveks olsun. Bu takdirde
1 1
X(”;” ) <[ X (”—t”) [tE +(1— tS)E] dt

1 1
2s~ 2s

</ [téu +(1- ts)%v] dt

< X(u,.)-ZI—X(v,.) (4.34)
esitsizligi gegerlidir, burada I c R bir araliktir (Maden ve ark., 2015).

Tamim 4.2.7 (ikinci Anlamda s—Konveks Stokastik Siire¢) 0 < s < 1 olsun. Eger

her u,v = 0 igin
X(Au+AQ-Dv,.) < 2X(w,)+ A -21DX(v,.) (4.35)

esitsizligi saglaniyorsa X:I X © — R stokastik siirecine ikinci anlamda s—konveks

stokastik stire¢ ad1 verilir, burada I c R bir araliktir (Set ve ark., 2014).

Hatilatma 4.2.3 Kolaylikla goriilmektedir ki s = 1 olmasi 6zel durumunda ikinci
anlamda s—konvekslik daha 6nceden verilen stokastik siireclerdeki genel konvekslige
indirgenir (Set ve ark., 2014).

Teorem 4.2.14 X:I x Q — R stokastik sireci ikinci anlamda s—konveks olsun. Bu

takdirde heru,v € I,a,f > 0ve a+ f <1 igin
X(au+Bv,.) <a’X(,.)+B°X(v,.) (4.36)
esitsizliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart X (0, -) =0 olmasidir (Set ve ark., 2014).

Teorem 4.2.15 X:I X ©Q — R stokastik siireci ikinci anlamda s—konveks olsun. Bu

takdirde i¢in u,v € I, s € (0,1) olmak {izere
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X(u,)+Xx,)
s+1

2571y (”T“’ ) <L [UX(t,.)dt < (4.37)

esitsizligi gergeklenir (Set ve ark., 2014).

Tamm 4.2.8 (Harmonik—Konveks Stokastik Siire¢) I < R\{0} bir aralik olmak

lizere, eger her u,v € I ve A € [0,1] i¢in

X(#f_m) <AX@,)+ (1 - DX W) (4.38)

esitsizligi gergekleniyorsa, bu takdirde X:1 X Q — R stokastik siirecine harmonik

konveks stokastik siire¢ ad1 verilir (Okur ve ark., 2018).

Teorem 4.2.16 I < R\{0} bir aralik olmak tizere X: I X Q — R stokastik siireci bir
harmonik konveks stokastik siire¢ ve u, v € I,u < v olsun. Eger X € L[a, b] ise bu
takdirde

x (B2, ) g o ral) gy L Xthe) (4.39)

u+v’' ) T v—udu 2 -

esitsizligi gergeklenir (Okur ve ark., 2018).

4.3 Quasi - Konveks Stokastik Siirecler icin Hermite - Hadamard Tipi Bazi
Integral Esitsizlikleri

Bu kisimda birinci ve ikinci tiirevlerinin gesitli kuvvetleri konveks veya Quasi-
konveks olan konveks stokastik siiregler icin Hermite-Hadamard esitsizliginin sag ve
sol taraflar1 i¢in tahminler elde edilecektir. Bu amacla konveks fonksiyonlar icin
verilen esitsizlikler tiirevlerinin mutlak degerleri konveks veya Quasi-konveks olan

stokastik stireglere uyarlanacaktir.

Teorem 4.3.1 h:(0,1) —» R non-negatif bir fonksiyon, h=0 ve X:1xQ-—>R non-

negatif, h-convex ve ortalama-kare integrallenebilir bir stokastik siire¢ olsun. Bu

takdirde her a,be |, (a<b), i¢in asagidaki esitsizlik hemen her yerde gergeklenir:

1 (a+h 1 ° i
X j < )_[X(t,')dt <(X(a)+X (b,))[h(z)dz. (4.40)
a 0

Zh(lj [ 2 ") (b-a

2

Sonug olarak, konveks stokastik siiregler i¢in asagidaki Hermite-Hadamard tipi

esitsizlik a,be |, a<b, olmak lizere hemen her yerde saglanir:
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x(a—;bj o )jX(u )du<X(a")J2rx(b") (4.41)

Lemma 4.3.1 X:I1xQ—>R siireci |° araliginda ortalama-kare tiirevlenebilir bir

stokastik siire¢, a,b e | ve a<b olsun. Eger X'(t,-) stireci [a,b] araliginda ortalama-

integrallenebilirse, asagidaki esitlik hemen her yerde saglanir:

X@)+Xb) 1 TX(u,-)du=—(b_a)j‘(l—Zt)X’(at+(1—t)b,~)dt. (4.42)
2 -as 2 3

Ispat: Esitligin sag tarafinda kismi integrasyon uygulanirsa

h . 1
!(1—2t)x (at+(1—t)b,-)dt—(b_a)[X(a )+ X (b, )]—ij '(at + (L—t)b, )dt,

oldugu goriiliir. Integralin her iki tarafi (b—a)/2 ile carpildiginda

® ; 2 j p(l—2t)X'(at +(L—t)b,-)dt = X(@) ; X(®.) —j X'(at+(L1-t)b,)dt,

elde edilir. Bu durumda eger sag taraftaki integralde u=ta+ (1—t)b alinirsa istenilen

sonug elde edilmis olur.

Teorem 4.3.2 X:IxQ—>R siireci |° araliginda ortalama-kare tiirevlenebilir bir
stokastik stireg, a,bel ve a<b olsun. Eger |X (t, -)| konveks bir stokastik siire¢ ise

asagidaki esitsizlik hemen her yerde gerceklenir:

X(a,”)+ X (b,- 1 7 b- ' '
@01l )

Ispat: Oncelikle

12

j [1-2t] (- t)dt = j(l 2t)(L—t)dt + I(Zt (- t)dt‘z
0 - (4.43)
£|1— 2t|dt =£ (1-2t)tdt +Uj2(2t ~Dtdt = Z

oldugunu belirtelim. Bu durumda yukaridaki bilgiler ve Lemma 4.3.1 kullanilirsa
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X(a,)+X(b,) 1
2

IX(u )d‘ ‘(b a)j(l 2t)X(at + (L—t)b, )dt

< (b-a) j|1— 2t||X"(ta+ (1—t)b, )| dt

< (b;za) ! - 2t[t|X (@, )|+ @-t)|X (b,)[]dt

_(b-2a)

[|X(a )|j|1 2ttdt +|X (b, )|j|1 2t|(1- t)dt}

_(b-2a)

e PG R | R (SO CRl

oldugu goriiliir.

Lemma 4.3.2 X:I1xQ—>R siireci |° araliginda ortalama-kare tiirevlenebilir bir
stokastik siireg, a,b e | ve a<b olsun. Eger X'(t,-) siireci [a, b] araliginda ortalama-

integrallenebilirse, asagidaki esitlik hemen her yerde saglanir:

0 wa Jdu — X(a;b jz(b—@jK@ﬁC&u+a—0n)m, (4.44)

burada

t, te {O, %},
(4.45)

t-1, te[i,l}.
2

Ispat: Kismi integrasyon uygulanirsa

K(t)=
dir.

j K (t)X'(at +(L—t)b, )dt_lftx '(at +(L—t)b, )dt + j(t 1)X'(at +(1—t)b, )dt

1/2

j G _b)jX(at+(1 t)b, )dt,

_ 1 X(a+b
@b ( 2

elde edilir. Integralin her iki tarafi (b—a) ile carpilirsa, bu takdirde
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(b—a)j' K (t)X'(at + (1—t)b, )dt =j.X(at+(1—t)b,~)dt— X (a—;bj

oldugu goriiliir. Sag taraftaki integralde eger u=ta+(1—t)b degisken degisimi

yapilirsa istenilen sonug elde edilmis olur.

Teorem 4.3.3 X:IxQ—>R siireci |° araliginda ortalama-kare tlirevlenebilir bir

stokastik siireg, a,be | ve a<b olsun. Eger |X '(t,-)| bir konveks stokastik siireg ise,

bu takdirde asagidaki esitsizlik hemen her yerde gerceklenir:

e ghgpen

Ispat: Ik olarak

b— ' '
<! Sa) [[X '@ +]X"(b,")]] (4.46)

12

1/2 1
jtzdt:ﬂ, j(l )2 dt—
0

1 1 1/2 1
t(l-t)dt =—, t1-t)dt=—
[ta-v ~ [ta-v) >

12 0

oldugunu belirtelim Lemma 4.3.2 ve Holder integral esitsizligi dikkate alinirsa

‘x(a;b,j o jX(u )du

_‘(b a)jK(t)x (ta+(L—t)b,)dt

<(b— a)j|K(t)||x ‘(at+(L-t)b,)|dt

<(b-a) ﬁqu '(at +(1-t)b,-)|dt +T @-t)|X'(at+@-t)b, -)|dt}

=(b-a) jt[t|x ()| +@-1t)|X (b, )|]dt+j(1 t[t|X'(,)|+@-t)|X'(b, )|]dt}

12

1/2

= (b-a) jt X'(a, )|dt+1f(1 t)t|X (b, )|dt+_[(1 0t|X'(a, )|dt+j(1 £)%[X (b, )|dt}

:(b—a) |x '(a, )|+ |x '(b, )|+ |x (a, )|+ |X(b )q (b= a)[|X(a N+ X b.)]].

oldugu goriiliir.
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Teorem 4.3.4 X:IxQ—>R siireci |° araliginda ortalama-kare tlirevlenebilir bir

stokastik siireg, a,be | ve a<b olsun. Eger |X '(t,-)| bir konveks stokastik siireg ise,

bu takdirde asagidaki esitsizlik hemen her yerde gerceklenir:

X@-)+Xb,) 1
2 b-a

<

0 (b-a)
!X(u,-)du y

max {|X"(a,)],|X (b, )|} (4.47)

Ispat: Yukaridaki bilgiler ve Lemma 4.3.1 kullamilirsa, bu takdirde

‘X(a,-)+X(b,-)_ 1

5 (b_a)JX(u,-)du

2

(b—
2
(b—
2

_(b-a)

:‘(b‘a) j(l—zt)x '(ta+ (L—t)b, )dt

<

2 j [1—2t||X (ta+ (1 t)b, )| dt <

< a)j|1—2t|max{|x'(a,.)|,|X'(b,-)|}c|t

max {|X'(a,")|,| X (b, -)|}( | |1—2t|dt]

0

_(b-a)

max {|X'(a, )|, X (b, )}

oldugu gortiliir.

Simdi yukaridaki sonucun birinci tlirevinin kuvvetleri konveks olan stokastik siireclere
uyarlamasini verelim.

Teorem 435 X:IxQ—>R siireci |° araliginda ortalama-kare tiirevlenebilir bir
stokastik siireg, a,bel ve a<b olsun. Eger |X'(t,)|" "™, p>1, bir konveks
stokastik siire¢ ise bu takdirde asagidaki esitsizlik hemen her yerde gergeklenir:

X(@-)+X(b,) 1
2 b-a

<

j).X(u,-)du

20" 5 } (4.48)

(b—a) PW@JPHXWJP

burada g=p/(p-1) dir.

Ispat: Basit bir hesaplamayla
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1 1/2 1
1-2t°dt=2[ @-2t)°dt = ——,
p p
0 0 p+1

elde edilir. Bu durumda Lemma 4.3.1 ve Holder integral esitsizligi dikkate alinirsa

X(@)+X(b,) 1
2 b-a

TX(U,-)du

< ‘@ja— 2t) X '(ta+ (L—t)b, )dt

< @jp— 2t|| X' (ta+ (1-t)b, )|dt

< M[hx'(taﬂl—t)b,.)r‘ dt] Up— 2t]° dt)

2
—(b_a) h , ~ N 1q L Up
v (£|X(ta+(1 t)b, )| dtJ (pﬂj
(b-a) |7 ' q | : v
SW Z|).{t|x (a,.)| +(1—t)|)( (b,-)| }dt]
-3 [X@) x|
2(p+1)"" | > .

oldugu gortiliir.

Teorem 4.3.6 X:IxQ—R siireci |° araliginda ortalama-kare tiirevlenebilir bir
stokastik siireg, a,bel ve a<b olsun. Eger |X'(t,)|""™, p>1 bir konveks
stokastik siirec ise bu takdirde asagidaki esitsizlik hemen her yerde gergeklenir:

X@-)+X(b,) 1
2 b-a

iX(u,-)du s(b;a)Px'(a")' +HX'®,) } . (4.49)

2

burada g=p/(p-1) dir.
Ispat: Asagidaki esitlikler kolayca gosterilebilir:

1 1/2 1 1
j [1—2t|tdt = j (1—2t)tdt + j (2t —Dtdt = =,
0 0 1/2 4
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12 1
1

! 12t/ (1 t)dt = ! (1-2t)L—t)dt + sz (2t-D@A-t)dt =~

Bu nedenle Lemma 4.3.1 den

X@)+X(p,) 1
2 b-a

b (b—a) 1
jx (u,-)du‘ :Tﬂl—ZtHX’(ta+(1—t)b,-)|dt, (4.50)
a 0
ve power-mean esitsizliginden
1 1 1-1/q 1 1q
j|1—2t||x'(ta+(1—t)b,-)|dts[j|1—2t|dtj U|1—2t||x'(ta+(1—t)b,-)|qdt] .
0 0 0

oldugu gosterilebilir. Bu takdirde |X '| stireci konveks oldugundan

j|1—2t||X ‘(ta+ (L—t)b,)|" dt < j|1—2t|{t|x (@, +(1-1)|[X (b, .)|q}dt

=|X"(a,")[* j|1—2t|tdt +]X(b, ')|qj|1—2t|(1—t)dt _X'@ ~)Z Xl(b“)'.

1
elde dilir. Ote yandan ﬂl— 2t|dt = %, oldugundan (4.50) esitsizliginden
0

X(a)+X(b) 1 ¢ _
5 b_a:r[X(u,)du
_(b-3) E)H’“ X'@ ) X0 |
2 \2 4

_(b-2) X @) +|X (b, ) B
2 2

elde edilir.

Hatirlatma 4.3.1 Yukarida verilen sonu¢ Teorem 4.3.6 da elde edilen sonucun bir
geligtirilmis  halidir. Zira p>1 oldugundan 2°>p+1 olup buradan da

1

— <————— oldugu goriiliir.
4 2(p +1)1/p

Birinci tiirevlerinin kuvvetleri konveks olan stokastik siireler icin Hermite-Hadamard
esitsizliginin sol tarafi ile ilgili benzer bir sonug elde etmek i¢in asagidaki teoremi

verebiliriz:
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Teorem 4.3.7 X:I1xQ—>R siireci |° araliginda ortalama-kare tlirevlenebilir bir
stokastik siireg, a,bel ve a<b olsun. Eger |X’(t,-)|p’(p_1), p>1, bir konveks

stokastik siireg ise, bu takdirde q = p/(p—1)olmak iizere asagidaki esitsizlik hemen

her yerde gergeklenir:
asb ) 1 (b-2) [IX'@) +[x'®) |
X(T,j—b—IX(u,)du < - (4.51)
—as 2(p+1) 2
Ispat: Oncelikle
1 o 1/2 o 1 o 12 1 1
K®" dt= [ [t|" dt+ [[t=1"dt = [ tPdt+ [ @—t)"dt =——. (4.52)
jrorafira ji-va-fra- fova-g s

oldugunu belirtelim. Lemma 4.32 ve Holder integral esitsizligi goz Oniine alinirsa

x(a;b,-)—bfajxw,-)du

<( —a)j|K(t)||X '(ta+(1—t)b,)|dt

_ ‘(b—a)j K(t)X(ta+(L—t)b, )dt

1

s(b—a)U|X’(ta+(1—t)b,-)|qdt] U|K(t)|pdt}

0

1 , q - 1 X
:(b—a)[_([|X (ta+@-t)b, )| dtj (WJ

(b—a) 1 , q | q ve
_W E[{HX (a,.)| +(1—t)|x (b,-)| }dtJ
 b-a) [X@I) x|
2(p+1)"" | 5 ,
oldugu goriiliir.

Asagidaki sonug yukarida verilen Teorem 4.3.7° nin bir gelismis halidir.

Teorem 4.3.8 X:I1xQ—>R siireci |° araliginda ortalama-kare tiirevlenebilir bir

stokastik siirec, a,bel ve a<b olsun. Eger |X'(t,-)|p/(p71), p>1 bir konveks
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stokastik siire¢ ise, bu takdirde q= p/(p—1) olmak iizere, asagidaki esitsizlik hemen

her yerde gergeklenir:
a+b 1 %
X |- X(u,-)du
(et

Ispat: Oncelikle

X'(a,)[" +
2

1/q
1

(4.53)

_(b-2) { X '(b«)lq}
4

1 1/2 1 1
[IK@tdt = [ t*dt+ [ ta-tydt==,
0 0 1/2 8

1 1/2 1 X _1
£|K(t)|(l—t)dt: !t(l—t)dt+1/j2(l—t) dt=2

oldugunu belirtelim. Lemma 4.3.1 den

X(a,)+ X (b,")
2

1 b
- X (u,-)du
b_al (u,)

= (b—a)j|K(t)||X (ta+(1-t)b,))|dt,  (4.54)

oldugu ve power-mean esitsizliginden

u
1 q

X'(ta+(1—t)b,-)|dtsﬁ|1—2t|dt] U|1—2t|

j -2 X'(ta+(L-t)b,")| dtJ

oldugu gortiliir. |X '| stireci konveks oldugundan

1
[lL—2t|X (ta+ @—t)b, )" dit
0

X'(a, ) +(@-1)

< j|1— 21)t X'(b,")"

1 1
=|X"(a )| []L-2t]tdt+|X (b, )" [1—2t| L —t)dt
0 0

_[X'@)+ X (b,
- 4

1
esitsizligi elde edilir. Ote yandan ﬂl— 2t| dt = %, oldugundan (4.54) esitsizliginden

0
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X (a, ) + X (b, ) _ 1 ¢ . (o ljl_llq |X !(a’ )|q +|X ,(a, )|q 1q
2 _a_EX(u,)du_(b a)(4 ( :
_ (b_a) |X ’(a1 )|q +|X,(a’ )|q 1q
4 2
oldugu goriiliir.

Hatirlatma 4.3.2 Bu sonug¢ Teorem 4.3.7 de elde edilen sonucun gelistirilmis halidir.

Ciinkii eger p >1 ise bu takdirde 2P > p+1 ve dolayisiyla 1 < _ dir.

4 2(p+D'*

Teorem 4.3.9 X:I1xQ—>R siireci |° araliginda ortalama-kare tiirevlenebilir bir

p/(p-1)

stokastik siireg, a,bel ve a<b olsun. Eger |X'(t,-)| , p>1, bir konveks

stokastik siire¢ ise, bu takdirde

(b—a)

X()+X(b) 1
2(p+1)Y°

b
X (u,)du| <
. _ai (u,)

ax | X'(a, ) [Xb"] (455)

Ispat: Yukaridaki bilgiler ve Lemma 4.3.1 dikkate alinirsa

2 (b—a)

< (b;a) j|1—2t||X'(ta+(1—t)b,~)|dt

X(@)+Xb) 1 _
a!X(u,)du

:‘(b;a) ja— 2)X (ta -+ (L—t)b, )dt

(b-a)(f . N R
swa (ta+(1-t)b, ") dtj u|1—2t| dtJ

L (b= a)[jmax{|x(a WX o }dtj (piﬂ]

__(b-a) o N8 I A
STer e (O REA ST

oldugu goriiliir.

Ikinci tiirevinin kuvvetleri konveks ve Quasi-konveks olan stokastik siirecler icin
Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi i¢in yeni esitsizlikler tiiretebilmek igin

asagidaki Lemmay1 verebiliriz:
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Lemma 4.3.3 X :IxQ—>R siireci |’ araliginda ortalama-kare tiirevlenebilir bir
stokastik siireg, a,bel ve a<b olsun. Eger X"(t,-) siireci [a,b], araliginda
ortalama-kare integrallenebilir ise bu takdirde asagidaki esitsizlik hemen her yerde

gerceklenir:

X@)+Xb) 1 ¢ B CIR G TP .
> —(b_a)£ X (u,)du == !t(l HX"(at+@L-t)b,)dt. (4.56)

Ispat: Kismi integral uygulanarak sag taraftaki integralin

j(l— 2t)X "(at + (1—t)b, )dt =(+j X'(ta+(L—t)b, )dt

h, [ X(a,)+X (b,
a

oo j X (ta+ (1—t)b, )dt,

oldugu goriiliir. Integralin her iki tarafi (b— a)2 /2 ile garpilirsa

X (@) +X(b,)

(b-2a) a) jt(l t)X"(at + (1—t)b, )dt = —Jl.X(ta+(1—t)b,-)dt,

elde edilir. Bu takdirde u=ta+@—t)b degisken degisimi yapilirsa istenilen sonug

elde edilmis olur.

Teorem 4.3.10 X:1xQ—>R siireci |’ araliginda ortalama-kare tiirevlenebilir
bir stokastik siireg, a,be | ve a<b olsun. Eger |X"(t,~)| siireci bir konveks stokastik
stirec ise bu takdirde asagidaki esitsizlik hemen her yerde gergeklenir:

X(a,)+X(b,) 1
2

j X (u,)dul < —+ (b {|x"(a )|+ X"(b, )} (4.57)
Ispat: t e[0,1] olmak iizere 0<t(t—1)> < (1-t)*ve 0<(1-t)t* <t®> oldugundan
1 1
Jta-t’de<fa-tydt==
0 0
1 1 1
[a-vrrde<ftde==
0 0 3
esitsizlikleri yazilabilir. Bu durumda yukaridaki bilgiler ve Lemma 4.3.3 kullanilirsa
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X)Xt Jx( )d‘ ‘<b a)’ It(l OX"(ta-+ 1-1)b, )t

cb-a) a) J.t(l )X "(ta -+ 1—t)b, )| dt

By (e a)

jt(l D{t|X"( )|+ @-1)[X"(b, )|} dt

_(b- a)

jt 1-1)|X"(a, )|dt+_|.t(1 £)%[X "(b, )|t

_ (b—a) X"(a, _)|Itz(1_t)dt+|x"(b,.)|jt(1—t)zdt

-C 2""’ (@l 3x 1 = L2 el el

oldugu goriiliir.

Teorem 4.3.11 X :IxQ— R siireci |° araliginda ortalama-kare tiirevlenebilir bir
stokastik siire¢, a,be | ve a<b olsun. Eger |X"(t, -)|”/p_l p >1, bir konveks stokastik
stireg ise, bu takdirde g = p/(p—1) olmak iizere, asagidaki esitsizlik hemen her yerde

gerceklenir:

X@)+Xb) 1 7| '
5 (b_a)j;X(u, )du

) vp ” (4.58)
S(b—a)z(ﬁJp @+ p) £|x"(a,-)|“+|x"(b,-)|“}

8 2 3 2
Fi
(2+pj

Ispat: I'() Gamma fonksiyonunu gostermek iizere

2702 a1+ p) (4.59)

T

esitliginin goz oniline alalim. Bu takdirde yukaridaki bilgiler ve Lemma 4.3.3” e gore

[ta-1)]" dt=

O ey
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|X(a,-)+X(b,-)_ 1
| 2

j'X(u;)du

- ‘th(l—t)x "(ta+ (L—t)b, )dt

-3y a) J.t(l t)[X "(ta-+A—t)b, )| dit

b ” - P N
< Za) [”X (ta+(1-t)b,)[* dtj ['([[t(l_t)] dtj
Up

< (b —2a)2 2—1—2p\351“(1+ p) U”X”(a’ )|q +(1—t)|X"(b,-)|q dtJ
F(+ pj 0

_(b-a)? \/;J”p L+ p) [|x"(a,-)|“+|x"(b,-)|qjﬂq

8 2 3 2
F —
[2”’}

Teorem 4.3.12 X:1xQ—>R siireci |° araliginda ortalama-kare tiirevlenebilir bir

elde edilmis olur.

stokastik stire¢, a,bel ve a<b olsun. Eger |X"(t,~)| stireci bir Quasi-konveks

stokastik siireg ise bu takdirde asagidaki esitsizlik hemen her yerde gergeklenir:

X@)+Xb-) 1 % (b—a)> ) )
T oo s max X @) X (b @60)

Ispat: Oncelikle
1
j t(l—t)dt = 1
0 6

oldugunu belirtelim. Bu nedenle Lemma 4.3.3” e gore

X(a,)+X(b,) 1
2

(b-a)*

IX( du ‘ ‘ jt(l t)X "(ta+ (1—t)b,)dt

L(b- a)

jt(l £)[X"(ta+(1-t)b,)|dt

-3y a) jt(l tymax {|X"(a, )|, X"(b, )|} it
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- O max X @], X (0, [t -ver

RCE

o2 max (@ X 0.

olugu elde edilmis olur.

Teorem 4.3.13 X :1xQ— R siireci |° araliginda ortalama-kare tiirevlenebilir bir
stokastik siire¢, a,be| ve a<b olsun. Eger |X”(t,-)|p/p*1 siireci bir Quasi-konveks

stokastik siire¢ ise bu takdirde q= p/(p—1) olmak iizere asagidaki esitsizlik hemen

her yerde gerceklenir:

X@)+Xb) 1 Fo.
3 (b_a)£><(t, )dt

Up

(4.61)

b-ay(Jz ) | TQ ria 2 [x7 (b )
<! 8a) [ Z”J ((; p)J max{|x @) [x (b")‘} '
rl>+p

Ispat: Teorem 4.3.11" ispatinda oldugu gibi, (4.59)’ da verilen integrali goz oniine
alalim. Bu takdirde yukaridaki bilgiler ve Lemma 4.3.3 kullanilarak

X(a,)+X(,) 1 %
. 5= J.X(t,-)dt

=‘@jt(1—t)x"(ta+(1—t)b,-)dt

-3y a) jt(l t)[X"(ta+ (L-t)b, )| dt

L2y U|X"(ta+(1 t)b,)[* dt] U [ta-1)]° }

2 0

Up

o2 (f,
2 3
F(2+ pj

_(b-ay’ (ﬁ] I+ p)

8 | 2 (3 } max{|x"(a,')|q’|X"(b,-)lq}q,
I''-+p

ax {|X"(a, ) ,|X”(b,-)|q}dtJ q

0

Up

oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
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4.4 Quasi - Konveks Stokastik Siirecler icin Simpson Tipi Esitsizlikler

Niimerik analizde, Simpson metodu belirli integrallerin yaklasik degerlerini
hesaplamada kullanilan bir niimerik integrasyon metodudur. f :[a,b] >R siirekli
bir fonksiyon olmak tizere Simpson kurali f fonksiyonunun (a,b) ftizerindeki

integralinin degerine asagidaki gibi yaklagsir:
J'f(x)dx~—{f(a) 4f(a;bj f(b)} (4.62)

Niimerik integrasyon sonug¢larindan en iyi bilinenlerinden birisi Simpson esitsizligidir.

Farz edelim ki f:[a,b] >R (a,b) aralig1 {izerinde dort kez siirekli tiirevlenebilir bir

fonksiyon ve dordiincii tiirevi (a,b) araliginda sinirli, yani
[1@] = stpyeqan| 00| <0

olsun. Bu takdirde

‘ {f() 4f(a+bj f(b)}——_[f()d

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik literatiirde Simpson esitsizligi olarak bilinir.

180 H £ HOO (b-a)°, (4.63)

Simdi z:a=xy<X <..<X,1 <X, =b [ab] araligmin bir pargalanis1 ve f yukarida
verildigi gibi olsun. Bu takdirde Simpson formiilii:

b
jf(x)dx:PS(f,ﬂ)ms(f,ﬂ) (4.64)

ile verilir, burada Ps(f,7)

n-1
Ry (f,7) ——ZIf(x.>+ e +22 f (X' +2X'+1]h., (4.65)
ve Rq(f,7) kalan terimiise h :=x.,—% , i=0,..,n-1 olmak iizere
) 5
Rs (f,7)| = 2880Hf L Zh , (4.66)

ile verilir.
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Bu kisimda amacimiz Alomari ve ark. [1]-[3] tarafindan s-konveks ve Quasi-konveks
fonksiyonlar i¢in verilen esitsizlikleri mutlak degerce s-konveks and Quasi-konveks
tiirevlere sahip stokastik siire¢lere uyarlamak ve stokastik siirecler i¢in Simpson

kuraliyla integral yaklagimlarindaki hatay1 tahmin etmek olacaktir.

Teorem 4.4.1 X:1xQ— R ortalama-kare siirekli bir stokastik siire¢ ise bu takdirde

[a,b] tizerinde ortalama-kare integral
b b-a a+b
IX(t,~)dtzT[X(a,~)+4X (T,-jJrX(b,-)] (4.67)
a

olacaktir. Bu ifade n=2, olmak iizere stokastik siire¢ler i¢in Simpson kurali olarak

adlandirilir.

Ispat: X(t,) siirecine asagidaki sekilde yaklastigimizi varsayalim:

i D) o o)y ()it
2O= X @D M a0 ) et

burada h= b;za =t,, —a=b—t,, alalim. Bu takdirde

X@) ¢ v gy Xm) g v o XO)
o ()0 =D - a)(tb) + © Y (et —ty)

P (t) =

yazilabilir. Buradan [a,b] iizerinden integral alinirsa

2h

b
£ P, (t,)dt = >

b b b
>“i)vama—mm—fg%ﬁja—wa—mm+Xﬁgﬂﬁ—am_mom

bulunur. Simdi

h:ﬂp4ga—mm,5=ia—aa—mm,gz (t—a)(t—t )dt

D e T

integrallerini tanimlayalim. Bu durumda
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:'T(t—tm)(t—b)dt (t- t)(t b)" _(t=b)’

6
=—(a—tm) (a_b) +(a_6b) :—(—h) (_22h)2+(_26h3)=2h3—%h3=§h3,
; (t- b) C(t=bp[ (a=b)’ (=2h)° 4,
1, !(t a)(t-b)dt = (t—a) 5 1= 6 = s =3h

a
ve

1, = [ t-a)t-t,)dt = - )(t‘ztm) —(t‘gm”

_ 2 _ 3 _ 3 2 3 _h)3 3 3
=(b—a) (b tm) +(b tm) +(a tm) =(2h)h——h—+ﬂ—h3—h——ﬂ.
2 6 6 2 6 6 3 3

oldugu goriiliir. Bu nedenle,

2h 3 h 3 2h 3

- X(a,-)§+X(tm,-)gh+X(b,-)g

zg[x(a,.)+4xam,-)+ X (b,)].

elde edilir. h= b-a alinirsa

jJ.X(t,-)dt ~ @[X(a,-)wxam,% X (b,)]

oldugu gosterilmis olur.

Lemma 4.4.1 X:1xQ—R siireci [a,b], a<Dbaraliginda ortalama-kare siirekli ve
f :R — R fonksiyonu (a,b) araliginda ortalama-kare integrallenebilir monoton bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde
b b
j X (t,-) f (t)dt = X (&,-) j f (t)dt (4.68)

esitligi hemen her yerde saglanacak sekilde bir & €[a,b] mevcuttur.
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Ispat: Farz edelim ki [a,b] iizerinde f(t)>0 olsun. Budurumda X(t,-) ortalama-
kare stirekli bir stokastik siire¢ oldugundan x e[a,b] i¢in m(-) =inf_,, X(t,-) ve
M () =sUp, . X (t,-) rasgele degiskenleri mevcuttur. Bu takdirde xe[a,b] igin
m(-) < X(t,)) <M(-) esitsizligi yazilabilir. Bu son esitsizlik f(x) ile carpilirsa
m(-) f(t) < X(t,)) f(t) <M (") f(t) oldugu ve dahasonrada [a,b] de integrallenirse, bu

takdirde hemen her yerde

m(~)jl f(t)dt < j]‘ X(t,))f(@)dt<M (~)]1 f (t)dt, (4.70)
oldugu goriiliir.

b b
I =j f(t)dt olsun. Eger | =0 ise bu durumda hemen her yerde IX (t,) f (t)dt =0,

olacaktir. Bu nedenle her &, igin (4.69) saglanir.

Aksi durumda, eger | >0 ise bu durumda (4.70) esitsizligi | ile boliiniirse, X (t,-) is

[a,b], lizerinde ortalama-kare siirekli oldugundan bu miimkiindiir, £

m() < X(&,) <M(),

olacak sekilde & nin mevcut oldugu elde edilir. Sonug olarak
1 b
X(£)=7 Xt f O,
ve buradan da hemen her yerde
b b
[X @) f@dt=X(&) f 0t

oldugu goriiliir.

Teorem 4.4.2 X :1xQ— Rstokastik siireci 1° tizerinde dort kez ortalama-kare surekli

tirevlenebilir bir stokastik siire¢ ve {izerinde dordiincii tiirevi smnirli yani,

HX“‘)(t,-)Hw =sup,_, ‘X(4)(t,-)‘<oo, olsun. Bu takdirde
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1 a+b
HX(a) 4x( > j X (b, )}——jxa Yt

(4.71)

2880”x<‘”(t )|, (b-a)’,

esitsizligi hemen her yerde gergeklenir. Bu esitsizlik stokastik siirecler i¢in Simpson

esitsizligi olarak bilinir.

Ispat: X(t,) siirecinin t, = a+h , civarindaki Taylor polinomunu asagidaki gibi goz
Oniine alalim:

X0 = X0+ X )+ X8 oy KEd g XECEO e

bu durumda esitligin [a,b] tizerinden integrali alinirsa hemen her yerde
b
X l t - X " -
(et =] X0 G ey X0 gy

XO(t,,) TOAXYED) .
L +j—24 (t—t)"dt,

t=a a

-t)"

elde edilir. Stokastik siiregler i¢in integral hesabin agirlikli ortalama deger teoremi

uygulanirsa bu takdirde & € (a,b), olmak tizere
RS GODPRVINED SU DN

S (t-t) dt = L2 (-t dt
! (1) o I (t-t)

_X(4)(§1") 1y
24 t=t)

_X(4)(§11') _$\5 _(a_t)\5
=y [(b-1)"-(a-1)’],

a

elde edilir. Aksi takdirde X"(t,-) yi h= (b;za) olmak tizere hemen her yerde

X"(tl,->=h—12[><<t1—h,-)—2xa1,-)+X(t1+h,-)]—;‘—2x<“><f,-),

yazilabilir. Bu takdirde & € (a,b), olmak iizere hemen her yerde

X'(t,) = h—lz[X (@) =2X(t, )+ X (0. )] == X (&), (4.72)

elde edilir. dolayistyla h=Db—t, =t —a, alinarak hemen her yerde
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D 31 (10 PRI (1 (0 P
!X(L)dt-X(y,)2h+ AR T

oldugu goriiliir. Buradan da
b h h5
IX(t,-)dt =§[X (a,)—4X(t,)+ X(b,-)]—% X@(&,),

ve dolayisiyla hemen her yerde

h5
o)
(b—a)°
2880

‘g[x () =4X (t,)+ X (b,)] - [ X (t, )t

<

:‘(b_a)—s X9,

2880

e,

oldugu gosterilmis olur.

Lemma 4.4.2 X:I1xQ-—>R sureci |°Uzerinde ortalama-kare tirevlenebilir bir

stokastik siire¢ ve X' siireci [a,b], a,bel,a<Db, iizerinde ortalama kare
integrallenebilir olsun. Eger X'(t,-) stireci [a,b], TUlzerinde ortalama Kkare

integrallenebilir ise

a+b

1 1 °

E{X(a)+4x(—E—,j+X(u)}—Ejgjxa,xn
o (4.73)

=m—mjmoxxm+a—oa)m,

esitligi hemen her yerde gergeklenir, burada

t—l, te[O,lj,
6 2

E—t, te{l,lj.
6 2

Ispat: Kismi integrasyon uygulanarak

p(t) =

dir.

|:jmoxxm+a—na)m
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= ﬂf(t —%j X'(at + (1-t)b,-)dt +j2(t —%j X'(at+(1—t)b,-)dt

1/2

T X'(at+@-1b,)

(t JX(at+(1 t)b, )|
6

b-a o 5 b-a
+[t_§jX(at+(l—t)b,-)l _i X'(at+(@1-tb,)
6 b-a o 1 b-a
1 a+b _ 1X(at+(1 t)b,-)
_G(b_a){X( )+ 4x( . j+X(b,)} ! dt,  (4.74)

oldugu goriiliir. Xx=at+@—t)b, ve dx=(b—a)dt, alinirsa

(b—a)l—l{X(a) 4x(a;b j+X(b,-)}—éj‘X(t,~)dt,

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.4.3 X:1xQ—>R siireci |°lzerinde ortalama-kare tiirevlenebilir bir
stokastik siire¢ ve X' siireci [a,b], a,bel,a<Db, iizerinde ortalama Kkare
integrallenebilir olsun. Eger |X’| stireci keyfi bir Se(O,l], icin [a,b], tizerinde s-

konveks ise bu takdirde asagidaki esitsizlik hemen her yerde gergeklenir:

1 a+b 1 %
HX(a) 4x( . ]+X(b,-)}m£xa,-)dt

(4.75)

6°—9(2°) +(5°)(6°) +35—12 |, , ,
<(b-a X'(a,)|+|X"(0,)|].
( )( 18(s? +35+2) [X@ I+ [X (.
Ispat: Oncelikle
1/2 5 1/2
jt——t dt+j t——’l dt = I——t‘(l t)° dt+j ——t‘(l t)°dt
6 1/2 6 1/2

= _9(27%) + (5°2)(6~) + 35— 12
18(s® +3s+2)

oldugunu belirtelim. Bu takdirde, Lemma 4.4.1 ve |X'| siirecinin s-konveksligi goz

Oniine alinirsa hemen her yerde
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a+b

1 1
‘E{X(a,-)+4x (T,-]+X(b,-)}—E£X(t,-)dt

<(b-a)[|p()||X"(at+@—1)b,)|dt

< (b-a) [ |t—2{( X (a,)]+ @-1)*|X (b, )t

(1
6

+(b—a)j (t*]X'(a,-)|+ @—1)°|X'(b,)dt

12

(2
6

12

J

0

t— > tsdt}
6

t—§‘(1—t)3dt},

1
todt + j

12

_—
6

S(b—a)|X’(a,-)|[

i

1/2

6

+(b—a)|X (b, .)ﬁ t _%‘ (L-t)°dt+

- (b—a)(es e 2 _ﬂ[lx @I+ X'0.]],

oldugu goriiliir ki bu da ispat1 tamamlar.

Sonug¢ 4.4.1 X :1xQ—R siireci |I° tizerinde ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik

stire¢ ve X' siireci [a,b], a,bel,a<b, tizerinde ortalama kare integrallenebilir
olsun. Eger |X '|p/(p_l) p >1, siireci [a,b] araliginda konveks ise bu takdirde asagidaki

esitsizlik hemen her yerde gerceklenir:

1 a+b 1%
e (B x| fxom (79
5b_ ' '
. (72a) [[X'@ 9]+ [x(b,)]]

Teorem 4.44 X:I1xQ—>R sireci |° tUzerinde ortalama-kare turevlenebilir bir

stokastik siire¢ ve X' siireci [a,b], a,bel,a<Db, iizerinde ortalama kare
integrallenebilir olsun. Eger |X'|”"™ p>1, siireci [a,b] araliginda keyfi bir s € (0,1]

s-konveks ise bu takdirde asagidaki esitsizlik hemen her yerde gerceklenir:
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1 a+h 1 (b-a) [ 127 "
HX( )+ 4x( : ) X (b, )} jX(t) ‘ [ j

(1+9)"{ 6" (p+1)
“|x ‘()" +

(e[ e |

Ispat: Lemma 4.4.1° den

1 a+b 1 %
HX( )+ 4x( . j+X(b,-)}—E£xa,-)dt

<(b—-a)[|p(t)||X"(at+@—1)b,)|dt

<(b-a) Tt—%|x '(at + (L—t)b, )|dt+j

1/2

12 1/° YP s , ; Up
It—g ] U|x (at+(L-t)b,)| dtJ

0

+U
s(b—a{ﬁ(%—t]pdt+1/j2(t—%jpdtJ [T|X'(at+(1—t)b,.)|pj
+ij(%—thdt+jit—§}pdtj [112|X'(at+(1—t)b,-)|PJ :

elde edilir. Ote yandan |X'| siireci s-konveks oldugundan

t——‘|X '(at + (1—t)b, )|dt}

<(b—a)
5

6p} “|x'(at+(1—t)b,-)|"dtj

t—=
V2

1/2

j|x (at+(L-t)b, ")’ dt_bi T |X'(t,)[ dt

‘ (4.77)

. IX"(b, )| +|X’ IX'(b, )| +

X(a+b,j
2

<

E s+1 s+1

ve
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a+b
1 T
[1x(at+@—p,)[* ot —bi [ Xt e
1/2 a

q

(4.78)

1X"(0, )| +|X" 1X'(a,)[" +

X,(a+b,_j
2

4 s+1 s+1

dir. Ayrica,

1/6 1 p 1 5 3—P
!(g—t) dt:sﬂg—t) dt = (p+1] (4.79)
12 1) 5/6 5 1( 6°°
j(t—gj dtzj(t—gJ dt== [p+1j (4.80)

1/6 12

olup (4.77)-(4.80) ifadelerinden ispat tamamlanmis olur.

Eger Teorem 4.4.4 de s =1 alinirsa, bu takdirde |X'|” "™

stirecinin [a,b] konveksligi

sorgulanir. Ciinkii stokastik siirecler igin s-konvekslik bilinen anlamda konveksligin

bir genellestirmesidir.

Sonuc¢ 4.4.2 X :1xQ—R siireci |° lizerinde ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik
stireg ve X' siireci [a,b], a,bel,a<b, lizerinde ortalama kare integrallenebilir

1| P/(P-1)

p>1, siireci [a,b] araliginda s-konveks ise bu takdirde

asagidaki esitsizlik hemen her yerde gerceklenir:
1 a+b 15
X(a,)+4X + X (b,) |[-—— | X(t,-)dt
H() (Zju}b_a!()

L (b—a)( 142" j (4.81)

2" 6" (p+1)
q\Va g\
J {'X'(b«)I‘”*‘X'(a—Zb"H |

X,(a+b’.j
2

Teorem 4.45X:1xQ—>R sureci |° Uzerinde ortalama-kare turevlenebilir bir

[|X’(a, I+

stokastik siire¢ ve X' siireci [a,b], a,bel,a<Db, iizerinde ortalama kare
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integrallenebilir olsun. Eger |X '|p/(pfl) p >1, siireci [a,b] araliginda keyfi bir s e (O,l]

s-konveks ise bu takdirde asagidaki esitsizlik hemen her yerde gerceklenir:

1 a+b 1 %
‘E[X(a,~)+4x (T} X(b,-)}mixa,-)dt

b— 5 L -s (nl-s 1-s _s , q
_[216(s§+32)+2)]1’q (i] ([(3r@+as@ 1 +32 )] X 6,

+[5°73°2"° —65(2°) —21(2°) + 65— 24 || X '(a, )’ )”q (4.82)
+([E*)@)+3s(2) +3(2) ]I X '@,

+|:55+2352175 _ 68(25) _ 21(23) + 6S — 24:||x ’(b, )|q )1/q }.

Ispat: Lemma 4.4.2 ve power-mean esitsizliginden

a+b

1 1 ¢
‘E{X(a,-)+4x (T,-]+X(b,-)}—m£X(u,-)du

< (b—a)Jl'|s(t)||X '(tb+(@1-t)a,-)|dt

1/2

<(b-a)[

1

t‘lhx (to+(L-t)a,)|dt + | t—§‘|x (tb+(L—t)a,)|dt
6 ARG
1-Uq 7y
t—l‘ dtj [ j
6 0

1-1/q 1
t—§‘ dt] (j
6 1/2

elde edilir. Ote yandan |X'| siireci s-konveks oldugundan

1/2
0

12

J

0

lq
t—%hx (tb+(1-t)a,)[* dtJ

s(b—a)(

+(b—a)U t—ghx (tb+(1-t)a,)[* dtJ .

12

1., . v6 g . q . q
t—€‘|x (tb+(1-t)a, )| dt < Mg—tj(t X (0, + @-1)*|X(a,") )dt

+ j [t—%j(ts|x’(b,-)|q +(1—t)S|X'(a,-)|“)dt
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_| 39)(2) +3s(27) +3(27) X',
36(s” +3s+2) ’
. (5°)(37°)(2°) —65(27°) —21(2°) + 65 — 24
36(s* +3s+2)

:||X r(a’ )|q

ve

1

J

1/2

5., q 516 " . o q
t—ghx (tb+(1—t)a,~)| dt < J.(g—tj(t |X (b,.)| +(1-t) |X (a’,)| )dt

12

+ j (t—g)(ts X', +@-1)°|X(a, -)|“)dt

5/6

_| 39)(2) +3s5(27) +3(27) X9
36(s” +3s+2) '
y (5°2)(3°)(2"°) —65(27°) —21(2°) + 65 — 24
36(s” +3s+2)

:||X '(b, )|q )

yazilabilir. Ayrica

12

J

0

t—
6

l i,
t—g‘dt=j

1/2

olup ispat tamamlanmuis olur..

Sonug¢ 4.4.3 X : | xQQ— R siireci Teorem 3.6 daki gibi olsun. Bu takdirde

a+b

1 1 ¢
HX(a,.)Mx (Tj+ X(b,~)}—m£><(u,-)du

< (b-a) ( S
" [216(s® +3s+2)]"9 | 72

(@)@ ) +35(2) +32) "+ [(69)(E)@ ) -65(2 ") - 212 ) +65-24] " |

| (c@x )

esitsizligi hemen her yerde gerceklenir. Ayrica eger s=1, alinirsa

1 a+b 18
‘E{X(a,-)+4x (T,-j+X(b,-)}—E£X(u,-)du

5 (1668)" , ’
Si(%j (b-a)(|X"(a,)|+|X (b))

olacaktir.

81



Ispat: p>1, q=p/(p-1) icin yukarida verilen esitsizligi géz oniine alalim ve

3, =[ (3%)(2"")+3s(2%) +3(2) || X (b,)|'

by =| (57%)(3°)(2"*)—65(2*) —21(2*) + 65— 24 || X'(a,")|'
a, =[ (37°)(2"°) -6s(2*) - 21(2*) + 65— 24 || X (b,

b, =[ (5°%)(37)(2"%) -6s(2 *) —21(2*) + 65— 24 || X"(b,)[".

tanimlayalim, burada 0<1/q <1, ¢>1 dir. Butakdirde O<r <1 a,a,,...,a,=0 ve
b,b,,...,b, >0, i¢cin

i=1 i=1 i=0

olup buradan da

1 a+b 10
HX(a) 4x( . j+X(b,-)}—E£X(u,-)du

] [216(s5b+_3:)+ 2)]" (%j 7 {[(3’3)(2“) +35(2)+32) "

+[(57)(3)(2%) - 6s(2*) - 21(2”%) + 65— 24]”“}(|x ‘(a,)|+|X'(b,)])
elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.4.4 X :1xQ— R siireci Teorem 4.4.5 deki gibi olsun ve s=1, alalim. Bu

takdirde konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlik hemen her yerde gergeklenir:

1 a+b , 1%
‘G{X(a)+4x( : j+X(b,-)}—E£xa,-)dt

[1(296?1)"” ( j“’q [(20|X'(b’ 610X '@ )"+ (611X (b, +61X (2, ) )ﬂ

Ustelik, eger |X'| <M, xel, almirsa bu durumda

cb-a),
36

é[X(a )+4%’ [a;b j X (b, )}——jxa )t <

esitsizligi gergeklenir.

Ispat: Bu durumda
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1/2 1
.ft——‘|X'(ta+(l—t)b,-)|dt+

t——‘|X '(ta+(1-t)a,-)|dt

12

<TK1—tjt 1X'(a, )" (——tj (1-t)°|X'(b, )|’ }dt

+Uf -1 X', + t-1 (1—t)S|X’(b,-)|q_dt
6 6 ]

el

+T_ > )X '@, )" + >t (1—t)S|X’(b,-)|q_dt
5\ 6 6

: -
T2 e @+ =2 -ty x o, [o

5/6L

=|X"(a,) [T(%—tjt dt+1f[t—%jt dt +T(——tjt dt+57f6[t—g]t dt}

+X'(b,)[* Ff(——tja t)° dt+1/f(t—%)(1 t)°dt

0 1/6

+T(t—§}(l t)° dt+j(t—gj(1 t)° dt}

12 5/6

yazilabilir. Teorem 4.4.5° e gére s=1, alinirsa

1 a+b 18
HX(a) 4x( . j+X(b,-)}—E£X(t,-)dt

[1(296?”) “ (72) : [(29|X b +610x (@) + (291X (@ )" +61)X (b, -)Iq)ﬂq}

oldugu goriiliir. Bu nedenle, eger X'(u,-) <M, uel ise bu takdirde

1 a+b
G{X(a )+4x( . j X (b, )}——jxa )t

1-1/q _
[1(296?3‘* (72j (20M° +61M )" +(29M* + 61M ‘*)”q}
(b—a) vy g g
< L2567 ﬁ) (90M )" +(90M ) J
1-1/q _
_ (b—a3q i 2(90)1/q M]
[1296]“\ 72) L

=(b-a) [ij(ijuq g(i)uq M |<2C=2)
72 )\ 72 72 - 36

oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmais olur.
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Lemma 4.4.3 X:IxQ—R sireci |° da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik

stireg ve X" siireci [a,b], a,bel, a<b de ortalama-kare integrallenebilir olsun.

Eger X"(t,-) [a,b], de ortalama-kare integrallenebilir ise

a+b
b—jxa )dt—g{X(a) 4x( . j+X(b,-)}
(4.83)
=(b—a)? j p(t) X "(at + (1—t)b, )dt,

esitligi hemen her yerde gergeklesir, burada

1 1
SHE-D) te[o,ﬂ,

p(t) =
1 1
g(t—l)(\?)t—l), t€[5,1:|

dir.

Ispat: Kismi integrasyon uygulanarak

p(t)X"(at+ (L —t)b,-)dt

CDIH O‘—"*

ﬂj t(3t—1)X '(at + (1—t)b, )dt +% j (t-1)(3t-1)X (at + (L-t)b, )dt

.

_Lyg_gy X(@r@-0b, ) { (3t l)X(at+(1;[)b,,)|1/2]
6 2 b-a? |

+1’f X(at+(1—;[)b,-) dt+;(t_1)(3t_2) X (at+(L-t)b,")[
0 (b—a) 6 b-a

1/2

X (at+(1—1)b,)[ +i X (at +(L—t)b,")

dt
(b - a)z |1/2 1/2 (b - a)2

—B(t—l)+%(3t—2)}

dt

Xr(a+b ] Xr(a+b j
1 2 ') 1 2 ') 1X'(a )+1j.2ix’(at+(1—t)b,.)
24  b-a 3 (b-a)* 6(-a)} 324 (b-a)

dt

Xr(a+b ) X(a+b j
1X'(b:) 1 2 ') 1 2 +J1-iX'(at+(1—t)b,-)

"6(-a)’ 24 b-a 3 (b-a)P’ 5,24 (b-a)’

1
6(b—a)*

- _1a)2Jl'X(at+(1—t)b,-)dt— [X(a)+X(b )+4x(a;b,ﬂ (4.84)
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oldugu goriiliir. x =at+(1—t)b, alinirsa dx = (b—a)dt, olup buradan da
(b— an._———jxa kﬂ——[X(a) 4x(a;b j+x(ag}

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Asagida verilen teoremler Quasi-konveks stokastik siiregler i¢in yeni tip Simpson

esitsizliklerini igermektedir.

Teorem 4.4.6 X:IxQ—R sireci |° da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik

stire¢ ve X" stireci [a,b], a,bel, a<b de ortalama-kare integrallenebilir olsun.

Eger keyfi sabit bir se(0,1], i¢in ise bu
takdirde asagidaki esitsizlik hemen her yerde gerceklenir:
1 a+b 15
X(a,))+4X + X (b,) |-—— | X(t,-)dt
H() (2 j ()}b_aj()
(4.85)

sM{max{M"(a,-)L‘X"[aer j
162 2

el

Ispat: Oncelikle
2/3

pa:mm_juajmnjxtnazmm_ja t)(3t— am_m_ (4.86)

1/3 2/3

oldugunu belirtelim. Bu takdirde, Lemma 4.4.3 dikkate alinirsa |X"| stireci Quasi-

konveks oldugundan

1 a+b 18
‘G[X(a) 4x( . )+X(Q)}—ng£X(L)m

"

< (b-a)? [|p(®)][X "(at + L-t)b,)dt
l_/[zt|3t -1 max{

o[22 o
_(b-2a)°| o 2

6 1
+Ih—ﬂBb—ﬂnmx%X%a)|‘” a+b ]}m

L 12
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_(b-a)° max{|x"(a ), ‘ ,, %bj‘} 1j?t(1—3t)dt+Tt(3t—1)dt}
(b—a)? , a+b 2
L max{ X (T)‘} 17[2(1 t)(2- 3t)dt+2.!.3(1 £)(3t - 2)dt}
:M{max{ " (a_+b ]}+max{|X”(b )| ‘ X" a+b, j‘}j|1
162 2

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmuis olur.

Sonu¢ 4.4.5 X :I1xQ—>R siireci |° da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik

stire¢ ve X" stireci [a,b], a,bel, a<b de ortalama-kare integrallenebilir olsun.

Eger keyfi sabit bir se(0,1],i¢in |X"| stireci [a,b], lizerinde Quasi-konveks ve

X(s,?) = X(a;b JzX(b,-), ise bu takdirde

X a+b’. <
2 162 162

[rmfstonpfegfomfponfie

esitsizligi hemen her yerde gergeklesir. Ozel olarak eger , M >0, olmak iizere her

(b-a)* (b-a)°

" 14

tefa,b] icin [X"(t,)|<M ise
X(a+b,‘) <
2

Teorem 4.4.7 X:I1xQ—R siireci |° da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik

2
(b-a)
162

esitsizligi gerceklenir.
stireg ve X" siireci [a,b], a,bel, a<b de ortalama-kare integrallenebilir olsun.

Eger keyfi sabit bir se(0,1],i¢in |X"| siireci [a,b], iizerinde Quasi-konveks ise bu

takdirde asagidaki esitsizlik hemen her yerde gerceklenir:
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a+b

1 1 8
‘E{X(a,')+4x (T,.}X(b,—)}ﬁgxa,.)dt

Up

_(b-a)’| V12 PT(p+1) 4(3°)+3(2")(p-D)
~ 6 61“(3 j 12(2+3p+p’)

—+
5P
1y (P-D/p
X”(a—i_b,.j p/(p 1)}
2

1)) (p-1/p
X”(a-i-b,,j p/(p 1)} ]
2

stirecinin Quasi-konveks oldugu dikkate alinirsa

|:max {|X n(a, _)|p/(P*1) ’

+max{

Ispat: Lemma 4.4.3 ve |X”

X "(b, .)|P/( p-1) ,

a+b

1 15
‘E[X(a,~)+4x (T,.}X(b,-)}alxa,-)dt

< (b-a)[|p(®)||X"(at + @~t)b, )|t

b_a)?| (2 ’ VP 12 ) . i
s%[(](tr&t—q) dtJ [ﬂx (at+(1-t)b, )| dt]

0 0

{I (It—ﬂ|3t—2l)pdtJ UIX"(at+(1—t>b,-)|‘*dt] }

1/2 1/2

13

(b—a)2 U3 12 Up r1yn el
< (Itp|1—3t|pdt+ jtp(Bt—l)pdtj [I|X"(at+(1—t)b,-)|q dtj
0 0

(4.87)

+[T(t—l)"(2—3t)"dt+j(t—1)9(3t—2)pdt] U‘|X"(at+(1—t)b,-)|th) ]

1/2 2/3 12

oldugu gériiliir. Ote yandan |X"| siireci Quasi-konveks oldugundan

2]

X(a;b
2

T|x "(at + (1 t)b,)|" dt <max {| X"(a,)[,

j |X"(at+(1-t)b,)|" dt <max {| X"(b,)",

12

elde edilir. Bunun yaninda p >1 i¢in
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13 h 1277 (p+1)

[tra-syrde= [ (t-1)°@Et—2)°dt = 3 , (4.90)
0 2/3 61—‘(_’_ pj
2
oo a1y — Fre 1o anedr _ 2@ P)+32P)(p-1)
1'/"3 tP(3t—1) olt_Uj2 (t—1)P(2-3t)"dt = 2@2+3p 1) (4.91)

esitlikleri yazilabilir. (4.88)-(4.91), ifadelerinden istenen sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.4.6 X':1xQ—>R siireci |° da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik

stireg ve X" siireci [a,b], a,bel, a<b de ortalama-kare integrallenebilir olsun.
Eger keyfi sabit bir SE(O,l],ig:in |X”| stireci [a,b], iizerinde Quasi-konveks ve

X(a,) = X (""T”’j — X (b, ), ise bu takdirde

1 8 a+b
‘Eixa,-)dt—x(T,-j‘

Up

_(b-a)’| V12 *T(p+1) 4(37")+3(2")(p-1)
T 6 GF@W] 12(2+3p+ p?)

) (p-D/p
X"(a+b '.] p/(p 1)}
2
) (P-D/p
X”(a-f‘b ’.j p/(p l)}
2

Teorem 4.4.8 X':1xQ— R siireci |° da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik

(4.92)

max {| X ”(a’ _)|p/(P—1) ,

+max {| X"(b, )",

esitsizligi hemen her yerde gerceklesir.

stire¢ ve X" siireci [a,b], a,bel, a<b de ortalama-kare integrallenebilir olsun.

Eger keyfi sabit bir s e (0,1], icin |X "

stireci [a,b], lizerinde Quasi-konveks ise
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a+b

1 1 %
‘E[X(a,-)+4x (T}r X(b,-)}—E.&[X(t,-)dt

(b_a)2 " a " a+b ! "
<W[max{|x (&)X (Tj } (4.93)

+ max{|x"(b,-)|q , x(aT”’] } }

esitsizligi hemen her yerde gergeklesir.

Ispat: Lemma 4.4.3 ve Power-Mean esitsizliginden

1 a+b 1 7
‘E|:X(a1)+4x (T,j-i- X(b,)}—m.!)((t,)dt

X"(at+(L-t)b,-)|dt

<(b-a)[|p(t)

0 0

b_a)?| (Y2 va ) . Va
s%[{qutudt] {jt|3t—]4 X"(at +(1-t)b, )| dtj

+U|t_q|3t_z|dtj U|t1||3tz||x~(at+(1t)b,.)|th”

1/2

0 13 0

<0 _6a)2 [[lf t(1—3t)dt+1/ft(3t —1)dtj 7 [TtBt Y X"(at+@-tb,)f dtj

12 2/3 12

{Te-ve-mas [ e-va-2a] | [-a-2xeee-nral ]

yazilabilir. Ote yandan X"

stireci Quasi-konveks oldugundan

X”( !'j
2

X"(—1.j
2

1/2
jt|3t ~1|X"(at+(1-t)b,-)[" dt 32—17max{ X"(a,9)[",
0

}, (4.94)

X"(b,)', } (4.95)

[t-1jat-2

12

X"(at+(1—t)b, )|’ dt s2—17 max{

olacaktir, burada

13 1 1
ti3t-1dt= | t-13t-2|dt = — 4.96
Jtt-t= [ g -2lor= (46)
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esitligi kullanilmistir. Boylece (4.94)-(4.96) ifadeleri birlestirilerek istenen sonug elde

edilmis olur.

Sonu¢ 4.4.7 X':1xQ—R siireci |’ da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik
stireg ve X" siireci [a,b], a,bel, a<b de ortalama-kare integrallenebilir olsun.
Eger keyfi sabit bir Se(O,l],i(;in |X”| slireci [a,b], lizerinde Quasi-konveks ve

X(a,) = X (""T”’j — X (b, ), ise bu takdirde

1 % a+b
m{X(t,-)dt—X(T,-j‘

2
< (b-a)” max {| X"(a, .)|q ,
162

X,,(a+b,.]
2
q)Ya
X,,(a+b'.j }
2

Asagidaki Lemma tgiincii tiirev kullanilarak Quasi-konveks stokastik siiregler igin

q} (4.97)

+max {|x"(b,-)|q ,

esitsizligi hemen her yerde gergeklesir.

diger bir sonucun elde edilmesinde oldukg¢a kullanishidir.

Lemma 4.44 X :IxQ—>R sureci |’ tizerinde ortalama-kare tiirevlenebilir bir

stokastik siireg ve X" siireci [a,b], a,bel, a<b de ortalama-kare integrallenebilir

olsun. Eger | X"| iireci [a,b], iizerinde ortalama-kare integrallenebilir ise bu takdirde
1 ¢ 1 a+b
= [ X(t,)dt—=| X (a,)+4X| ===, |+ X (b,
b—a-z!:() 6{() [2 j ()}
b
:(b—a)“J p(t) X "(at + (1—t)b,-)dt, (4.98)

esitligi hemen her yerde gergeklesir, burada

ltz(t—lj, te[o,l},

6 2 2

1 ) 1 1
g(t—l) (t—zj, tE(§,1:|

90

p(t) =



dir.

Ispat: Kismi integrasyon uygulanarak

:j p(t)X "(at + (1—t)b, )dt

:%ﬂ! ( —jX”’(aH(l t)b,)dt += j(l t)’ (t—%)X”’(aH(l—t)b,-)dt

1/2 1/2

=1t2(t ij"(au(l 0b,)[ t(3t 1)X'(at+(1—t)b,-)|

6 a-b , 6 (b-a)? |
{t jX(at+(l—t)b,-) +1’2X(at+(l—t)b,-) it
@-b? |, ) (a-by
Loy ( jX”(at+(l t)b, )
6 a-b i
(1. o o X(at+(@-tb,)f
- (3t-2)(t-1) oL,
+(t_§jX”(at+(1—t)b,~)| [ X'at+@-tb)
6) (a-b’ |, 5 (a-by

X(a+b j X(Hb j
a7 U2 ) U ) ax(by) EX(ate@-nh) o
24 (a-by> 3 (a-b’ 6(a-b) 1 (a—h)?

X’(a+b j X'(a"'b j
L 2 '),1 2’ +1X(b) IX”(at+(1—t)b,-)

3 (a-b)?

dt,
24 (a-b)? 3 (a-b)}®  6(a-h)

12

elde edilir. Eger s=at+ (1—t)b, degisken degisimi yapilirsa

(b—a)“I:z[X(s,-)ds (b— - ){X(a Y+ X (b, )+ 4x(azb ﬂ

bulunur ki bu da (4.98) ifadesini verir.

Teorem 4.4.9 X:IxQ—R sireci |° da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik

stire¢ olmak tizere X" siireci [a,b], a,bel, a<b de ortalama-kare integrallenebilir

olsun. Eger keyfi sabit bir s €(0,1], i¢in | X"| sireci [a, b], lizerinde Quasi-konveks ise
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1 a+b 1 8
HX(a) 4x( . }rX(b,-)}—E!X(t,-)dt

sM{max{|x”(a,-)|,‘x"(azb j

(4.99)

1152

}+max{|x"(b ), x"(a;b , j‘H
esitsizligi hemen her yerde gergeklesir.
Ispat: Oncelikle

jt (l—tjdt—j(l t)? (t——jdt_lgz

12

oldugunu belirtelim. Bu takdirde Lemma 4.4.4 ve |X'| siirecinin Quasi-konveks

oldugu dikkate alinirsa

a+b 1 °
HX( )+ 4x( > j+X(b,~)}—ﬁ£X(t,~)dt

s(b—a)4j|p(t)||X"'(at+(l—t)b,-)|dt
(b_ ) 't 1 m m a+b
- H_{[t t— 2‘max{|x @), ‘X )‘}dtJ
[fen '"(%*bJ\}dtﬂ
(b a) m m a+b /
6 max{|X @), ‘x JHI (_—tJdt}
(b—a)* o[ a+th 1
a2 vl
:M{max{w”'(a,-)|,‘x’”(a%b,-)}+max{|x”’(a,-)|,‘x’"(a7m,-j‘H,

1552
Teorem 4.4.10 X : 1 xQ —> R silireci |° da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik

2 _t‘ max {|X "(a,")],

max {|X "(a,")],

oldugu goriiliir.

stire¢ ve X" siireci [a,b], a,bel, a<b de ortalama-kare integrallenebilir olsun.

Eger keyfi sabit bir s e (0,1], icin

92



1 a+b 1 %
HX( )+ 4x( . J+X(b,-)}m_£xa,-)dt

. (b-ay (T(p+Hr2p+nY "
~482") | r@p+2)

X,,,(aer’_j
2

q }Uq

max {|X (@),

q}l’q

stirecinin Quasi-konveks oldugu dikkate alinirsa

+max {| X" (b,

Xm(a+b’
2

esitsizligi hemen her yerde gergeklesir.

Ispat: Lemma 4.4.4ve |X"

1 a+b 1 %
HX(a) 4x( > j+X(b,-)}—ﬁ£X(t,-)dt

<(b-a)[|p(®)||X "(at+ (- t)b,)]dt
b—a)?| (¥ i 1 Up r1yp y .
s%[[!t t—E‘dtJ [£|x (at+(1—t)b,") dtJ
( ——t‘dt] U|X’”(at+(1—t)b,-)|q dt]
b_a)?| (2 (1 Ve 112 i .
<%K£t (E—tjdtj U|x (at+(@-t)b, )| dt

+[i(t—l)2(t—%jdtj [lj;|)(”'(at+(1_t)b’.)|q dtJ }’

oldugu goriiliir. Ote yandan |X "’| stireci Quasi-konveks oldugundan

q

1q

1/2 q

j |X"(at+(L-t)b,)|" dt <max {|X”’(a, i x(a%bj } (4.100)
0

h m q m m a+b !

j|x (at+(L—t)b,)|* dt <max3|X"(b,)|*,|X = ¢ (4.101)
12

esitsizlikleri yazilabilir. Bu nedenle p >1ligin asagidaki esitlik elde edilir:
1-3p
jt (——tjdt—j(t 1)? ( jdt_z [(p+1T(2p+1) (4.102)
I'Sp+2)

93



4.5 Quasi - Konveks Stokastik Siiregler icin Ostrowski Tipi Esitsizlikler

Bu kisimda birinci tiirevleri belirli konvekslik varsayimlarini saglayan mutlak siirekli

stokastik siiregler i¢in baz1 Ostrowski tipi esitsizlikler ifade edilecektir.

Teorem 451 X:1 X Q — R, I da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik siire¢
olsun Ayrica a,b € I ve a < b olmak tizere X'siireci [a, b] tizerinde ortalama kare
integrallenebilir ve X'simirli yani, ||X'||,:= sup|X'(t,)| < oo olsun. Eger X stireci [
tizerinde konkav ise, bu takdirde Vx € I i¢in asagidaki esitsizlik hemen hemen her

yerde gergeklenir (Materano ve Ark., 2016):

X(6) === [ X )du| < 11X 1]..(b - )

2
1\t —aTer
i+ (o) E’b_a)z) ] (4.103)

Ispat: X(t,) siireci I iizerinde ortalama-kare tiirevlenebilir konkav oldugundan
Vt,y € I i¢in

X(to,)—X(t,)

2 < X8

ve dolayisiyla
X(to,) < X(t) + (t — t)X'(t,)

yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafindan [a, b] araliginda u ya goére integrasyon

alinirsa,
(b — A)X(to,) < [, Xw) du + [ (u - to) X'(w,)du
veya buna denk olarak
1 b 1 b ,
X(to,) — Efa X(u,)du < Efa (u—to) X'(u,)du
esitsizligi elde edilir. X' siireci sinirli oldugundan

X(to) — ﬁf;X(u,-)du| < |ﬁf:x’(u,-)(u — to)du

1 b , . _
< L [P fu — toldu

1

< —
b—a

wgwmmﬁw—mm

u€(a,b

' b
< X [ £ — w) du+ [ (u — to)dul]
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1 m 1 1
< XL [ (6 — @)2 +3 (b — t0)?]

'L (—)]

= IX1L.(b — @) |3 + 2

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlanmis olur.

Bir X stokastik siirecinin ortalama-kare integralleri ile birinci tiirevleri arasindaki

agirlikli fark: veren bir diger Ostrowski tipi esitsizlik asagida verilmistir:

Teorem 452 X:1 x Q — R, [ uzerinde iki kez ortalama-kare tiirevlenebilir bir
stokastik stireg, a, b € I ve a < b olsun. Ayrica X ve X' siireglerinin (a, b) de konkav

oldugunu varsayalim. Bu takdirde eger
1Xll., = sup [X'(£,)] <o ve [ X", = sup [X"(t,)] <o
te(a,b) te(a,b)

ise asagidaki esitsizlik hemen hemen her yerde gerceklesir:

b )— -
X'(6) =575 fy, X(w)du| < [FE=2 — X (2,

(to—a)?+(b—ty)?

(t—a)2+(b—t)2]
2(b—a) !

+X7I. | e

|+ 1x 7. (4.104)

burada t,,t € (a,b) dir (Materano ve Ark., 2016).

Ispat: X, [a, b] de konkav ve X', (a, b) de konkav oldugundan her s,u € (a, b) igin
X(to,) < X(u,”) + (tg —w)X'(u,”) (4.105)

ve

X'(t)<X(s)+ (t—s)X"(s,) (4.106)

esitsizlikleri yazilabilir. (4.105)’ in her iki tarafinin [a, b] araliginda u ya gore ve

(4.106)’ nin her iki tarafinin [a, b] araliginda s ye gore integralleri alinirsa sirasiyla
(b — )X(to,) < [i X(w?) du + [ (to — ) X (w,)du (4.107)
ve
(b—)X'(t) < [ X'(s,)ds + [ (¢ — 5) X"(s,)ds (4.108)

oldugu goriiliir. (4.107) ve (4.108) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa
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(b-a)X'(t) - [P X(w) du < X(b) — X(@,) = (b — @)X (t,/)
+ [0ty — W X'(w)du + [ (¢ — 5) X"(s,)ds (4.109)

bulunur. Boylelikle ||X'||.,, = sup |X'(t,")| <o ve || X"||l, = sup |X"(t,)] <
te(a,b) te(a,b)

olup her t, t, € (a,b) igin

X(b,)- X(a )

X6 = 57 J7 X () du| < [P0 - X (e,

1 b b
+Efa [to — ul |X'(w,)|du + Efa It — s||X"(s,)| ds

X(b)-X(a,) NIC{ A X"l by,
< |22 (o, )| + B 1ty — ul du + B2 7 — s s

(t—-a)?+(b—t)?

(to—a)2+(b—t0)2]
2(b—a)

|+t [

< R — ()| + X |

elde edilir ki bu da ispat: tamamlanir.

Teorem 4.5.3 X:1 X Q — R, I da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik siire¢, X'
ortalama-kare integrallenebilir, a,b € I ve a < b olsun. Eger |X’'| stireci [a,b]
araliginda Quasi—konveks ise Vt € [a, b] i¢in asagidaki esitsizlik her zaman saglanir

(Materano ve Ark., 2016):

|X(t,-) — ﬁ f:X(u,-)du|

< 2 max(IX' ()1, 1X' (b} + S Lmax(IX'(¢.)], X' @)} (4.110)
Ispat: |X'| siireci Quasi—konveks oldugundan = ::_;2 alinirsa

X(t) === [7 X(w)du| < (b - @) [Pyl 1X'(ya + (1 = y)b,)ldy
+(b - a) [;ly = 11X’ Ga+ (1 - y)b)| dy

< (b-a) [ ymax {(1X'(a)l, 1X'(b) }dy

+(b - @) [;(1 = yymax{IX'(@,)], IX'(b,) [}y

= i(f;_f)) max{|X' (@)1, 1X' (b1} + 3 " 2 max{|X' ()1, 1X (b1}

oldugu gortiliir.
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Sonu¢ 4.5.1 Teorem 4.5.1 deki verilere ek olarak, eger X', [a, b]’de smurl ise, yani
|X'(t,))] < M,t € [a,b,] olacak sekilde M >0 mevcutsa, bu takdirde (4.103)

esitsizligi her zaman saglanir (Materano ve Ark., 2016).
Sonuc 4.5.2 Teorem 4.5.3 de verilenlere ek olarak, eger

1. X' siireci artansa

(b=t - 1X/ ()] + 5 a* - 1X' ()| (4.111)

1 b
|X(t") N Efa X(u,-)du| S So-a 2(b—a 2(b-a

2. X' siireci azalansa

X6 = 22 7 X du| < 22 1x (1) + £ X (@) (4112)

esitsizlikleri ger¢eklenir (Materano ve Ark., 2016).

Sonug 4.5.3 Teorem 4.5.3’ de eger t = aTer secilirse bu takdirde
a+b 1 b
 (57) — 7 J Xy

= (bsa) [ma {|X (a+b )| |X"(b, )|}+max{|X (a+b )|,|X'(a,-)|}]

esitsizligi saglanir. Bu nedenle

1. Eger | X'| siireci artansa

[ (22,) = = [ X @ydu| < Z2[1Xb)1 + [0 (22)] (4.113)

2. Eger | X'| siireci azalansa

|X (“”’,-) [T X(u, )du| <be [|X (a,)] + |X’ (=2, )|] (4.114)
olacaktir (Materano ve Ark., 2016).

Quasi—konveks stokastik siireclerin kuvvetleri igin karsilik gelen uyarlama asagidaki

sonugta elde edilmistir:

Teorem 4.5.4 X:1 x QO — R, I da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik siire¢, X'

ortalama-kare integrallenebilir, a,b € I ve a < b olsun. Eger |X'|, [a, b] araliginda

Quasi—konveks ise Vt € [a, b], $+ % = 1 i¢in
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—t)pt+1 = , , 1
Xt = 7 [7 Xw)du| < (Z2 Y max(X (619, X (b)) e
(t—a)Pt? % (4. I . 1/
+(mrs) max{1X (€)1 X' (2,911 Va (4.115)

dir (Materano ve Ark., 2016)

Ispat: p > 1 oldugunu varsayalim. Bu takdirde Holder esitsizligi ve f = ;_;; oldugu

dikkate alinirsa
b !
X(t) == [7 X(w)du| < (b - @) [Pyl 1X'(ya + (1 = y)b,)ldy

+(b— a) [5ly = 111X'(va + (1 = )b)ldy

1/q

1
< - o) (Jf1yray) " (FIxGa+ (@ -yl dy)

40— ([ -yrdy) (X Ga+ @ -yboldy)

1
_ - (Pt \Tp N o (i oY
= (G5mg)  [max{iX'e)1%, 1X' (6,17} /a

40— ) (2577*1) " [max(X 19, I (@) | o

pt+1
b—t) P ! ! 1
=D Imax{|X' ()19, 1X'(b,)|9}] /a
(p+1)P(b—a)P

pt+1
- p ! ! 1
+—D P nax{IX' )19, 1X ()] Va

(p+1P (b-a)P
oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.5.4 Teorem 4.5.4 de verilenlere ek olarak eger |X'| siireci artansa

1 b 1 p+1 p+i
Xt = 7 [ X ddu| < —— [0 - 07 KO+ @ - a) F X @I
b-a (p+1)P(b—-a)P

ve |X'| siireci azalansa
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1

Xt — 7 [ X )du| < [ - e + - @) Xl

(p+1)P(b a)P
esitsizlikleri saglanir (Materano ve Ark., 2016).

Sonug 4.5.5 Teorem 4.5.4 de eger t = “—;” secilirse

[ (22,) = 2 2 x(u)dul < zl/p(;;ﬁ)l/p

max (i (22 )" e+ "+ max e (222, )|

esitsizligi saglanir. Bu nedenle

1. Eger | X'| siireci artiyorsa

(€)= x| s 2 oo« e (52.)] o

2. Eger |X'| azaliyorsa

X (422,) = 2 [P xu)du| < 221Xl + [x (42)|] @)

2'/p(p+1) /P
olacaktir (Materano ve Ark., 2016).

Teorem 455 X:1 X Q = R, I araliginda ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik
siire¢, X' ortalama-kare integrallenebilir, a, b € I ve a < b olsun. Eger |X'|4, [a, b]’de
bir Quasi—konveks stokastik siire¢, ¢ = 1 ve |X'(x,")| < M, x € [a, b] ise bu takdirde

Vt € [a, b] ign asagidaki esitsizlik her zaman saglanir (Materano ve Ark., 2016):

[X(6) = 22 2 X du| < S max(IX' (619, X (@) 1) Va

Z(I(Jb 2) (max{|X'(t,)|4, 1X'(b,)|9}) /4 (4.118)

Ispat: g > 1 kabul edelim. Bu takdirde Power - Mean esitsizligi ve 8 = 2%2 ifadesi

dikkate alinirsa

X(t) — ﬁf:X(u,-)du| <(b-a) foﬂy |x'Gatr@=3b)| gy

+(b—a) [;ly =11 1X'va + (1 = y)b,)ldy
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<@-a ()" (P oa+ a- bl dy) "

1-1 1
+(b—a) ([, ydy) & (f;y1X'ya+ (1 = y)b,)|9dy) &

oldugu goriiliir. Ote yandan |X’|? bir Quasi—konveks oldugundan

[ ylx(va+ (1= y)b)19dy < f) y max {|X'(t)1% 1X' (b, 3dy

_ (b-0)?
T 2(b-a)?

max{|X'(t,)|9,|X'(b,)|}

ve

[P -y 1X(ra+ A = y)b)%dy < [I(1 = yymax{IX'(a,)1%, 1X'(t,)| %} dy

= O ax{IX (@), 1X'(¢,)]9)
2(b—a)2 ) ) )

esitsizlikleri yazilabilir. Bu nedenle

X(t) =2 [ X () du| < S (max(1X'(£)19,1X'(a,)]) Va

2

(b—t)?
2(b—-a)

+ (max{]X' ()19, 1X'(b,)|7}) /4

elde edilir ve boylece de istenen sonu¢ bulunmus olur.
Sonug 4.5.6 Teorem 4.5.5’ te eger
1. |X'| artiyorsa bu takdirde (4.113) esitsizligi her zaman saglanir.

2. |X'| azaliyorsa bu takdirde (4.114) esitsizligi her zaman saglanur.
Sonug 4.5.7 Teorem 4.5.5’ te eger t = % secilirse

r(£2.) - o ]

1

0 G (52" ) (s [ (522 o)) ]

elde edilir. Bu durumda

1. |X'| artiyorsa bu takdirde (4.116) esitsizligi her zaman saglanur.

2. |X'| azaliyorsa bu takdirde (4.117) esitsizligi her zaman saglanir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde konveks fonksiyonlar igin verilen esitsizliklerden yola ¢ikarak ayni
esitsizliklerin stokastik siirecler i¢in de saglanip saglanmadigina yer verilmistir.
Ayrica konveks, Jensen konveks, giiglii konveks, Log-konveks, giicli log-konveks,
birinci ve ikinci anlamda s-konveks, harmonik konveks ve Quasi-konveks fonksiyon
ve stokastik siire¢ kavramlari tanitilmistir. Quasi-konveks fonksiyonlar igin Hermite-
Hadamard, Ostrowski ve Griiss tipi bazi integral esitsizliklerinin saglandigi
gosterilmistir.  Ayrica buna paralel olarak Quasi-konveks stokastik siiregler igin

Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipi bazi esitsizlikler elde edilmistir.

Bu calismada elde edilen sonuglardan yola ¢ikarak koordinatlarda konveks,
(a, m) —konveks, (hq, h,)— konveks (hq, h,,m) — konveks ve benzeri tipten
konveks fonsksiyonlar igin saglanan esitsizliklerin ayni tipten stokastik siiregler igin

saglanip saglanmadig arastirilabilir.
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