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OZET
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Yiiksek Lisans Tezi, 90s.

Danigsman: Prof. Dr. Selahattin MADEN

Bu tez ¢alismasi dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde esitsizlikler teorisinin tarihsel
gelisimini veren bir giris yapilmustir. ikinci boliimde tezde kullanilan bazi tanim ve teoremler
verilmistir. Uciincii boliimde geometrik-Aritmetik konveks fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarla
ilgili Hermite - Hadamard tipli baz1 integral esitsizlikleri ve bu esitsizliklerin ortalamalara
uygulamalari ele alimmistir. Dordiincii bolimde sonug ve oneriler verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Konveks kiime, Konveks fonksiyon, Geometrik-Aritmetik konveks
fonksiyon, Hermite-Hadamard esitsizligi, Integral ortalamalari.



ABSTRACT

SOME HERMITE-HADAMARD TYPE INTEGRAL INEQUALIIES AND
APPLICATIONS TO MEANS FOR GEOMETRIC-ARITMETICALLY CONVEX
FUNCTIONS

MAHMUTCAN CARLI

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2019
MSc. Thesis, 90p.

Supervisor: Prof. Dr. Selahattin MADEN

This thesis consists of four chapters. In the first chapter it is given an introduction historical
development on inequalities theory. We given some definitions and theorems which are used
in this thesis in the second chapter. In the third chapter, it is given some Hermite - Hadamard
type integral inequalities and applications to means for geomeric-aritmetically convex
functions. It is given results and propositions in the fourth chapter.

Key Words: Convex set, Convex function, geometric-aritmetically convex functions,
Integral means, Hermite - Hadamard inequalitiy.
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1. GIRIS

Matematiksel bir kavram olan konveksligin giiniimiizde olduk¢a yaygin kullanildig:
alanlar vardir. Ne anlama geldigini bilsin veya bilmesin, nasil bir sekil veya cisim
oldugunu gorsiin veya gormesin, insanlar hayatlar1 boyunca konveks (disbiikey) ve
konkav (i¢biikey) sekillerle veya cisimlerle her zaman karsilagsmiglardir ve bunlar
yasamlart boyunca giinliik islerinde, teknolojide, sanatta, tipta, miizikte, fizikte,
optimizasyonda, matematiksel programlamada, denge probleminde, miihendislikte ve
diger bilimsel alanlarda bir sekilde mutlaka kullanmiglardir. Yani konvekslik bir

sekilde hayatimizda yer almistir ve almaya da devam edecektir.

Konveks ve konkav kavramlari giinliik hayatimizda matematik diginda bagka nerelerde
ya da hangi bilim dallarinda karsimiza ¢ikar? Bu soruya cevap vererek ayni zamanda
konveksligin diger bilim dallarinda ne kadar dnemli bir yere sahip oldugunu ve

insanliga ne kadar yararli oldugunu da ortaya koymus olacagiz.

1. Giizel Sanatlarda konvekslik kavrami: Giizel Sanatlar ile ugrasan 6grenciler veya
sanatkarlar konvekslik ve konkavlik ile Ogrenme Kontrolii ve Incelik hakkinda
calismalar yapmaktadirlar. Bu caligmalarda, &grencilere, konveks veya konkav
formdaki baskin, alt hakim ve alt elementler arasindaki ince iligkileri incelemeye
yogunlagsmalar1 istenir. Dikkatlice eksenel, diizlemsel ve yapilandirma egrilerini
olusturarak, yilizey gerilimi, hacimsel hareket ve hiyerarsik iligkilerle uygulama

yapmaya baglarlar.

2. Finans matematiginde konvekslik kavrami: Fiyat esnekliginin rakamsal ol¢iiti
olarak kullanilmak tizere modifiye durasyon (diizeltilmis siire) kavrami gelistirilmistir.
Modifiye durasyon, pozisyonlarin faiz oranindaki degisim karsisinda aldigr yeni
degerin bulunmasi amaciyla kullanilmaktadir. Durasyon bir zaman olgiitii iken,
modifiye durasyon bir faiz hassasiyet Olgiitii olarak ortaya ¢ikmaktadir. Modifiye
durasyon oldukga yararl bir risk 6l¢iitii olmasina ve faiz oranlarinda meydana gelen
kiiciik degisikler sonucu pozisyon deger degisimlerinde oldukca hassas sonuglar
vermesine karsin, 6zellikle faiz oranlarinda meydana gelen biiyiik degisikliklerde hata
payr yiiksektir. Fiyat getiri arasindaki konveks yapidan kaynaklanan modifiye
durasyonun var olan hata payi, faiz soku miktar1 biiylidiilkce daha da artmaktadir. Bu

olgunun sebebi durasyonun, vadenin konveks bir fonksiyonu olmasindan



kaynaklanmaktadir. Diger bir anlatimla, durasyon vade ile birlikte artmakta ancak artis

degerleri ayn1 olmamaktadir.

Faiz hassasiyetinin 6l¢iimiinde modifiye durasyonun hata payinin azaltilmasi amaciyla
konveksite yaklasimi kullanilmaktadir. Konveksite, durasyonun degisim oranini
gosteren bir Ol¢iittlir. Diger bir ifadeyle, durasyon, fiyatin faiz oranina gore birinci
tirevi iken, konveksite ise ikinci tiirevdir. Konveksite degeri arti, eksi veya sifir

olabilmektedir.

3. Saghk alaminda konvekslik kavram: Siiphesiz giliniimiizde en O6nemli
yatirimlardan birisi de sagliga yapilan yatirimdir ve tiim diinyada insan sagligini1 daha
miikemmel noktalara ulastirmak i¢in bilim adamlari stirekli ¢aligmalar yapmaktadir ve
yapmaya da devam edeceklerdir. Yapilan bu Onemli calismalardan birisi de
gozlerinden rahatsiz olan insanlarin daha iyi gérebilmelerini saglamak i¢in kullanilan

lenslerdir.

Bir lens, 15181 kirmak i¢in kullanilan seffaf kavisli bir cihazdir ve genellikle camdan
yapilir. Lensler i¢in iki farkli sekil vardir. Bunlara konveks ve konkav denir. Bu lensler
sayesinde insanlarin daha iyi gérmeleri ve yasam standartlarini yiikseltmeleri saglanir.
G0z doktorlari uzag1 géremeyen miyop hastalarina daha diisiik konkav numarali camli
okuma gozliigii, yakin1 géremeyen hipermetrop hastalarina ise daha gii¢lii konveks

camli okuma gozliikleri vermektedirler.

4. Fizikte konvekslik kavrami: Yansitict ylizeyi ¢ukur olan aynalara ¢ukur ayna
(konkav ayna = i¢biikey ayna) denir. Cukur ayna, cisimlerin goriintiilerini biiyiitebilme
ve gelen paralel 1sinlart bir noktada toplayabilme 6zelligine sahiptir. Dis hekimleri
tarafindan kullanilir, Glines 1s1nlarinin odaklanmasi (bir noktada toplanmasi) saglanir.
Bu sayede c¢ok yiiksek sicakliklar elde edilir. Teleskop yapiminda kullanilir.

Mikroskopta incelenecek cismin {izerine 151k diisiirmek i¢in kullanilir.

Yansitici yiizeyi tiimsek olan aynalara tiimsek ayna (konveks ayna = dis biikey ayna)
denir. Tiimsek ayna, cisimlerin goriintiilerini kiiciiltebilme ve gelen paralel 1sinlar

dagitma 6zelligine sahiptir. Arabalarin yan aynalarinda, biiyliteglerde kullanilir.

5. Endiistride konvekslik kavrami: Ambalajlar ve kaplamalar ¢esitli alanlarda ve

cesitli kombinasyonlu yapilarda diistiniilmistiir ve sabit egrilik alanlarindaki, yani
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Oklid, kiiresel ve hiperbolik uzayda disbiikey gévdelerden olusan paketlemeler ve
kaplamalar ile ilgili problemlerle daima ilgilenilmistir. Kiire bi¢imindeki toplarin
ambalajlanmasi, ¢oklu paketleme ve kaplama, ucaklarda dairesel paketleme ve

dairesel kaplama vs. gibi konular bunlara 6rnek gosterilebilir

6. Biyolojide konvekslik kavrami: Biyologlar ¢okgenlerin konvekslik dl¢timiinii

kullanarak yaprak siniflandirmasi yapmaktadirlar

7. Giinliik hayatta konvekslik kavrami: Gliniimiizde evlerimizde, is yerlerimizde ve
konser salonlarinda daha iyi ses iletimi igin akustik tasarimlar uygulanmakta ve bu
tasarimlarda sesi en aza indirmek ya da yiikseltmek i¢in konvekslikten yararlanilarak

tasarimlar yapilmaktadir.

8. Insan anatomisinde konvekslik kavram: Bir kisinin yiizii kim oldugunun bir
pargasidir. Insanlar birbirlerinin seklini yiiz sekliyle tanirlar. Bunun i¢in insan yiizleri
konvekslik ve konkavlik kavramlarindan yararlanarak bes temel gruba ayrilmistir.

Bunlar konveks, konkav, diizlem, konveks-konkav ve konkav-konvekstir.

Yukarida degisik bilim dallarindan vermis oldugumuz konvekslik ve konkavlik
ornekleri veya uygulamalar1 ¢ogaltilabilir. Konvekslik ile ilgili degisik uygulamalara,
astronomide, mihendislikte, endiistride, saglikta, miizikte termodinamikte,

cografyada ve optimizasyon teorisinde vs. siklikla rastlanmaktadir.

Konvekslik, M. O. 250 yilinda Archimedes’ in iinlii = degerini hesaplamasina kadar
uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Archimedes bir konveks seklin c¢evre
uzunlugunun onu ¢evreleyen diger bir seklin ¢evre uzunlugundan daha kiiciik

oldugunu 6nemle ifade etmistir.

Gergekte her zaman ve birgok yolla konvekslik kavramiyla karsilasiyoruz ve
deneyimliyoruz. Cok basit bir drnek olarak dik pozisyonda durdugumuzda agirlik
merkezimizin dik izdiistimii ayagimizin kapladigi konveks alanin iginde kalir. Boylece
dengemizi saglayabilmekteyiz. Bununla beraber giinlilk hayatimizda konveksiligin
blyiik etkileri vardir, 6rnegin endistri, 15, saglik ve sanat alanlarinda bir¢ok
uygulamasi vardir. Isbirliginin olmadig oyunlarm parasal kaynaklari ve adaleti en

uygun sekilde paylasimini yapma problemidir.
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Konveks fonksiyon teorisi konveksligin genel konularinin bir parcasidir, ¢ilinki
konveks bir fonksiyonun goriintii kiimesi konveks bir kiimedir. Konveks fonksiyonlar
teorisi matematigin tiim alanlarina dokunan 6nemli bir teoridir. Konvekslik konusunu
gerektiren matematigin ilk konularindan birisi ¢izgisel analizdir. Ikinci tiirev testi
konveksligin bulunmasinda bize sonucu veren gii¢lii bir aragtir. Optimizasyon ve
kontrol teorisinde bazi karisik problemlerden hareketle konveks fonksiyon teorisi,

sonsuz boyutlu Banach uzaylarinin ¢alisma alanlarina genisletilmektedir.

Esitsizlikler matematigin hemen hemen tiim alanlarinda 6nemli bir rol oynar.
Esitsizlikler ile ilgili ilk temel ¢alisma 1934°te Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
yazilan “Inequelities” adli kitaptir (1952). Bu salt esitsizlikler konusunu ele alan ve
bir¢ok yeni esitsizlikler ve uygulamalari igeren ilk kaynak kitaptir. E.F. Beckenbach
ve R. Bellman (1961) tarafindan 1934-1960 doneminde esitsizlikler tizerine elde
edilen bazi ilging sonuglari iceren “Inequalities” adli ikinci kitap yazilmistir.
Mitrinovig’ in 1970’ te yaymlanan “Analytic Inequalities” adli kitab1 yukarida
bahsedilen iki kitapta da yer almayan yeni konular igerir. Son yillarda da S. S.
Dragomir, V. Lakshmikantham, Ravi P. Agarwal gibi arastirmacilar tarafindan

esitsizlikler konusunda pek ¢ok kitap, makale ve monografi yazilmastir.

Konveks fonksiyonlarin tarihi ¢cok eskiye dayanmakla birlikte baslangici 19. yiizyilin
sonlar1 olarak gosterilebilir. 1893’ te Hadamard’in ¢alismasinda agikga belirtilmese de
bu tiirden fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra literatiirde
konveks fonksiyonlari ima eden sonuglara rastlanilmasina ragmen konveks
fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen
tarafindan ¢alisildigi ve Jensen’ in bu oncii calismalarindan itibaren konveks
fonksiyonlar teorisinin hizli bir gelisme gosterdigi kabul edilmektedir. Beckenbach ve
Bellman (1961) ve Mitrinovig (1970) gibi pek ¢ok arastirmaci, konveks fonksiyonlar
icin esitsizlikler konusunu kitaplarinda ele almislardir. Sadece konveks fonksiyonlar
icin esitsizlikleri igeren ilk kaynak Pecaric (1987) tarafindan yazilmistir. Ayrica
Roberts ve Varberg (1973), Niculescu ve Persson (2005, 2006) gibi pek ¢ok Kisi
konveks fonksiyonlar iizerinde esitsizliklerle ilgi cok sayida ¢calisma yapmislardir. Bu

calismalarin bir kismini integral esitsizlikleri olusturmaktadir.
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Matematiksel analiz, uygulamali matematik, olasilik teorisi ve matematigin diger
cesitli alanlarinda dogrudan veya dolayli olarak konveks fonksiyonlarin bir¢ok
uygulamasi vardir. Bununla birlikte konveks fonksiyonlar, esitsizlikler teorisiyle
yakindan iligkilidir ve bir¢ok o6nemli esitsizlik, konveks fonksiyonlarin
uygulamalarmin sonucudur. Ornegin; Holder ve Minkowski esitsizlikleri gibi genel
esitsizlikler, konveks fonksiyonlar icin Jensen esitsizliginin sonucudur. Bu baglamda,
konveks fonksiyonlar teorisinde esitsizliklerin 6zel bir yere sahip oldugu ifade
edilebilir. Aslinda konveks fonksiyonun kendi tanimi da bir esitsizliktir. Benzer
sekilde, konveks fonksiyonlar da esitsizlikler teorisinde ¢ok 6nemli bir yere sahiptir.
19. yiizyilin sonlarinda ve 20. yiizyilin baglarinda pek ¢ok esitsizlik bulunmustur. Bu
esitsizliklerin bazilar1 konveks fonksiyonlar sinifi igin yazilan temel esitsizlikler haline
gelmistir. 1881 yilinda Hermite tarafindan ifade edilen ve bugiin birgok kaynakta
Hermite-Hadamard esitsizligi olarak adlandirilan esitsizlik bunlardan bir tanesidir. Bu
esitsizlik tizerine giiniimiize kadar birgok ¢alisma yapilmistir. Bu ¢alismalarin biiyiik
bir bolimii S.S. Dragomir ve C.E.M Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmig olan
“Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications” adli kaynakta

toplanmustir.

Esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar matematigin tiim alanlarinda 6nemli bir rol
oynamasi ve aktif bir arastirma alan1 olmasindan dolayi, 6zellikle son yillarda
arastirmacilarin ilgi odagi haline gelmis ve bu konuda yapilan ¢alismalarin sayisinda

bir hayli artis gozlenmistir.
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1. GENEL BIiLGILER
2.1. Konveks Fonksiyonlara Ait Temel Kavramlar
Bu béliimde bu ¢calismada kullanilacak bazi temel tanim ve teorem verilecektir.
Tamim 2.1.1 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve A € L olmak iizere Vx,y € A
i¢in

B={z€elz=ax+(1—-a)y0<a<1}cA
ise A kiimesine konveks kiime denir(bkz. Sekil 2.1). Eger z € B ise z = ax +
(1 — a)y esitligindeki x ve y nin katsayilari i¢in @ + (1 — @) = 1 bagintisi her zaman
dogrudur. Bu sebeple konveks kiime tanimindaki «, 1 — a yerine a + f = lsartin1
saglayan ve negatif olmayan «, f reel sayilari alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi
u¢ noktalar1 x ve y olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks

kiime, bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden

kiimedir(Bayraktar, 2000).

&<

Sekil 2.1. Konveks Kiimeler

Konveks olmayan kiimelere ise konkav kiime ad1 verilir(bkz. Sekil 2.1).

e o

Sekil 2.2. Konkav Kiimeler
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Tamm 2.1.2 (Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon

olmak {izere her x,y € I ve a € [0,1] igin,
flax+ (1 —a)y) < af(x) + (1 - a)f (y)
sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Bakiniz Sekil 2.3).

~
Y

1
1
1
1
1
!
a L&}

Sekil 2.3. Aralik Uzerinde Konveks Fonksiyon

Ornegin, f:1 € R - R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde bir konveks fonksiyondur.
Eger - f fonksiyonu konveks ise f ye konkavdir denir (Bakiniz Sekil 2.4).

>
ry

a T -
Sekil 2.4. Aralik Uzerinde Konkav Fonksiyon
v
'y
£
a b

Sekil 2.5. Aralik Uzerinde Konveks ve Konkav Olmayan Fonksiyon

Tamim 2.1.3 (J-Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik olmak {izere her x, y € I i¢in

f (HTY) < f(x)-;f(Y)

sartin1 saglayan bir f fonksiyonuna | iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J-

konveks fonksiyon denir (Mitrinovic, 1970).
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Sonu¢ 2.1.1: Her konveks fonksiyon ayni zamanda bir J-konveks fonksiyondur
(Mitrinovic, 1970).

Sonug 2.1.2: [ R olmak iizere, bir f fonksiyonunun I’ da konveks olmasi igin gerek

ve yeter sart, her x,y € [ icinp + q > 0 olan Vp,q = 0 i¢gin

px+qy pf(xX)+aqf ()
<
f( pt+q ) - pt+q

olmasidir (Pecaric, Proschan ve Tong, 1992).

I tizerinde tanimli bir f fonksiyonunun kesin konveksliginin geometrik anlami
(x, f(x)) ve (v,f(y)) noktalarin1 igeren [ lzerindeki dogru pargasinin f’ nin

grafiginin iist kisminda yer almasidir. Bunu Sekil 2.6 de gérmekteyiz.

Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli, [a, b] araliginda konveks (konkav) ve x

noktasinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise x € (a, b) igin,

fG) = fxo) = (2)f'(x) (x — %)

esitsizligi yazilir (Roberts ve Varberg, 1973).

tf(e) + (L =) fl) P ————————————
fer + (1 —t)y) e ——— —— — — —

f(x) =

[ JE

|
|
a tar 4+ (1 — )y

Sekil 2.6. Konveks Fonksiyonun Incelenmesi

Tanim 2.1.4: (Eslenik Konveks Fonksiyonlar): g: [0, ) — [0, o)fonksiyonu artan
ve siirekli bir fonksiyon olsun ayrica g(0) =0 ve x — oo iken g — oo sartlarini
saglasm. Bu durumda g~! vardir ve g ile aym sartlar1 saglar. Eger f ve f*

fonksiyonlar1

fG) = [T g®dt ve f*@) = [ g7 (s)ds

seklinde tanimlanirsa bu iki fonksiyon da konveks olup f ve f* fonksiyonlarina

birbirinin konveks eslenigi denir (Roberts ve Varberg, 1973).

Asagidaki teorem konveks eslenik ciftlerle ilgili onemli bir sonugtur.
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Teorem 2.1.1 (Young Esitsizligi): f,[0,c], (c > 0), aralig1 tizerinde reel degerli,
artan ve siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f(0) = 0,a € [0,c] ve b € [0, f(c)] ise,

[ fFeodx + f) F1(x)dx = ab
esitsizligi saglanir (Young, 1912).
Tanim 2.1.5 (Siireklilik): /:S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun. Eger
|x —xg] <6 olan Vx €S icin |f(x) — f(xy)| <€
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f, x, da siireklidir denir (Bayraktar, 2010).
Tanim 2.1.6 (Lipschitz Sart1): f:S € R — R fonksiyonu i¢in

If(x) = f| < Ml|x = |

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f, S de Lipschitz sartim1 sagliyor denir
(Bayraktar, 2010).

Sonug¢ 2.1.3 Eger bir f fonksiyonu S kiimesi iizerinde Lipschitz sartin1 sagliyorsa, bu

takdirde f fonksiyonu S tizerinde diizgiin siireklidir (Bayraktar, 2010).
Tamm 2.1.7 (Diizgiin Siireklilik): /:S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun.

X € Sve |x; — x3| < 6 sartint saglayan Vxq,x, € Sigin |f(x1) — f(xy)| <€
olacak sekilde bir & > 0 sayisi varsa f, S’ de diizgiin sitireklidir denir (Bayraktar, 2010).

Tanim 2.1.8 (Mutlak Siireklilik): /, R’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f:1 - R
bir fonksiyon olsun. I nin {(a;, b;)}i=; ayrik agik alt araliklarinin bir birlesimini g6z
oniine alahm. Eger Ve > 0 i¢in )i, |b; — a;| < & oldugunda Y7, |f(b;) — f(a))] <
€ olacak sekilde bir § = §(€) > 0 sayist varsa, f fonksiyonu I kiimesinde mutlak

stireklidir denir (Bayraktar, 2010).

Konvekslik, Lipschitz sarti, siireklilik ve mutlak stireklilik arasindaki iliski asagidaki

teorem ile verilmektedir.
Teorem 2.1.2: L lineer uzay, U € L bir agik kiime ve f: U — R fonksiyon olsun.

a. f, U agik kiimesinde konveks olsun. Eger f, U’ da bir noktanin komsulugunda
istten sinirli bir fonksiyon ise f, U’ da yerel Lipschitz’ dir ve bu nedenle U’nun

kompakt alt kiimesinde Lipschitz sartin1 saglar ve U’ da siireklidir.
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b. f, UZS R" acik kiimesi iizerinde konveks ise f, U’ nun her kompakt
altkiimesinde Lipschitz sartin1 saglar ve U’ da siireklidir (Pecaric, Proschan ve

Tong, 1992).
Teorem 2.1.3: f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise, bu takdirde

a. f, (a,b) araliginda siireklidir,
b. f, [a, b] araliginda sinirlidir (Azpeitia, 1994).

Tamim 2.1.9 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, I araliginda tanimli bir fonksiyon

olsun. x; < x, olan Vx;,x, € I i¢in

i. f(xz) > f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde artandir,
ii. f(xy) < f(xy) ise f fonksiyonu I tizerinde azalandir,
iii. f(x;) = f(xp)ise f fonksiyonu I tizerinde azalmayandir,

iv. f(x;) < f(x,) ise f fonksiyonu I {izerinde artmayandir,
denir (Adams ve Essex, 2010).

Teorem 2.1.4: I, R’ de bir aralik, f, [ {lzerinde siirekli ve 19 {izerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

i. Vx €%i¢in f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artandur.
ii. Vx € I%icin f'(x) < 0ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir.
iii. Vx €1%igin f'(x) = 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandur.

iv. Vx € I%igin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir (Azpeitia, 1994).

Sonu¢ 2.1.4: f ve g konveks fonksiyonlar ve g ayni zamanda artan ise go f

fonksiyonu da konvekstir (Pecaric, Proschan ve Tong, 1992).

Teorem 2.1.5: Eger f: 1 - R tanimli konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise fy (x)
ve f'(x) var ve bu fonksiyonlar I°° de artandir (kesin artandir) (Pecaric, Proschan ve
Tong, 1992).

Teorem 2.1.6: f fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda f fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve

yeter sart f'° nin artan (kesin artan) olmasidir (Pecaric, Proschan ve Tong, 1992).

Teorem 2.1.7: f fonksiyonunun [ agik araliginda ikinci tiirevi mevcutsa, f

fonksiyonunun bu aralik {izerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vx € [ igin,
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f'x) =0
olmasidir (Mitrinovic, Pecaric ve Fink, 1991).

Tamm 2.1.10 (p Normu): X, R™’ de bir kiime, g, X’ in alt kiimelerinin o-cebiri
tizerinde bir dl¢li ve f, X lizerinde tanimlanmis Ol¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda

_[QfIPdy?, 1<p<w
Ifll, =
sup|f| , p=o

seklinde tanimlanan ifadeye p-normu denir.

Tamm 2.1.11 (Gamma Fonksiyonu): n > 0 i¢in,
Ir'(n) = fooo x" e *dx

ile tanimlanan fonksiyon gamma fonksiyonu olarak tanimlanir (Jeffrey ve Dai, 2008).
Bu integral n > 0 igin yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun bazi énemli 6zelliklerini
asagidaki sekilde siralayabiliriz:

i. T(n+1)=nl'(n)=n!

. 1

i T(5)=Vr

A

iii. "2 dx =T()I(1-p) = 0<p<1

sin(pm)’
iv. 227-10(n)l (n + %) = Val(2n).
Tanim 2.1.12 (Beta Fonksiyonu): Re(x), Re(y) > 0 igin

Blx,y) = [, * (1 —t)?ldt

seklinde tanimlanan fonksiyon beta fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu integral x > 0
ve y > 0 igin yakinsaktir (Dragomir ve Pearce, 2000). Beta fonksiyonunun asagidaki

ozellikleri sagladig: kolayca goriilebilir (Jeffrey ve Dai, 2008).
. X
I .B(x‘l‘l’}’)—mﬁ(x,}’); x;ye(o;oo)

i. B(Ly) =

LIk

tx—l

_ 1 x—1 _ y—1 _(®©
i, B(x,y) = [, t* T (A—t)Y7dt = [ (1+t)x+ydt, x,y >0
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. rCr(y)
V. ﬁ(x,y) = l"(x—+y)' x,y>0

V. B(x,y)=pB,x).
Tamm 2.1.13 (Hipergeometrik Fonksiyon): ¢ > b > 0, |z| < 1 i¢in,

1
B(b,c—b)

,Fi(a,b;c;z) = fol th=1 (1 — )¢~ b-1(1 — zt)~%dt

seklinde tanimlanan fonksiyona Hipergeometrik fonksiyon denir (Kilbas, Srivastava ve
Trujillo, 2006).

2.2. Konveks Fonksiyonlarim Simiflandirilmasi

Tamim 2.2.1 (Quasi-Konveks Fonksiyon): f:S — R bir fonksiyon ve S c R bostan
farkli konveks kiime olsun. Vx,y € S ve 1 € [0,1] igin,

fQx + (1 = Dy) < max{f(x), f(¥)}

ise £ ye quasi-konveks fonksiyon denir [12]. Eger,

fQx + (1 = Dy) <max{f(x),f(y)}

ise £ ye kesin quasi-konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda, eger

fQx + (1= Dy) =2 max{f(x), f(y)}

ise f” ye quasi-konkav fonksiyon ve eger

fQx + (1= 2)y) > max{f(x), f(y)}

ise f” ye kesin quasi-konkav fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce, 1998).

Tanim 2.2.2: f hem quasi-konveks hem de quasi-konkav ise f’ ye quasi-monotonik

fonksiyon denir (Greenberg ve Pierskalla, 1970).

Sonu¢ 2.2.1: Herhangi bir konveks fonksiyon ayni zamanda bir quasi-konveks
fonksiyondur. Fakat tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi-konveks olup konveks

olmayan fonksiyonlar da vardir. Ornegin,

ot te[-2,-1]
g(t)_{tz . te[-12]

ile tanimlanan g: [—2,2] = R fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g
fonksiyonu [—2,2] araliginda quasi-konveks fonksiyondur (lon, 2007).
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Sekil 2.7 Quasi Konveks Olup Konveks Olmayan Fonksiyon

Asagidaki grafikte, kalin ¢izgi ile gosterilen araliklarda fonksiyon quasi-konvekstir.

Ama egrinin tamami disiiniiliirse bu fonksiyon quasi-konveks degildir (Ekinci, 2014).

u

‘ /

Sekil 2.8: Aralikta Quasi Konveks Fonksiyon f(x) = x* — 10x% + 9

Tamim 2.2.3 (Wright-Konveks Fonksiyon): f:1 — R bir fonksiyonvey > x,6 > 0
sartlar1 altinda her bir y + §,x € I igin

fG+8) - fO)<fly+8)—f1)

esitsizligi saglaniyorsa f ye I € R de Wright-konveks fonksiyon denir (Dragomir ve
Pearce, 1998).

Tamim 2.2.4 (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): f:1 — R bir fonksiyon olsun.
y > x,6 > 0 sartlar1 altinda Vx,y,y + § € [ ve Vt € [0,1] i¢in

“[fltx + A= 0y) + £((1 = Dx + ty)] < max{f(x), f(3)}

veya
S[fO) + f(x + 8)] < max{f(x), f(y + 6)}

esitsizliklerinden biri saglaniyorsa f ye I € R de Wright-quasi-konveks fonksiyon

denir (Dragomir ve Pearce, 1998).

Tamim 2.2.5 (J-Quasi-Konveks Fonksiyon): f: 1 — R fonksiyonu her Vx,y € I igin

f (52) < max{f (), F )

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna J-quasi-konveks fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce,
2000).
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Tamm 2.2.6 (P- fonksiyonu): f:1 — R negatif olmayan bir fonksiyon olmak iizere

eger VX, Vx,y € I,A1 € (0,1) igin

fAx+ (1A -Dy) < f() + )
ise f fonksiyonuna bir P-fonksiyonu denir (Dragomir, Pecaric ve Persson, 1995).

Tamm 2.2.7 (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): f:Rf > Rve 0 <s <1

olsun. a® + B = 1 olmak iizere her u, v € R{ve her a, f = 0 igin

flau+pv) < a*f(w) + B°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir
(Ozdemir ve Yildiz, 2013).

Tamm 2.2.8 (ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): f:RY > Rve 0 <s <1

olsun. a@ + B = 1 olmak iizere her u, v € R¢ve her a, f = 0 i¢in

flau+ pv) < a’f(w) + B°f (V)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir
(Hwang, 2011).

Tammm 2.2.9 (h-Konveks Fonksiyon): h # 0 ve h:J - R negatif olmayan bir

fonksiyon olsun. Her x,y € I, ¢ € (0,1) igin,

flax+ (1 —a)y) < h(@)f(x) + h(1 = a) f ()

sartin1 saglayan negatif olmayan f:I — R fonksiyonuna bir h-konveks fonksiyon
denir. Burada I ve J, R de iki aralik, (0,1) <€ J dir (Wright, 1954). Eger

i. h(a) = a ise h-konveks fonksiyonu negatif olmayan konveks fonksiyona doniisiir.

ii. s €(0,1)i¢in h(a) = a® segilirse h-konvekslik s-konvekslige a doniisiir.
Tamm 2.2.10 (m-Konveks Fonksiyon): f:[0,b] = R ve b > 0 olsun. Her x,y €
[0,b], m,t € [0,1] igin

flx+m(1-t)y) < tf(x) + m(1 - )f (¥)

esitsizligi saglantyorsa f fonksiyonuna bir m-konveks fonksiyon denir. f(0) <0
sartin1 saglayan [0, b] araliginda tanimli olan biitiin m-konveks fonksiyonlarin sinifi

K, (b) ile gosterilir (Tung, 2011).
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Eger m =1 secilirse [0,b] araliginda m-konveks fonksiyon bilinen konveks

fonksiyona doniisiir.

Tamim 2.2.11 ((a, m)-Konveks Fonksiyon): f:[0,b] = R bir fonksiyon ve b > 0
olsun. Her x,y € [0,b], t € [0,1] ve (a,m) € [0,1]? igin

fx+m(1—-0)y) <t*f(x) + m(1 - t*)f ()
esitsizligi saglaniyorsa f-fonksiyonuna (a, m)-konveks fonksiyon denir (Mitrinovic,

1970). Burada a ve m’ den en az biri sifirdan farkli olmalidir.

(a,m) € {(0,0), (1,m), (1,1)} igin sirastyla artan, m-konveks ve konveks fonksiyon

siiflarinin elde edildigi kolayca goriilebilir.

Tanmim 2.2.12 ((h, m)-Konveks Fonksiyon): h:J € R — R negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. vx,y € [0,b],m € [0,1] ve a € [0,1] i¢in f:[0,b] = R negatif
olmayan f fonksiyonu

flax +m(1 - a)y) < h(a)f (x) + mh(1 - a)f(y)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (h, m)-konveks fonksiyon denir (Pecaric, Proschan,

ve Tong, 1992).

Tammm 2.2.13 (Geometrik Konveks Fonksiyon): f:1 ¢ R - R* fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I ve t € [0,1] i¢in

feEy D) < [fFOIfONI
esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Hwang, ve
Dragomir, 2014).
Tamm 2.2.14 (s-Geometrik Konveks Fonksiyon): f:I ¢ R* - R* fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I, s € (0,1] ve t € [0,1] i¢in,

fGty) < [FEITIF 1

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna s-geometrik konveks fonksiyon denir (Hwang,
ve Dragomir, 2014).
s =1 ig¢in, s-geometrik konveks fonksiyon tanimi geometrik konveks fonksiyon

tanimina indirgenir.
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Tamim 2.2.15 (Quasi Geometrik Konveks Fonksiyonu): f: 1 € R* — R fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, Vx,y € I ve t € [0,1] ig¢in

fty'™) < sup{f (), f()}
esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna quasi geometrik konveks fonksiyon denir

(Iscan, 2015).

Tamim 2.2.16 (Baz1 Ozel Ortalamalar): Bu baslik altinda a, b gibi iki pozitif reel

say1 i¢in bazi ortalamalar verilecektir (Bullen, Mitrinovic ve Vasis, 1988).

a+b

1. Aritmetik ortalama: A = A(a, b) == —

2. Geometrik ortalama: G = G(a,b) = \/@

3. Harmonik ortalama: H = H(a, b) := 21’;
4. Logaritmik ortalama:
a , a=5>b
L=L(a,b)::{ b-a .
Inb—Ina
5. Identrik ortalama:
a , a=D»b
I =1(ab) = =

1 (bP\b-a
(@) e
6. p-yinci mertebeden genellestirilmis Iogaritmik ortalama:

bp+1 ap+1

wmo-a PFLD
L, = L,(a,b) =1 L(a,b) ,p=-—1
| . 5
1 (bP\b-a
(@) P =0
ortalamalari vardir. Ayrica, p € R olmak lizere L, nin monoton artan oldugu bilinir ve
Lo =1, L_; = L ile gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki H < G < L < I < A seklinde

bir iligki yer almaktadir:

Tamm 2.2.17 (r-Ortalama): x, y pozitif sayilarinin r-inci kuvvetlerine gére kuvvet

ortalamasi

x*yl=4 ,7r =0

Mr(x:}’il) :{ 1
Ax"+@A-A)y")r ,r+0

olarak tanimlanir (Dragomir ve Pearce, 2000).
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3. GEOMETRIK - ARITMETIK KONVEKS FONKSIYONLAR iCiN
INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

3.1. Tiirevi Mutlak Degerce GA-Konveks Fonksiyonlar i¢in Esitsizlikler

Tanim 3.1.1 Eger her x,y € [ ve t € [0,1] i¢in

fOty™) <tf() + A -Of ()

esitsizligi saglaniyorsa f:I € R, — R fonksiyonuna [ fizerinde geometrik - aritmetik-
konvekstir (GA-konvekstir) denir, burada xty'~tve tf(x) + (1 — t)f(y) ifadeleri sirasiyla
x Ve y pozitif tamsayilarinin agirlikli geometrik ortalamasini ve f(x) ve f(y) nin agirlikli

aritmetik ortalamasini géstermektedir (Niculescu, 2003).

Tamm 3.1.2 f: 1 € R, = R GA-konveks fonksiyon ve a,b € I, a < b olsun. Eger
f € L[a, b] ise bu takdirde asagidaki esitsizlik saglanir:

f(Vab) < o [ f (o) L dx < HOT

Inb-Ina
Bu esitsizlik literatiirde GA-konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard esitsizligi

olarak bilinir (Niculescu, 2003).

Bu kisimda Hwang ve Dragomir (2014) tarafindan s-konveks fonksiyonlar i¢in verilen
esitsizlikler GA-konveks fonksiyonlara uyarlanacaktir. Bunun i¢in asagidaki ilave

gosterimleri verelim:

A (Iny — Inx)(Inb — Ina — Iny + Inx)

)

Inb — Ina
B (Inx — Ina)(Iny — Inx)

Inb — Ina
ln(g)—2+ 2(x—a)  Bx +y(A—B)—x(A+B)
n @ w@ w )

Y (x+y) ) (A-B) (X)% 4Ax) <y)§

_Ay—Bx Bx+ By—24y x+y 2Bx X%
ST/ T R AT
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| 4Ax (X)% ) In(3) + 2 L 20—y
y b b by
e (%) n(z) m@n)
olsun, buarada a < x <y < b dir. Ayrica f: [a, b] = R mutlak siirekli bir fonksiyon

vea<x<y<bh, abeR*olsun. K, ,:[a,b] € R* - R gekirdegini

( lna — Ins

mbh—tma 1

Ins —Inx Ina—Ins

K,.,(s) =X
xy(S) nb—Ina  mb—Ina ' °° ),
Inb — Ins € [y, b]
\ Inb — lna o SEWDL

seklinde tanimlayalim. Simdi asagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 3.1.1 f:[a,b] € RT - R mutlak siirekli bir fonksiyon ve a < x <y < b,
a,b € R* olsun. Bu takdirde

1 fbf(u) du — fyf(u) dal

Inb—Ilna’a u lny Inx’x u

(nx—-na)? (1, .1r 1ot £\ 1t t
=——["tf'(a " 'xYH)a ""xtdt
Inb—Ina fO f ( )
+f1 ((lny—lnx)(lnb—lna—lny+lnx) (Inx—Ina)(Iny—inx)
Inb—Ilna Inb—Ina

)f (x1-tyt)xl-tytdt

(inb-Iny)? 1=t pt\a, -t pt
esitligi gergeklenir (Maden ve Ark., 2017).

Ispat: f:[a,b] € R* > R mutlak siirekli bir fonksiyon, K, ,:[a,b] € R* - R

cekirdek fonksiyonu, a < x <y < b ve a,b € R* olsun. Bu durumda

1 b fw yfw
lnb—lnafa Tdu Iny— lnxf du —f Ky (s)f'(s)ds (3.2)

esitligini yazabiliriz. Dolayistyla

L = f01 tf'(a*txYal~txtdt = lnzf) f01 td(f(a*"x"))

= Lo = Jy Fl@ixae]
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ve

- Inx—Ina

= e [ 00 =

" Inx-Ilna

1

1

X du 1
[f(x) - fa fw) 7@]

(iInx—Ina)?

[y, (3.3)

Inb—Ilna

I, = fl ((lny—lnx)(ll:::;:;l—lny+lnx) £ (lnx—lna)(lny—lnx)) f’(xl‘tyt)xl‘tytdt

0

=mm%

((lny—lnx)(lnb—lna—lny+lnx) £ — (lnx—lna)(lny—lnx)) d(f(xl‘tyt))

Inb—Ilna

Inb—Ilna

1 [(lny—lnx)(lnb—lna—lny+lnx) r— (lnx—lna)(lny—lnx)] f(xl_tyt)r
0

~ ()

— [y Fetyn (

(lny—lnx)(lnb—lny)f(y) + (lnx—lna)(lny—lnx)f(x)

Inb—Ina

Inb—Ina

— [y Fatye) (

1

Inb—-Ina

(lny—lnx)(lnb—lna—lny+lnx)) dt
Inb—Ina

Inb—Ina

- Iny—Iinx

(lny—lnx)(lnb—lna—lny+lnx)) dt]
Inb—-Ina

Inb—-Ina

[(lny—lnx)(lnb—lny)f(y) + (lnx—lna)(lny—lnx)f(x)

Inb—-Ina

y (lny—Inx)(Inb—Ina—Iny+inx) du 1
-2 f@) 2|

__ Inb-Iny
~ Inb-lna

__Inb-Iny
" Inb-lna

f»)

f»)

_ lnb—lnyf(y)

" Inb-Ina

Inb—-Ina

+ lnx—lnaf(x)

Inb—Ina

+ lnx—lnaf(x)

Inb—Ina

+ lnx—lnaf(x) _

Inb—Ina

u Iny-inx

_ (Iny—Inx)(Inb—Ina—-Iny+inx) fy fw d
(Iny—-Inx)?(Inb—Ina) X u u

_ (Inb—Ina)—(lny—Inx) y f(w)
(lny—Inx)(Inb—Ina) fx u du

1 (w) 1
— [P0+ —— a4y (24)

Iny—inx Inb—Ina

Iy = [, (1= Of (¥ b)y ~thtdt = ﬁ (1= 0d(fy*tbY)

1

n (5)

b
y

(1= OF GOl + [} FOAtb0de]

=;§L4@yaﬁﬂfﬁwm4

Inb—-Iny

1

1

bf)
fO)+ (Inb—Iny)? fy u du. (35)
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(Inx—Ina)? (Inb-1ny)?

oldugu goriiliir. Eger (3.3) ve (3.5) sirasiyla — —— — ile carpilip
(3.4) esitligi ile toplanirsa
(Inx—Ina)? (nb-iny)? , _ 1 vy f(u) 1 b f(w)
- Inb—-Ina 11 + 12 + Inb-lna 3 Iny—inx fx u du + Inb—Ina fa u du.

elde edilir ve boylece Lemma 3.1.1 ispatlanmuis olur.

Teorem 3.1.1 f:[a,b] € RT > R mutlak siirekli bir fonksiyon olmak iizere |f’|
fonksiyonu [a, b] araliginda GA — konveks olsun. Bu takdirde a < x <y < b olmak

uzere

| 1 fb@du J'Yf(u) |

Inb—Ilna’a u lny Inx’x u

< L}:E) Z(x a> l|f (@] +1(a, b, x, DIf' G| +J(a, b, x, )| @)

ALNN, ) b 36
*[ln@*ln(a) ()l @)l (36)

=V ) e e+ )

esitsizligi gergeklenir (Maden ve Ark., 2017).

Ispat: Lemma 3.1.1 den

| 1 fbMdu— IYf(u) |

Inb—lna“a u Iny-lnx“x u

S(lnx lna) f |f (al —t t)lal t tdt-l—

Inb—Ilna

1 |(Iny—Inx)(Inb—Ina—Iny+Iinx) (iInx—Ina)(Iny—inx) 1—t. t 1— t t
+f | Inb—Ilna t= Inb—Ina If (x )lx dt

_I_(lnb lTlJ/) f (1 t)lfl(yl—tbt)lyl—tbtdt

Inb—Ina

esitsizligi yazilabilir. | f'| fonksiyonunun GA-konveligi kullanilirsa,

_ 2
(Inx—Ina) fl tlf,(a1_txt)| al~txtdt

Inb—Ina

< (B (g _ ) (@)] + Ll (] at~txtde

Inb—Ina

= GO ) o1(0)| [ (1 = Datxtde + If (0 fy t2a~txtdt]

Inb—Ina
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(lnx Ina)? llf (a)|f tal~txtdt + {|f x)| — |f’(a)|}f01 tzaltxtdt] (3.7)

Inb—Ina
1 11

esitsizligi yazilabilir. Simdi bu esitsizlikteki | ve Il integrallerini kismi integrasyon

t
uygulayarak hesaplayalim. Budurumda u =t = du =dt; dv = (E) dt = v =

: (f)t alinarak

() @

x x a (3.8)

t t
ve benzer sekilde u = t? = du = 2tdt, dv = (E) dt = v = mzx) (E) alinarak

@fol t (g)t dt}

= “{m(g) @1 =3 [m ()

a

w@e mwEa mw)
— - Zxx 2xx _ 2ax 3.9
w@ ) W ) (39)

elde edilir. (3.8) ve (3.9) ifadeleri (3.7) de yerlerine yazilirsa,
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O {lf (@) [m’(‘g) “wm? m;"@] P @] - If @} x

* [m(f) T @) ms(ﬁ)l}
(lnx Ina)? 2x 2a , x
= R e e R o

_ a x 2x 2a ,
- L"(E)-I_l"(%) ln(ﬁ)ln(2)+zn(§)m(g)l If' (@)

xln(g)_ 2% 2x ]
+lm<z> @ nnd  mme) !

2a
Jin(G
_ | xta 2(x a) (a) 2(x—a) l
= 38 - v cor+ [ o

oldugu goriiliir. Simdi de

fl (Iny—inx)(Inb—Ina—-Iny+inx) t_ (Inx—Ina)(Iny—Inx)
0 Inb—Ina Inb—Ina

|1F/ G tyh)lxi=tytde  (3.10)
integralini hesaplayalim. Bunun igin

Iny—Iinx)(Inb—Ina—-Iny+Iinx Inx—Ina)(Iny—Inx
4 = Uny=tnx)( yHin g ( )(ny—inx)
Inb—Ilna Inb—Ina

alalim. |f'| fonksiyonunun GA-konveksliginden, (3.10) ifadesi

1 (lny—lnx)(lnb—lna—lny+lnx) (lnx Ina)(lny—Inx) 1—t. t 1— t ¢
Jy If' O FyH)lx dt

Inb—Ina Inb—Ina
1 ! /; -
< [, 1At = BI[(1 = OIf Gl + ¢l f' ()l]x'~Fytdt (3.11)
olarak yeniden yazilabilir. Bu durumda (3.11) deki son integralde
At—-B, t>Z
|At — B| = .
B—At, t<-

mutlak deger 6zelligi dikkate alinirsa

[yl = B[ = OIf ()] + tIf () 1x*ytat

- f(;%(B —AD[A = DIf' O + tlf O)]x'Fytde
+ fé(‘qt - B[ =DIf' )| + tIf )|]x+"tytdt

= [3B — A (1 - OIf GOl tytde + [£(B — At ()l ytde +
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+ f%l(At —B)A - O)|f' (x)|xtytdt + fgl(At - B)t|f'(y)|xt"tytdt

= Bx|f'(x)| fog(l ) (g)t dt — Ax|f’ ()| fog(t —t?) (%)t dt +

1 11

BxlF O e (2) de - axlF ol 7 e (2) a

+axlf' QO i (e = 1) (2) de - Bxlf GOl 1 — 0 (2) de +
14 Vi
+axlf O fi ¢ (2) de = Balf' 01 fi e (2) e (3.12)
Vil VIII

oldugu goriiliir. Bu durumda (3.12) de ortaya ¢ikan I-VI1II integralleri igin

u=1—-t = du = —dt, dv:(%)tdt = U:ﬁ(i)t

alarak

= a0 @) d=a-ogmQ)| g E)
-la- 00 2@

- (- O+ - e

X

| W

t
olduguve énceu =t — t? = du = (1 — 2t)dt, dv = (%) dt =v = any) (%)t ve

X

(i)t degisken

)

t
dahasonradau =1 — 2t = du = —2dt, dv = (%) dt = v =

degisimleri dikkate alinirsa

|

= gt () e = e s ()] - fa-20 59
x 0 x

| W

— @ffu —2t) (g)t dt

In

= =55

_@lu—m@@) 0

+2 fﬁ@@)t dt]

= =55 ()

0
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X

-CR0 -ty e

ve once

¢
u=t?> = du = 2tdt, dvz(%) dt = v =

daha sonra ise
1

u=t= du=dt, dvz(%)tdt = vzm(g

degisken degisimleri dikkate alinarak
B
a

IV = f()% t2 (%)t dt = t2 lné) (g)t O

R

32
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Q)

X

y

X)t dt

X

y

1

(

y
x

_)f



B B B

=g ) ey ()t mg () -y

X

oldugu goriiliir. Ayn1 hesaplama yontemleriyle

V= f%l(t _?) (g)t dt = {% (g)t —(1-20)

1
n?2 (X

50 - 22O}

B
B B2 A

_ 1 y 2 z_(Z_A_Z)z (1—z§)X§ 2 (y\a,
B an(%)x ln3(%)x ln(%) (x) + lnz(%) (x) +ln3(%) (x) ’

1= -0 =[a-05p) + (]

B B
1 1y B 1 (A, 1 _(¥)4
0y wer ) teg )
olduklar1 gosterilebilir. Hesaplanan bu integraller (3.12) de yerlerine yazilirsa

[y14t = BI[(A = OIf ()] + tIf () 1x*ytat

B

= 5xlr @1|(1-2) 785 0)' + 25 O g~ -

—Ax|f" ()] (E—B—Z)ﬂ— (1 —25)1(%) +

| e S e S
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527 @l [t~ (- D @) -]

O g e e ) e

Ol g g ) g )

= Bx|f' ()| [(1 — Z)l (y) (%)z + 2 (y) (%)A y— %) I (x

X X
B\ 1 od 1 /i
+ (1B ]
B
: 1 y_ ZX_E_B_2>1 Yy
+Ax|f (x)llln2(¥)x ln3(¥)x <A A2 ln(%)(x)
1 B

+Blf I | A -

_ B
, 1y 2 y 2 y B? 1 A

B

A

_ 2 6 N ) M ) M
() wE) n w) wE) )
= Bx|f'(x)||2 (1 - %) mzz) (%)Z lzn(z;()%) T w@) lnzl(z) - lnzl(z)i
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m:(z) (ﬁ)g mzl(X) ln:(%)l

X.

e O O R R

X
~—

: y__2 ¥y, 2 ¥y B 1 o
S TT0 B R R
B 1 Y\4 4 8% i 2
e @) e ) e @)‘
_ Bx y(A-B)-x(A+B) 2A(x+Yy) (A-B) (y % 4Ax(%)%— ,
B _ln(%)-l_ lnz(%) B ln3(%) 2x lnz(%) (;) T ln3(%) |f (x)l

B B
Ay—Bx Bx+By—2Ay x+y 2Bx y a _ 4Ax y a ,
+[1n(g) D A me ) G |ro

oldugu goriiliir. Simdi de

Inb—-Iny)? (1 , _ _
@otm) (41— )1 (' b0y bt (3.13)
integralini hesaplayalim. Bu durumda |f’| fonksiyonunun GA-konvekliginden

(Inb—1ny)?
Inb—Ina

A= DIf G thly tbtdt

< (Inb-1Iny)?

S = O2F O+ ¢(1 = OIf D) ly*tbtdt

Inb—Ilna
= W [y )l f (= 0% () de+y1F B Sy e -0 () at]
( )
YIF O [ fy (g)t dt—2 [t (g)t dt+ [ t? (S)t dt]
_ (lZlbb—_lZlg;)z ) I 1 11 . (3.14)
7)) [f& (5) ae—f e () dt‘
\ v %4 J

esitsizligi yazilabilir. Bu nedenle (3.14) de ortaya ¢ikan I-V integralleri i¢in kismi

integrasyon metodu uygulanarak sirastyla
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H=1= t(s)tdt = tlné) (g)t - [ mé) (s)t dt
B [t (%) G) - w2 (0) G) l 0

ve

b
)
b1 b 1 b 1 2
“yud  vm® T v T wO

elde edilir. Bu sekilde hesaplanan |-V integralleri (3.14) de yerlerine yazilirsa

(Inb-1ny)? (Inb—1Iny)? 1
SR [N - OIf Yy bt < S { If’ (Y)I[———@—
P S A SR S T SR I S I
J’ln() lnz(s) lnz(g) YZn(g) YInz(g) J/ln3(§) ln3(§)

' b 1 b 1 1 b 1 b 1 b_1 2
Holr <b>|[;m(;)—;mz(;ﬁmz@—;m(;)+2;mz(;>—2;@+ml}

Y.
__ (inb-Iny)?

, 1 1 b 1 2 , b 1
Py {3’|f (}’)|l—@—2m+2;m—@l+)’|f (b)|[;m—

Y Y Y

b 1 2 1
St we )
__Ilnb-Iny

1-2- - +2 = — |+ Y1 (B)] |2 — —
~ Inb- lna{ |f (y)ll ) nz(;) lnz(;)l ylf( )l L’ ln(—)

_2§@+ @Jr@l}
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__Ilnb- lny{lf (y)ll + 2b

" Inb-lna n2 (g)

»+fJ}

§
N
/\‘<

2b

2b
n2(5)

)m_] o))

a ﬁ—] £ ®)]

. l 2(b-y)

@)

oldugu gosterilmis olur. Boylece

l(%)”l ' +[y+b 4 _20-b) I '(p
O 1O gy ) !

I

| 1
Inb-Ilna“a u

< [zz-

fy f(u) |

lny Inx’x u

o ] @)+ [ l(()) +

ln(a)ln( 2)

B
l_ Bx y(A—B)-x(A+B) 24 (x+y) 42 (A-B) (y)Z 4Ax
x

@ ) )\«
B
Ay—Bx . Bx+By-2Ay x+y 2Bx (y\A 4Ax
+ + +24- + =) =
g Bt g s e ()

ln(§)+2
*szwa
B [m(%) B

+ lx lnlg?(gz +

llf()l

Z(x a)

llf (@] +

2(x—a) Bx

m(Zin@) ()

y(A-B)—x(A+B)

()

_ 24 (x+y)

4Ax
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202) ]|f €3]

2(b-y) V+b 2(y-b)
*wg<ﬂ”(”+[@ wa<ﬂ”@”

()

llf €3]

llf()l

B

2 B2+



n lAy—Bx Bx+By-— 2Ay+ ZA x+y 2Bx (y)% 4Ax (y)%_ym(y)+2 +

o®) T w® ) w@ Tw@ S T )
ﬂ ' y+b 2(y-b) ,
o [ m(%)zn@)l ol

esitsizligi elde edilmis olur. Sonug olarak

|lnbilnaf:%d Iny— lnxfyf(u)d |
< L’;*E“) OmT llf @1 +1(a, b, MU G+ (@b, % VIf D)

y+: Zgy—b)b (b
* Ln@ ¥ m@m(;)l @)l

xta  2(x-a) y+b 2(y-b)
< 171 {55 -] 0 br w0 + [

oldugu gosterilmis olur ki bu da teoremin ispatini tamamlar.

Simdi de GA-konveks fonksiyonlar i¢in bazi yeni Hermite-Hadamard tipi integral

esitsizlikleri verilecektir. Bununla ilgili olarak 6ncelikle asagidaki lemma verilebilir.

Lemma 3.1.2 f:1 € R* - R fonksiyonu I° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon,

a,b € I°,a < b olsun. Eger f' € L[a, b] ise bu takdirde

bf(b) — af(a) — f; f(x)dx = (Inb — Ina) fol b2t a?(=Df'(ptal~t)dt (3.15)
esitligi gerceklenir.
Ispat: Kismi integrason ve belirli integralde degisken degisimi uygulanarak

fol b2ta2(1—t)fl(bta1—t)dt —

e lna)f bta(l t)f (bt 1- t)d(bt 1- t)

(lnb lna)f xf (x)dx

_ bfb)-af(a)
- (Inb—-Ina) (Inb—- lna)f f(x)dx

oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.2 f:1 € R* - R fonksiyonu I° {izerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon,
a,b € 1°,a < b olsun. Eger |f'(x)|?,q = 1, fonksiyonu [a, b] izerinde GA-konveks
ise bu takdirde
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[bF(b) - af(a) — [ F (x| < Loetn T

24
x {[L(a?b*) = a®]If'(@)|? + [b* = L(a® bD)]If' (B)I}/9  (3.16)
esitsizligi gergeklenir.

Ispat: |f'(x)|9,q = 1, fonksiyonu [a, b] iizerinde GA-konveks oldugundan Lemma

3.1.2 ve Holder esitsizliginden
b
bf (b) - af(a) - [ f(x)dx]

< a2(Inb — Ina) [} (g)“ F(btal)|dt

1/q

< anb - ) [[1(2) a2 ) 1A 0lF @1+ e 1)

1 1
_ p2-a2 117 1 1
- (lnb - lna) [2(lnb—lna)] [Z(lnb—lna)]
b?-2a?(Inb-Ina)-a? | ., q a?-2b%(inb—Ina)-b? | ., q 1/q
[ 2(Inb-Ina) IF @]+ 2(Inb-lna) " (ab)] ]
1
- q
= [0mDAGBL % 5 {[L(a? b®) — a?If' (@)% + [b* — L(a? bO)]If'(b)|9}V/

24
oldugu goriiliir ve boylece teoremin ispati tamamlanir.

Sonug 3.1.1 Teorem 3.1.2 nin varsayimlari altinda eger ¢ = 1 ise bu takdirde
b
bf (b) — af (@) — [, f(x)dx]

<2 {[L(@? b?) = a?]|f' (@) + [b? — L(a®, bO)]If ()1}
esitsizligi gergeklenir.

Teorem 3.1.3 f:1 € R* - R fonksiyonu I° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon,
a,b € I°,a < b olsun. Eger |f'(x)|9,q > 1, fonksiyonu [a, b] iizerinde GA-konveks
ise bu takdirde

|bf(6) — af () - [ f(x)dx| < (inb — Ina)

1

x [L(a2/@=1), p2a/ @)Y A(IF (@)1, 1 F ()| D] (3.17)
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esitsizligi gergeklenir.

Ispat: |f'(x)|9,q = 1, fonksiyonu [a, b] iizerinde GA-konveks oldugundan Lemma

3.1.2 ve Holder esitsizliginden
|bf ) - af (@) - [} f(0)dx|

< a?(Inb — Ina) fol (S)Zt If'(btal~t)|dt

2q/(q-nt  1171/4
< a?(lnb — Ina) [fol (b) dt]

a

(17 wtar-ty e ae]

1

1
p2a/(a-1)_g24/(@-1)117g 1 =
< (Inb — Ina) [ = ] [ ]q

2q(inb—-1na) 2(inb—-Ina)

< [[2a-oif @i+l

= (inb — In@)[L(a24/@~D, p20/ D) £/ ()19, | (b)) /4
oldugu goriiliir ve boylece teoremin ispati tamamlanir.

Teorem 3.1.4 f:1 € R* - R fonksiyonu I° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon,
a,b € I°,a < b olsun. Eger |f'(x)|9,q = 1, fonksiyonu [a, b] iizerinde GA-konveks
ise bu takdirde

(Inb—Ina)1~1/4
(2q)t/a

bf(b) - af (@) — [ f(x)dx| <

x {[L(a*?,b*?) — a9 |f"(@)|? + [b*? = L(a®9, b*D]|f'(D)|}/9  (3.18)
esitsizligi gergeklenir.

Ispat: |f'(x)|%,q = 1, fonksiyonu [a, b] iizerinde GA-konveks oldugundan Lemma

3.1.2 ve Holder esitsizliginden
b
bf(b) = af (a) = [ f (x)dx]

< a?(Ilnb — Ina) f01 (Z)Zt If'(btal~t)|dt

< a?(Ilnb — Ina) [f01 1dt]1_1/q [f()l (Z)th |f'(btalt)|2 dt]l/q
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2qt
[

1/q
< (b - tna) [} (2) 1A - OIF @17 + el B0t

< (Inb — Ina)

1
a?9+b2%9(Inb?1-Ina?9)-b?4 q

F @I+ (Inb24-1na29)? |f,(b)|q]q

[bzq_an(lanq_lnan)_an
(Inb24-1na29)2

< (lnb—ln(i)l_%
(2q)4
x {[L(a??,b%7) — a?9]|f"(a)|? + [b*? — L(a®?, b*D)]|f'(b)|1}/4

oldugu goriiliir ve boylece teoremin ispati tamamlanir.

Teorem 3.1.5 f:1 € R* - R fonksiyonu I° {izerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon,
a,b € I°,a < b olsun. Eger |f'(x)|%,q > 1 fonksiyonu [a, b] lizerinde GA-konveks

ve 2q > p > 0 ise bu takdirde

bf(b) — af(a) - f} f(x)dx]

1_1

Inb—-Ina 1-1/q 2q9-p 2q9-p E
< %X [L(aq-l,bq-l

x {[L(a?,b?) — aP]If'(@)|? + [bP — L(aP, bP)]If' (b)| 73"/ (3.19)
esitsizligi gergeklenir.

Ispat: |f'(x)|9,q = 1, fonksiyonu [a, b] iizerinde GA-konveks oldugundan Lemma

3.1.2 ve Holder esitsizliginden
bf(b) — af () - J} f()dx]

< a?(Ilnb — Ina) fol (Z)Zt If'(btal~t)|dt

[ 1\ @a-p)/a-ne 1A gt ) 1/q
< a?(Inb — Ina) fo (Z) dt] [fo (E) If'(btal=t)|7 dt
2q-p 1-2
bygq-1_,
< a*(Inb — Ina) | mx%wr—ma
q-1

1/q

<[ (&) 1a - o1 @1 + el @yl

a
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1
< (lnb—lria)1 a [L(a(Zq—p)/(q—l),b(Zq—p)/(q—l))]l_l/q
p4
x {[L(a?,b?) = a?]If"(@)|? + [bP — L(a?, bP)]If" (b)|7}1/4

oldugu goriiliir ve boylece teoremin ispati tamamlanir.

Sonug¢ 3.1.2 Teorem 3.1.5 in varsayimlari altinda eger g = p ise bu takdirde

11
[bF(b) — af @) — [ Foodx| < =m0 (qarta, pasta-)] 1
p4

x {[L(a,b®) — a?]If" (@]9 + [b9 — L(a9, bD)]If" (b)|7}/
esitsizligi gergeklenir.

Teorem3.160< a<b,s>0, gq=1vesq # 1igin

1
2[Lei1 (@, D) < (a+b)'a

X {(SCI +2)[Lsg11(a, b)]sq+1 —sqL(a% b?) [Lgg-1(a, b)]sq—l}l/q

(3.20)
esitsizligi gergeklenir.

. s+1
Ispat: x € R* ve s > 0 olmak iizere f(x) = Z? fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bu

durumda |f'(x)|? = x%¢ fonksiyonu R* {izerinde GA-konveks oldugundan (3.16)

esitsizliginden
bf(b) - af (@) — [ fG)dx| = 22 = (b~ @)[Lysa(a, DI (3:20)
ve
(C-DADIT o (1102, b2) ~ a21f (@)1 + [b2 ~ Lia?, B)]IF (B)1}1/4

24

1
_ [(-a)(a+p)]' 4 9 {(sq+2)(b$q+2 _aSa+2)

sq(bs4 _asq)}l/q
2 (sq+2)(b—a)

— L@ D)=

[(b—a)(a+b) 1/q

= fﬁ{(sq + 2)[qu+1(a' b)]sq+1 — sql(a?, bz)[LSq_l(a' b)]sq_l}

oldugu goriiliir. Bu iki esitlik birlestirilirse (3.20) deki ifade elde edilir ve bdylece

teoremin ispati tamamlanir.
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Sonug 3.1.3 Teorem 3.1.6 nin sartlar altinda g = 1 ve s # 1 alinirsa
L(a,b)[Ls-1(a, D)I*" < [Lsys(a, D) (3.22)

esitsizligi gergeklenir.

Teorem3.1.7 0< a<b, s>0, g>1 igin

1-1/q

L(a,b)[Lsy1(a, b)I5t < [L(a?9/@~D), p2a/@=D)]" " {A(a%?, b57) }/4 (3.23)

esitsizligi gergeklenir.

. S+1
Ispat: x € R* ve s > 0 olmak iizere f(x) = Z? fonksiyonunu g6z oniine alalim. Bu

durumda |f'(x)|? = x%¢ fonksiyonu R* {izerinde GA-konveks oldugundan (3.17)

esitsizligindeki iist sinir i¢in bu fonksiyon uygulanirsa
- 1
(nb = tna)[L(a2¥/@=0, b0/ D) AP @1, 1 (D) D]

= (Inb — Ina)[L(a2¥/@D, p2a/@D)]" 9 A(as9, h0)a

oldugu goriilir. Bu ifade (3.21) ile birlestirilirse (3.23) ifadesi elde edilir ve boylece

teoremin ispati tamamlanir.

Teorem3.180< a<b, s>0, g=1 vesq # 1igin

[Leiq(a, D)]S*Y[L(a, b)]* 11 <

< )1 ~ (3.24)

(s+2)q-1

x {(s + 2)q[Liss2)q-1(a, b)] — 5qL(a?9,b%0) [Ley_1(a, b)]sq'l}l/q

esitsizligi gergeklenir.

. S+1
Ispat: x € R* ve s > 0 olmak iizere f(x) = Z? fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu

durumda |f'(x)|? = x59 fonksiyonu R* i{izerinde GA-konveks oldugundan (3.18)
esitsizligindeki iist sinir i¢in bu fonksiyon uygulanirsa
)" ) g, 20 — @I + (577 — LG, B ()
elng]
(lnb lna) q

(b - a)q
(Zq)q

x{(s + 2)alLis+2g-1(a b)]

(s+2)q-1

_1 1/
— sqL(a?%,b?9) [qu—1(a'b)]sq 1} X
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oldugu goriiliir. Bu ifade (3.21) ile birlestirilirse (3.24) ifadesi elde edilir ve bdylece

teoremin ispat1 tamamlanir.

Teorem3.1.90< a<b, s>0, g>1,2q>p>0 vesq # 1icin
_ _ _ 1-1/
[Lssa(a, D" [L(a, )]*™/9 < 2 [1L(a29/@D, p2a/@-D) |0 (3.25)

]p+sq—1 sq—1}1/q

x{@ + s0)[Lp+sg-1(a, b) — sqL(a?, b?)  [Lyq_1(a,b)]

esitsizligi gergeklenir.

o S+1
Ispat: x € R* ve s > 0 olmak iizere f(x) = 9;? fonksiyonunu g6z 6niine alalim. Bu

durumda |f'(x)|? = x%¢ fonksiyonu R* {izerinde GA-konveks oldugundan (3.19)

esitsizligindeki iist sinir igin bu fonksiyon uygulanirsa

1
g —-—
bf(b) = af(a) — f;f(x)dxl < M [L(a(zq—P)/(Q—l)’b(Zq—p)/(q—l))]l 1/q
p4

x {[L(a?,bP) = aP]If"(@)|? + [bP — L(a%, bD]If' (B)|7}/

1
1__
Vb — 5y “ (b — @)4[L(a4-P/@-D, pCa-p/@-D)]' 74

1
pq

< {@ + 5O [Lprsg-1(a )]

-111/
— sqL(aP, bP) [qu_l(a,b)]sq 1}1 !

oldugu goriiliir. Bu ifade (3.21) ile birlestirilirse (3.25) ifadesi elde edilir ve bdylece
teoremin ispat1 tamamlanir.
3.2. (a, m)-GA Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda (a, m)-GA konveks fonksiyon kavrami tanimlanip bu tipten fonksiyonlar

icin Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri verilecektir.

Tanmm 3.2.1 f: [0, b] — R bir fonksiyon, b > 0 ve m € (0,1] olmak iizere eger her
x,y € [0,b] ve t € [0,1] igin

fx+m(1=t)y) <tf(x) +mA -)f(¥)

ise bu fonksiyona [0, b] lizerinde m —konvekstir denir (Shuang ve Ark. 2017).

Tanmm 3.2.2 f:[0,b] - R bir fonksiyon, b > 0 ve (a,m) € (0,1]2 olmak tizere eger
her x,y € [0,b] ve A € [0,1] igin
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fAx+m(1—-2y) < 2%f(x) + m(1 = A1)f(y) (3.26)

esitsizligi gerceklesiyorsa f (x) fonksiyonuna [0, b] araligi iizerinde (a, m) — konveks
fonksiyon denir (Shuang ve Ark. 2017).

Teorem 3.2.1 f:1° € R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

a,b € 1°, a < b olsun. Eger |f'| fonksiyonu [a, b] tizerinde konveks ise bu takdirde

OO L b 6 dx| < C2 (1 (@) + £/ B (3.27)

2
esitsizligi gergeklenir (Shuang ve Ark. 2017).

Teorem 3.2.2:1° € R fonksiyonu I° {izerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

a,b € 1°, a < b olsun. Eger |f'| fonksiyonu [a, b] de konveks ve g = 1 ise

2 2

f@+f () f £(x) dx |<b a(w) (3.28)

ve

If (52) -5z )y F() dx |<ba(w> 1/4

esitsizlikleri ger¢eklenir (Shuang ve Ark. 2017).

Teorem 3.2.3 f: R, = [0, 0) - R m —konveks ve m € (0,1] olsun. Eger a,b € R,
ve a < b igin f € L,([a, b]) ise bu takdirde

esitsizligi gergeklenir (Shuang ve Ark. 2017).

Teorem 3.2.4 f: Ry = [0,00) = R m —konveks ve m € (0,1] olsun. Eger a,b € R,
vea < bigin f € L,([a, b]) ise bu takdirde

f (a+b) < bl fb f(x)+mf(x/m) dx < m:l [f(a)+f(b) +m

2 a

fla/m)+f(b/m)
. | @30

esitsizligi gergeklenir (Shuang ve Ark. 2017).

Teorem 3.25 I2 R, bir reel agik aralik f:1— R fonksiyonu 1 iizerinde
diferansiyellenebilir olmak tizere f' € L([a,b]) , 0 < a < b < o olsun. Eger |f'|4
fonksiyonu m, a € (0,1] ve g = 1 olmak tizere [a, b] araliginda (a, m) —konveks ise
bu takdirde
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1 1 1 a’+a+2 1
Y1 = D@ (a + z_a) Vev; = (a+1)(a+2)( 2 z_a)

olmak lizere

)1—1/q

f@+f®) 1 (b b-a (1
2 b—afa f(X)dX|S 2 (2

(3.31)

conn{ @i+ sl (] oo (@ + i or] )
esitsizligi gergeklenir (Shuang ve Ark. 2017).

Tanmm 3.2.4 f:(0,b*] - R bir fonksiyon ve (a,m) € (0,1]2 olmak tizere eger her
x,y € (0,b*] ve t € [0,1] igin

flxty™t=9) <t f (x) + m(1 = ¢)f () (3.32)

esitsizligi gergeklenirse. bu fonksiyona I = (0, b*] tizerinde (a, m) —GA konvekstir
denir(Shuang ve Ark. 2017).

Lemma 3.21 f:1< R, - R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve a,b € 1°, 0 < a < b olsun. Eger f' € L,([a, b]) ise bu takdirde

f@+af(Vab)+f(b) 1 fb@dx (3.33)

6 Inb-Ina“’a x

_ lnb;lnafol (t _ %) [al—t/th/Zfl(al—t/th/Z) _ at/Zbl—t/Zfl(at/Zbl—t/Z)]dt

esitligi gergeklenir (Shuang ve Ark. 2017).

Teorem 3.2.5 f: R, = R fonksiyonu R, iizerinde diferansiyellenebilir, a,b € R,
a<bve f'eLy([a b]) olsun. Eger |f'|? fonksiyonu (a,m) € (0,1]> ve ¢ =1
olmak tlizere (O, max{b, b/ m}] tizerinde (a, m) —GA-konveks ise bu takdirde

‘f(a) +4f(Vab) + f (b) 1 be(x) i ‘
- X
Inb—-Inal, x

6

<lnb—lna[ 1 ]1/‘1
- 4 20+23a+4 (g + 1)(a + 2)(a + 3)

x {M<q-1>/q (a, ) [Ny (@ B)IF'(B)1% +mNy(a, b)|F'(a¥/m)| "]

1/
+ MOD/a(b, [Ny (b, DI (@17 + miy (b, )| (6/m)] ']}
esitsizligi gergeklenir, burada
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2[u5/6L(u1/6, 171/6) + 1,11/2(2171/2 — ul/z) — Zul/zvl/ﬁL(u1/3, v1/3)]
3(Inv —1nu)
Ny(u,v) =120u + v)a+12(17u+v) + 6
X 32 [(u+ v)(2a? + 3) + (Yu + 5v)a]
Ny(u,v) = 6%(a+ 1)(a + 2)(a + 3)(61u + 29v) — 6(10u + 2v)a
—12(17u+v) — 6 X 3% 2[(u + v)(2a® + 3) + (Yu + 5v)«a]

M(u,v) =

L(wv) = u—v
Wy " lnu—Inv

dir (Shuang ve Ark. 2017).

Ispat: Lemma 3.2.1 ve Holder integral esitsizligi dikkate aliirsa

f(a)+4f(\/ﬁ)+f(b)_ 1 fbf(x)d |<1nb -lna
6 Inb-Ina

% fol |t _ §| [al—t/zbt/z|fl(a1—t/2bt/2)| + at/2b1—t/2|fr(at/2b1—t/2)|]dt

< Inb-Ina (334)

4
x{(f01|t—§| a1—t/2bt/2dt)1 [f | | 1=t/2pt/2|f1((g1=t/2pt/2)| dt]

(f |t | at/2pi- t/Zdt) 1-1/q [fol |t _ §| at/Zbl—t/Z|f’(at/2b1—t/2)|th]1/q}

oldugu goriiliir, burada
Iy |e =3 a*-t/2bt2dt = M(a,b) ve [} |t —3|at/2b'-2dt = M(b,a) (3.35)
dir. [f']? fonksiyonu (O, max{b, bl/m}] tizerinde (a, m) —GA-konveks oldugundan

fol |t — §| al—t/th/Z|fl(a1—t/2bt/2)|th
< fol |t _§| 1- t/th/Z[ If'(b)|? +m(1 __) |f (al/m)l ]dt

<Jle=3ll(1=2) e+ so] @i m (i -2) I @) a

_ M@b)|f @) +mN; @bl (/™)
= 2a+2x3a+4—(a+1)(a+2)(a+3)

ve
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Jy o=l ar2pt=2 g a2t e

_ N G)|f (@] +mNy b, (1/™))?
= 2a+2><3a+4(a+1)(a+2)(a+3)

(3.36)

oldugu goriiliir. (3.35) ve (3.36) ifadeleri (3.34) esitsizliginde yerlerine yazilirsa iddia

saglanir ve bdylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Sonug¢ 3.2.1 Teorem 3.2.5 in kosullar1 altinda eger ¢ = 1 alinirsa bu durumda

f@+af(Vab)+f() 1 bf(x)d |

6 In b—lna
Inb-Ina ' /
—_ 64+“(a+1)(a+2)(a+3) x {Nl(bl a’)lf (a’)l +N1(a’l b)lf (b)l

+m[N,(a, D) |f' (a*™)| + Ny(b, ) |f'(BY™)]]}
esitsizligi gergeklenir (Shuang ve Ark. 2017).

Sonu¢ 3.2.2 Teorem 3.2.5 in kosullar1 altinda eger @ = m = 1 alinirsa bu durumda

f@+4af(Vab)+f(h) 1 fbf(x)d |<1nb lna( 1 )1/q
6 Inb-Ina 3x6%

(3.37)
x {M@~V/4(q, b)[(211a + 137b)|f'(b)|9 + (521a + 211b)|f'(a)|7]V/4
+M@=V/4(p,a)[(137a + 211b)|f'(a)|? + (211a + 521b)|f'(b)|9]Y/9}

esitsizligi gergeklenir(Shuang ve Ark. 2017).

Sonu¢ 3.2.3 Teorem 3.2.5 in kosullar1 altinda eger « = m = q = 1 alinirsa bu

durumda

f(@+4f(Vab)+f() 1 fbf(x) dx |
6 Inb-Ina

~ (nb-In a)[(329a+211b)|f' ()| +(211a+329b)|f' (b)|]
< P

(3.38)

esitsizligi gerg¢eklenir(Shuang ve Ark. 2017).
Teorem 3.2.6 f: R, — R fonksiyonu R, iizerinde diferansiyellenebilir, a,b € R,

a<bve f'"eLi([a b]) olsun. Eger |f'|? fonksiyonu (a,m) € (0,1]2 veqg>1

olmak iizere (O, max{b, b/ m}] tizerinde (a, m) —GA-konveks ise bu takdirde

f@+4f(Vab)+r(®) 1 bf(x) do |
6 lnb—lna
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< Inb-Ina (q—1)[2(2q‘1i/(q‘1i+1] 1ia [ N (3.39)
4 (2q-1)32a-1/(q-1) 20+2(a+1)(a+2)

X {[2[(a +3)a? + (a + Db|f' (D)7 + m{[3 x 2%(a + 1)(a + 2) — 2(a +

Dt + (o + D2%(a +2) — 2164 (@/™)| )" + [20(a + Da? + (a +
D' (@] + m{(a+ D[2%a+2) —2]a?+ [3x2%(a + D)(a+2) — 2(a +

sl o))

esitsizligi gerg¢eklenir(Shuang ve Ark. 2017).

Ispat: |f'|¢ fonksiyonu (O, max{b,bl/m}] aralig1 tizerinde (a, m) —GA-konveks

oldugundan Lemma 3.2.1 ve Holder integral esitsizligi dikkate alinirsa

f(@+4f(Vab)+f(b) 1 fb fx) dx|

6 Inb-lna“’a x

< 1nb—1naf01 |t _ 1| [al—t/zbt/z|fl(a1—t/2bt/2)| + at/2b1—t/2|fr(at/2b1—t/2)|]dt
4 3

_ 1-1/
< Inb-lna {(fol |t 3 §|q/(q 9] dt) ! [fol aq(l—t/z)bqt/z|f’(a1-f/2bt/2)|q dt]l/q

- 4

y 1-1/
4 (f01 |t 3 §|q/(q 1) dt) a [fol aqt/zbq(1-t/2)|f'(at/2b1—f/2)|q dt]l/q}

Inb—Ina ((g-1)[229-D/(@=1D 41] 1-1/q
4 (2q-1)3(a-1/(q-1

<A [G-ar ) G+ m(- )@ ad ™+
[ e+ (-] @i om (- 5) o))

__Inb-lna ((q-D[229-D/@-D14] 1_1/q( 1 )1/q
- 4 (2q-1)32q-1)/(@q-1 2242 (a+1)(a+2)

X {[2[(a +3)a?+ (a+ D)b|f'(B)|T+ m{[3 X 2%(a + 1)(a + 2) — 2(a +

3]a? + (a + D[2%a + 2) — 2]bq}|f’(a1/m)|q]1/q +[2[(a + Da? + (a +
Db\ (@)]?+ m{(a+ 1D[2%a+2) —2]a?+ [3x2%(a + 1)(a+2) —2(a +

3)]bq}|f,(b1/m)|q]l/Q}

oldugu goriiliir ve boylece Teorem 3.2.6 ispatlanmis olur.
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Sonug¢ 3.2.4 Teorem 3.2.6 nin kosullar1 altinda eger « = m = 1 alinirsa

fl@+4r(Vab)+f() 1 fbf(x)d |
6 Inb-Ina

< Inb-Ina ( 1 )1/‘1 (g-D)[2@a-D/@@-D 4\ 714
- 4 48 (2q-1)3a-1/(q-1)

x {[(8a® + 4b9)|f'(b)|? + (28aT + 8bV)|f"(a)|1]"/
+[(4a® + 48)|f' (@)1 + (8a? + 28bD)|f'(b)]9]"/}
oldugu goriiliir.
Teorem 3.2.7 f: R, = R fonksiyonu R, iizerinde diferansiyellenebilir, a,b € R,

a<bve f'"eLi([a b]) olsun. Eger |f'|? fonksiyonu (a,m) € (0,1]2 veq>1

olmak {izere (0, max{b, bt/ m}] tizerinde (a, m) —GA-konveks ise bu takdirde

f(@)+4f(Vab)+f(b) b 1 bf(x) d |
6 lnb—lna
Inb-Ina [ 5\171/4 1 1/q
=77 (E) (za+2x3a+4(a+1)(a+z)(a+3)) (3.40)

X {[{[12(5(1 +17)+2x3%3R2a?+9a+3)]a? + 6 x [2(a+ 1) +
3%+2(202 + 5 + 3)]bT}f'(B)]9 + m{[61 X 6%(a + 1)(a + 2)(a + 3) —
12(5a + 17) — 6 X 3%**2(2a? + 9a + 3)]a? + [29 x 6% (a + 1)(a + 2)(a +
3) —12(a + 1) — 6 x 39*2(2a2% + 5a + 3)]bCI}|f'(a1/m)|q]1/q
[{[12(5a + 17) + 6 x 3%*2(2a? + 9a + 3)]b7 + 6 X [2(a + 1) + (2a® +
S5a + 3)3%*2]a?}|f'(a)|? + m{[61 X 6%(a + 1)(a + 2)(a + 3) — 12(5a +
17) — 6 X 3%*2(2a? + 9a + 3)]p% + [29 x 6%*(a + 1)(a + 2)(a + 3) —
12(a 4+ 1) — 6 X 392202 + Sa + 3)]aq}|f'(b1/m)|q]1/q}

esitsizligi gergeklenir (Shuang ve Ark. 2017).

Ispat: |f'|9 fonksiyonu (O, max{b,bl/m}] araligr tizerinde (a, m) —GA-konveks

oldugundan Lemma 3.2.1 ve Holder integral esitsizligi dikkate alinirsa

f@+4f(Vab) +f(b) 1 be(x) .
6 Inb—1Ina x

Inb-Ina

< - fol |t _ §| [al—t/zbt/z|f!(a1—t/2bt/2)| + at/zbl—t/z|f/(at/2b1—t/2)|]dt
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1/q

< Inb- lna{(f |t _ _| dt)l—l/q [f01 |t _ §| aq(l—t/Z)bqt/Z|fr(a1—t/2bt/2)|q dt]

N (f01 |t B §| dt)l—l/q [f01 |t B §| aqt/qu(l—t/Z)|f’(at/2b1—t/2)|q dt]l/q}

lnb—lna(S 1-1/q
4

7 (k-0 s o

(1-—>|f @imf)a]
t——![za”(l—z)bq/]q(é—ilf'w
+m( - e] |

Sl gl G em (- irerer)a]

A

_lnb—lna(S)
B 4 18

{[{[12(50( +17) +2x3%t3Q2a?+9a +3)]a? + 6 x [2(a + 1) + 3%T2(2a? +

1-1/q 1/q

1
(2‘”2 X 3% (g + 1) (a + 2)(a + 3))

S5a + 3)|1b}f'(b)|9 + m{[61 X 6%(a+ 1)(a+2)(a+3) —12(5a + 17) —

6 X3%2(2a? +9a+3)]a?+[29x6%(a+ D(a+2)(a+3)—12(a+ 1) —
6 X 3%*2(2a? + 5a + 3)]bq}|f'(a1/m)|"]1/q + [{[12(5a + 17) + 6 x
39*2(2a? + 9a + 3)|b? + 6 x [2(a + 1) + (2a? + 5a + 3)3%*2]a’}|f ' (a)|? +
m{[61 X 6%(a + 1)(a + 2)(a+3) —12(5a + 17) — 6 X 3%**2(2a? + 9a +
)BT +[29x 6%+ 1D(a+2)(@+3)—12(a+1) — 6 x 3¢72(2a? + 5a +
3)]aq}|fr(b1/m)|q]1/Q}

oldugu goriiliir ve boylece Teorem 3.2.7 ispatlanmis olur.

3.3. Giiclii GA-Konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda giigliit GA-konvex fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili

bazi yeni teoremler ve sonuglar verilecektir. Bunun i¢in dnce bazi tanimlar1 verebiliriz.

Tanmm 3.3.1 [ € R bir aralik ve ¢ pozitif bir tamsay1 ve f:I = [a,b] € R - R bir

fonksiyon olsun. Eger her x,y € I ve t € [0,1] i¢in
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f(A=x+ty) <A =Of () +tf ) — ct(1 = O)lly — x|1?

esitsizligi sagianiyorsa f fonksiyonuna ¢ > 0 modiiliine gore konvekstir denir (Noor
ve Ark. 2016).

Tamm 3.3.2. [ bir aralik, f:1 € R* - R bir fonksiyon olsun. Eger her x,y € I ve
t € [0,1] i¢in

fOYD <A -0fC) +tf () —ct(1 = llny — Inx||?
ise f fonksiyonuna [ iizerinde ¢ > 0 modiiliine gore giiclii GA-konvekstir denir.

Lemma 3.3.1. f:1 ¢ R* - R fonksiyonunun I iizerinde ¢ > 0 modiiliine gore giiclii
GA-konveks olmast i¢in gerek ve yeter kosul g(x) = f(x) — c||lnx||? fonksiyonunun I
tizerinde GA-konveks olmasidir(Noor ve Ark. 2016).

Ispat: Farz edelim ki f fonksiyonu I iizerinde ¢ > 0 modiiliine gore giiclii GA-konveks

olsun. Bu durumda i¢carpim 6zelligini kullanarak
gty = f(x'y'™") — cllinxty* |2
<tf)+ @A —-t)f(y)—ct(1=t)|llny —Inx||? — c|llnxt + Iny?~¢||?
<tfG)+ A -0)f@y)—ct@—0t)|Iny||?—2t(1—t)Inylnx +
+t(1 = t)|lInx||? + [Inxt]|2 + 2Inxt Iny*~¢ + |[In y1~¢||2)
<tf() + A =0f () —ctlnx|?> + (1 = O)llInyl?)
< tf () —ctlilnx||? + (1 = )f(¥) — c(1 = OlIny]?
=tg(x)+ (1 -g)

elde edilir ki bu da g fonksiyonunun GA-konveks fonksiyon oldugunu gosterir.

Tersine olarak, eger g fonksiyonu GA-konveks fonksiyon ise, bu takdirde
flty™) = gGfy' ™0 + cliinxy* =2
<tg(x)+ 1A —-1t)g(y) + clllnxt + Iny1~|?
<tg()+ (A -8)g®) +c(1 = llnyl? - ct(1 - ny|l?
+2ct(1—t)InxIny + ct||lnx||? — ct(1 — t)||In x]|?

= tf () + (1 = Of ) = ct(1 = DlIny — In x|
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esitsizligi yazilabilir ki bu f fonksiyonunun ¢ > 0 modiiliine gore gii¢lii GA-konveks

bir fonksiyon oldugunu verir.

Teorem 3.3.2. f:1 ¢ R* — R fonksiyonu I iizerinde ¢ > 0 modiiliine gore gii¢lii GA-
konveks olsun. Eger f € L[a, b] ise bu takdirde

f(Vab) + = linb —Inall? < —=

“Inb-lna

[} o)z dx

< f—(a);f(b) - % llnb —In al|? (3.41)

esitsizligi gerg¢eklenir(Noor ve Ark. 2016).

Ispat: f:1 ¢ R* — R fonksiyonu I iizerinde ¢ > 0 modiiliine gore giiglii GA-konveks

oldugundan, t = % alindiginda (3.41) esitsizliginden her x,y € I i¢in

f(yxy) < w—illlny — Inx]||?

oldugu goriiliir. Buradan x = a'~tb*, y = atb'~t secilirse

f(\/%) < f(al_tbt):f(atbl_t) _ % |in athl~t —In a1—tbt”2
olur. t € [0,1] lizerinden integral alinirsa
f(Vab) < %[folf(al‘tbt)dt + folf(atbl-f)dt] —<|inb —Inall? (1 - 26)2dt

ve dolayisiyla

f(Vab) + = linb —Inall> < —=

< fomala /()3
olur ve bdylece (3.41) in sol tarafi saglanr. Ote yandan her t € [0,1] i¢in
f@ ) < (1 —-t)f(a) +tf (b) — ct(1 = t)|[Inb — In al|?
olup, buradan da t ye gore [0,1] de integral alinirsa (3.31) in sag tarafi saglanir. Yani
< [;(A=Of@ +tf(B))dt — clinb — Inall? [, t(1 - t)dt
=[O _EYinp - nal?

oldugu gosterilmis olur.

Teorem 3.3.3. f:1 ¢ R* — R fonksiyonu I iizerinde ¢ > 0 modiiliine gore gii¢lii GA-
konveks olsun. Bu takdirde her x,y € I, t € [0,1] i¢in
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f(Vab) + = linb —Inall* < ¢(x) < I fGO)- L dx

Inb-Ina

<) < 2D Sinp —Ing|? (3.42)

esitsizligi gerceklenir, burada
D (x) = %[f (a3/4b1/4) +f (a1/4b3/4)] +<nb —Ina|?,

¥() =3[f(Vab) + =] = L liinb ~ Inal?
dir(Noor ve Ark. 2016).

Ispat: [a, \/ﬁ] ve [\/%, b] araliklariin her biri tizerinde (3.41) uygulanirsa
f (Vavab) + < [Invab - nal|”
Vab f(@+f(Vab 2
< L — [ £ Ldx < LOTUD) <Yl b —Ina|”

3
f(a /4b1/4) +<llnb - Inall?

f f() dx <= [f(a)+f(\/_)]——||lnb Inall?2, (3.43)

F— lnb Ina

f (a1/4b3/4) + 4% lInb —In al|?

f\/—f(x) dx <~ [f(Vab) + f(b)] - = llnb —Inal? (3.44)

oldugu gosterilebilir. Buradan taraf tarafa toplama yapilirsa

lnb Ina

00 = %[f (a%+b"/s) + £ (a"4b*/+)| + < llinb ~ In alf?

[ f)dx <3 [f(\/_)+f(a)+f(b)] < inb — Inal?

lnb Ina

<: [f(a)+f(b) +L@Y® _ 1 p —1n aIIZ] — = |llnb — Inall?
2 2 2 4 24

sw—glllnb—lnallz (3.45)

olur. Benzer sekilde 1 (x) i¢in de istenen esitsizligin saglandig1 gosterilebilir.

Teorem 3.3.4. f,g:1 ¢ R* > R fonksiyonlari [ iizerinde ¢ > 0 modiiliine gore giiglii
GA-konveks olsun. Eger f, g € L[a, b] ise, bu takdirde

M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b),
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N(a,b) = f(a)g(b) + f(b)g(a),
S(a,b) = f(a) + f(b) + g(a) + g(b)
olmak iizere

1
Inb-Ina

b b\ 1
[) Fg () zdx

1 1 _x _ 2 _e _ 4
SGM(a,b)+3N(a,b) 12||lnb Inal|*S(a, b) 30||lnb Inall*,

esitsizligi gergeklenir(Noor ve Ark. 2016).

Ispat: f, g fonksiyonlar1 I iizerinde ¢ > 0 modiiliine gore giiglii GA-konveks fonksiyon

olsun. Bu takdirde

[ FGg () 1dx = [ f(@t b g(atb O)dt
< [, 11 = Of (@ + tf(b) — ct(1 = B)|lInb — Inal|?]
Jtg(a) + (1 —t)g(b) — ct(1 —t)|[Inb — Inal|?]dt
= f(@g(b) [}(1 - )2dt + f(b)g(a) [, t2dt
+Hf@g(@) + FB)gB] f, t(1 - O)de
—cllinb —Inall2[f (@) + g(B)] [, t(1 - )%dt
—cllinb —Inall?[f (®) + g(@)] [, t2(1 - Ddt
~c2|llnb —Inall* [, t3(1 — t)%dt

_ fla)g(b)+f(b)g(a) n fla)g(a)+f(b)g(b)
3 6

—=|linb —Inall?[f(a) + f(b) + g(a) + g(b)] —%Illnb —Inal*

1 1 _x _ 2 _< _ 4
6M(a,b)+3N(a,b) 12||lnb Inal|*S(a, b) 30||lnb Ina|

oldugu gortiliir.
Teorem 3.3.4 de 6zel olarak, f = g alinirsa bu durumda asagidaki sonuca ulasilir.

Sonu¢ 3.3.1. f:] ¢ R* - R fonksiyonu I iizerinde ¢ > 0 modiiliine gore gii¢lii GA-
konveks olsun. Eger f € L[a, b] ise bu takdirde
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1 b ab\ 1 2[f(@fB)] | f2(@+f%(b)
Inb-lna fa f(X)f (7) ;dx S 3 + 6

~£linb —mal?[f(@) + f()] -5l b ~Inall*
esitsizligi gerg¢eklenir(Noor ve Ark. 2016).

Teorem 3.3.5. f,g:1 € R* - R fonksiyonlari I iizerinde ¢ > 0 modiiliine gore giiclii
GA-konveks olsun. Eger fg € L[a, b] ise bu takdirde M(a,b), N(a,b) ve S(a, b)
Teorem 3.3.4 de verildikleri gibi olmak iizere

1
Inb-Ina

[} Fg() 7 dx

1 L _c _ 2 _e _ 4
< 3M(a,b) +6N(a,b) 12||lnb Inal|“S(a, b) = [[Inb —Inal|
esitsizligi gergeklenir(Noor ve Ark. 2016).

Ispat: f ve g fonksiyonlar: I da ¢ > 0 modiiliine gore giiglii GA-konveks oldugundan

1
Inb-Ina

[} f0)g(0) 2 dx = [ f(a~b%)g(a~bO)dt
< [,I0 = Df (@ + tf (b) = ct(1 = OllInb — Inal?]
[(1-1t)g(a) +tg(h) —ct(1—t)|lnb — Inall*]dt
= f(@g(a) [, (1 - ©)2det + fF(b)g(b) [, t2dt
+HF@g®) + fFB)g@] f, t(1 — O)de
—cllinb —Inall?[f (@) + g(a)] [, t(1 - )%dt
—cllinb —nall2[f (b) + g(B)] f, (1 - )dt

~c2|llnb —Inall* [, t3(1 — t)%dt

_ fla)g(a)+f(b)g(b) n fla)g(b)+f(b)g(a)
3 6

—=|linb —Inall?[f(a) + f(b) + g(a) + g(b)] —glllnb —Inall*

_1 1 _ “inb - Inall? — b —Inal®*
—3M(a,b)+6N(a,b) 12||lnb Inal|“S(a, b) 30||lnb Ina|

oldugu gortiliir.
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Eger Teorem 3.3.5 te 6zel olarak f = g alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.3.2. f:1 ¢ R* - R fonksiyonu I iizerinde ¢ > 0 modiiliine gore giiclii GA-
konveks olsun. Eger f € L[a, b] ise bu takdirde

1 brar N1 [F@f®)] | f2@+f*(b)
lnb—lnafaf (X)xde 3 + 3

—£linb — Inal’[f (@) + f(B)] — S ln b — Inall*
esitsizligi gerg¢eklenir(Noor ve Ark. 2016).

3.4. GA—h — Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Tamm 3.4.1 [ ve | R’de birer aralik, (0,1) €/ ve h:J — R negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. h # 0 olmak tizere her x,y € I ve @ € (0,1) igin

flax + (1 —a)y) < h(a)f(x) + h(1 — ) f (¥) (3.46)
esitsizligi saglaniyorsa negatif olmayan f:I — R fonksiyonuna h-konveks denir.
Eger esitsizlik tersine ¢evrilirse bu durumda f fonksiyonuna h-konkavdir
denir(Bombardelli and Varosanec, 2009).

Teorem 3.4.1 (Hermite-Hadamard-Fejér Esitsizlikleri): f: [a,b)] — R konveks ve

w:[a,b] — R, w > 0, integrallenebilir ve %’ye gore simetrik ise bu durumda

FED) [Pwdx < [° fwdx < LT Py, )y

esitsizligi saglanir. Eger f konkav ise esitsizlikler yon degistirmelidir. w = 1 olmasi

0zel durumunda bilinen Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.4.2 f:[a, b] — R fonksiyonu h-konveks ve w: [a,b] — R, w = 0, %b’ye
gore simetrik ise bu durumda

ﬁf:f(t)w(t)dt < [f(a) + f(b)] fol h(t)w(ta + (1 — t)b)dt (3.47)
esitsizligi saglanir Eger f h-konkav ise esitsizlik yon degistirmelidir(Bombardelli and
Varosanec, 2009).
Ispat: Her x € (a,b) ve a € (0,1) icin bu durumdax = ea + ab,a =1 —«a
h-konveks fonksiyon tanimindan

f(aa + ab)w(aa + ab) < (h(a)f(a) + h(c?)f(b))w(aa + ab)
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f(@a + ab)w(@a + ab) < (R(@)f(a) + h(a@)f (b))w(@a + ab)

Yukaridaki iki esitsizlik taraf tarafa toplanip integrali alinirsa
folf(aa + ab)w(aa + ab)da + folf(cYa + ab)w(a@a + ab) da

< fol[h(a)f(a) w(aa + ab) + h(a)f(b)w(aa + ab) + h(a) f(a)w(a@a + ab)

+ h(a)f(b)w(aa + ab)]da

= fol{f(a) [h(@)w(aa + ab) + h(@)w(@a + ab)] + f(b)[h(@)w(aa + @b)

+h(a)w(aa + ab)]}da

=2f (@) [, R(OW(ta + (1 — O)b)dt + 2f (b) [, h(OOW((L — t)a + th)dt

= 2[f(a) + f(B)] f, h()w(ta + (1 — )b)dt
oldugu goriiliir, burada w agirliginin simetrikligi kullanilmistir. Bu durumda gerekli
diizenlemeler yapildiginda birinci satirdaki iki integralin ﬁ f: f(®)w(t)dt ifadesine
esit oldugu goriiliir ve boylece teorem ispatlanmais olur.
Sonug¢ 3.4.1 (a) Teorem 3.4.2°de h(t) = t alindiginda, eger f fonksiyonu konveks ise
Teorem 3.4.1°deki klasik esitsizligin sag tarafi elde edilir.
(b) h(t) =1t° ve s € (0,1) icin f ikinci anlamda s —konveks fonksiyon ise bu
durumda

f F(O)de < f(a)+f(b) (3.48)

oldugu gorulur(Bombardelll and Varosanec, 2009).
Teorem 343 h:Jc R—-> R, h #0, (0,1) c J araliginda taniml integrallenebilen,
negatif olmayan bir fonksiyon ve f:[a, b] = R negatif olmayan ve h —konveks bir

fonksiyon olsun. Bu durumda
TD 12 hEG e dx + LD [P RED) f () dx
< == [ 200 dx + (f2(a) + £2(b)) [ h3()dt (3.49)
+2f(@)f (b) [ h()h(1 = t)

esitsizligi saglanir(Bombardelli and Varosanec, 2009).

Ispat: £, [a,b] araliginda h —konveks fonksiyon oldugundan her t € [0,1] i¢in
f(ta+ (1 —=1t)b) < h(t)f(a) + h(1 —t)f(b)

yazabiliriz. Geometrik ve Aritmetik ortalamalara karsilik gelen G(x,y) < A(x,y)

klasik esitsizligi kullanarak
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J Flta+ (1 - OB)(ROF (@) +h(1 - 0 (b)) < LI +COr@ 10070

yazilabilir. Buradan
4f (ta + (1 — ©)b)(h(©)f (a) + h(1 — t)f (b))
< (f(ta+ (1 - 6)b) + (h(®)f(a) + (1 — ) (b)))?

ifadesi diizenlenirse,
2f (ta + (1 - Ob)(h(Df (@) + h(1 — OF (b))
< f2(ta + (1 - b) + R2(Of%(a) + h2(1 — t)f2(b)
+ f(@f (Bh(®)h(1 —¢t)
elde edilir. f ve h integrallenebilir oldugundan t € [0,1] araliginda integre edilirse
2f (@) [, h(t)f(ta + (1 — Ob)dt + 2f (b) [, h(1 — )f (ta + (1 — O)b)dt
< [, f2(ta+ (1 - Ob)dt + (f3(a) + £2(b)) [, h*(D)dt
+f(@f(b) f, RO - )dt (3.50)
oldugu goriiliir. Ciinkii
[y R?(D)dt = [ h*(1 - t)dt
yazilabilir. x = ta + (1 — )b degisikligi yapilirsa

[y R@®f(ta+ (1= O)b)dt == ["h (g) F0)dx (3.51)
ve benzer sekilde
[y h( =0 f(ta+ (1 = b)dt == ["h (=) f(x)dx (3.52)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (3.50) esitsizligi
T 2 hGf (dx + L2 [ hG) f (x)dx
< = [7 f2(0)dx + (f2(@) + £2(b) f, hE ()t
+f(@f (b) [y h(OR( — dt

seklinde yazilmis olur.

Tamm 3.4.2 I ¢ R* birer aralik, ve h: (0,0) — R* negatif olmayan bir fonksiyon

olsun. h # 0 olmak tizere her x,y € I ve t € (0,1) igin

flty'™) < h(Of () + h(1 - Of (y) (3.53)
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esitsizligi saglaniyorsa negatif olmayan f:I ¢ R* — R* fonksiyonuna geometrik-
aritmetik (GA) h-konveks fonksiyon denir. Eger esitsizlik tersine ¢evrilirse bu
durumda f fonksiyonu GA- h-konkavdir denir(Noor ve Ark., 2014).

Ozel olarak t = 1/2 alinirsa bu durumda Jensen tipi GA-h-konveks fonksiyon adi

verilir, yani her x,y € [ igin

F(xy) <h (3)IF@) + FO)] (3.54)

elde edilir.
Lemma 3.4.1 Eger n € N icin £ ™ mevvcut ve [a, b] iizerinde integrallenebilir ise bu
takdirde

f(@)+(b) n=1 (=D i
> ,,af fdx = Y=~ f (@)

b (O fol t"1(n—20)f ™ (ta + (1 — t)b)dt

esitligi saglanir(Noor ve Ark., 2014).

Lemma3.4.2Egera,b el c R, a<b t€[0,1] ise bu takdirde
ath'"t <ta+ (1 —1t)b

esitsizligi saglanir(Noor ve Ark., 2014).

Teorem 3.4.4 I ¢ R" birer aralik, ve h: (0,0) — R™ negatif olmayan bir fonksiyon
ve h(1/2) # 0 olmak iizere f:I ¢ R* — R* fonksiyonu geometrik-aritmetik (GA)
h-konveks fonksiyon oldun. Bu takdirde

f(Vab) < —— [ D ax < [f(a) + f(D)] [, R(t)dt (3.55)

2h(1/2) Inb— lna
esitsizligi gergeklenir(Noor ve Ark., 2014).
Ispat: f:1 ¢ Rt — R* fonksiyonu GA- h-konveks fonksiyon oldugundan
1
F(xy) < h (3) [F@) + FO)]

elde edilir. Eger x = atb*~t ve y = a’~tb* alinirsa bu takdirde esitsizlik
f(Vab) < h(3) [f(atb*~%) + f(a'~*b")]

seklini alir. Bu son esitsizlikten [0,1] {izerinde t ye gore integral alinirsa

60



1 bf =)
f(\/_) ~ Inb-ina a x dx (356)

()

elde edilir. Ayrica her x,y € I ve t € (0,1) igin

fay') <hOF () +h(1-Of )

olup bu esitsizlikten [0,1] tizerinde t ye gore integral alinirsa

L P19 gy < [f(a) + FD)] f; R(E)dE (3.57)

Inb—-Ilna-a x
oldugu goriiliir. (3.56) ve (3.57) birlestirildiginde istenen sonug elde edilir ve boylece

ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 3.4.2 Teorem 3.4.4 de s € (0,1) olmak tizere h(t) = t° ve h(t) = 1 alinirsa bu

durumda sirasiyla

21 f(Vab) < —— [ 1 gy < L@/ )

Inb— lna s+1

ve

~f(Vab) < —— [" B dx < [f(a) + £ (b)]

Inb—Ina a X

esitsizlikleri saglanir(Noor ve Ark., 2014).

Teorem 3.45 f:1 c R* — R* fonksiyonu n-kez tiirevlenebilir, integrallenebilir ve
azalan bir fonksiyon oldun. Eger |f(”)|fonksiyonu geometrik-aritmetik (GA) h-

konveks fonksiyon ise bu takdirde
M, = [ t"M(n— 20)h(t)dt ve M, = [ t"'(n—2t)h(1 - t)dt

olmak tzere

fl@+f) 1 b _ yn-1k=DB-a)F g
O [V (0 dx — ThTh = 09 (o)

(b a)
2n

< [Mf P @] + M| P )] (3.58)
esitsizligi gergeklenir(Noor ve Ark., 2014).

Ispat: Lemma 3.4.1 ve |f(”)| fonksiyonunun geometrik-aritmetik (GA) h-konveksligi
dikkate alinarak
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fla+rd) 1 b _yn- 1(k Db-a)k )
2 b—afa f)dx — Y= 2(k+1)! o (a)|

B |(b2nl fol "t (n = 20)f ™ (ta + (1 - t)b)dt|

< (bz—:!)n J.01 tn=1(n — 2t)f(")(ta + (1 - O)b)dt

< (b a) f g 1(n_2t)f(n)(atb1 t)dt

= e fol t" "t (n — 2t) [h(t)|f(")(a)| +h(1- t)lf(n)(b)”dt
(b a)

< —=[M|f ™ (@] + My | (b)]]

2n

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 3.4.3 Teorem 3.4.5 de s € (0,1) olmak tizere h(t) = t° ve h(t) = 1 alinirsa bu

durumda sirastyla

fl@+f) 1 b n— 1(k Db-a)* )
2 b—afa f()dax — Z 2(k+1)! o 1@

< (b-a)™ [n(n—1)+s(n—2)
- (n+s)(n+s+1)

2n!

FP@)] + B s +1) —26(n+ L5 + D[P ®)]

ve

fl@+f) 1 b n— 1(k Db-a)* ()
2 b—afa f(x)dx Z 2(k+1)! f (a)|

(b a)®

< () @]+ [ @]
esitsizlikleri saglanir(Noor ve Ark., 2014).

Teorem 3.4.6 f:1 c R* — R* fonksiyonu n-kez tiirevlenebilir, integrallenebilir ve
azalan bir fonksiyon oldun. Eger |f™)| fonksiyonu geometrik-aritmetik (GA) h-

konveks fonksiyon ise bu takdirde
= [ t"1(n - 20)h(t)dt ve M, = [ t""'(n— 20)h(1 — t)dt

olmak tzere

fl@+f®) 1 b _yn— 1(k Db-a)*
2 b—a fa f(x)dx Z 2(k+1)! f ((1)|

L e (n+1) [M IF®@|" + M| ™ ()] ] (3.59)

2n!
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esitsizligi gergeklenir(Noor ve Ark., 2014).

Ispat: Lemma 3.4.1 kullanilarak Power-Mean integral esitsizligi ve | f (")|q

fonksiyonunun azalan ve geometrik-aritmetik (GA) h-konveksligi dikkate alinarak

fl@+f() 1 b _\yn- 1(k 1) (b-a)k (k)
FOTE [ f)dx - Tz = 9 )

= M 1tn_1n_2t (Tl) ta+(1_t)b dt
2n! 0
(b-a)™ [ (1 o 1-1/q ; 4 e
<L (fhntm—2ndt) ([ - 20| F ™ (ta + (1 - Ob)|dt)

-y (n__1)1—1/q (fol "1 (n - 26)|f @ (ta + (1 - t)b)lth)l/q

2n! n+1

2n! n+1

boat () (1 nt = 20RO @] + AL = [P B)]]de)

_n rn_1\1—1/q 1/q
< () M@ @] + Mol F )|

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 3.4.4 Teorem 3.4.6 das € (0,1) olmak tizere h(t) = t° ve h(t) = 1 alinirsa bu

durumda sirasiyla

1
1—
HOO) L [7 a)dx — gpoy D0l 00 (g)| < S (22) 7

2 2(k+1)! n! n+1

nn-1)+s(n-2

(n+s)(n+s+1)) IF®@|" + nB(n,s + 1) — 28(n + 1,5 + D} f(”)(b)|q]1/

ve

fl@+f) 1 b n— 1(k Db-a)*
O [ f)dx - TSy = ()

(b—a)"

< () @l + ool

esitsizlikleri saglanir(Noor ve Ark., 2014).

Teorem 3.4.7 Teorem 3.4.6 varsayimlari altinda eger || < M ve h fonksiyonu

stiper toplamsal ise bu takdirde
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f@+fB) 1 (b n1 (D00 £
2 pmata fOOdx = Bl =05 f (@)

%( )th(1) (3.60)

esitsizligi gergeklenir(Noor ve Ark., 2014).

Ispat: Lemma 3.4.1 kullanilarak Power-Mean integral esitsizligi ve | f (n)|q

fonksiyonunun azalan ve geometrik-aritmetik (GA) h-konveksligi dikkate alinarak

fl+rd) 1 b _ yn-1 k=DB-a)k g
O [ fdx - Tz = £ ()|

=[S et — 20)F ™) (ta + (1 — D))t

< &0 ([ent(n - 2t)dt) " t"‘l(n—Zt)|f(”)(ta+(1—t)b)|th)1/q
(bzf!)n (Zi)l 1/q (f £1=1 (5 — 2t)|f(")(ta (- t)b)|th)1/q

< Lo (o) (s 20 (0@ @] + bt = ) 1) ]ae) "

(b-a)* (n-1\1"1/4 =]
< Gm) M@

2n!

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Tamm 3.4.3 I ¢ R* birer aralik, ve h:[0,1] — R™ negatif olmayan bir fonksiyon
olsun. h # 0 olmak lizere her x,y € I ve t € (0,1) igin

fEY) < [FIMOIF )]0 (3.61)

esitsizligi saglaniyorsa negatif olmayan f:I ¢ Rt — R* fonksiyonuna geometrik
olarak (GG) h-konveks fonksiyon denir. (Noor ve Ark., 2014).

Ozel olarak t = 1/2 almirsa bu durumda Jensen tipi GG-h-konveks fonksiyon adi

verilir, yani her x,y € [ igin

F(J5y) < [FG) + Fo)]"E) (3.62)

elde edilir.
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Teorem 3.4.8 f:1 ¢ R — R* fonksiyonu n-kez tiirevlenebilir, integrallenebilir ve
azalan bir fonksiyon oldun. Eger |f | fonksiyonu geometrik olarak (GG) h-konveks

fonksiyon ise bu takdirde

fla+rd) 1 b _ yn-1 &=D®-)F )
TO 1 feydx — 5y $0 0 g

%( )th(1) (3.63)

esitsizligi gergeklenir(Noor ve Ark., 2014).

Ispat: Lemma 3.4.1 kullanilarak Power-Mean integral esitsizligi ve | f (n)|q

fonksiyonunun azalan ve geometrik olarak (GG) h-konveksligi dikkate alinarak

fl@)+f(b) 1 (b n-1 (- DO—0)* O )
L J7 foo)dx — Zpi 200 £09 (g

z 2(k+1)!
B |(b2nv fol t" 1 (n— 26)f ™ (ta + (1 - t)b)dtl
< (b a) (f t"t(n — 2t)dt) q(fol tn—l(n_zt)lf(n)(ta+(1_t)b)|th)1/q

L G-on (n_—l)“/ ! (fy et = 20)|f ™ (ta+ (1 - t)b)lth)l/q

2n! n+1

oy (nor)ie (f; e * (=20 [r@IF P @] + R = O] @ B)] ]dt)

2n! n+1

(b-a)* (n-1\1"1/4 1
<TG Gm) M

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

3.5. GA—s — Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda geometrik-aritmetik s-konveks fonksiyon kavrami verilerek, sadece
konveks fonksiyonlar i¢in verilen Hermite-Hadamard esitsizlikleri ile ilgili sonuglari
yeniden elde eden degil, ayn1 zamanda 6zel durumlar olarak bazi yeni sonuglar da
veren geometrik-aritmetik s-convex fonksiyonlar i¢in yeni Hermite-Hadamard tipi

esitsizlikler verilmistir.

m-konvekslik kavramini asagidaki sekilde tanimlamistir.
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Tammm 3.5.1 f:[0,b] = R fonksiyonu verilmis olsun. m € (0,1] olmak {izere eger
vx,y € [0,b] ve t € [0,1] i¢in

mf(tx + m(1—t)y) < tf (x) + m(1 - )f (¥)
esitsizligini sagliyorsa, f fonksiyonuna m —konvekstir denir (Toader, 1984).

Teorem 3.5.1 f:[0,0) - R fonksiyonu m € (0,1] olmak tizere m —konveks olsun.

Eger0 <a<b < oovef €Lila,b]ise

F@+mr(L) f<b)+mf(%)} (3.64)

1 b .
Efa fx)dx < mln{ . ) .
esitsizligi saglanir(Dragomir, and Toader, 1993).
Teorem 3.5.2 f:[0,00) - R fonksiyonu m € (0,1] olmak {izere m —konveks olsun.

Eger0 < a < b < oo igin f € Ly[am, b] ise

L M fdx + —— [ f(x)dx| < LD

m+1 Lmb-a b—-ma

esitsizligi saglanir (Dragomir, 2002).
Tammm 3.5.2 f:[0,b] » R, b > 0, bir fonksiyon ve (a,m) € [0,1]? olsun. Eger her
x,y €[0,b] vet € [0,1] icin

ftx+m1—-t)y) <t*f(x) + m1 - tDf(y)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna (a, m) —konveks fonksiyon adi verilir(Qu,

ve Ark., 2014).

Tamm 3.5.3 f:[0,b] » R, b > 0, bir fonksiyon ve (a,m) € [0,1]? olsun. Eger her
x,y € [0,b] vet € [0,1] icin
flaty™2=0) < £ f () + m(1 =t f (v)

esitsizligi saglamiyorsa f fonksiyonuna (a,m) —geometrik-aritmetik konveks
fonksiyon veya kisaca (a, m) —GA-konveks fonksiyon adi verilir( Qu ve Ark., 2014).
Teorem 3.5.3 f: R, = [0, ) — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon, 0 < a < b <
oo icin f’ € L*([a, b]) olsun. Eger |f'|9, g = 1 fonksiyonu (&, m) € [0,1]? olmak
iizere [0, max{a'/™, b}) aralig: iizerinde (@, m) —geometrik-aritmetik konveks bir

fonksiyon ise bu takdirde
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b2f(b)-a?f(a) b Inb-Ina
PLOC SO [ xf (x| < TS (3.65)

x [L(a® b0 x {[mL(a® b%) — G(a, 3)]|f"@/™)|" + G (a, 3)|f’(a)|q}3,

esitsizligi saglanir, burada her x,y > 0,1 > 0,x # y i¢in

G(a,) = [, t%a'0-Dpldt (3.66)
ve
L(xy) = 2= (3.67)

dir( Qu ve Ark., 2014).

Tammm 3.5.4 (Birinci anlamda Geometrik-Aritmetik-s Konveks Fonksiyon):

f:1 € R* > R fonksiyonu verilsin. Eger Vx,y € I, s € (0,1] ve 1 € [0,1] igin,

Oyt < @DPfF) + A= 2)f ) (3.68)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda GA-s-konveks (konkav)
fonksiyon denir( Qu ve Ark., 2014).

Tamim 3.5.5 (ikinci anlamda Geometrik-Aritmetik-s Konveks Fonksiyon): f:1 €

R* — R fonksiyonu verilsin. Eger, Vx,y € I, s € (0,1] ve A € [0,1] igin

fOy' ) < D2 F(0) + (L =D F () (3.69)

esitsizligi saglamyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda GA-s-konveks (konkav)
fonksiyon denir( Qu ve Ark., 2014).

Ozel olarak Tanim 3.5.4 ve Tanim 3.5.5’ te s = 1 alindiginda Tanim 3.1.1de verilen

GA- konveks fonksiyon tanimi elde edilir.

Geometrik-aritmetik s-convex fonksiyonlarla ilgili baz1 yeni Hermite-Hadamard tipi

esitsizlikleri ifade etmek i¢in agsagidaki lemmaya ihtiyag vardir.

Lemma 351 f:I<c R, =(0,0) >R fonksiyonu diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a,b € I,a < b olsun. Eger f' € L*([a, b]) ise bu takdirde

b*f(b)-a"f(a) b p_q
———————— [ X" f(x)dx

n

_ lnb—lnafla(n+1)(1—t) b(”"'l)tf’(al_tbt)dt (3.70)

n 0
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esitligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).

Ispat: t € [0,1] i¢cin x = a*~th* olsun. Bu takdirde
(Inb — Ina) fol a(n+1)(1—t)b(n+1)tf/(al—tbt)dt
b
= [P 2 ()dx
=b"f(b) — a"f(a) — nf(f x" L (x)dx.

olup ispat tamamlanmis olur.

Hatirlatma 3.5.1 (3.70) esitligi n = 1 oldugunda
bf(b) — af (a) — ff f(x)dx = (Inb — Ina) fol a?(=Dp2tf1(gl-tpt)dt
ve n = 2 oldugunda ise

b2f(b)- azf(a) f £(x)dx _ Inb— l"afl 3(1- t)b3tf (al~tht)dt
0

sekline indirgenir.

Teorem3.54 f:1 € R, = (0,) — R fonksiyonu diferansiyellenebilir fonksiyon ve
a,b € I,a < b olmak iizere f’ € L*([a, b]) olsun. Eger |f'|9, q = 1 fonksiyonu s €
[0,1] olmak tizere [0, b] araligi tizerinde s —GA- konveks bir fonksiyon ise bu
takdirde

bnf(b)-amf(@) fb "1 (x)dx |< fnb—Ina (3.71)

n

x [L(@™, b1 7a[6 (s,n + DIF BT + H(s,n + DIF (@]9

esitsizligi gerceklenir, burada G(s, 1) ve L(x,y) sirasiyla (3.66) ve (3.67) de verildigi
gibi ve her x,y > 0,1l = 0,x # y i¢in

H(s,D) = [, (1 —t)%a!@-Dbltdt (3.72)
dir( Qu ve Ark., 2014).

Ispat: |f'|9, q = 1 fonksiyonu s € [0,1] olmak iizere [0, b] aralig1 iizerinde s —GA-
konveks bir fonksiyon oldugundan [0, b] araliginda Lemma 3.5.1 ve Holder esitsizligi

dikkate alinirsa
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b"f(b)-a"f(a) _ J: xn—lf(x)dx|

n

< Inb-lna fol a(n+1)(1—t)b(n+1)t|fr(a1—tbt)|dt

n

1
< Inb-ina [J‘l a(n+1)(1—t)b(n+1)tdt]1_5
<— 0

1
1 _ Loal p
% [fo a1 t)b(n+1)t|f (at tbt)lth]q

< lnbr—llna [L(an+1’ bn_{_l)]l—%

X [Jy a0 5 pOHDEE| £/ (B)]9 4 (1~ 01 (@)1 de]”

__ Inb-Ina

1 1
= M2 1) (@, ] [Gs,m o+ DIF (DI + His,n + DIf @)]]
oldugu goriiliir ve boylece istenilen sonug elde edilmis olur.

Sonug 3.5.1 Teorem 3.5.4 iin kosullar altinda, eger g = 1 ise

b f(b)—-a"f(a)
n

- f: x" 1 (x)dx

< Inb-ina [G(s,n + DIf'(B)] + H(s,n + DIf' (@] (3.73)

n

esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).
Sonug¢ 3.5.2 Teorem 3.5.4 iin kosullar1 altinda, eger g = 1,n = 1 ise
|bf () - af (@) — [ f(x)dx|
< (Inb — na)[G(s, 2)|f'(B)| + H(s,2)|f " (a)|] (3.74)
esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).

Sonug¢ 3.5.3 Teorem 3.5.4 iin kosullar1 altinda, eger ¢ = 1,n = 2 ise

b*f(b)-a*f(a) b
#_ fa xf(x)dx|

Inb—Ina

<
2

[G(s, DI (B + H(s, 3)f ()] (3.75)
esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).

Sonug¢ 3.5.4 Teorem 3.5.4 iin kosullar1 altinda, eger s = 1 ise
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bf(b)-atf(a) f(f xn—lf(x)dx| (3.76)

:
< e ) (qre, | R[G (L + DI BN + H(Ln + DIF @)
esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).
Sonug¢ 3.5.5 Teorem 3.5.4 iin kosullar1 altinda, eger s = 1,n = 1 ise
|bf () - af (@) — [ f(x)dx| (377)

11

1
< (Inb — lna)[L(a® b*)]" 9[G(L2D)If' () + HADIf ' (@)]]e
esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).

Sonug¢ 3.5.6 Teorem 3.5.4 {in kosullar1 altinda, eger s = 1,n = 2 ise

be(b);aZf(a) - f; xf(x)dx| (3.78)
< OO 21t — 1@ BN OI7 + [0, 67 - @l @)1

6
esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).

Ispat: Bu durumda

= (Y1 30-0p3t gy — DP-L(@®b®)
G(1,3) = [, ta bitdt = ———
ve
_ 3 13y _ _ L(a®p3)-a®
H(1,3) = L(a®,b%) — G(1,3) = ©

oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece iddia ispatlanmis olur.

Teorem3.55f:1 € R, = (0,) — R fonksiyonu diferansiyellenebilir fonksiyon ve
a,b € I,a < b olmak iizere f’ € L*([a, b]) olsun. Eger |f'|9, q = 1 fonksiyonu s €
[0,1] olmak tizere [0, b] araligi tizerinde s —GA- konveks bir fonksiyon ise bu
takdirde

n _.n

n a

1 1-1
lnb—lna( 1 (nt1)g  (n+1)q

< LYl b | XU+ @I @79)

n
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esitsizligi saglanir, burada her x,y > 0,1 = 0,x # y i¢in

L(x,y) = 2=

Iny—inx
dir( Qu ve Ark., 2014).

Ispat: |f'|9, g = 1 fonksiyonu s € [0,1] olmak iizere [0, b] aralig1 iizerinde s —GA-
konveks bir fonksiyon oldugundan [0, b] araliginda Lemma 3.5.1 ve Holder esitsizligi

dikkate alinirsa

n

< lnb_mafla("“)(l_t)b("“)t|f’(a1_tbt|dt

n 0

X[ [ B+ A = 051 @] Dde]f

Inb—lna 1
< [f a

(n+1)q(1-t) (n+1)qt
: |

-1 p a1 dt

n

1 1
(n+1)q  (m+Dg\117g PPSNT] 17977
_ Inb-ina [L (a?, b?)] q y [|f 2] + If' (@) ]q

n s+1 s+1

_ 1 (n+1)q (n+1)q 1-2 9
__Inb-Ina (L)q [L (a -1  p a1 )] 4 g [lf,(b)lq + |fr(a)|q]q

o n s+1
oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 3.5.7 Teorem 3.5.5 in kosullar altinda, eger s = 1 ise

n

1t

< Inb-lna lna [L (a(ztll)q’ b“;ff‘?)] q x [If' ()], If'(a)|q]% (3.80)

esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).

Sonug 3.5.8 Teorem 3.5.5 in kosullar altinda, eger n = 1 ise

bf(b) —af(@) - [} f(x)dx|

< (inb — Ina) (= [L (aq L b )] K HF O+ 1f (@] (3.81)

esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).

71



Sonug¢ 3.5.9 Teorem 3.5.5 in kosullar1 altinda, eger s = 1,n = 1 ise

|bf () - af (@) - f; f(x)dx|

< (inb — tna) (% [L (aq | b )] K B+ (@I (3.82)

esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).

Sonug¢ 3.5.10 Teorem 3.5.5 in kosullari altinda, eger n = 2 ise

b%f(b)-a®f(a) b

11

s”’—l(—)[L<a_b_)] "XIFOIH @I (389)

2
esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).

Sonug¢ 3.5.11 Teorem 3.5.5 in kosullar altinda, eger s = 1, n = 2 ise

b*f(b)-a*f(a) b
#_ J'a xf(x)dx|

<t (e (a5, 60%)| U IF O+ IF@IT (389
esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).

Teorem3.5.6 f:1 € R, = (0,0) = R fonksiyonu diferansiyellenebilir fonksiyon ve
a,b € I,a < b olmak iizere f’ € L*([a, b]) olsun. Eger |f'|9, q = 1 fonksiyonu s €
[0,1] olmak tizere [0, b] araligi tizerinde s —GA- konveks bir fonksiyon ise bu
takdirde

n

Inb—Ina

< [G(s, (n + Dqlf'(B)|? + H(s, (n + Dqlf" (a)l"] (3.85)

esitsizligi saglanir, burada G ve H daha 6nce verildikleri gibi tanimlidir (Qu ve Ark.,
2014).

Ispat: |f'|9, q = 1 fonksiyonu s € [0,1] olmak iizere [0, b] aralig1 iizerinde s —GA-
konveks bir fonksiyon oldugundan [0, b] araliginda Lemma 3.5.1 ve Holder esitsizligi

dikkate alinirsa
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b f(b)-a"f(a) ff X1 (x) dx|

n

< nb-ina fol a(n+1)(1—t)b(n+1)t|fr(a1—tbt)|dt

- n

£ 1
< Inb-lna (fol 1pdt)p % [fol[a(n+1)(1—t)b(n+1)t|fr(a1—tbt|]th]q

- n

= mblna 1 s, (n o+ Dglf B + H(s, (n + Dalf (@)

n

elde edilir ve boylece Teorem 3.5.6 nin ispati1 kanitlanir.

Sonug¢ 3.5.12 Teorem 3.5.6 nin kosullar1 altinda, eger s = 1 ise

b"f(b)-a"f(a) f(f XL (%) dxl

n

1-1 L
- (iInb-Ina) 4 1

- n [(n+1)q]a

X {[b(n+1)q r L(a("“)q,b(”“)q)]lf’(b)lq + [L(a(n+1)q’b(n+1)q) —
1
a D[ f'(a)|}a (3.86)
esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).

Ispat: Bu durumda

b(n+1)q_L(a(n+1)q'b(n+1)q)

G(lr (n + 1)CI) = InbM+1q_pqan+1)q
ve
H(, (n+ 1)q) = L(a™*D9,p*D4) — G(1, (n + 1)q)

olup sonug kolayca ispatlanir.

Sonug 3.5.12 Teorem 3.5.6 nin kosullar1 altinda, eger s = 1,n = 1 ise
b
bf(b) = af (a) = [ f (x)dx]

< (Inb — Ina)[G(1,2¢)|f"(b)|? + H(1,2q)lf’(a)|q]%, (3.87)

esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).
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Sonug¢ 3.5.13 Teorem 3.5.6 nin kosullar1 altinda, eger s = 1,n = 1 ise

1 1
b2f(b)-a?f(a) _ b (nb-1na) @ (1 \q
RS - [ af (x| < 0= ()

x {[b% — L(a®%, b*D]If' (DI + [L(a®?, b%T) — a3"]|f’(a)l"}% (3.88)

esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).
Ispat: Bu durumda

_ b31-L(a?%,p3%)
G(1,3q) T Inb34-Ina34d
ve

L(a39,p3%)-a34
Inb34—Ina3d °

H(1,3q) =
olup sonug kolayca ispat edilebilir.

Sonug¢ 3.5.14 Teorem 3.5.6 nin kosullar1 altinda, eger n = 1 ise

bf(b) — af () = f} f(x)dx]

< (Inb — Ina)[G(s, 29| f' (D) + H(S,2q)|f'(a)|q]%

esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).

Sonug¢ 3.5.14 Teorem 3.5.6 nin kosullar1 altinda, eger n = 2 ise
b2 f(b)-a’f(a) _ (b
— = fa xf(x)dx|

Inb—Ilna

<= [G(S.3q)|f’(b)|q+H(S,3q)|f’(a)|q]%

esitsizligi saglanir( Qu ve Ark., 2014).

(3.89)

(3.90)

Teorem3.5.7 f:1 € R, = (0,) — R fonksiyonu diferansiyellenebilir fonksiyon ve

a,b € l,a <b olmak iizere f'€ L'([a,b]) olsun. Eger |f'|9, ¢>1, q>p >

0ve %+ é = 1 fonksiyonu s € [0,1] olmak iizere [0, b] araligi lizerinde s —GA-

konveks bir fonksiyon ise bu takdirde

(n+1)(@-p) (n+1)(q—p)

n —_an —
PO [P (x| < 2 ““‘[L(a e ,b a4

n a n
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X [G(s,(n+ Dp)If' ()T + H(s,(n + 1)p)lf’(a)|q]%, (3.91)

esitsizligi saglanir, burada G ve H daha 6nce verildikleri gibi tanimlidir (Qu ve Ark.,
2014).

Ispat: |f'|9, q = 1 fonksiyonu s € [0,1] olmak iizere [0, b] aralig1 iizerinde s —GA-
konveks bir fonksiyon oldugundan [0, b] araliginda Lemma 3.5.1 ve Holder esitsizligi

dikkate alinirsa

b f(b)-a"f(a) ff X1 (x) dx|

n

Inb—lna 1 (n+1)A-0) y(n+1)A—-t) | £ o 1—t ot
<T—"x [ a b |f'(a*~"b"|dt

1

(n+1)(@-p)a-t) (n+1)(g-p)t q

q-1 b a1 dt]

0

Inb—Ina 1
<
=l

1
1 _ o 2
% [fo a(n+1)p(1 t)b(n+1)pt|f (al tbt)lth]q

1
r (+1)(g-p) @+rD@-P\T g
:lnb lna[L(a a1 b a-1 >]
n

X [G(s, (n + Dp)If' (D)7 + H(s, (n + Dp)If'(a)|]
olup Teorem 3.5.7 ispatlanmuis olur.

Sonug 3.5.15 Teorem 3.5.7 nin kosullar1 altinda, eger s = 1 ise

b"f(b)-a™f(a) b_n-1
—_— fa x" f(x)dxl

n

1
1 1—
_ = (n+1)(g-p) (n+1)(q9-p) q
< (inb-Ina) [ 1 ]q Lla a1 ,b q-1

- n (n+1)p

X {[b(n+1)p — L(a(””)p,b(”+1)p)]|f’(b)|q + [L(a(”“)p,b(”“)p) —
aOP)|f' (a) ]9} (3.92)
esitsizligi saglanir (Qu ve Ark., 2014).

Ispat: Bu durumda

b(n+1)p_L(a(n+1)p,b(n+1)p)

Inb(+ 1P —[nq(n+1)p

G(1L, (n + D)p) = [ ta™+DPA-DpE+DRL Gy =
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ve
H(1, (n+ Dp) = L(a®VP, p+0P) — G(1, (n + 1)p).
olup sonug kolaylikla ispatlanabilir.

Sonug¢ 3.5.16 Teorem 3.5.7 nin kosullar1 altinda, eger n = 1 ise
b
bf(b) - af (@) — [, f(x)dx| (3.93)

2(g-p) 2(q-p)

1— 1
< (Inb — lna) [L(a a1 ,b a1 ] "X [G(s, 2p) | (D17 + H(s, 2p)|f'(@)|]a

esitsizligi saglanir (Qu ve Ark., 2014).

Sonug 3.5.17 Teorem 3.5.7 nin kosullar1 altinda, eger s = 1,n = 1 ise
b
bf(b) = af (a) = [ f (x)dx] (3.94)

2(g-p) 2(@q-p)

1-1 )
< (Inb — Ina) [L(a 1 'b?] "X [6(1,2p)If' (D) + H(A,2p)If'(@)]]s

esitsizligi saglanir (Qu ve Ark., 2014).

Sonug 3.5.18 Teorem 3.5.7 nin kosullar1 altinda, eger n = 2 ise

1
m+1)(q-p) (+1)(g-p) 1_5
e, )

2 2 _
b?f(b)-a’f(a) fbxf(x)dx| < (lnbzlna) [L (a 1 b a1

X [G(s, (n+ Dp)If (D)7 + H(s, (n + 1)P)|f’(a)|q]% (3.95)
esitsizligi saglanir (Qu ve Ark., 2014).

Sonug¢ 3.5.19 Teorem 3.5.7 nin kosullar1 altinda, eger s = 1,n = 2 ise

b*f(b)-a*f(a) b
#_ fa Xf(x)dxl

1
1 3a-p)  3(@-p\17g
e B R Gy
2 3p

x {[(b*P — L(a®P, b*P)]If" (D)9 + [L(a®?, b°P) — a3p]|f’(a)lq}% (3.96)

esitsizligi saglanir (Qu ve Ark., 2014).
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Teorem 358 f,g:1 <R, =(0,0) > R fonksiyonlar1 diferansiyellenebilir
fonksiyonlar ve a,b € I,a < b olmak iizere fg € L'([a, b]) olsun. Eger f9 ve g4,
q = 1, fonksiyonlar1 s;,s, € [0,1] olmak tizere [0,b] aralig1 iizerinde sirasiyla

s; —GA- konveks ve s, —GA- konveks fonksiyonlar ise bu takdirde
[2 f0g(x)dx < (Inb — Ina)[L(a,b)]"

X [G(s1+ 52, )f9(b)g9(b) + H(s1 + 52, Df 1 (@) g (a) +

1
+ M(s1,52, Df9(b)g9(a) + M(sz,s1, Df (@) g?(b)]4, (3.97)
esitizligi saglanir, burada G, L ve H fonksiyonlar1 daha 6nce verildikleri gibi olup

M(m,mn,1) = [ t™(1 - t)"a'0-Obltdt (3.98)
dir(Qu ve Ark., 2014).

Ispat: f9ve g9, q =1, fonksiyonlar1 s;,s, € [0,1] olmak iizere [0,b] arahig:
tizerinde sirasiyla s; —GA- konveks ve s, —GA- konveks fonksiyonlar oldugundan fer
t € [0,1] i¢in

f1(@=b") < ¢51f9(b) + (1 — ©)*1f ()
ve
g% (a*~'h") < t2g9(b) + (1 — )2 g%(a)

esitsizlikleri yazilabilir. Bu durumda t € [0,1] olmak iizere x = a'~tht alarak Holder

esitsizligi dikkate alinirsa

[} F)g(x)dx = [, (Inb — Ina)a*~tbtf(a*~tbt) g(a'~tbt)dt

L1
< (inb — Ina) (J, al-tbtdt) “
1

x ([ al bt [ fUb) + (1 — O FU@][E2 g% (B) + (1 = )= g% (@)de] |

= (Inb — Ina)[L(a, b)]l_%[G(& +52, Df(b)g9(b) + H(s1 + 52, Df1(a)g9(a)

+ M(sy, 52, Df1(b)g%(a) + M(sz, 51, Df1(a)g?(b)]a
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olup Teorem 3.5.8 kanitlanmis olur.

Sonug¢ 3.5.20 Teorem 3.5.8 in kosullar1 altinda, eger g = 1 ise
[ F)g(x)dx < (Inb — Ina)

X [G(s1+ 52, Df(@g(a) + H(sy + 52, 1)f (@)g(a) +
+M(51, S2, 1)f(b)g(a) + M(SZ' S1, 1)f(a)g(a)] (399)

esitsizligi saplanir(Qu ve Ark., 2014).
Sonug¢ 3.5.21 Teorem 3.5.8 in kosullari altinda, eger ¢ =1 ves; = s, = 11sg;
[7 F)g(x)dx < (Inb — Ina) (3.100)
x {GEZDI[fb)gb) + f(a)g(a) - f(b)g(a) -
f@g]G(,DIf(b)g(a) + f(a)g(b) — 2f(a)g(a)] + L(a,b)f(a)g(a)}
esitsizligi saplanir(Qu ve Ark., 2014),
Ispat: Bu durumda
M(1,1,1) = 6(1,1) — G(2,1)
ve
H(2,1) = L(a,b) — 2G(1,1) + G(2,1).
olup ispat tamamlanr.

Teorem 359 f,g:1 <R, =(0,0) > R fonksiyonlar1 diferansiyellenebilir
fonksiyonlar ve a,b € I,a < b olmak iizere fg € L'([a, b]) olsun. Eger f9 ve g9,
q = 1, fonksiyonlar1 s;,s, € [0,1] olmak tizere [0,b] aralig1 iizerinde sirasiyla

s; —GA- konveks ve s, —GA- konveks fonksiyonlar ise bu takdirde

f: f()g()dx < (Inb — ma)[G(s2, Dg?(b) + H(sy, Df U (@)]V4

q q 1/
X |G(sp,1)ga1(b) + H(s,, 1)gﬁ(a)] ! (3.101)

esitsizligi saplanir(Qu ve Ark., 2014).
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. a
Ispat: f9ve gi-t, q =1, fonksiyonlar1 s;,s, € [0,1] olmak tizere [0, b] araligi
tizerinde sirasiyla s; —GA- konveks ve s, —GA- konveks fonksiyonlar oldugundan fer

t € [0,1] i¢in
FI@itht) < £4£9(0) + (1~ D*F7(a)
ve
gTH@itht) < £ g (b) + (1 - g (a)

esitsizlikleri yazilabilir. Bu durumda t € [0,1] olmak iizere x = al~th¢ alarak Holder

esitsizligi dikkate alinirsa

1-1/q

2 FeogCadx < (J7 Facodx) " (12 g (o)
< (Inb — Ina) [, a*~*b (¢S f9(b) + (1 — £)*1£9(a)]dt]*

1 q q 1-=

X [ [ attht[es gii(b) + (1 — )% gﬁ(a)dt] ’

= (Inb — n@)[G (sy, DF1(b) + H(sy, Df ()]

1t
q

x [6(s2 DgFIB) + H(s, Vg7 (@)

olup Teorem 3.5.9 kanitlanmis olur.

Sonug 3.5.22 Teorem 3.5.9 un kosullar1 altinda, eger s; = s, = 1 ise;

7 F0g(0dx < {[b — L HYIfI(B) + [L(a, b) — al f (@}

x {[b — L(a,b)]g™(b) + [L(a, b) — a] g#(a)} K (3.102)

esitsizligi saglanir(Qu ve Ark., 2014).
Ispat: Eger, s, = s, = 1ise;

b-L(a,b)
Inb—Ina

L(a,b)—a
Inb—Ilna

G(1,1) = ve H(1,1) =

olup sonug ispatlanmis olur.

79



3.6. (hq, hy) ve (hy, h,, m) — GA Konveks Fonksiyonlar Icin Esitsizlikler

Bu kisimda (hy, hy)-GA-konveks ve (hq, hy, m)-GA-konveks fonksiyonlarin

tamimlarin1 vererek, bu fonksiyonlar i¢in baz1 integral esitsizlikleri elde edilecektir.

Tanmm 3.6.1 f:I € R, = (0,0) - R bir fonksiyon olsun.Eger Vx,y € [vet €
[0,1] icin,

flxty'™) <tf )+ A -Of ) (3.103)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna bir GA-konveks fonksiyon adi verilir (Xi ve
Ark, 2016).

Tanmm 3.6.2 f: [0, b] = R bir fonksiyon olsun. b > 0 ve m € (0,1] igin,

fx+mA -ty <tf(x)+mA-t)f(y) (3.104)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna [0,b] tizerinde bir m-konveks fonksiyon
denir(Xi ve Ark, 2016).

Tanim 3.6.3 f: R, = [0,) - R, bir fonksiyon olsun. s € (0,1], Vx,y €1, ve
A €]0,1] i¢in

fOx+ (1 =Dy) s2fx)+ A =D f(y) (3.105)

esitsizligi saglantyorsa f fonksiyonunun ikinci anlamda s-konveks fonksiyon oldugu
sOylenir(Xi ve Ark, 2016).

Tanim 3.6.4 f:1 € R, — R, bir fonksiyon olsun. s € (0,1] ve Vx,y € I, A € [0,1]
icin,
flty*™) < 25F(0) + A = D f () (3.106)

esitsizligi saglanmyorsa f fonksiyonunun bir GA-s-konveks fonksiyon oldugu
sOylenir(Xi ve Ark, 2016).

Tanmm 3.6.5 f:1 € Ry —» R bir fonksiyon olmak iizere s € [-1,1] ve Vx,y €1,
A€(0,1)

fOAx+ A =Dy) s 2Pf0)+ A -Df(y) (3.107)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonunun bir genisletilmis s-konveks fonksiyon oldugu
sOylenebilir(Xi ve Ark, 2016).
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Tamm 3.6.6 f:[0,b] - R bir fonksiyon olsun. (s,m) € (0,1]%,b > 0ve Vx,y € I,
A € (0,1) igin,
fAx+m(1 —D)y) < 2f(x) + m(1 - D)5f(y) (3.108)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonunun bir (s,m)-konveks fonksiyon oldugu
sOylenebilir(Xi ve Ark, 2016).

Tanim3.6.7 h;:[0,1] > R, ,h; #0, i =1,2, ve f:I1 SR, - R, iki fonksiyon
olsun. Eger her x,y € I ve t € [0,1] i¢in

flxty@9) < b (Of (x) + ho(1 = O () (3.109)
esitsizligi saglanmiyorsa f fonksiyonuna (hq, h,) — GA —konveks fonksiyon denir.
Eger esitsizlik ters yonde saglaniyorsa, bu durumda f fonksiyonuna (hq,h,) —
GA —konkav fonksiyon denir. Buna gore
(1) Eger hy(t) = h,(t) = h(t) ise f fonksiyonu bir h — GA —konveks fonksiyondur;
(2) h(t)=t%,t€ (0,1)ve s € [—1,1] almursa bir h — GA —konveks fonksiyon
genisletilmis s — GA —konveks fonksiyon olarak adlandirilir.

(3) h(t) =t, t € [0,1] alinwrsa bir h — GA —konveks fonksiyon bir GA —konveks
fonksiyon olur(Xi ve Ark, 2016).

Tanmm 3.6.8 h;:[0,1] > Ry ,h; #0, i = 1,2, m:[0,1] - (0,1] ve f:(0,b] » R,
fonksiyonlar1 verilmis olsun. Eger her x,y € (0,b] ve t € [0,1] i¢in

Fxty@-9m®) < hy () f (x) + m(E)hy (1 — OF () (3.110)

esitsizligi saglanmiyorsa f:(0,b] —» R, fonksiyonuna (hy, h,, m) — GA —konvekstir

denir. Sayet esitsizlik ters yonde saglaniyorsa, f fonksiyonuna (hy,h,,m)—

GA —konkav fonksiyon denir. Bu durumda

(1) Eger her t € [0,1] i¢in hy(t) = h,(t) = h(t) ise bu takdirde f:(0,b] - R,
fonksiyonuna (h, m) — GA —konveks fonksiyon adi verilir.

(2) f:(0,b] » R, fonksiyonu bir (h,m) — GA — konveks fonksiyon ve m € (0,1]
olsun. Her t € [0,1] i¢in h(t) = tise f fonksiyonu m — GA —konvekstir denir.
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(3) f:(0,b] » R, fonksiyonu bir (h,m) — GA — konveks fonksiyon ve m € (0,1]
olsun. Her te€[0,1] ve se[-1,1] i¢in h(t) =t° ise f fonksiyonu
genisletilmis (s,m) — GA — konvekstir denir.

(4) f:(0,b] - R, fonksiyonu bir (h,1) — GA — konveks fonksiyon ve m € (0,1] ise
f fonksiyonu (0, b] de h — GA — konveks olur(Xi ve Ark, 2016).

Ornek 3.6.1 f(x) = |Inx|, x € (0,1], m(t) = c(1 —t)%0,t € (0,1),0<c < 1ve
£o €R olsun. Bu takdirde hy(t) = t’rve hy(t) =tf2,t € (0,1) ¢,,¢, ER
olsun. Eger #;,¢, <1 ise f (0,1] deazalanve (hy, h,,m)— GA —konveks,
?1,%, = 1ise (0,1] deazalanve (hq, hy,,m) — GA — konvekstir.

Simdi (hy, h,, m) — GA —konveks fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini gorelim.

Teorem 3.6.1 h;:[0,1] > Ry, h; #0, i =1,2 ve f:1 € R, - R, fonksiyonlari

verilsin. Bu durumda

(1) Eger f:1 - R, fonksiyonu (hy,h,) — GA —konveks ise bu takdirde t € [0,1]
icin hy(t) + h,(1 —t) = 1dir.

(2) Eger f:1 - R, fonksiyonu (hq, h,) — GA —konkav ise bu takdirde t € [0,1] igin
hy(t) + hy(1 —t) < 1.dir(Xi ve Ark, 2016).

Ispat: Eger f:1 —» R, fonksiyonu (hy, h,) — GA —konveks ise bu durumda her x €
Ivet €[0,1] i¢in

f) = flx'x'7) < hy(Of () + ha (1 = O f (x) = [h,(O) + ho (1 = D] (%)
esitsizligi yazilabilir. Ispatin geri kalan1 benzer sekilde ispatlanabilir.

Teorem 3.6.2 h;:[0,1] > Ry, i =1,2,3,4, f:(0,b] » R, ve m:[0,1] - (0,1]

fonksiyonlari verilmis olsun.

(1) Eger f:(0,b] » R, fonksiyonu (hy, h,,m) — GA konveksve t € [0,1] igin
hi(t) < hg(t), hy(t) < hy(t) ise f fonksiyonu (hg, hy, m) — GA — konvekstir.
(2) Eger f:(0,b] » R, fonksiyonu (h,,h,,m)— GA konkavve t € [0,1] i¢in
hi(t) < hs(t) , hy(t) < h,(t) ise f fonksiyonu (hs, hy, m) — GA —konkavdir

(Xi ve Ark, 2016).

Ispat: Sf:(0,b] » R, fonksiyonu (hy, h,,m) — GA konveks ve t € [0,1] icin
h,(t) < h3(t), hy(t) < h,(t) oldugundan her x € (0,b] ve t € [0,1] i¢in
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faxty@om®) < by () (x) + m()hy (1 = 0)f (x)
< h3(O)f () + m(hy (1 - O)f (x)
esitsizligi yazilabilir. Ote yandan f(x) fonksiyonu (0, b] de (h;,m) — GA —konvaks
ve hy(t) = h,(t), t € [0,1] oldugundan her x € (0,b] ve t € [0,1] i¢in
faty@m9m®) 2 by (Of () + m()ha (1 = OF (x)
2 h3(0)f (x) + m()he(1 = ) f (x)
yazilabilir. Boylece Teorem 3.6.2° nin ispati tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.6.1 h;:[0,1] » Ryve f;:(0,b] > Ry, 1 <i<nve m:[0,1] — (0,1]

olsun. Bu takdirde

(1) Eger h(t) = maxi<j<n{hi(t)}, t € [0,1] ve f; fonksiyonlar1 (h;,m) — GA —
onveks ise [[%; f; de (h,m) — GA — konvekstir.

(2) Eger h(t) = minici<,{h;(t)}, t € [0,1] ve f; fonksiyonlar1 (h;,m) — GA —
konkav ise [[i-, f; de (h,m) — GA — konkavdir(Xi ve Ark, 2016).

Ispat: Teorem 3.6.2 ve n iizerinden tiimevarimla ispat yapilabilir.

Teorem 3.6.3 h;:[0,1] > Ry, h; #0, i =1,2, f:(0,b] » R, olmak tizere
g:(0,d] - g((O, d]) c (0,b] vem € (0,1] olsun.

(1) Eger f (0, b] lizerinde artan (veya azalan) ve (hy, h,m) — GA — konveks ve
u = g(x) fonksiyonu (0,d] de m — geometrik konveks (veya konkav) ise,
bu takdirde fog fonksiyonu [0,d] de (hy, h,,m) — GA — KonveKkstir.

(2) Eger f (0,b] Uzerinde artan ( veya azalan ) ve (h;, h,m) — GA — konkav ve
u = g(x) fonksiyonu (0,d] de m — geometrik konveks (veya konkav) ise,
bu takdirde fog fonksiyonu [0,d] de (hq, h,,m) — GA — konkavdir. (Xi ve
Ark, 2016).

ispat: f (0, b] iizerinde azalan ve (hy, h,,m) — GA — konveks oldugunda

(1) Eger u = g(x) fonksiyonu (0, d] de bir m — geometrically konkav ise bu
takdirde her x,y € (0,d] ve t € [0,1] i¢in

g(xty™A=Dy > [g()] [g(n)]™ED

yazilabilir.
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(2) Eger y = f(u) fonksiyonu (0, b] de azalan ve (hq, h,, m) — GA —konveks ise
takdirde her x,y € (0,d] ve t € [0,1] i¢in

f(9Gym@=)) < (19 @I g™ )

< hy(O)f(9(x)) + mh,(1 — ) f (g())

yazilabilir. Dolayisiyla yukarida belirtilen her durumda fog bileske fonksiyonu (0, d]
tizerinde bir (h4, h,, m) — GA —konveks fonksiyon olacaktir. Geri kalan kisim benzer

sekilde gosterilebilir ve boylece de Teorem 3.6.3 ispatlanmis olur.

Simdi (hq, h,, m) — GA —konveks fonksiyonlar1 i¢gin Hermite - Hadamard tipli bazi

yeni esitsizlikleri verebiliriz.

Teorem 3.6.4 h;:[0,1} > Ry, h; #0, i = 1,2, m:[0,1] — (0,1] ve f:R, - R,

fonksiyonu (0, ] araliginda (hq, h,,m) — GA — konveksve 0 < a < b i¢in

b

m(1/2)
b .

feL, ([a, MD ve hq, h, € L;([0,1]) olsun. Bu takdirde

f(\/%) < h1(1/2) f f( )d + m(1/2)h,(1/2) f;f(m(:/z)) dx (3111)

Inb—Ina Inb—-Ina
esitsizligi saglanir(Xi ve Ark, 2016).

ispat: Vab = (ath'"%)/2(a'th*) /2,0 < t < 1, esitligi kullanilarak f: R, — R,

fonksiyonunun (O araliginda (hq, h,,m) — GA — konveks oldugu dikkate

b
"m(1/2)

alinirsa

FVaB) < 1 (5) £ +m (3) ke (3) £ (7575)

esitsizligi yazilabilir. Bu durumda 0 < t < 1 olmak iizere a'~‘b* ve a‘b'~t yerine

x yazilirsa sirastyla

[y F@~tbt)dt = ——— [ f(x)dx (3.112)

Inb—In

ve

f f(ml(lt/l;)) " Inb- lnaf f(m(1/2)) (3.113)

oldugu goriiliir ve boylece teorem ispatlanmis olur.
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Teorem 3.6.5 h;:[0,1} > Ry, h; #0, i = 1,2, m:[0,1] = (0,1] ve f:R, - R,

fonksiyonu (O, %] araligi iizerinde (hq, h,,m) — GA — konveks ve 0 < a < b igin

feL, ([a, %]) ve hy, h, € L,([0,1]) olsun. Bu takdirde

[ FGodx < min{f (@) [y ha(©)dt +
mf (=) [ ha(D)dt , £(b) f, hy(O)dt +mf (2) [} hy(O)dt}  (3.114)

Inb—Ina

esitsizligi saglanir. Eger 6zel olarak her t € [0,1] i¢in hq(t) = h,(t) = h(t) alinirsa

f f(x)dx < min {f(a) + mf( ) f(b) + mf (%)} fol h(t)dt

Inb—Ina

olur (Xi ve Ark, 2016).

Ispat: x = a’~*h*,0 < t < 1, olmak iizere f: R, — R, fonksiyonunun (O'm(llj/z)]

araliginda (hq, h,,m) — GA — Konveks oldugu ve (3.112) esitligi dikkate alinirsa

- ff(x)dx—j f(al~tht)dt

<mm{f(a)j hl(t)dt+mf j h,(t)dt, f(b)j h,(t)dt

+mf (%) JO hz(t)dt}

esitsizligi elde edilir ve boylece teorem ispatlanmis olur.
Sonug¢ 3.6.2 h,(t) =t5tve h,(t) =t%2, t € (0,1), 51,5, € (—1,1] vem € (0,1]
olmak tizere f: R, » R, fonksiyonu (0, %] araligi iizerinde (hq, h,,m) — GA —

konveksve 0 < a < bigin f € L, ([a,%]) olsun. Bu takdirde

L ® f(x)dx < min {f @ ) s ™ (%)} (3.115)

Inb-Ina“a s1+1 Sp+1 ' sp+1 Sp+1
olur (Xi ve Ark, 2016).
Teorem 3.6.6 h;:[0,1} > Ry, h; #0, i = 1,2, m:[0,1] - (0,1] ve f:R, - R,
fonksiyonu (O, mi] araliginda (hq, h,,m) — GA — konveks ve 0 < a < b igin

2

feL, ([a, %]) ve hy, h, € L1([0,1]) olsun. Bu takdirde
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hy(1 h,(1/2) (P
(‘/_)—ll(/)ff()d Tlan(l/na) f(i)dx

< mm{[hl( )f(a) +mh2 ( ” hy(6)dt

nl <—>f<f>+mhz B ([ hoa o 0

+mh2 ] f h,(t)dt

+m|hy (z)f by (5 U hz(”dt}

esitsizligi saglanir (Xi ve Ark, 2016).

Ispat: f:R, - R, fonksiyonu (O, mi] araliginda (hq, h,, m) — GA — Konveks

2

oldugundan

F(VB) < h (3) F@5) + iy ()7 <a17:bt>

< min {hl (%) [h1(1 —t)f(b) + mhy()f (%)]
+ mh, (%) [R6); (%) +mhy(1-0f ()|
b (3) [ (1 = OF 0) + mhy(Of (2)]

+mhy (3) [l @F (2) + mho(L - 07 ()]}

esitsizligi yazilabilir. Bu durumda 0 < t < 1 olmak iizere a'~‘b* ve a‘b'~t yerine

x yazilir ve esitsizligin her iki tarafinin t € [0,1] e gore integrali alinirsa

V) < 5 )ff( e abf(%)dx
Smin{[hl (—) £(@) + mh, (1 f 3 J (Dt

+m [hl (%)f( + mh2 ” h,(H)dt,
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Q0+ () (O] o

o g )+ e (3) )] oo

oldugu goriiliir ve boylece teorem ispatlanmis olur.

Sonu¢ 3.6.3 h:[0,1} > Ry, h #0, m:[0,1] - (0,1] ve f:R, » R, fonksiyonu
(o, %] arahginda (h,m) — GA — konveks ve 0 < a < b icin f € L, ([a %]) ve
h € L,([0,1])olsun. Bu takdirde

hl(z/172)) ~ Inb- lnaf [f(x) t mf( )] dx

< min {7+ (£) # o () 4 07 (2).

2mf(%)+f(b)+m2f(r:) f(a)+m2f( )+2mf( )

mf () + F(b) + m?f (=) + mf ()} [, h(t) (3.116)
esitsizligi saglanir (Xi ve Ark, 2016).

Ispat: Teorem 3.6.6 da her t € [0,1] icin h,(t) = h,(t) = h(t) almarak istenilen
esitsizligin saglandig1 kolayca gosterilebilir.
Sonug 3.6.4 Sonug 3.6.3 {in sartlar1 altinda eger t € [0,1] i¢in h(t) = tSves € (—1,1]

alinirsa bu takdirde

25f(Vab) <

Inb— lnaf [f(x)+mf (%)] dx
Ss%lmin{f(a)+mf(%)+mf(%)+m2f(%),
2mf (£)+ f(b) + m*f (o), f(@) +mf (=) + 2mf (=),

mf () + F(b) + m*f (=) +mf (=)} (3.117)

esitsizligi saglanir (Xi ve Ark, 2016).
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Teorem 3.6.7 h;: [0,1} » Ry, h; #0,i = 1,2, m:[0,1] - (0,1] ve f,g:R, = R,

fonksiyonlari (O,ﬁ] araliginda (hy, h,,m) — GA —konveks ve 0 < a <b

icin fg € L, ([a'm(i/z)]) olsun. Bu takdirde

f(Vab)g(Vab) < L2 (b £y g (x)dx

Inb—Ina
m(1/2)h1(1/2)h,(1/2) x x
+ Inb—Ilna f [f (m(l/z))g(x)+f(x)g (m(l/z))] dx
[m(1/2)h;(1/2)]?
+ Inb—Ina f f(m(l/z)) (m(l/z))dx (3'118)

esitsizligi saglanir (Xi ve Ark, 2016).

Ispat: f,g: R, » R, fonksiyonlarinin (0 araliginda (hq, h,,m) — GA —

b
"m(1/2)

konveksliginden

f(Vab)g(Vab) < [y (2) fa'b™ +m (2 b (2) £ (22)]

<[ ()o@t +m () ()9 (5]

esitsizligi yazilabilir. Bu durumda 0 < t < 1 olmak iizere a'~‘b* ve a‘bl™t yerine

x yazilir ve esitsizligin her iki tarafinin t € [0,1] e gore integrali alinirsa istenilen

sonug elde edilir ve bdylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 3.6.8 i = 1,2, olmak tiizereh;: [0,1} - R,, h; # 0, m,,m,:[0,1] - (0,1],
f,g9: R, = R, olsun. Eger f fonksiyonu (O,mil] araligi iizerinde (hy, hy, my) —
GA — konveks ve g fonksiyonu ise (O,miz] araligi iizerinde (hq, h,,m,) — GA —

konveks olmak iizere 0 < a < b i¢in fg € L,([a, b]) ve hy h,* € L;([0,1]) ise bu
takdirde

Inb— lnaf f(x)g(x)dx

< f@g(@) [y ki (Ot +mumof (-) g () [y ha” (Ot

+maf @g (3) + mif (35) 9@)] J; @R (1 = )t (3.119)

esitsizligi saglanir(Xi ve Ark, 2016).
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Ispat: x=a'"t'h?,0<t <1, olmak iizere f,g:R,—> R, fonksiyonlarmin
(hq, hy, m) — GA — konveksliginden

7 Fg(dx = [ f(a'"tbt)g(al"tht)de

Inb—Ina
< f; [m©OF @ + mih(1 = 0f (37)] [ ©g(@) + moha(1 - g ()] at
= f(@g(@) [, hi* (Ot +mymaf () g (=) [y ha” (Ot

+maf (@g (-2) +muf () 9@ fy ha(®ho(1 = Dt

esitsizligi yazilabilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Sonug¢ 3.6.5 Teorem 3.6.8 in sartlar1 altinda eger her t € [0,1] igin hy(t) = h,(t) =
h(t) alinirsa bu takdirde

[} FGg(0)dx = [y f(a*~b%)g(a*~tbO)dt

Inb—-Ina
< [f@g@ +mmof () 9 ()] f; K20t
+[maf @9 (-2) +muf () 9@ fy ha(Oho (1 = Dt

esitsizligi saglanir. Ozellikle eger t € [0,1] i¢in h(t) =t5 ve s € (—%, 1] ve m; =

m, = m alinirsa bu takdirde

[P f@g@ydx < 2= [f@g(a) + m?f (%) g (2)]

Inb—Ina 2s5+1

+m. B(s+1s+1)[f(a)g( ) f( )g(a)]

esitsizligi saglanir(Xi ve Ark, 2016).
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4, SONUC ve ONERILER

Son yillarda esitsizlikler ve konvekslik iizerine ¢cok sayida ¢aligmalar yapilmaktadir.
Hem esitsizlikler hem de konvekslik sadece matematigin degil diger bir¢ok bilim
daliin ilgisini ¢eken konular olmustur ve ¢ekmeye de devam edecektir. Tezimizin
Giris kisminda da belirttigimiz gibi konvekslik fizik, biyoloji, tip, giizel sanatlar,
miizik, endiistri, finans matematigi, cografya, miithendislik, matematiksel istatistik,
oyun teorisi, termodinamik ve insan anatomisi basta olmak tizere giinliik hayatimizda

pek ¢ok yerde karsimiza ¢ikmaktadir.

Bu ¢alismada konveks fonksiyonlar igin verilen esitsizliklerden yola ¢ikarak, ilk olarak
Geometrik-Aritmetik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli bazi integral
esitsizlikleri verilmistir. Daha sonra bir fonksiyonun tiirevinin mutlak degerinin
herhangi bir kuvvetinin (a,m) — GA konveks olan fonksiyonlar ve Gligli GA -
konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard tipli baz1 integral esitsizlikleri elde
edilmistir. Ayrica GA — h —konveks ve GA — s —konveks fonksiyonlar igin
Hermite-Hadamard tipli bazi integral esitsizlikleri elde edilmistir. Son olarak
(hy,hy) — GA —konveks ve (hq,h,,m) — GA —konveks fonksiyonlar igin
bazi esitsizlikler Holder ve Power-Mean integral esitsizliklerinden yararlanarak elde

edilmistir.

Bu tezde verilenlere ilaveten m — ve (a, m) —Logaritmik konveks fonksiyonlar
icin benzer esitsizlikler verilebilir. Tiirevinin mutlak degeri (a, m) —HA-konveks
veya kuvvetli HA-konveks fonksiyonlar ve benzer sekilde tiirevinin mutlak degerinin
herhangi bir kuvveti (a, m) —HA-konveks veya kuvvetli HA-konveks fonksiyonlar
igin esitsizlikler tiiretilebilir. Koordinatlarda konveks fonksiyonlar ve bunun gibi
cesitli simiflar i¢in benzer integral esitsizlikleri Holder ve Power-Mean integral
esitsizliklerinden yararlanarak elde edilebilir. Ayrica bu esitsizliklerin 6zel olarak

stokastik siiregler i¢in de saglanip saglanmadig: arastirilabilir.
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