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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

TAM OLMAYAN METRIK UZAYLARDA BAZI SABIT NOKTA
TEOREMLERI

Fatma POLAT

1. Damisman: Dr. Ogretim Uyesi Giilean ATICI TURAN
2. Damisman: Dr. Ogretim Uyesi Hiiseyin ISIK
2018, 62 sayfa
Bu tez caligmasinda, tam olmayan metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremleri
incelenmistir. Bu ¢alisma ii¢ bblimden olusmaktadir. i1k béliim giris kismi olup, bu ¢alisma ile
ilgili &n bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde materyal ve yontem baglig: altinda konuya iliskin
temel kavramlar verilmistir. Daha sonra sabit nokta kavrami ve Banach biiziilme prensibi,
a-tam metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri ve a-tam metrik uzaylarda genellestirilmis
Wg-kiime degerli bliziilme déniisiimleri igin sabit nokta teoremleri incelenmistir. Uglincii béliim
olan aragtirma ve bulgular kisminda ise w-uzaklik yéntemi ile R-bagintili kiimeler {izerinde
sabit nokta sonuglari incelenmistir, Daha sonra w-g-uzaklik ve genellestirilmis w-a-rasyonel
bliziilme dSniisimi tanimi ve ilgili teorem ve 6rnek verilmistir. Ayrica w-a-rasyonel biiziilme
dénligiimil tanimi yapilmig ve bu tanim kullanilarak sabit nokta ile ilgili teorem ifade ve ispat

edilmistir.

Son béliim olan tartigma ve sonug béliimiinde, burada elde edilen sonuglar yorumlanmig

ve literatiirdeki bazi sabit nokta teoremlerinin var oldugu vurgulanmustir.

Anahtar Kelimeler: Ikili bagint:, Sabit nokta, a-gegigli doniisimii, @-tam metrik uzay,

w-uzaklik.
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ABSTRACT

Master’s Thesis

SOME FIXED POINT THEOREMS IN NON-COMPLETE METRIC SPACES

Fatma POLAT

1. Supervisor: Dr. Lecturer Giilean ATICI TURAN
2. Supervisor: Dr. Lecturer Hiiseyin ISIK

2018, Page: 62

In this thesis, some fixed point theorems in non-complete metric spaces are
investigated. This study consists of three chapters. The first chapter is the introduction part and
the preliminary informations about this work is given. In the second chapter, under the title of
material and method, basic concepts related to the subject are given. Then fixed point concept
and Banach contraction principle, fixed point theorems in a-complete metric spaces and fixed
point theorems for generalized wy-set-valued contraction mappings in a-complete metric spaces
are investigated. In the third chapter, research and findings, fixed point results on R-relation sets
by w-distance method are examined. Then the definitions of w-a-distance and the generalized
w-a-rational contraction mapping, related theorem and example are given. Also, w-q-rational
contraction mapping is defined and by using this definition, the theorem related fixed point is
expressed and proved.

The part of discussion and conclusion that is final chapter, the results obtained here in

interpreted and it is emphasized that some fixed point theorems exist in the literature.

Keywords: Binary relation, Fixed point, a-admissible mappings, a-complete metric

space, w-distance.
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1. GIRIS

Sabit Nokta Teorisi matematigin birgok alt dalinda (fonksiyonel analiz, genel
topoloji, diferansiyel denklemler, yaklagim teorisi ve benzeri) genis uygulama alanlarina
sahip oldugundan halen bu konu iizerinde yogun olarak caligilmaktadir. Bunlarin
diginda biyoloji, kimya, fizik, istatistik ve ekonomi gibi alanlarda da uygulamalar
goriilmektedir (Jungek, 1986; Giindogdu, 2005 ve Isik, 2016).

X bos olmayan bir kiime ve T:X — X bir déniigiim olsun. Tx = x ozelligini
saglayan x € X noktasina T nin bir sabit noktas: denir. Yani, T doniisiimii altinda
degismeyen bir nokta T nin sabit noktasidir. Geometrik olarak reel degiskenli ve reel
degerli bir doniistimiin sabit noktasi, doniigiimiin grafigi ile y = x dogrusunun kesistigi
noktadir. Sabit noktanin tanimindan X kiimesi veya T doniigiimii tizerinde higbir yapiya
gerek olmadig: igin, Sabit Nokta Teorisi calismalari bir doniisimiin sabit noktasinin
hangi kosullar altinda var olugunu arastirmaktadir. Dolayisiyla sabit nokta teorisi bir
varlik teorisidir. Bu teoriler genellikle sabit noktanin ne olacagini belirtmemektedir.
Ancak bazi sabit nokta teoremleri sabit noktanin varliinin yan: sira tek olup

olmadigny, tek ise nasil bulanabilecegini de gostermektedir (Helvaci, 2014; Isik, 2016).

Banach (1922) tam metrik uzaylarda sabit nokta teorisi ¢alismalarini baglatmis
ve biizillme doniigtimii prensibi olarak da bilinen teoremi ifade ve ispat etmistir: "(X, d)

tam metrik uzay ve T: X — X bir biiziilme déniigiimii olsun, yani her x, ¥ € X i¢in
d(Tx,Ty) < kd(x,y)

olacak sekilde bir k € [0,1) meveut olsun. Bu durumda T, X de bir tek sabit noktaya
sahiptir."

Nadler (1969) yaptigi ¢alismalarinda “4, B € CI(X) igin H:ClI(X) X Cl(X) -
R U {0} déniisiimii, adan B € X e uzakhg d(a, B) = inf{d(a, b): b € B} alindiginda
H(A, B) = max{sup,e, d(a, B), sup,cp d(b, A}’ Hausdorff metrigini kullanarak,
kiime degerli biiziilme kavramini verip, biiziilme prensibinin kiime degerli versiyonunu
ispatlamugtir: “(X, d) bir metrik uzay ve T: X — CB(X ) kiime degerli déniistim olsun.
Eger her x,y € X igin

H(Tx,Ty) < kd(x,y)



olacak sekilde bir k € [0,1) sabiti varsa T ye kiime degerli biiziilme doniisiimii ad,
verilir”,

Ilk olarak Kada vd. (1996) w-uzaklik fonksiyonu kavramini tanimlamislar:
“(X,d) bir metrik uzay olsun. Her bir x, ¥,z € X igin asagidaki sartlar saglanirsa
w: X X X — [0, o) fonksiyonuna X iizerinde bir w-uzaklik denir.

W) w(x,2) < w(x, y) + w(y,2);
(W2) w(x,.): X — [0, ©) doniisiimii alttan yar siireklidir.

(w3) Herhangi bir € > 0 igin w(z,x) <& ve w(z,y) <6 iken d(x,y) <e¢
saglayan en az bir § > 0 vardir”. Daha sonra bu tanimi sabit nokta teorisinde kullanarak

tnemli sonuglar elde etmislerdir.

Samet vd. (2012) yilinda a-gegisli dSniisiimii tanimlamusglar: “T: X — X bir
déniisiim ve a: X X X — [0, ) bir fonksiyon olsun. Her x,yEX igcin a(x,y)=1=>
a(Tx, Ty) = 1 oluyorsa T ye bir a-gecisli doniigiimii denir”. Diger taraftan tam metrik
uzaylarda sabit nokta ile ilgili teoremleri ifade ve ispat etmislerdir. Daha sonra Hussain
vd. (2014) a-n-tam metrik uzay ve a-n-siirekli fonksiyon kavramlarini tanimlamislar ve
a-n-tam metrik uzayda rasyonel biiziilme doniistimleri icin sabit nokta sonuglarini elde

etmislerdir.

Nadlerden sonra geligtirilmeye baglanilan kiime degerli doniisiimler ve
w-uzaklik fonksiyonu ile birlikte cok sayida teorem ispatlanmistir, Kutbi ve
Sintunavarat (2013) genellestirilmis w,-kiime degerli biiziilme doniisiimiini
tanimlamiglar ve a-tam metrik uzaylarda bu doniistimii kullanarak sabit nokta
teoremleri ispatlamiglar. Boylece daha kullanisli sonuglar elde etmislerdir.

Son zamanlarda Senapati ve Dey (2017) w-uzaklik kavramini kullanarak keyfi
bir ikili bagnt ile verilen metrik uzaylarda Banach sabit nokta teoremini ispatlamiglar

ve bazi sartlari getirerek sabit noktanin tekligini gOstermislerdir.

Bu ¢alismada, w-a-uzaklik, kiime degerli genellestirilmis w-a-rasyonel biiziilme
dOniisiimii ve w-a-rasyonel biiziilme déniigiimii kavramlarini tanimladik. Ayrica bu

kavramlar ile ilgili &rnekler, teoremler ve bu teoremlerin ispatlarini verdik.



2. MATERYAL ve METOT

2.1. Temel Kavramlar

Bu boliimde daha sonraki bélimlerde kullanilacak bazi temel tamimlar

verilecektir,

2.1.1. Tamm A ve B bos olmayan iki kiime olsun 4 nin her bir elemaniy B nin
bir ve yalniz bir elemanna gétiiren bir f bagintisina A dan B ye bir doniisiim denir ve

f:A - B ile gosterilir (Bayraktar, 1994).
2.1.2. Tamm [a, b] = {x € R:a < x < b} kiimesine kapali aralik,
(a,b) = {x € R:a < x < b} kiimesine agik aralik,
(a,b] = {x € Ria < x < b} kiimesine soldan agik sagdan kapali (yari agik) aralik ve

[a,b) = {x € R:a < x < b} kiimesine soldan kapali sagdan agik (yari agik) aralik

denir. Sonsuz agik araliklar a € R igin

(@,0) ={xeR:x>a}, (—~o,a)={x ER:x < a}
Sonsuz kapalr araliklar a € R igin

[a,0) ={x eERix>a}, (—o,b]l={xeR:x< a}
dir (Sarigél ve Jafarov, 2007).

2.1.3. Tamm X bogtan farkli bir kiime ve d: X X X — [0, +00) fonksiyonu
asagidaki sartlari sagliyorsa d ye bir metrik, (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir.

N dx,y) =0 x=y,

Her x,y, € X igin

(i) d(x, y) = d(y, %),

Her x,y,z € X igin

(iii) d(x, z) < d(x, y) + d(y, z)dir (Bayraktar, 1994).

Ornegin; Her x,y € R igin d(x,y) = |x — y| ile tanimlanan bir d: R X R —
[0, +00) fonksiyonu R iizerinde bir metriktir. Bu metrife R nin mutlak deger (alisiimis,

dogal) metrigi denir (Bayraktar, 1994).

2.1.4. Tamm (X, d) bir metrik uzay ve (x,,), X de bir dizi olsun.
3



(1) Her € > 0 ve n € N igin n > ny oldugunda d(x,, x) < £ olacak sekilde bir
ng dogal sayisi varsa (x,,) dizisi x noktasina yakinsar denir. Kisaca x,, — x ile gosterilir
(Bayraktar, 1994),

(ii) Her € > 0 sayisina karsilik m,n € N ve her m,n> N igin dlxmxn) <€

olacak bicimde bir N € N varsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Soykan, 2012).

(iii) Her n € N igin X deki her (x,,) Cauchy dizisi X de yakinsak ise yani x,, — x
ve x € X ise (X, d) ye tam metrik uzay veya kisaca tam denir (Bayraktar, 1994).

2.1.5. Tanmm (X, d) ve (Y, p) iki metrik uzay, f: X - Y bir doniigiim ve x4 € X
olsun. Her bir &> 0 igin d(x,x,) <& sartint saglayan p(f(x), f (x0)) < € olacak

sekilde bir & > 0 sayisi varsa f ye x, noktasinda siirekli denir. Eger f her x, € X igin
siirekli ise, X de stireklidir denir (Musayev ve Alp, 2000).

2.1.6. Tamm f:R— RU{—o,00} bir fonksiyon ve X9 €E R olsun.
limy,y, inf f(x) = f(x,) ise f fonksiyonuna x, noktasinda alttan yari siireklidir denir

(Suzuki and Takahashi, 1996).

2.1.7. Tamim L bos olmayan bir ciimle ve F, reel veya kompleks sayilar cismi
olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F iizerinde lineer uzay (veya vektor uzay)

denir.
A. L, + iglemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
G1.Herx,y € L igin x + y € L dir. (kapalilik 6zelligi)
G2.Herx,y,z € Liginx + (y +z) = (x + y) + z dir. (birlesme ozelligi)

G3. Her x € L igin x + 6 = 6 + x = x olacak sekilde bir 8 € L vardur. (6zdes

eleman 6zelligi)

G4. Her bir x € L igin x + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde bir —x € §

vardir. (ters elemanin varlig)
GS.Herx,y € Liginx +y = y + x dir. (degisme ozelligi)
B.x,y € Lve a, B € F olmak iizere asagidaki sartlar saglanur.
L1. a.x € L dir. ( skalerle carpmaya gére kapalilik)

L2. a.(x +y) = a.x + a.y dir.



L3.(a+B).x = a.x + B.x dir.
L4. (af)x = a.(B.x), (aB).x = a.(B.x) dir.
LS. 1.x = x dir. (Burada 1, F nin birim elemanidir.) (Bayraktar, 1994).

2.1.8. Tamm N bir lineer uzay olsun. ||.||: N = R fonksiyonunun x deki degeri
llx|| ile gosterilsin. Bu fonksiyon asagidaki sartlar1 sagliyorsa ||.|| ye N de bir norm

denir. Her x, y € N igin
@lxl=0e=x=0
(i) llax|l = |a|]lx]|
(iii) llx + yl < |lxIl + lly|| (Bayraktar, 1994).
2.1.9. Tamim (x,,) dizisi verilmis olsun. Eger her n € N igin

() xp <Xpyq ve x> x,,q ise (x,) dizisine sirastyla monoton artan ve

monoton azalan dizi,

(i) xp, < xp4q ve X, = x4 ise (x,) dizisine sirastyla azalmayan ve artmayan

dizi ad1 verilir (Sarigdl ve Jafarov, 2007).



2.2. Sabit Nokta Kavrami ve Banach Biiziilme Prensibi

2.2.1. Tamim X bogtan farkl: bir kiime ve T: X — X bir dOniisiim olsun. Eger bir
x € X igin Tx = x ise, x noktasina T nin bir sabit noktas! denir (T(x) = x) (Agarwal,
2007).

2.2.2. Ornek

(i) X bostan farkl: bir kiime olmak tizere I: X — X Ozdes doniiglimil i¢in X in her

bir noktasi bir sabit noktadir.

(i) fiR->R; f(x) =x? biciminde tanimlanan fonksiyonun sabit noktalar:
x=1vex = 0dr.

(i) X =R ise T:X - X, Tx = x* — x2 — x dniigiimiintin x, = —1, By =00,
X3 = 2 sabit noktalari vardur.

(iv) T:(0,1] »(0,1], Tx = sinx donisiimiiniin sabit noktas yoktur. Bu
doniistim i¢in x = 0 tek sabit nokta olabilirdi.

(V)X =RveY =R", n>1 olmak iizere herhangi bir T: X — Y déniisiimiiniin
sabit noktast yoktur.

vi) X = (~4,3] olmak iizere T:X — X, x = %(x +§) doniisimiiniin sabit
noktalar1 —3 ve 3 tiir.

(vii) T:R?* - R?, T(a,u) = (@, —u) bigiminde tanimlanan fonksiyon igin
{(a, 0): @ € R} kiimesinin her bir elemani T i¢in sabit noktadr.

2.2.3. Tanim X bostan farkls bir kiime ve T: X — X herhangi bir doniisiim olsun.
x € X i¢in x in T altindaki n. iterasyonu T™x ile gosterilir ve T+1x = T(T™x) olarak
tanimlanuir (Picard, 1890; Karahan, 2015).

2.2.4, Tammm X bostan farkli bir kiime ve T1,T3: X - X herhangi iki déniisiim
olsun. Eger T;x = T,x = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T, ve T, nin
ortak sabit noktasidir denir (Jungck, 1986).

2.2.5. Ornek X = R olmak iizere

T, T3:X > X, Tix =x—cosx ve T,x=x— cotx
dontisiimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi { 2k + 1) ;—r k€ Z} dir.
2.2.6. Ornek X = R olmak iizere

T X > X,Tix=x*+2x—2 ve Tox=x2—2x+2



doniistimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi {1} dir.
2.2.7. Tanim (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir ddniisiim olsun.
a.Herx,y € X igin
d(Tx,Ty) < kd(x,y) 1

olacak gekilde bir k > 0 sabit sayisi varsa T ye Lipschitz doniisiim denir. (1) esitsiz-

ligine Lipschitz sart: ve bu sart1 saglayan en kiigiik k sayisina da Lipschitz sabiti denir.

b. Eger (1) esitsizligi 0 < k < 1 olmasi halinde saglantyorsa T' ye biiziilme veya

daraltma doniisiimii denir.
¢. Her x, y € X i¢in k = 1 olmasi halinde
d(Tx,Ty) < d(x,y)
ise T ye genislemeyen déniisiim denir.
d.Herx,y € X ve x # y i¢in
d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise T ye biiziilebilir doniisiim denir (Agarwal, 2009; Karahan, 2015).
Her Lipschitz doniisiimii siireklidir. Ciinkii her & > 0 i¢in

&

dlx,y) <é =+

iken
d(Tx,Ty) < kd(x,y) <ké =¢

olup T Lipschitz doniistimii siireklidir. Dolayisiyla T siirekli degilse, biiziilme veya

genislemeyen doniisiim olamaz.

Lipschitz kogulunu saglayan her doniisiim diizgiin siireklidir fakat tersi dogru
degildir. Lipschitz doniigiimii diizgiin siirekli oldugundan yukaridaki doniisiim siniflary
da diizgiin stireklidir (Tiirkan, 2014).

2.2.8. Ornek X = [—%,ﬂ olmak tizere T: X — X,
0, x=0

T = {fsini, x#0
2 x

doniistimil stirekli fakat Lipschitz bir doniisiim degildir.

7



2.2.9. Teorem (Banach Biiziilme Déniigiimii Prensibi) (X, d) tam metrik uzay
ve T: X — X bir biiziilme doniisiimii olsun. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir
(Banach, 1922; Karahan, 2015,

Ispat. T biiziilme déniigiimti oldugundan her x, y € X icin
d(Tx,Ty) < kd(x,y), 0<k<1
olacak sekilde bir k reel sayisi vardir. Xo, X de keyfi bir nokta ve

X1 = Txo, Xy = Tx1 = szD, oy X = Txn._l = T“xo
olsun. Bu durumda

d(xn+1» xn) = d(Tan Txn—l)
= kd(xn: xn—l)
= kd(Txp_y, Txp_)

= kzd(xn—lx xn—z)

< F*d (. x,)
dir. Eger m > n ise
A% Xm) < d(Xn, Xng1) + A, Xpgz) + o+ d(Xm_1, Xm)
< k™d(xo, x1) + K" d (xg, 1) + - + k™ 1d (g, x,)

SE'A+k+E 4+ k™ Dd(x, %)

1—fmn

< n
<k e

d(xﬂl xl)

<1 dlo,x) > 0 (ke [0,1))

bulunur. Buradan (x,,) dizisi X de bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan lim,, ., Xn =

x olacak sekilde X de bir x noktas: vardir, T stirekli oldugundan n — oo iken
X = 1My o0 Xp4q = limy g T, = T(lim,,_ o, ) = Tx

olur ve bu yiizden x, T nin bir sabit noktasidir. Ayrica x noktas tektir. Gergekten eger y

baska bir sabit nokta ise

d(x,y) = d(Tx,Ty) < kd(x,y)



yazilabilir. k < 1 oldugundan d(x,y) = 0 yani y = x dir.
Not. Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan biiziilme dontisimlerinin sabit
noktalarinin mevcut olmasi gerekmez. Bunun igin ya uzay fizerine ya da doniisiim

lizerine bazi ek kosullar konulmas: gereklidir. Ornegin;

X =1(0,1] olmak tizere T:X - X ve Tx=§ doniisimiinii alalim. Bu T

doniigiimii biiziilme doniisimiidiir, fakat sabit noktasi yoktur,



2.3. a- Tam Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

2.3.1. Tamm T: X — X bir doniisim ve a: X X X — [0, o) bir fonksiyon olsun.

Her x,y € X i¢in
alx,y)21=a(Tx,Ty) 21
oluyorsa T ye bir a-gegisli doniigtimii denir (Samet vd., 2012).

2.3.2. Tamm T:X — X bir doniisim ve a,7m: X X X — [0,00) iki fonksiyon
olsun. Her x, y € X igin

a(x,y) Z2n(x,y) = a(Tx,Ty) = n(Tx, Ty)
oluyorsa T, 1 ye gore bir a-gegisli doniistimdiir denir (Salimi vd., 2013).

Yukaridaki tanimda 7(x,y) =1 almrsa 2.3.1. Tammi elde edilir. Ayrica

a(x,y) = 1 alursa T ye bir n-altgecisli doniisiim denir.

2.3.3. Tanim (X, d) bir metrik uzay ve a,7: X X X — [0,00) olsun. Hern € N
i0in @(Xn, Xn41) 21X, Xp41) sartinn sagliyan her (x,) Cauchy dizisi X de yakinsak
ise X metrik uzaymna a-n-tam denir. Her x,y € X i¢in n(x,y) = 1 ise X e bir a-tam
metrik uzay ve her x,y € X igin a(x,y) = 1 ise (X, d) ye bir n-tam metrik uzay denir
(Hussain vd., 2014).

2.3.4. Ornek X = (0,00) olsun ve d(x, y) = |x —y| metrigi X iizerinde
tanimlansin. 4, X in kapali bir alt kiimesi olsun. @, 1: X X X — [0, ) déniisiimleri

_{x+»)? X,y €4,
a(x,y) = {0, diger durumlarda,

ve

n(x,y) = 2xy,
seklinde tanimlansin. Agikcasi, (X,d) bir tam metrik uzay degildir, fakat (X,d) bir
a-n-tam metrik uzayidir. Gergekten, her n € N igin (xp,), a(xy, Xn41) = 1(xX0 Xpe1)
olacak sekilde X de bir Cauchy dizisi ise her n € N igin x,, € A dir. Simdi (4, d) bir tam
metrik uzay oldugundan n — oo iken x,, = z olacak sekilde z € A vardir (Hussain vd.,

2014).

2.3.5. Tamm (X, d) bir metrik uzay olsun. a,7: X X X - [0,0) ve T: X - X
olsun. x €X ve m— oo iken x, - x oldufunda her n € N igin a(x, xq) =
10



a- n-stirekli doniisiimii denir (Hussain vd., 2014).

2.3.6. Ornek X = [0,%) ve d(x,y) = |x —y|, X lzerinde bir metrik olsun.
T:X - Xvea,n:X XX - [0,) déniigiimleri

x5 x € [0,1]
T s ' ’ )
& {sinnx +2, (1, 00),
_ x2+y2+1, X,y E [011]1
alx,y) = {0’ diger durumlarda,
ve
n(xr y) = xz'

seklinde tanimlansin.

Acikcasi T siirekli degildir. Fakat T, (X, d) iizerinde a- n-siireklidir. Gergekten,

n — oo iken X, = x ve @(Xp, Xn41) = Ny, X,41) ise 0 halde x,, € [0,1] dir ve bdylece
Hit0 s 00 Ly, = Jityy oo 068 = 0™ = T
dir (Hussain vd., 2014).

2.3.7. Tamm 1):[0,0) — [0,00) fonksiyonu asagidaki sartlari saglarsa

(c)-kiyaslama fonksiyonudur denir.
(i) ¢ fonksiyonu azalmayan;

(i) a€(01), ko€N ve herhangi bir t€R* ve k=k, igin
YRI(E) < ap®(t) + v; olacak sekilde terimleri negatif olmayan yakinsak bir

> v, serisi vardir (Bianchini and Grandolfi, 1968).

k=1
Tiim (c)-kiyaslama fonksiyonlarinin kiimesini W ile gisterecegiz.
2.3.8. Lemma yy € W ise bu taktirde asagidaki sartlar saglanir:
(i) Her t € RTigin n = oo iken (w“(t))nEN sifira yakinsar;
(ii) Her t € (0, 00) igin Y(t) < ¢t;

(iii) y sifirda stireklidir;

11



(iv) Her t € R¥igin )" y*(¢)serisi yakinsaktir (Berinde, 2007).
k=1

2.3.9. Tanmim (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir déniisiim olsun.

d(x,Tx) d(y,Ty) d(x,Ty)+d(y,Tx)]
1+d(x,Tx) " 1+d(y,Ty)’ 2

M(x,y) = max {d (%, %),
olsun. O halde

(a) Y € Wolmak lizere her x,y € X igin

G Tr) < aley)=d(T%Ty) £ I,b(M (x, y))
ise T ye bir a-n-y-rasyonel biiziilme déniisiimii denir.

(b) ¥ € W olmak lizere her x,y € X igin

a(x,y) 2 1= d(Tx, Ty) < p(M(x,y))
ise T ye bir a- y-rasyonel biizillme doniisiimii denir (Hussain vd., 2014).

2.3.10. Teorem (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Ayrica
a,n: X XX - [0,00) iki fonksiyon ve 1 € W olsun. Kabul edelim ki asagidaki sartlar

saglansin:
(i) (X, d) bir a-n-tam metrik uzay;
(ii) T, n ye gore bir a-gecisli déniisiim;
(iii) 7, X tizerinde a-n-1p-rasyonel biiziilme doniistimii;
(iv) T, X iizerinde bir a-n-stirekli dniisiim;
(v) a(xg, Txy) = n(xy, Txy) olacak sekilde bir x, € X vardur.
O halde T nin bir sabit noktas: vardir (Hussain vd., 2014).

Ispat. (v) den dolayr a(xg, Txg) = n(x,, Tx,) olacak sekilde Xg € X vardir. Her
n € N igin x;, = T"x = Txy_; ile X de bir (x,) dizisi tanimlansin. Bazi n € N igin
Xn+1 = Xy ise 0 halde x = x,,, T i¢in bir sabit nokta olur. Bundan dolayr her n € N
igin X417 # X, oldufunu kabul edilsin. T, n ye gdére bir a-ge¢isli doniisim ve

a(xg, Txg) = n(xq, Txy) oldugundan

a(xy,x;) = a(Txo:szo) 2 W(Txorszo) = n(xy,x3)
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dir. Bu gekilde devam edilirse her n € N U {0} i¢in

(Xn Xn41) = N(xn, Xny1) = 70, TX,) ()
elde edilir. (iii) den dolay:

A% 1) = d(Txn—g, Ton) < Y(M(xpoy, %)) (3)

yazilabilir ki burada

A (X1, T =) A(xnTxn)  d(xp—1,Tx)+d(xn.Txn—1)
M(x,_q,x =max{dx_x z r s ”}
(n—1, %) (n-1, n)'1+d(xn_1,?’xn_1)’1+d(xn,'1"xn)' 2
d(xXn-1,%n) d(xnXn+1) d(xn_1,xn+1)}
= ma {d XX
Gn-1, "“)'1+d(xn-1.xn)'1+d(xn,xn+1}’ 2

A(xn—1,%0)+ d(xn.xnd«l)}
2

< max {d(xn_l, B 1o O T s
= max{d(xp-1, xn), d (X, Xn+1)}
dir. $imdi ¥ azalmayan oldugundan (3) den
AdQn, Xn41) < P(max{d(e,—1, Xn), d Gy, Xna)})
elde edilir. Bazin € N igin max{d(x;—1, %), d (xn, Xns1)} = d(yy, Xpe1) ise 0 halde
d(Xn, ¥n+1) < Y(max{d(x,_y, x,), d(Xy, Xp41)})
= PY(d (xn, Xn41)) < d(Xn, Xp1)
olur ki bu bir geligkidir. Bundan dolayr her n € N i¢in d(x,, %,,41) < w(d(xn_l,xn))

dir. Tiimevarimdan d (X, x,4,) < Y (d(xo, x;)) elde edilir.

€ > 0 alindiginda Z{//”(d(xo,xl ) <& olacak sekilde N € N vardir. m >n >

nzN
N olacak gekilde m,n € N olsun. O halde tiggen esitsizligi ile

d(x,,x, )< Zd(xksxk+1)<zw (%05, ) < &

nzN

elde edilir. Sonug olarak limy, e d(xn, xp,) = 0. Bundan dolay1 (x,) bir Cauchy
dizisidir. Diger taraftan (2) den her n € N igin a(xy, xp41) = n(x,, X,41) dir. X bir
a-n-tam metrik uzay oldugundan n — o iken x, — z olacak sekilde z € X vardir.
Ayrica T bir a-n-siirekli doniisiimii oldugundan n — oo iken x,.; = Tx,, = Tz dir.

Limitin tekliginden dolay1 z = Tz elde edilir.
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2.3.11. Ornek X = (-, —2) U [-1,1] U (2, +0) olsun.

d(x,y) = {TgM{IXI, y13, i iz

metrigi X Uzerinde tammbh olsun. T:X - X, a,: X X X - [0, o) ve : [0, 00) - [0, )

dontisiimleri
(ViZZ—1, x € (—o0,-3],
x3 —_ 1 y XE (_"3; _2)f
1.2
_x . x E '_110 )
Tx = J : [ ]
;x’ X E (0,1],
5+ sinmx, x € (2,4),
\ 323 +Inx+1, x€[4,00),
gyl myel=L],
alx,y) =
(x,y) { x2, diger durumlarda,

n(x,y) = x* +y?
Y =5t
2
seklinde tanimlansin.

Agikcast (X, d) bir tam metrik uzay degildir. Fakat bir a- n-tam metrik uzayidur.
Gergekten her n € N igin a(xy, xp11) = (¥, X,41) olacak sekilde (x,,) bir Cauchy
dizisi ise o halde her n € N i¢in (x,) € [-1,1] dir. ([-1,1],d) tam metrik uzay
oldugundan (x;,) dizisi [-1,1] € X de yakinsaktir. a(x,y) = n(x,y) olsun; o halde
x,y €[-1,1] dir. Diger taraftan her w € [-1,1] i¢in Tw € [-1,1]. O halde
a(Tx, Ty) = n(Tx, Ty) olur. Yani T, n ye gére bir a-ge¢isli doniisiimdiir. n — oo iken
Xn = x ve her n € N igin (x,,) dizisi a(xp, %11) = (%, Xn41) esitsizligini saglasin.
Buradan her n € N i¢in (x,,) € [-1,1] ve bu yiizden (Tx,) € [-1,1] dur. T, [-1,1]
lizerinde siirekli oldugundan, n — oo iken Tx, — Tx dir. Yani T bir a-n-siirekli

doniistimdiir. Agikcast a(0,T0) = n(0,TO0) dur.

a(x,y) 2 n(x,Tx) olsun. Simdi eger x & [~1,1] ya da y & [—1,1] ise bu taktirde
x? 2 x* + y? + 1 esitsizliginden y? + 1 < 0 bulunur ki bu da bir celiskidir. O halde

x,y € [—1,1] dir. Agsagidaki durumlar goz 6niine alinirsa;

(i) x# y olacak sekilde x, y € [—1,0) olsun; o halde
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d(Tx, Ty) = max{x?, y%} < Smax{|x], lyl} = ¥(d(x,)) < (M(x, 7))

(ii) x# y olacak sekilde x, y € (0,1] olsun; o halde

d(Tx,Ty) = ymax{|x|, [yl} < Smax{lxl, [y[} = p(d(x,y)) < (M (x,y))

(iii) x € (=1,0) ve y € (0,1) olsun; o halde
d(Tx,Ty) = ;max{x? y} < Smax{|x], [y} = ¥(d(x,)) < (M(x,y)):

(iv) x =y € [-1,0), x =y € (0,1] olsun ya da x = —1, y = 1 olsun; o halde
Tx = Ty dir. Yani

d(Tx,Ty) = 0 < p(M(x,y)) .

dir. Boylece T bir a-n-i-rasyonel biiziilme doniisiimiidiir. 2.3.10. Teoreminin biitiin
sartlari saglandigindan T nin bir sabit noktas: vardir. Burada x = 0, T nin bir sabit

noktasidir.

2.3.10. Teoreminde her x,y € X igin n(x,y) = 1 alindiginda asagidaki sonug
elde edilir (Hussain vd., 2014).

2.3.12. Sonu¢ (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Ayrica
a:X X X — [0,00) bir fonksiyon ve ¥ € ¥ olsun. Kabul edelim ki agsagidaki sartlar

saglansin:
(i) (X, d) bir a-tam metrik uzay;
(i) T, bir a-gegisli doniigiim;
(iii) 7, X tizerinde a-if- rasyonel biiziilme ddniigimii;
(iv) T, X tizerinde bir a-siirekli doniisiim;
(V) a(xg, Txp) = 1 olacak sekilde bir x, € X vardir.
O halde T nin bir sabit noktasi vardir (Hussain vd., 2014).

2.3.13. Sonug¢ (X, d) bir metrik uzay ve T:X — X siirekli bir doniistim olsun.
Kabul edelim ki T, rasyonel biiziilme doniisiimi, yani Y € ¥ olmak iizere her x,y € X
igin d(T'x, Ty) < w(M (% y)) olsun. O halde T nin bir sabit noktasi vardir (Hussain vd.,
2014).
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2.3.14. Sonug (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X siirekli bir dontistim Syle ki
her x,y € X igin

d(Tx, Ty) < rM(x,y)

esitsizligini saglasin. Burada,

_ d(x,Tx) d,Ty) d(xTy)+d(y,Tx)
0<sr<lveM(x,y) =max {d(x, ¥), A B > } dir. O halde

T nin bir sabit noktas: vardir (Hussain vd., 2014).
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2.4. a-Tam Metrik Uzaylarda Genellestirilmis w,-Kiime DeZerli Biiziilme

Déniisiimleri igin Sabit Nokta Teoremleri

2.4.1. Tamm (X, d) bir metrik uzay ve T: X = CI(X) bir kiime degerli doniisiim
olsun. x € X noktast i¢in x € Tx ise T nin bir sabit noktas: denir ve T nin sabit

noktalarinin kiimesi F(T) ile tanimlanir (Kutbi ve Sintunavarat, 2014).

2.4.2. Tamm (X, d) bir metrik uzay ve T: X — CL(X) bir kiime degerli d6niisiim
olsun. Her bir x,y € X i¢in H(Tx,Ty) < Ad(x,y) olacak sekilde bir A € (0,1) sabit
sayist varsa T ye bir kiilme degerli biiziilme doniisiimii denir (Kutbi ve Sintunavarat,
2014).

2.4.3. Tamm (X, d) bir metrik uzay olsun. Her bir x,v,z € X i¢in asagidaki

sartlar saglanirsa w: X X X — [0, o) fonksiyonuna X iizerinde bir w-uzaklik denir.
Wl w(x,z) < w(x,y) + w(y, z);
(W2) w(x,.): X = [0, ) doniigiimii alttan yar: siireklidir.

(w3) Herhangi bir £ > 0 i¢in w(z,x) <6 ve w(z,y) <6 iken d(x,y) <¢
olacak sekilde en az bir § > 0 vardir (Kada vd., 1996).

2.4.4. Ornek (X, ||. |) normlu lineer uzay olsun, w: X x X — [0, ) fonksiyonu

her x,y € X i¢in w(x,y) = ||x|| + ||y|| olarak tanimlanirsa X {izerinde bir w-uzaklikdir.
Gergekten her x,y,z € X igin
() w(x,2) = |IxIl + llzll < llxll + llyll + Iyl + Izl = w(x, ) + w(y, 2) olur.

(i) Normlu uzaylar siirekli oldugundan w(x,.): X — [0,00) doniisiimii alttan

yari siireklidir.

(iii) Her €>0 igin 6=§ alindiginda w(z,x) <5 ve w(z,y)<§ ise

dx,y) = llx =yl < llzll + llxll + llzll + Iyl < w(z,x) + w(z,y) <6+ =¢ olur
(Karayilan, 2000).
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2.4.5. Uyan w-uzaklik fonksiyonu w simetrik olmayabilir. Ayrica bazi x ler icin
w(x, x) # 0 miimkiin olacagindan, w(x,y) =0 < x = y saglanmayabilir (Kada vd.,
1996).

2.4.6. Tamm (X,d) bir metrik uzay olsun. X lizerindeki w:X x X - [0, %)
w-uzaklik fonksiyonu her x € X i¢in w(x,x) = 0 ise w ya bir wy-uzakhg denir (Du,
2008).

2.4.7. Lemma (X,d) bir metrik uzay ve w:X X X — [0,00) fonksiyonu X
lizerinde bir w-uzaklik olsun. (x,) ve (3,), X de iki dizi, (a,,) ve (8,), [0, =) da sifira

yakinsayan iki dizi olsun. O halde x, y, z € X i¢in asagidaki sartlar saglanir;

(i) Her n € N igin w(x,,y) £ a, ve w(xy, z) < B, ise y = z dir. Ozellikle

w(x,y)=0ve w(x,z) =0 ise y = z dir.

(ii) Her n € N igin w(xp, yn) < a, ve w(xy,, z) < By, ise o halde (y,) dizisi z

ye yakinsar.

(iii) m > n ile herhangi bir n,m € N igin w(xy, x,,) < a, ise o halde (x,,) bir

Cauchy dizisidir.

(iv) Herhangi bir n € N i¢in w(y, x,) £ a, ise, bu taktirde (x,,) bir Cauchy
dizisidir (Kada vd., 1996).

Ispat. (ii) =(i) gerektirmesi dogrudur. Su halde (i) ve (ii) nin kanit1 i¢in sadece

(ii) nin kanitlanmasi yeterlidir. € > 0 verilsin. w-uzakliginin tanimindan
w(z,x) <dvew(z,y) <dikend(x,y) <e¢ 4
saglayan en az bir § > 0 vardr.

an — 0 oldugundan her n > N, i¢in a, < & olacak sekilde en az bir N; € N

vardir.

Benzer bi¢imde S, — 0 oldugundan her n > N, igin 8, < & olacak sekilde en

az bir N, € N vardir,

ng = max{N;, N} olarak alindiginda her n > n, igin a,, < & ve B, < & olur.
Bdoylece her n = ng igin
18



W yp) Sap <§vew(xy,z) <P, <6

olur ki o halde (4) den d(y,,z) < & bulunur. Bu ise (d(yn, z)) nin sifira yakinsadigini

gosterir. (iii) nin kanit1 i¢in;

€ > 0 verilsin. (4) de oldugu gibi § > 0 segilsin. a, = 0 (n - ) oldugundan
yine her n =n, igin a, < & olacak sekilde en az bir ng € N vardir. Boylece her

n,mzngy + 1 igin;
w(xnﬂ,xn) < ap, <dve w(xno,xm) Sap, <6

olup, buradan d(xy,, xn,) < € bulunur. Su halde (x,,) bir Cauchy dizisidir. (iv) nin kaniti

icin;

€ >0 verilsin. § >0 ve ny €N, (iii) nin kanitindaki gibi sec¢ildiginde, her

n,m = ny igin,
W@ xp) Sap <dvew(y,xp) <a, <6
olup, buradan d(xy, X;,) < € bulunur. Bu ise ispati tamamlar.

Not. (X, d) bir metrik uzay ve w:X X X — [0,0) w-uzaklik olsun. x € X ve

A € CI(X) i¢in w(x, A) = infyec4 w(x,y) olarak tanimlanir.

2.4.8. Tamm (X, d) bir metrik uzay ve T: X = CI(X) olsun. Eger A € (0,1) ve
X tzerinde bir w:X X X — [0,00) w-uzakhigi meveut Syle ki her X,y €X igin ve

u € Tx igin
w(u,v) < dw(x,y)

olacak gekilde bir v € Ty var ise T kiime degerli doniisiimiine w-biiziilme denir

(Suzuki ve Takahashi, 1996).

24.9. Tamm (X,d) bir metrik uzay, a:X x X — [0,0) bir déniisiim ve
T:X — CU(X) olsun. Eger A € (0,1) ve X iizerinde bir w: X X X — [0, 00) w-uzaklig

meveut dyle ki her x,y € X igin ve u € Tx icin

a(w, v)wu,v) < dw(x,y)
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olacak sekilde bir v € Ty var ise T kiime degerli doniisiimiine wy-biiziilme denir

(Kutbi ve Sintunavarat, 2013).

2.4.10. Tanim (X,d) bir metrik uzay, a:X x X - [0,) bir doniisim ve
T:X - CI(X) olsun. Eger A € (0,1) ve X tizerinde bir w: X x X — [0, o) wo-uzaklig

mevcut Oyle ki her x,y € X igin ve u € Tx igin
alu, v)w(u,v) < Amax {w(x, v), w(x, Tx), w(y, Ty),% [w(x, Ty) + w(y, Tx)]}

olacak sekilde bir v € Ty var ise T kiime degerli doniisiimiine genellestirilmis

W -bliziilme denir (Kutbi ve Sintunavarat, 2013).

2.4.11. Tammm X bos olmayan bir kiime, T:X — CI(X) ve a:X X X — [0, o)
verilen iki doniisiim olsun. Her x € X ve a(x,y) = 1 sartin1 saglayan her y € Tx igin
a(y,z) =21 sartt her z € Ty igin saglaniyorsa T ye bir a-gegisli doniisim denir
(Mohammadi vd., 2013).

2.4.12. Teorem (X, d) bir metrik uzay, a: X X X — [0, o0) verilen bir fonksiyon
ve T: X — CL(X) bir genellestirilmis w,-kiime degerli biiziilme doniisiimii olsun. Kabul

edelim ki (X, d) bir a-tam metrik uzay olsun ve asagidaki sartlar saglansin:
(i) T bir a-gegisli doniigiimdiir;
(i) a(xo, x1) = 1 olacak sekilde xy € X ve x; € Tx vardir;

(iii) y € Ty olacak sekilde her y € X igin inf{w(x,y) + w(x,Tx):x € X] >0
dir;

Bu taktirde F(T) # @ dir (Kutbi ve Sintunavarat, 2014).

Ispat. (ii) den dolay: a(xg,x1) = 1 olacak sekilde xy € X ve x; € Tx vardir. T

bir genellestirilmis wy-biiziilme doniisiimii oldugundan

a(xy, xz)w(xq, x) < Amax{w (xq, x1), w(xg, Txp), w (xy, Txy),

71000, Tx1) + (s, Txo)]) (5)
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olacak sekilde x; € Tx; bulunabilir. T bir a-gecisli doniisiim ve a(xp, x;) = 1 olacak

sekilde x; € Tx; oldugundan
alxy,xz) 2 1 (6)
elde edilir. (5) ve (6) denklemlerinden
w(x1,%2) < alxy, 2x)w(xq, %) < Amax{w(xg, x1), w (%, Txo), w(xy, Txy),
2 (0G0, ) + @y, Tx)])
elde edilir. Tekrardan T bir genellestirilmis w,-biiziilme oldugundan
a(xg, X3)w(xz, x3) < Amax{w(xy, x3), w(xy, Txq), w(xp, TX,),
2[00, Txy) + (x5, Tx)]) @
olacak sekilde x3 € Tx, vardir. a(xy,x;) = 1 ve T bir a-gegisli doniisiim oldugundan
a(xz, x3) 2 1 (8)
elde edilir. (7) ve (8) denklemlerinden
w (X2, x3) < alxg, x3)w(xz, x3) < Amax{w(xy, x3), w(xy, Txy), w(xp, Tx,),
%[w(xl, Tx,) + w(x,, Txl)]}
elde edilir. Bu iglemler devam ettirilirse her n € N igin x,, € Tx,,_4,
a(xp, xn41) 2 1 )
ve
@ (%X, Xnt1) < Amax{w(Xn—1, ¥n), @(Xn-1, Txn—1), @ (Xn, Txy),
3 [0Gn1, Txa) + 0y, T2 1)1}
elde edilir. Simdi her n € N igin

@ (Xp, Xpa1) < Amax{w(p_q, %5), @ (Xp-q, TAp1), w(xp, Txy),
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1
> [0, Txn) + w(xy, Txn—l)]}
< Amax{w(xn_1, Xn), @ (Xn_1, %), 0, Xn41),
1
2 (@01, %n 1) + 0, 2]}
1
= Amax [w(xn—-b xn): w(xn, xn+1)i 2 [w(xn—li xn+1)]}

< max {0 (nes, %), © G X 1) 5 [0 G, 50) + 00t %11)])
< Imax{w(xXn_1, %), @ (Xp, X 11)} (10)

dir. Bazi n’ € N igin max{w(x,/_y, %p1), (21, X1 1)} = @01, Xr41) ise bu taktirde
Wy, Xprgq) =0 ve bu yiizden w(xy_y,x,) =0 elde edilir. w-uzakligmin

ozelliginden
a)(xnr_l, Xpfsq) = w(xnr_l, xnr) + a)(xnf,xnrH) =0
elde edilir.

w(xy_g, %) =0 ve w(xy_y,Xp1) =0 oldugundan 2.4.7 Lemmasi
kullanilarak x,,r = x,/, bulunur. Bu ise x,; € Tx, ve bu yiizden x,,s noktasinn, T nin
bir sabit noktas: oldugu anlamma gelir. Simdi kabul edelim ki her n € N igin

max{w(xn_1, xp), 0(Xp, Xn41)} = @(xp_q, %) olsun. (10) den her n € N i¢in

W (Xn) Xp41) < Aw(Xpg, %) D
elde edilir. (11) tekrarlanarak her n € N igin

O Xy i) = Atw(xg, x1)
elde edilir.

Her n,m € N i¢in m > n olsun. Bu taktirde

W(%Xy, X)) < w0y, Xppg) + W(Xn41, Xnpp) + o0+ (X1 X))

< /’].nQJ(xo, xl) + 7Ln+1a)(x0, xl) e o f-l.m_lw(xO, xl)
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An
< '1___;{ w(XOv xl)
elde edilir.

0 <A<1 oldugundan n — o iken %w(xo,xl) = 0 dir. 2.4.7 Lemmadan

(xn) nin, X de bir Cauchy dizisi oldugu bulunur. (9) den her n €N icin
a(Xn, Xn+1) = 1 oldugu bilinir, X in a tamlig1 kullanilarak bazi z € X icin n — oo iken

Xn — 2 elde edilir. w(xy,.) alttan yari siirekli oldugundan
WXy, 2) < limy 0 infw(xy, Xp) < %w(xo,xl)
yazilabilir. Son olarak kabul edelim ki z Tz olsun. Bu taktirde hipotezden
0 <inflw(x,z) + w(x, Tx): x € X}
< inf{w(xy,, z) + w(x,, Tx,):n € N}

< inflw(xy, z) + w(xy, Xp41):n € N}
, An i
<inf {mw(xo, x1) + A"w(xg, x1):n € N}

2—-4

_ ({‘_7} e xl)) inf{A%n € N}

1T
=0
celiskisi elde edilir. Bu nedenle z € Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasidir.

2.4.13. Sonug (X, d) bir tam metrik uzay, a: X X X — [0,0) ve T: X - CI(X)
bir genellestirilmis w,-biiziilme déniigiimii olsun. Kabul edelim ki asagidaki sartlar sag-

lansin:
(i) T bir a-gegisli doniisiimdiir;
(ii) a(xg, x1) = 1 olacak sekilde x, € X ve x; € Tx, vardir;
(iii) y € Ty olacak sekildeki her y € X i¢in

inflw(x,y) + w(x, Tx):x € X} > 0 dur;
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Bu taktirde F(T) # @ dir (Kutbi ve Sintunavarat, 2013).

Ispat. (X,d) tam metrik uzay a-tami sagladifindan 2.4.12. Teoreminin ispat

kullanilarak istenilen sonug elde edilir.

2.4.14. Teorem (X, d) tam metrik uzay ve a: X X X — [0,0) ve T: X = CI(X)
bir w-biiziilme doniisiimii olsun. Kabul edelim ki (X, d) bir a-tam metrik uzay olsun

ve asagidaki sartlar saglansin:
(i) T bir a-gegisli doniistimdiir;
(if) a(xo, x;) = 1 olacak sekilde x, € X ve x; € Txy vardir,
(iii) y € Ty olacak sekildeki her y € X i¢in
inflo(x,y) + w(x, Tx):x € X} > 0 dir;
Bu taktirde F(T) # @ dir (Kutbi ve Sintunavarat, 2014).
Ispat. Ispati 2.4.12. Teoreminin ispatina benzerdir.

2.4.15. Ornek X = (=1,00) ve d:X x X — [0,00) metrigi her x,y €X igin

d(x,y) = |x — y| seklinde tanimlansin. @: X X X — [0, o) ddniisiimil

x2+y?+1, x,y € [0,1],
0, diger durumlarda,

aly,y)y= {
ile tanimlansin. T: X — CI(X) kiime degerli doniigiimii

Tx = {{%}’ RE [011]'
{x,5|x|}, diger durumlarda,

ile tanimlansin,

Simdi T nin, A=§ ve her x,y €X i¢in w(x,y) =y olarak tanimlanan
w: X X X = [0,00) w-uzakhig ile bir w,-kiime degerli biiziilme doniisiimii oldugu

gosterilir x,y € [0,1] i¢inu € Tx = {%} olsun. Yani u = %ve

a(u, v)w(u,v) = a(f Z)w(z z)

6'6 6’6
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(. ¥
_(3 +36+1)6
s(1+1+1)§

=2

= Aw(x,y)
olacak sekilde bir v = % € Ty bulunabilir.

Diger durumlarda w,-biiziilme sartinin saglandigs kolayca gorilliir. Bu nedenle T

bir w,- kiime degerli biiziilme doniisiimiidiir.

Agikeast (X,d) bir tam metrik uzay degildir. Fakat (X,d) bir a-tam metrik
uzaydir. Gergekten (x,), her n € N igin a(xy,, x,41) = 1 olacak sekilde X de bir
Cauchy dizisi olsun. Béylece her n € N igin x,, € [0,1] dir. ([0,1], d) tam metrik uzay

oldugundan n — oo iken x, — z olacak sekilde z € A vardir. Bu nedenle (X,d) bir

a-tam metrik uzaydir. Ayrica T nin bir a-gecisli oldugu gdriiliir, X1 =%E T1 ve

alxg,x) =a (1, %) = 1 olacak gekilde xy =1 vardir. Son olarak y ¢ Ty olacak

sekildeki y € X i¢in y € (0,1] elde edilir. Buradan
inflw(x,y) + w(x, Tx):x €X} >0

olur. 2.4.14. Teoreminin biitiin sartlari saglandigindan T nin bir sabit noktas: vardir

(Kutbi ve Sintunavarat, 2014).
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2.5. w-Uzakhk Yontemi ile R- Bagmtih Kiimeler Uzerinde Sabit Nokta Sonuglari

2.5.1. Tammm X bos olmayan bir kiime ve R, X X X iizerinde bir ikili baginti
olsun. O halde (x,y) € R ise x noktast y ye gore R baglantilidir denir (Lipschutz,
1964).

2.5.2. Tanim R, X lizerinde tanimlanan bir ikili bagint: olsun. Her x, Y € X i¢in
[x,y] € R ise R ikili bagintisina tamdir denir. Burada [x, y] € R ifadesi (x, Y)ER ya
da (y,x) € R oldugu anlamina gelir (Maddux, 2006).

2.5.3. Tammm R bos olmayan bir X kiimesi iizerinde tanimlanmus ikili baginti
olsun. O halde her n € N U {0} igin (x,, x,41) ER ise X deki bir (x,) dizisine
R-koruyandir denir (Alam ve Imdad, 2015).

2.5.4. Tamm (X, d) bir metrik uzay ve R, X iizerinde bir ikili bagintt olsun. X
deki her R-koruyan Cauchy dizisi X de yakinsak ise X metrik uzayina R-tamdir denir
(Alam ve Imdad, 2015).

2.5.5. Tammm X bos olmayan bir kiime ve f:X — X bir doniisim olsun.
(x,y) € R = (fx, fy) € R ise X iizerindeki R ikili bagimtisina f-kapali denir (Alam ve
Imdad, 2015).

2.5.6. Tammm X bog olmayan bir kiime ve f:X — X bir doniisim olsun.
(x,y) € R = [fx,fy] € R ise X lizerindeki bir R ikili bagintisina zayif f-kapali denir
(Alam ve Imdad, 2015).

Her f-kapali R ikili bagintisi zayif f-kapalidir fakat genelde tersi dogru degildir.

2.5.7. Ornek X bos olmayan sonlu bir kiime ve R de bazi 4, B € P(X) icin
“ACS B ise (A,B) €R” ile X in kuvvet kiimesi P(X) iizerinde tanimlanmis bir ikili
baginti olsun. Her A € P(X) i¢in f(A) = A° ile f:P(X)— P(X) fonksiyonu
tanimlansin. O halde (4,B) € R olacak sekilde 4, B € P(X) i¢in (f(A),f(B)) ¢ R
fakat (£ (B), f (A)) € R dir. Bundan dolay: R ikili bagintisi f-kapali degildir fakat zayif
f-kapalidir (Senapati ve Dey, 2017).

2.5.8. Tamm (X, d) bir R ikili bagntisi ile verilen bir metrik uzay olsun. O

halde x, — x olacak sekilde (x,) in her R-koruyan dizisi her k € N U {0} icin
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[xn,, X] € R olacak sekilde bir (%y,,) alt dizisi varsa R d-self-kapalidir denir (Alam ve
Imdad, 2015).

2.5.9. Onerme (X, d) bir metrik uzay, R X lizerinde bir ikili baginti, T: X — X

bir déniistim ve a € [0,1) olsun. Bu taktirde asagidaki biiziilme sartlari esdegerdir;
(i) Her x,y € X i¢in (x,y) € R olacak sekilde d(Tx, Ty) < ad(x,y) dur.

(it) Her x,y € X igin [x, y] € R olacak sekilde d(Tx, Ty) < ad(x,y) dir (Alam
ve Imdad, 2015).

Ispat. (ii)=(i) sagladig: agiktr. Tersine, (i) nin saglandigs kabul edilsin. x,y € X
olacak sekilde [x,y] € R alinsin. Eger (x,y) € R ise bu taktirde (i) deki esitsizlikten
dolay: (ii) saglanir. Diger taraftan (v, x) € R ise bu taktirde d nin simetrik ozelligi ve
(i) deki esitsizlik kullanilarak d(Tx, Ty) = d(Ty, Tx) < ad(y, x) = ad(x,y) elde
edilir. Bu da (i) =(ii) oldugunu gdsterir.

X(T,R) ={x € X:(x,Tx) € R} olarak tanimlansin.

2.5.10. Teorem (X, d) bir R ikili bagintis1 ile verilen bir tam metrik uzay olsun.

Kabul edelim ki T: X - X doniigiimii asagidaki sartlari saglansin:

(i) X(T,R) bostan farklidr;

(ii) R, T-kapalidir;

(iii) ya T siireklidir ya da R d-self-kapalidir;

(iv) (x,y) €R olacak sekilde her x,y € X icin d(Tx, Ty) < ad(x, y) bir
a € [0,1) vardur.

Bu taktirde F(T) # @ dir (Alam ve Imdad, 2015).

Ispat. x,, X(T,R) nin keyfi bir elemani olsun. (xy,) Picard iterasyon dizisi her
n €Ny igin x, =T"xy olarak tamimlansin. (xg,Txy) € R oldugundan (i) sarti

kullanilarak her n € N igin
(Txo, szo), (szO, Tsxo), ey (TnxO, Tn+1xU), i ER

ve bu yiizden (xy,xp41) €R elde edilir. Boylece (x,) dizisi R-koruyandir.

(Xn, Xn11) € R ye biiziilme sartt uygulanirsa her n € N U {0} icin
d(xn41, Xni2) < ad(Xp, Xp4q) bulunur. Bu ylizden timevarim yontemiyle
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d(xn_H_, xn+2) < an+1d(x0, TXO) (12)
her n € N U {0} i¢in elde edilir.

(12) ve liggen esitsizligi kullanilarak her n € Ng, p € N, p = 2 icin

d(xn+1rxn+p) < d(%n41, Xnez) + d(niz, Xnez) + oo+ d(xn+p-—1:xn+p)

< (an+1 e an+2 F woeks an+p—1)d(x0‘ Txo)

p-1
=a"d(x),Tx,)> @’ -0 (n—> )
J=1
elde edilir. Bu ise (x,) in X de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. (X,d) tam
d
oldugundan x,, — x olacak sekilde x € X vardur.
d
Simdi kabul edelim ki T siirekli olsun. Bu taktirde x,,; = Tx,, » Tx dur.
Limitin tekligi nedeniylede Tx = x elde edilir. Yani x, T nin bir sabit noktasidir. Simdi
d
kabul edelim ki R d-self-kapali olsun. (x,), bir R-koruyan dizi ve x, — x oldugundan

her k € N U {0} igin [x,,, x] € R olacak sekilde (x,,) nin bir (%n,) altdizisi vardur,

(iv) biiziilme sarti, 2.5.9. Onermesi ve [xnk,x] € R ve xp, — x kullanilarak,
k> oo iken d(xp41,Tx) = d(Txy,, Tx) < ad(x,,,x) = 0 elde edilir. Bu yiizden

Xny+1 = Tx (k= o0) dir.

Tekrardan limitin tekligi nedeniyle Tx = x elde edilir. Yani x, T nin bir sabit

noktasidir.

2.5.11. Tamm (X,d) bir metrik uzay ve R, X iizerinde tanimlanmis bir ikili
bagintist olsun. x e yakinsayan her (x,) R-koruyan dizisi i¢in n — oo iken
f(xn) = f(x) ise bu taktirde f:X — X fonksiyonu x noktasinda R-siireklidir denir
(Alam ve Imdad, 2015).

2.5.12. Teorem (X,d) bir R ikili bagntist ile verilen bir metrik uzay olsun.
Kabul edelim ki T: X — X doniistimil asagidaki sartlar1 saglasin:

Y S X, TX €Y C X vardir 6yle ki (Y, d), R-tamdur;
(i) X(T, R) # 0;
(iii) R, T-kapalidir;
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(iv) T, R -siireklidir ya da R I v, d-self-kapalidir;

) My (x,y) = max {d 2y, d (o T, d o Ty, wﬂ} alindiginda her

(x,y) € R olacak sekildeki her x,y € X i¢in d(Tx, Ty) < (p(MT (x,¥)) olacak sekilde
@ € ¥ vardir;

Bu taktirde F(T) # @ (Ahmadullah vd., 2016).

Ispat. X(T, R) bostan farkli olduBundan x, € X(T, R) olsun. Baslangi¢ noktasi
Xg olan bir (x,) Picard dizisi, yani her n € NU {0} igin x,,, = Tx, tanimlansin,

(%0, Tx) € R ve R, T-kapali oldugundan
(Txo, TZXO), (szO, T3x0), S (T"xo, Tn+1x0), +.ER

elde edilir. Her n € N U {0} i¢in (x,, x,41) € R ve bu yiizden (xn), R-koruyandir. (v)

sartindan her n € N igin
d(xp, Xn4q1) = d(Txn—l:Txn) p- @(Mr(xn—lvxn)) (13)
elde edilir ki burada

Ad(xn—1,Txn)+d(x, Txy,—
My (x,-1, %) = max {d(xn_l,xn),d(xn_l,Txn_l),d(xn, Tx,), Cen—1.Ttn . X, TXn 1)}

My (Xp-1, xn) < max{d (-1, %), d (X, X541)} (14)
elde edilir. (13), (14) ve ¢ nin azalmayan 6zelligi kullanilarak her n € N icin

d(xXp, Xp4q) < (P(max{d(xn—l: X, di,, Xn+1)}) (15)

elde edilir. $imdi (x;,) dizisinin (X, d) de bir Cauchy oldugu gésterilir: Bazi r € Ny igin
Xr = Xp4+1 OlduBu taktirde o halde sonug tamamlanir. Diger durumda her n € Ny icin
Xn # Xnyq dir. Bazt s € N igin d(xs_4, %) < d(x,, x,1) oldugu kabul edilsin. (15) ve

2.3.8.lemma (ii) yi kullanilarak

d(xg X541) < Qo(d(xs: xs+1)) < d(xs, X541)

geliskisi elde edilir. Boylece her n € N igin d(xp, xp41) < d(x,_1,x,) ve bu ylizden
d(xn Xne1) < 0(d(x _1,xn)) dir. Timevarim ve ¢ nin azalmayan ozelligi ile her
n € Ny igin d{x, X)) < go“(d(xo,xl)) elde edilir. $imdi m > n olacak sekildeki her
m,n € Ny igin
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d(xn' xm) = d(xnr xn+1) + d(xn+1r xn+2) T o e d(xm—L xm)

= (p“(d(xn, x.‘l)) + ¢’n+1(d(x0: x1)) e surif- Qom_l(d(xm xl))

m=1

= Zgok(d(xo,x] ))

k=n

SZgﬂk(d(xc,xl))—>0 (n—-o)

kzn
elde edilir. Bu ytizden (x,), X de bir Cauchy dizisidir. (x,) STX CY oldugundan

d
(xn), Y de R-koruyan Cauchy dizisidir. (¥,d), R-tam oldugundan Xn, = p olacak
sekilde p € Y vardir. Eger T, R-siirekli ise o halde

p = limy e Xpyq = limy e Txy, = T limy,_, o x,, = Tp.

Bu nedenle p, T nin sabit noktasidir.

d
Eger R | v, d-self-kapali ise, bu taktirde x,, - p olacak sekilde Y R-koruyan

.....

dizisi vardir.

6 =d(Tp,p) =20 alinsin. Kabul edelim ki § >0 olsun. (v) sart, 2.5.9.
Onermesi ve her k € N igin [xnk,p] € R kullanilarak

d(nys1,Tp) = d(T2n, Tp) < @ (Mr(2n,, ) (16)
bulunur ki burada

d\xpn, TP )+d{D.Xn, +1
M (%, 1) =max{d(xnk,p),d(xnk,xnkﬂ),d(p, rp), 2 p)z (Pt )} (17)

dir.

Mr(xn,,p) =d(p,Tp) =8 ise, bu taktirde (16) esitsizliginden
d(xnkH,Tp) < (&) bulunur. Burada k — oo igin limit alinirsa § < @(8) olur ki bu

d
bir ¢eligkidir. Diger taraftan, x,, = p olmasi nedeniyle her k > h i¢in MT(xnk, p) = 56

olacak sekilde h = h(§) vardir. ¢ azalmayan oldugundan her k > h igin

¢ (Mr(xn,p)) < 0 (26) (18)
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elde edilir. (16) ve (18) kullanilarak her k > h igin
2
d(xny+1,TP) = d(T%n,, Tp) < 9 (25)

elde edilir. k - oo i¢in limit ve 2.3.8. Lemma (ii) si kullanilirsa § < ¢ @6) . %5 <§

geligkisi elde edilir. Bu nedenle § = 0 ve bu yiizden
d(Tp,p) =6=0=>Tp=p
dir.

2.5.13. Tamm (X,d) bir metrik uzay ve R, X iizerinde tanimlanmis bir ikili
bagints olsun. x noktasina yakinsayan her (%) R-koruyan dizisi igin

iMoo inf f (o) = f(x)
oluyorsa bu taktirde f:X — R U {—o0, 0} fonksiyonu x noktasinda R-alttan yari
stireklidir denir (Senapati ve Dey, 2017).

2.5.14. Ornek X = R olmak iizere (X, d) bir alisilmig metrik uzay olsun. Bazi
n€Z igin x,y € [n,n + g) bagntis1 (x,y) € R olarak tanimlansin. Her x € X i¢in

x € [n,n + 1] olacak sekilde her zaman bir n € Z tamsayist bulunabilir. f:X — X

fonksiyonu

1
[x], X € [n,n+§),
x—1; diger durumlarda,

f(X)={

seklinde tanimlansin.
Bu fonksiyon R-siirekli degildir fakat R-alttan yari siireklidir. (x;,), bir k
tamsayisina yakinsayan sabit olmayan bir R-koruyan dizi olsun. O halde her n > Ng

i¢in x,, € (k, k + i) olacak gekilde bazi ny € N vardir. Bu nedenle,

limy o f(xy) =k +1 ve f(k) =k

elde edilir. Boylece f, R-siirekli degildir. Fakat k ya yakinsayan her (x,) R-koruyan
dizisi igin  limy,_e, inf f(x,) = f(k) dir. Bu f nin R-alttan yart siirekli oldugunu
gosterir. Ayrica f bir alttan yari siirekli fonksiyon degildir. (x,), k ya soldan

yakinsayan sabit olmayan bir dizi olsun. O halde her n > Ny igin x, > (k—1) +%
olacak sekilde bazi n, € N elde edilmelidir. Bu her n > ng igin f(x,) =x,—1 ve
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limy,_ o f(x,) =k —1 olmasint gerektirir. Bundan dolayt x, = k alindiginda
limy_,co inf f(xn) = f(k) elde edilemez. Bu nedenle f bir alttan yar: siirekli fonksiyon

degildir (Senapati ve Dey, 2017).

2.5.15. Ornek X = [0, ) ve d, X iizerinde aligilmig metrik olsun. xy > x ya da

xy 2y ise (x,y) € R olarak tanimlansin. f: X — X fonksiyonu

S, xeo),
f(x) = %' x =1
X, x>,

seklinde tanimlansin.

f fonksiyonu ne alttan yari siirekli ne de R-siireklidir, fakat bu fonksiyon
R-alttan yari siirekli fonksiyondur. x = 1 noktasi géz Sniine alinsin. (xn), 1 e yakin-
sayan sabit olmayan bir dizi olsun. (x,), 1 e soldan yakinsiyorsa her n € N icin
i) = %elde edilir. (x,), 1 e sagdan yakinsiyorsa bu taktirde her n € N i¢in f(x,,) =
Xp Ve bu ylizden lim,_ o f(x;) =1 dir. Bundan dolayi lim,_,. inf f(x,) = f(1)
saglanmaz. Bu nedenle f fonksiyonu x = 1 de alttan yar siirekli degildir. Simdi (x,,), 1
¢ yakinsayan bir R-koruyan dizisi olsun. O halde her n € N igin (x,,x,.,) € R =
XnXp41 = Xp ya da XpXnyq = Xpyq dir. Bu yiizden agagidaki iki durum ortaya gikar:

(i) Her n € N igin x, = 1 ve f(x,) =2 = (1)

(ii) (x,) sabit olmayan bir R-koruyan dizisi ise bu taktirde her n € N icin
xn>1 ve f(xp) =x, ve bu yizden lim,,ef(x,) =1 dir. Bu nedenle
iy e InF £(x:) = % = f(1). Bu f nin bir R-alttan yar: siirekli fonksiyon oldugunu

gosterir,

Yukaridaki agiklamalardan f fonksiyonu x = 1 de R-siirekli degildir. Clinkii 1 e

.....

Dey, 2017).

Yukaridaki iki drnekte R-alttan yari siirekli fonksiyonun hem R- siirekli hem de

alttan yari siirekli fonksiyonlardan daha zayif oldugu goriiliir.

2.5.16. Uyar Her alttan yar: stirekli fonksiyon R-alttan yari siireklidir fakat tersi
dogru degildir.
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2.5.17. Tamm (X, d) bir metrik uzay ve R, X iizerinde tanimlanmis bir ikili
bagintist olsun. w:X X X — [0, o) fonksiyonu eger asagidaki ozellikleri sagliyorsa X

lizerinde bir w- R-uzaklik denir.
(w1) Herhangi bir x,y,z € X igin w(x,2) < w(x,y) + w(y, 2);

(w2) Herhangi bir x € X i¢in w(x,.):X — [0,0) doniisiimii R-alttan yari

siireklidir.
(w3) Herhangi bir € > 0 i¢in w(z,x) <6 ve w(z,y) <8 iken d(x,y) <e
olacak sekilde en az bir § > 0 vardir (Senapati ve Dey, 2017).

2.5.18. Lemma (X,d), R ikili bafintisi ile verilen bir metrik uzay ve
w: X X X — [0,00) bir w-R-uzaklik olsun. (x,,) ve (y,), X de iki R-koruyan dizi ve
x,¥y,z € X olsun, (u,) ve (v,) sifira yakinsayan pozitif reel sayilarin dizileri olsun. O

halde asagidakiler saglanir:

() Her n € N igin w(xp,¥) < uy ve w(xy, z) < v, ise y = z dir. Ozellikle

w(x,y) =0vew(x,z) =0 ise y = z dir.
(i) Her n € N i¢in w(xp, ) < uy, ve w(xy, 2) < v, ise o halde y,, = z dir.

(iii) Her n,m € N igin m > n olmak iizere w(xy, X)) < uy, ise (x,), X de bir

R-koruyan Cauchy dizisidir.

(iv) Her n €N igin w(xy,y) < uy, ise (x,), X de bir R-koruyan Cauchy
dizisidir (Senapati ve Dey, 2017).

Ispat. Ispat1 2.4.7. Lemmasinn ispatina benzerdir.

2.5.19. Teorem Bir w, w-uzakligi ile (X,d) bir metrik uzay ve R, X de
herhangi keyfi ikili baginti olsun. T:X — X doniisiimil asagidaki sartlari saglarsa, bu
taktirde F(T) # @ dur.

(i) T(X) S Y olacak sekilde Y € X vardir dyle ki (Y, d), R-tamdir;
(i) X (T, R) # @ ve R, T-kapalidir ;

(iii) T, R-stirekli ya da x,, = x olacak sekildeki her R-koruyan (x,,) dizisinin

her k € N U {0} igin (n,, ¥) € R olacak sekilde bir (x,,, ) alt dizisi vardir;
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(iv) (x,y) € R olacak sekildeki her x,y € X icin w(Tx, Ty) < Aw(x,y) olacak
sekilde bir A € [0,1) vardir (Senapati ve Dey, 2017).

Ispat. X(T,R) # @ oldugundan (xo, Tx,) € R olacak sekilde bir Xg € X(T,R)
noktast vardir. x, = Tx,_; = T™x, ile bir (x,,) dizisi tanimlansin. R nin T-kapalilik
6zelliginden (xp) nin bir R-koruyan dizisi oldugu gbriiliir, yani her n € N U {0} igin

(X, Xp41) € R dir. (iv) deki buiziilme prensibi uygulanirsa:
W (Xn, Xpp1) = w(Tx -1 T%,) < 2w (xp_y, Xn)

= Aza)(xn_z, xn--1)

< lnw(xo, xl)

saglanir. Bu her m > n igin kullanilirsa,

w(xnﬂ X)) < w(xn: Xni1) + w(xn-e-lr Xntz) oo+ w(xm—l:xm)

< w(xg, %) [A" + AL 4 oo 4 A1)

n

A
< 7 @ (%o, x1) (19)

elde edilir.

An .
U, = mw(xo, x1) olarak tanimlansin. Agikcast n — o iken u, — 0 dir. Bu

nedenle 2.5.18 Lemmasinin (iii) sarti ile (x,) in ¥ de bir R-koruyan Cauchy dizisidir.
(Y, d), R-tam oldugundan bazi ¥ € Y igin n — oo iken x,, — ¥ elde edilir. Simdi % nin
T nin bir sabit noktast oldugu gosterilsin. Ilk olarak T nin R-siirekli oldugu goz dniine

alinsin. Bu taktirde
d(X%,TX) = limy,_,co d (41, TX) = lim,, o d(Tx,, T%) = d(T% T%) = 0
elde edilir. Bu da X nin T nin bir sabit noktasi oldugunu gosterir.

Alternatif olarak, x, — x olacak sekilde her R-koruyan (x,) dizisinin her
k € NU{0} i¢in (xnk,x) € R olacak sekilde bir (xnk) alt dizisi var olsun. w nin

R-alttan yari stirekliligi ile (19) daki esitsizlik birlestirilirse
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Ank"'l

{200y 000 %) 15 Mitpses 0 0 (Xny 410 Xnyam) < My go inf ——aw (g, 21) = 0
1-4

elde edilir. R, T-kapali ve (xp,,, %) € R oldugundan
@ (Txy,, T%) < Aw(xn,, )

< Alimyq inf w(xnk,xnkm)

Ank+1
1-1

< limg,e inf @(Xg:%) =10

saglanir. 2.5.18. Lemmasinn (i) sarts ile T% = ¥ elde edilir, bylece %, T nin bir sabit

noktasidir.

2.5.20. Teorem 2.5.19. Teoreminin hipotezlerine ek olarak

(i) Her x,y € TX igin (z,x), (z,y) € R olacak sekilde en az bir z € TX vardir
vada

(i) R | 7 tamdur
sartins saglarsa o halde T nin bir tek sabit noktasi vardir (Senapati ve Dey, 2017).

Ispat. Asagidaki iki durum g0z Oniine alinsin:

1. Durum: 2.5.19 Teoreminin hipotezine ek olarak (i) sart: saglasin. O halde T
nin herhangi iki ¥,J sabit noktast igin (z,%) € R ve (z,7) € R olacak sekilde bir
z € TX noktasi vardir. R, T-kapali oldugundan her n € N U {0} igin (T"z,%) € R ve
(T™z,7) € R dur. T nin biiziilme sart: kullanilarak

w(T"z, %) = w(T"z, T"%) < "w(z, %)
ve

w(T"z,9) = w(T"z, T"§) < 1"w(x,, §)
elde edilir.

U, = A"w(z, %) ve v, = 1" w(z 7) olsun. Agikcast (u,) ve (v,) sifira

yakinsayan reel sayilarin iki dizisidir. Bu nedenle 2.5.18 Lemmasindaki (i) ile % = ¥

elde edilir, yani T nin bir tek sabit noktasi vardir.
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2. Durum: 2.5.19 Teoreminin hipotezine ek olarak (ii) sarti saglasin. T nin iki
sabit noktasi %, olsun. O halde (%,7) €ER ya da (,%) € R elde edilmelidir.
(%, 9) € R igin w(%,§) = w(TE TH) < Aw(% §) < w(F 7) elde edilir ki bu bir celis-

kidir. Bu nedenle X = j elde edilir. Benzer metodla (¥, %) € R ise ¥ = ¥ elde edilir.

2.5.21. Ornek X = [1,3) olmak iizere (X,d) bir metrik uzay ve d, X iizerinde
tanimlanan aligilmig metrik olsun. R = {(x,y) € X?:x = y} ikili bagmntisi tanimlansin.

T:X — X doniisiimii

x
T = {E' Y e [1,2),
2, x€[23),

seklinde tanimlansin. 2.5.10 Teoremindeki verilen hipotezlere gore kontrol edilirse;

1. Y = [1,2] olsun. O halde TX S Y ve (Y, d) nin R-tam oldugu agiktir.

2. (x,Tx) € R olacak sekilde x =1 igin Tx == dir, yani X(T,®) bostan

farklidir.

3. (xp), x e yakinsayan bir R-koruyan dizisi olsun. Bu nedenle her n € N icin
(n, Xn41) € R dir, yani her n € N igin x, > x,,,4 ve bu yiizden (x,,), x e yakinsayan

azalan bir dizidir. Bu nedenle her n € N i¢in (x,,, x) € R elde edilmelidir.

4.2.5.10 Teoreminde verilen biiziilme prensibinin bu drnege uygulanamayacag:
gosterilirse, Ornegin x = 2, y = 1 olsun, O halde (x,y) € R ve Tx = 2, Ty = %oldugu
agiktir. O halde

d{TETy) =d (2, %) = % ve d(x,y) = 1 dir. Bu nedenle d(Tx, Ty) < kd(x,y)
olacak sekilde herhangi bir k € [0,1) bulunamaz. Ancak bir w, w- uzaklik fonksiyonu
w(x,y) = |x| + |y| olarak alinirsa o halde (x,y) € R olacak sekildeki her x,y € X ve

A €[0,1) igin w(Tx, Ty) < Aw(x,y) ve elde edilir.

Bundan dolayr 2.5.20 Teoreminin biitiin sartlari saglanir ve x = 2, T nin bir tek

sabit noktasidir (Senapati ve Dey, 2017).
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d(1.2)+d(22
Not. x =2, y=1 igin My = max {d(Z,l), d (1,%),(1(2,2),&:(2—2)} _—.%
elde  edilir. 2.3.4. Tammindaki 1 fonksiyonunun tanimindan dolayi
d(Tx, Ty) Sl,b(MT(x, y)) olacak sekilde herhangi bir i fonksiyonu bulunamaz.

Bundan dolay1 bu drnekte 2.5.12 Teoremi kullanilamaz (Senapati ve Dey, 2017).

2.5.22. Ornek X = [0,2] olmak iizere (X,d) bir aligtimig metrik uzay olsun
xy =x veya xy <y baglantis1 (x,y) € R olarak tanimlansin. Bir w:X X X — X

w-uzalifi fonksiyonu w(x, y) = y seklinde tanimlansin. T: X — X doniisiimii

z 0<x<?2,
3 3
2
1-—x, —3~<x<1,
Tx= 3

- W=,
4! )
x—i x>l

2! ?

seklinde tanimlansin.

(x,¥) ER ise o halde xy < x veya xy <y dir. xy <x olsun. Bu nedenle

asagidaki durumlar ortaya ¢ikar:

1. Durum: x = 0 olsun. O halde herhangi bir y € [0,2] igin (x,y) € R. Bu nedenle,

asagidaki durumlar vardir:
Ho<sy< g icin Tx =0 ve Ty = % dir. Bu nedenle w(Tx,Ty) =Ty = % ve

dolayisiyla w(Tx, Ty) == < %w(x, v);

Y
3
(i) % <y < 1ise, bu taktirde Ty € (0, %) vew(Tx,Ty) =1—-y<y=w(x7y)

dir. Ozellikle k € [%, 1) alindiginda w(Tx, Ty) < kw(x,y) dir;

(iii) y = 1 olsun. O halde w(T0,T1) =2 < 2w(0,1) dur.

(iv) y>1 igin k€ [%, 1) olmak tizere w(Tx,Ty) =y — % < ky =ko(x,y)
elde edilir.

2. Durum: Her y € [0,2] x = 0 ve her k € [0,1) i¢in

w(Ty, Tx) = 0 = kw(y, x)

elde edilir.
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3. Durum: x # 0 olsun. Bu taktirde y < 1 dir. Bu nedenle, asagidakiler elde

edilir.

Ho<sy< % i¢in w(Tx, Ty) < %w(x,y);

(ii)% <y<ligink€ [-;—, 1) abndiginda w(Tx, Ty) < kw(x,y);

(iii) ¥ = 1 ve her x € X igin o (Tx,T1) = 2 < 2w(x, 1);

(iv) y<1ve x>1 igin k€ [%, 1) alindifinda w(Ty, Tx) < kw(y,x) elde
edilir.

Yukaridaki ti¢ durumda da T, 2.5.12. Teoremindeki (v) sarti saglar. Simdi

2.5.20. Teoreminin diger hipotezleri kontrol edilirse:
(W)Y = [0, 2| olsun. O halde TX € ¥ ve R |y R-tamdir.

(ii) X(T, R) # @ dur.
(iii) R, T-kapalidur.
V)T, x =1vex= -; de R- siirekli degildir. Ancak x, — x olacak sekildeki her

R-koruyan (x;) dizisinin her k € N U {0} igin (xy,, x) € R olacak sekilde bir (%, ) alt

dizisi bulunabilir.

(v) Herhangi bir x,y €Y igin (z,x),(z,y) € R olacak sekilde her zaman bir
Z € Y bulunabilir.

Onceden T nin biiziilme sartini sagladig: elde edilmigti. Bu nedenle 2.5.20.
Teoremindeki biitlin sartlar saglanmustir. x = 0, T nin bir tek sabit noktasidir (Senapati

ve Dey, 2017).
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. w-a-Uzakhk Yéntemi ile Sabit Nokta Sonugclar

3.1.1. Tamm (X, d) bir metrik uzay ve a: X X X — [0, ) bir dSniisiim olsun.
x € X ¢ yakinsayan ve her n € N igin a(x,, x,.+1) = 1 sartint saglayan her (x,,) dizisi
icin

limy_,e inf f(xy) > f(x)
sarti saglaniyorsa bu taktirde f:X — R U {—o0, 0} fonksiyonu x noktasinda a-alttan

yari siireklidir denir.

3.1.2. Tamm (X, d) bir metrik uzay ve a: X X X — [0, ) bir dontisiim olsun.
w:X X X = [0,00) fonksiyonu asagidaki dzellikleri sagliyorsa w ya X iizerinde bir

w-a-uzaklik denir.
(i) Herhangi bir x, y, z € X i¢in w(x,2) < w(x,y) + w(y, 2) dir,

(ii) Herhangi bir x € X i¢in w(x,.):X — [0, ) doniisiimii bir a-alttan yar:

stireklidir,

(iif) Herhangi bir £ >0 i¢in w(z,x) <& ve w(z,¥) <& iken d(x,y) <e

olacak sekilde en az bir § > 0 vardr.

3.1.3. Tamm (X, d) bir metrik uzay olsun. X iizerinde bir w:X X X — [0, 00)

w-a-uzaklik fonksiyonu her x € X i¢in w(x, x) = 0 ise w ya bir wy-a—uzaklik denir.

3.1.4. Ornek X = [0,) olsun. T: X — X ve a: X X X — [0, o) doniisiimleri

¥
al ] = {1, Xy € [O'E)
0, diger durumlarda
ve

3 1

;o xefog)
Tx = i, x=2

5 2

x, x>

2

seklinde tanimlansin. Agikcasi T fonksiyonu ne a- siireklidir ne de alttan yari siireklidir.

Fakat bu fonksiyon a- alttan yari siireklidir.
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Gergelcten (x,), x = % noktasina yakinsayan sabit olmayan bir dizi olsun. Eger

+
Xy > % ise hern € N i¢in Tx,, = % olur. Eger x, — % ise bu durumda her n € N i¢in
Txy, = x, ve bu ylizden lim,_, Tx, =§ olur. Dolayisiyla lim,,_, inf Tx,, = T%
saglanamaz. Bu yiizden T fonksiyonu x :§ noktasinda alttan yari siirekli degildir.

Simdi (x,,), x =% noktasina yakinsayan ve a(xy,x,41) =1 sartini saglayan sabit

olmayan bir dizi olsun. Bu taktirde (x,) € [0, %) oldugundan Tx, =§ dir. Ancak

Ty —>§#: T-;-zg olmasi nedeniyle T fonksiyonu % noktasinda a-siirekli degildir.
Bununla beraber T fonksiyonu x :% noktasinda a-alttan yari siireklidir. Gergekten

3. ; s
5=11mn_,wmexn2T5=gd1r.

3.1.5. Lemma (X, d) bir metrik uzay, a: X X X — [0, o) seklinde bir doniigiim
ve w: X X X — [0, o) bir w-a-uzaklik olsun. (x,,) ve (), sirastyla a(x,, X,.1) = 1 ve
(V) Yn41) = 1 sartlarini saglayan X de iki dizi ve x,y,z € X olsun. (un) ve (vy)

sifira yakinsayan pozitif reel sayilarin dizileri olsun. O halde asagidaki ozellikler

saglanir:

(i) Her n € N i¢in w(xy,y) < u, ve w(xp, 2) < v, ise y = z dir. Ozellikle

w(x,y) =0ve w(x,z) =0ise y = z dir.
(i) Her n € N igin w(xn, yn) < uy, ve w(xy, 2) < vy, ise o halde y, — z.

(iii) Her n,m € N igin m > n olmak lizere w(xy,, xn) < u, ise, o halde (x,), X

de a(xp, Xp4+1) = 1 sartini saglayan bir Cauchy dizisidir.

(iv) Her n € N igin w(xn,¥) < u, ise, (x,) X de a(xp, Xpeq) =1 sartin
saglayan bir Cauchy dizisidir.

Ispat. Ispati 2.4.7. Lemmanin ispatina benzerdir.

3.1.6. Tamm (X,d) bir metrik uzay ve a:X X X = [0,00) ve T:X - CI(X)
verilen iki dontisim olsun. Eger A € (0,1) ve X iizerinde bir w:X X X — [0, o0)

wo-a-uzakligi meveut Syle ki her x, y € X igin ve u € Tx igin

w(x,Tx) w(y,Ty) 1
1+w(xTx) 1+w(y,Ty)’ 2

a(u, v)w(y, v) < Amax {w (. 9); [w(x, Ty) + w(y, Tx)]}
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olacak sekilde bir v € Ty var ise T kiime degerli doniistimiine genellestirilmis

w-a-rasyonel biiziilme denir.

3.1.7. Tamm (X,d) bir metrik uzay, X iizerinde bir w:X XX — [0, e0)

Wo- a-uzaklik ve T: X' — CI(X) bir déniisiim olsun.

w(x,Tx) w(y,Ty) w(x,Ty)+co(y,Tx)}
14+, Tx) 1+w(y.Ty)’ 2

M(x,y) = max {w (x, y),
olsun. O halde 4 € (0,1) olmak tizere her x,y € X icin
a(x,y) 2 1= w(Tx, Ty) < AM(x,y)

ise T ye bir kiime degerli w-a-rasyonel biiziilme ddniisiimii denir.

3.1.8. Teorem (X, d) bir metrik uzay, a: X X X — [0, ) verilen bir fonksiyon
ve T: X — CI(X) bir genellestirilmig kiime degerli w-a-rasyonel biiziilme doniistimii

olsun. Kabul edelim ki agagidaki sartlar saglansin:
() T(X) €Y ileY < X vardir 6yle ki (Y, d), a-tamdir;
(ii) T bir a-gecisli doniisiimdiir;
(iii) a(xp, x1) = 1 olacak sekilde xo € X ve x; € Tx, vardir;
(iv) T, a-siirekli
yada

(iv') Her n € N igin a(xp, xp41) =21 ve x, = x € X olacak sekildeki G )

dizisinin her k € N U {0} i¢in a(xnk,x) = 1 olacak sekilde bir (xnk) alt dizisi vardir;

O halde F(T) # @ dir.

Ispat. (i) den dolayr a(xy, x;) = 1 olacak sekilde xy € X ve x; € Tx, vardir. T

bir genellestirilmis w-a-rasyonel biiziilme doniisiimii oldugundan

w(x,Txg) w(x,Txq)
1+w(xq,Txg) ' 14+w(x,,Tx,) "’

a(xy, xz)w(xy, x,) < Amax {w(xo,xl),

é‘[a.)(xg,Txl) + w(xq, Txo)]} (20)
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olacak sekilde x, € Tx; bulunabilir. T bir a-gegisli doniisiim ve a(xg, x1) = 1 olacak

sekilde x; € Txy oldugundan
@, By 21 (21

elde edilir. (20) ve (21) deki denklemlerinden

w(x0,Txg)  w(xy,Txy)
1+w(x0,Txg) 1+w(x,,Tx,)’

w(xy, x2) < alxy, x3)w(xg, x;) < Amax {w(xg,x1),

3 [0(o, Tx1) + 0(x,, Txp)]]

elde edilir.

Tekrardan T bir genellestirilmis w-a-rasyonel biiziilmesi oldugundan

w(xy,Tx,) w(x5,Tx3)
T+w(x,,Tx,) " 1+0(x2.Tx,)

a(xz, x3)w (2, x3) < Amax {w(xl, X2),

1
2[00, Txz) + w(xg, Txl)]} (22)
olacak gekilde x3 € Tx; vardir. a(xy,x;) = 1 ve T bir a-gegisli doniisiim oldugundan
a(x;, x3) =1 (23)

elde edilir. (22) ve (23) deki denklemlerinden

Wy, Tx1)  w(x,Txp)
1+w(x1,Tx1) 4 1+w(xz,sz) t

w(xz X3) < a(xz, X3)@(xz, x3) < Amax {w(xl, X2),

1
3 (0G0 Tx,) + (e, Tx)])
clde edilir. Bu iglemler devam ettirilirse her n € N igin x,, € Tx,,_4,
a(xp, Xn41) 2 1 (24)

Ve

@ (Xn—1,TXn-1) w(xn.Txp)
1+w(xn-1,Txn—1) " 1+w(xy,Txn)’

w (X, Xny1) < Amax {m (tn-1, %),

%[cu (Xn-1,Txpn) + w(xy, Txn—l)]}

42



elde edilir. $imdi her n € N i¢in

w(xn—1,TXn-1) w(n, Txn)
1+ (xn—1,Txn—1) " 14w (X, Txy)’

(X, Xn41) < Amax {w (n—1, %),

[0 (-1, THy) + Wy, Txn_l)]}

W(Xn—1.Xp) w(XnXn+1)
1+ w(xn—1,%) " 1+ @0 xn41)"

= Amax {cu (o1, xp),
1
z [w (Xn—1) Xn+1) + w(xp, 25,)]
i
< Amax {w (Xn-1, Xn), (X, Xn41), 2 [w (-1, xn+1)]}

< Amax {cu(xn_l, TG O % [w (-1, %5) + w(xp, xn+1)]}

< Amax{w(x,_;, Xn)s WXy, Xna1)3. (25)

clde edilir. O halde w(xp, Xn41) < Amax{w(xp_1, %), w(xp, X41)} elde edilir. Baz
keN igin  max{w(xe—1, xx), @, x31)} = 0(xp Xpey) ise  bu  taktirde
w(Xp Xg41) =0 ve bu yiizden w(xp_y,x) =0 elde edilir. w- a-uzakliginin

Ozelliginden
W (X1, Xg11) < (X1, X)) + WXy, Xg41) =0
elde edilir.

w(Xg_1, %) = 0 ve w(Xp-1, Xx41) = 0 oldugundan 3.1.5 Lemmasi kullanilarak
Xy = Xy41 bulunur. Bu ise x; € Ty, ve bu yiizden x;, nin, T nin bir sabit noktast oldugu

anlamina gelir. $imdi kabul edelim ki her n € N igin

max{w (X1, %), 0 (n, X41)} = 0(Xn_1, Xn)
olsun. (25) den her n € N igin

W (Xn, Xn41) < A K-y, %) (26)
elde edilir. Timevarim y&ntemiyle her n € N igin

W (Xp Xnpr) < Aw(xp-1, Xn)
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< Azw(xn—-ZJ le.—l)

< Hw(agxq)
elde edilir.

Her n,m € N igin m > n olsun. Bu taktirde
w(xru xm) = w(xnrxn+1) i w(xn+llxn+2) b w(xm—L xm)

< Mw(xg, x1) + A" w(xg, x1) + - + A Lw(xg, x4)

ln
= mw(xo,xﬂ

elde edilir.

0 <A <1 oldugundan n — o iken %w(xo,xl) — 0 dir. 3.1.5 Lemmadan

a(Xn, Xn41) = 1 sartini saglayan (x,) nin ¥ de bir Cauchy dizisi oldugu bulunur. (24)
den her n € N igin a(xp, Xp41) = 1 oldugunu biliyoruz. (Y, d), a-tam oldugundan baz
z €Y igin n — o iken x, — z elde edilir. $imdi z nin T nin bir sabit noktasi oldugunu

gosterelim. Ilk olarak T nin a-siirekli oldugunu goz dniine alalim. Bu taktirde
d(z,Tz) = lim,_,e d(xp11,T2) = lim, o d(Tx,, Tz) = d(Tz,T2z) = 0
elde edilir. Bu da z nin T nin bir sabit noktasi oldugunu gosterir.

Simdi kabul edelim ki (iv') sarti saglansin. Bu taktirde her k € N U {0} i¢in

@(xp,2) 2 1 olacak sekilde (x,) nin bir (x,,) alt dizisi vardir. Bu durumda
S %w(xo,xl) esitsizliginden w-a-uzakligin alttan yari siirekliligi kulla-

nilarak

ﬂ_nk_l

©(Xny1,2) < limpeseo inf @(Fny1, X m) S 1Mo inf S 0o x) =0 27)

dir. Ayrica T genellestirilmis w-a-rasyonel biiziilme doniisiimii ve a(xnk,z) = 1 oldu-

gundan
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w(xnkxxnk+1) w(z,Tz)
1+m(xnk,xnk+1) "1+w(zTz)’

@ (Xny+1,T2) = 0(Txy,, Tz) < Amax {cu(xnk,z),

% [w(xnk’ TZ) + a)(z, xnk+1)]}
< Amax [w (%2 )i 0 (o o Yot (2 Tz),é [w(xn,, T2) + (2, xnk+1)]}

< Amax{w (%, 2), 0 (xny Xny 11 ), (2, Xng+1) + 0(%n, 41, TZ)}

: R o . AT
< Amax {llmk_,c,0 inf 1—_—;w(x0, ) }ll_)ﬂ;mf)l“kw(xo, x1), limy 0 mf% w(xg, x1) +

w(xXn, 41, 72)}

dir. Bger (¥n,+1,T2) > 0 ise 0 (Xp, 41, T2) < Aw(%pn, +1, T2) olur ki bu bir celiskidir.
O halde

w241, T2) =0 (28)
dir. (27) ve(28) birlestirilirse 3.1.5. Lemmadan z = Tz elde edilir.

3.1.9. Teorem (X,d) bir metrik uzay, a: X X X — [0, ) verilen bir fonksiyon
ve T:X - CI(X) bir kiime degerli w-a-rasyonel biiziilme déniisiimii olsun. Kabul

edelim ki asagidaki sartlar saglansin:
(i) T(X) €YileY S X vardir 6yle ki (Y, d), a-tamdir;
(ii) T bir a-gegisli doniisiimdiir;
(i) a(xg, x1) = 1 olacak gekilde xy € X ve x; € Tx, vardir;
(iv) T, a-stirekli

ya da

(iv') Her n € N i¢in a(xy, xp4q) 21 ve x, = x € X olacak sekildeki (x,,)

dizisinin her k € N U {0} i¢in a(xy,, x) = 1 olacak sekilde bir (x,, ) alt dizisi vardir;
O halde F(T) # @ dir.

Ispat. Ispat: 3.1.8. Teoreminin ispatina benzerdir.
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X(T,R) ={x € X:(x,y) € R,y € Tx} olarak tanimlansin.

3.1.10. Sonug¢ Bir w, w-R-uzaklig: ile (X,d) bir metrik uzay, seklinde bir
donligim ve R, X de herhangi keyfi ikili bagmnti olsun. T:X — CI(X) doniistimii
asagidaki sartlar1 saglarsa, bu taktirde F(T) # @ dir.

HTX) S YileY € X vardir dyle ki (¥, d), R-tamdir;
(i) X(T,R) # @ ve R, T-kapalidir;

(iii) T, R-siirekli

ya da

(iii') Her n € N igin (x,,X,,41) € R ve x, = x € X olacak sekildeki (x,) dizi-

sinin her k € N U {0} igin (x,,,, x) € R olacak sekilde bir (xn, ) alt dizisi vardir;

(iv) x,y € R olacak sekilde her x,y € X icin bir 1 € [0,1) vardir 6yle ki
w(Tx, Ty) < AM(x,y) dir.

w(x,Tx) w(y,Ty) w(x,Ty)+m(y,Tx)}

M(x, y) = max {cu(x, ), 1+w(xTx) ' 1+w(y,Ty)’ 2

vardir.

isp at. a(x,y) = {(1)1, Ei?gﬁ ju?f"umiarda

seklinde tanimlanan bir doniigiim olsun. a(xg, x;) > 1 olacak sekilde x5 € X ve
Xy € Txo varsa, bu taktirde X(T,R) # @ oldugundan (x,, Tx,) € R olacak sekilde bir
xp € X(T,R) noktasi vardir. (%9, %) ER ve R, T kapalt oldugundan (x;,x,) € R
olacak sekilde bir x, € Tx; vardir. @ nin tanimindan dolayr da a(x;,x;) = 1 olur. Bu
isleme devam edilirse x,, = Tx,_; olacak sekilde a(Xn, Xn41) = 1 elde ederiz. Yani T,
a-gegislidir. @ nin tanimindan dolayi ve (Y, d), R-tam oldugundan ayni zamanda (Y, d)
a-tamdur. (iii) ve (iii') sartlar1 3.1.8. Teoreminin (iv) ve (iv") hipotezlerini gerektirir.

Simdi a(x,y) = 1 olsun. Bu taktirde (x, y) € R dir. Hipotez (iv) den dolayi da
w(Tx, Ty) < AM(x,y)

olacak sekilde bir bir A € [0,1) vardir. Bu yiizden 3.1.8. Teoreminin biitiin sartlari
saglandifindan T nin bir sabit noktasi vardir. Ayrica w-R-uzakligi w-a-uzaklig

gerektirir.
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3.1.11. Sonu¢ (X,d) bir tam metrik uzay, a:X XX — [0,0) verilen bir
fonksiyon ve T:X — CI(X) bir kiime degerli genellestirilmis w-a-rasyonel biiziilme

ddniigiimii olsun. Kabul edelim ki agagidaki sartlar saglansin:
() T bir a-gecisli doniisiimdiir;
(i) a(xg, x1) = 1 olacak gekilde x, € X ve x; € Tx, vardir;

(iii) T, a-siirekli ya da her n € N igin a(x,, x,,,) = 1 ve Xn = X € X olacak
sekildeki (xp,) dizisinin her k € N U {0} i¢in a(x,,, x) = 1 olacak sekilde bir (xy,) alt
dizisi vardir;

Bu taktirde F(T) # @ dir.

Ispat. (X,d) tam metrik uzay a-tami sagladifindan 3.1.8. Teoreminin ispati
kullanilarak istenilen sonug elde edilir.

3.1.12. Ornek X = (—1,0) ve d:X X X — [0,00) metrigi her x,¥y € X icin

d(x,y) = |x — y| seklinde tanimlansin. a: X X X — [0, o) doniisiimii

- x2+}’2, x,yE[O,l],
a(x,y) = {0, diger durumlarda,

ile tanimlansin. T: X — CI(X) kiime degerli doniistimii

{ixz}, x € [0,1],

Ti= { 4
{lx[,|x + 2|},  diger durumlarda,

ile tanimlansin,

Simdi T nin, 1= % ve her x,y €X i¢in w(x,y) = max{|x|,|y|} olarak
tanimlanan w: X X X — [0, c0) w-a-uzaklig ile bir kiime degerli w-a-rasyonel biiziilme
ddniisiim oldugunu gosterelim. x,y € [0,1] igin u € Tx = {ixz} olsun. Yani u = %xz

ve

a(w,v)ou,v) =a (ﬁ yz)‘“ (x_z “y_z)

ey 4’ 4
= [ + y—4) G max{xz,yz})

“\16 ' 16
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<(1+ 1)imax{x2, y?}

1
< Lmax{lx], Iy}

olacak sekilde bir v = i y? € Ty bulunabilir. Yani a(u, v)o(u,v) < AM(x, v) dir. Bu

nedenle T bir kiime degerli w-a-rasyonel biiziilme doniisiimdiir.

Agikecasi (Y, d) bir tam metrik uzay degildir. Fakat (Y,d) bir a-tam metrik
uzaydir. Gergekten (x,), her n € N igin a(x,, xp41) = 1 olacak sekilde Y de bir
Cauchy dizisi olsun. Bdylece her n € N igin x,, € [0,1] dir. ([0,1], d) tam metrik uzay
oldugundan n — o iken x, — z olacak sekilde z € [0,1] vardir. Bu nedenle (Y,d) bir

a-tam metrik uzaydir,

a(x,y) = 1 olsun; o halde x,y € [0,1] dir. Diger taraftan her ¢ € [0,1] i¢in
Tc€[01]. O halde a(Tx,Ty)>1 olur. Yani T, bir a-gegisli doniisiimdiir.

By = % ETlvea(xyx) = (1&) = 1 olacak sekilde x, = 1 vardir.

n — oo iken x, - x ve her n € N i¢in (x,) dizisi a(xy,, Xn41) = 1 esitsizligini
saglasin. Buradan her n € N igin (x,,) € [0,1] ve bu yiizden (Tx,,) € [0,1] dir. T, [0,1]
lizerinde siirekli oldugundan, n — co iken Tx, - Tx dir. Yani T bir a-siirekli
ddniigtimdiir.

Alternatif olarak a(xp, x,4+1) = 1 ve x,, = z € X olsun. Bu durumda x,, € [0,1]

ve X, — z olacak sekilde bir (xy, ) alt dizisi vardur. Dolayistyla a(x,,, z) = 1 dir.
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4. TARTISMA ve SONUC

Tam olmayan metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremlerini inceledik. Sabit
nokta kavrami, Banach biiziilme prensibi ve a-tam metrik uzaylarda kiime degerli
genellestirilmis wg-biiziilme doniisiimleri icin sabit nokta teoremlerini {izerinde
durulmugtur. w-uzaklik yontemi ile R-bagintili kiimeler tizerinde sabit nokta sonuglarini
inceledik. w-a-uzaklik ve kiime degerli genellestirilmis w-a-rasyonel biiziilme ve kiime
degerli w-a-rasyonel biiziilme tanimini verdik, teoremlerini ispatladik ve bir 6rnekle
gosterdik. Literatiirdeki bazi sabit nokta teoremlerinin bu sekilde ¢ziim kiimelerinin

var oldugunu soyleyebiliriz.
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