T.C.
MUS ALPARSLAN UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

GECIKMELI SiNiR AGLARININ USTEL KARARLILIGI

Veysel GUVEN

YUKSEK LiSANS TEZi

Matematik Anabilim Dah

Haziran-2019
MUS
Her Hakki Sakhdir






T.C.
MUS ALPARSLAN UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

GECIKMELI SiNiR AGLARININ USTEL KARARLILIGI

Veysel GUVEN

YUKSEK LiSANS TEZi

Matematik Anabilim Dah

Danisman
Dog¢. Dr. Erdal KORKMAZ

Haziran-2019
MUS
Her Hakki Sakhdir



TEZ KABUL VE ONAYI

Veysel GUVEN tarafindan hazirlanan “Gecikmeli Sinir Aglarinin  Ustel

Kararlii@” adli tez galigmasi 18/06/2019 tarihinde agagidaki jiiri tarafindan oy birligi /

~oy-golekaie ile Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim
Dalr’'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri Imza

Baskan r
Dr. Ogr. Uyesi Muhammed Recai TURKMEN N AN fnin oo

Afyon Kocatepe Universitesi-Matematik

Danisman
Dog. Dr. Erdal KORKMAZ

Mus Alparslan Universitesi-Matematik

Uye
Dr. Ogr. Uyesi Muaz SEYDAOGLU

Mus Alparslan Universitesi-Matematik

Yukaridaki sonug;
Ensititii Yonetim Kurulu &/ 062019 Tarih vel #./ %#holu karar ile onaylanmustir.

Doc. edat BOZARI

FBE Mudii




TEZ BILDIRiMI

Bu tezdeki biitiin bilgilerin etik davranig ve akademik kurallar gercevesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu caligmada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagna eksiksiz atif yapildigin bildiririm.

DECLARATION PAGE

I hereby declare that all information in this document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. I also declare that, as
required by these rules and conduct, I have fully cited and referenced all material and

results that are not original to this work.

V'@

Veysel GUVEN

TarihZ3/042019

1ii




OZET

YUKSEK LiSANS TEZI
GECIKMELI SiNIiR AGLARININ USTEL KARARLILIGI
Veysel GUVEN

Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Danmisman: Do¢. Dr. Erdal KORKMAZ

2019, 27 Sayfa

Jiiri
_ Damsman: Dog. Dr. Erdal KORKMAZ
Jiiri Uyesi: Dr. Ogr. Uyesi Muhammed Recai TURKMEN
Jiiri Uyesi: Dr. Ogr. Uyesi Muaz SEYDAOGLU

Bu tez caligmasinda; gecikmeli sinir aglarinin denge noktasinin iistel karalilig1 ele alindi. Birinci
boliimde; denge noktasinin {istel kararliligi ve sinir aglar1 hakkinda genel bir bilgi verilerek literatiirde
yapilan calismalar 6zetlendi. ikinci boliimde; calismada kullanilacak temel kavramlar verilerek Lyapunov
metodu hakkinda bilgi verildi. Ugiincii béliimde; gecikmeli sinir aglarim modellendiren iki farkli
diferansiyel denklem sisteminin denge noktasinin stel kararliligi igin yeter sartlar Lyapunov’un ikinci
metodu kullanilarak elde edildi. Son bdliimde; arastirmacilar i¢in bazi denklem modellerinin denge
noktasinin global asimptotik kararliliginin arastirilmasi tavsiye edildi.

Anahtar Kelimeler: Gecikmeli Diferansiyel Denklemler, Lyapunov fonksiyon, Sinir aglari,
Ustel kararhilik.
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EXPONENTIAL STABILITY OF NEURAL NETWORKS WITH DELAY
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In this thesis; the expnential stability of the equilibrium point of delayed neural networks was
studied. In the first chapter; giving the basic properties of the exponential stability and the neural network,
some results which are in the literature were introduced. In the second chapter; the basic notions and main
idea about Lyapunov method were exhibited. In the third chapter; it was shown that the exponential stability
of the equilibrium point of two different systems of differential equations that model delayed neural
networks can be obtained by using the second method of Lyapunov. In the last chapter; for the reader to
investigating the exponential stability of the equilibrium point of some equation models was advised.

Keywords: Differential Equations with Delay, Exponential stability, Lyapunov function,
Neural Networks.
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1. GIRIS VE KAYNAK ARASTIRMASI

Bu calismada, lineer ve lineer olmayan sistemlerin ¢oziimlerinin kararlilik
davraniglarini belirlemek i¢in Lyapunov'un ikinci metodu kullanilacaktir. Bu metodun en
biiyiik avantaji ¢6ziime yonelik herhangi bir bilgi sahibi olmaksizin genis anlamda
kararlilig1 elde edebilmektir. Bu metot sinir aglarinin kararlilig1 arastirilirken oldukca
kullanighdir.

Sinir aglarmin temel Ozellikleri, asenkron paralel isleme siirekli zaman
dinamikleri ve ag elemanlarmin global etkilesimidir. Sinir aglarin etkileyici
uygulamalari, optimizasyon, lineer ve lineer olmayan programlama, iliskisel bellek, sekil
tanima ve bilgisayar vizyonu gibi ¢esitli alanlar i¢in 6nerilmistir. Sinir aglar1 yogun bir
sekilde calisilmis ve sinyal isleme sistemlerine, 6zellikle statik goriintii islemesinde ve
dogrusal olmayan cebirsel denklemleri ¢ozmek igin basariyla uygulanmistir. Bu tiir
uygulamalar, denge noktalarinin veya tek bir denge noktasinin varligina ve kararliligin
nitel 6zelliklerine dayanmaktadir (Chua ve Yang, 1988a; Forti ve Tesi, 1995). Donanim
uygulamasinda, amplifikatorlerin sonlu anahtarlama hizlar1 ve iletisim zamanindan
dolayr zaman gecikmeleri meydana gelir. Zaman gecikmeleri, salinimlara ve ayrica
aglarin kararsizligina neden olabilir. Bu nedenle, gecikmeli sinir aglarmin kararlilik
caligmas1 pratikte gereklidir. Sinir aglarin asimptotik kararliligmi saglayan kosullar
verilmigstir (Civalleri ve ark., 1993; Roska ve ark., 1993; Gopalsamy ve He, 1994;
Driessche ve Zou, 1998; Arik ve Tavanoglu, 1998; Liao ve Wang, 2000; Cao, 2001;
Zhang, 2002; Zhang ve Jin, 2000; Zhan ve Yang, 2001). Ustel kararlilik (Chen, 2001a;
Chen, 2001b; Chu, 2001) calismalarda tartisitlmaktadir. Gecikmeli sinir aglarinin
kararlilig1 (Xu ve ark., 2001; Joy, 2000; Yi ve ark., 2001) ¢aligmalarda tartisilmistir, ancak
gecikmeli sinir aglarinin iistel kararlilik tartigilmamustir.

Keyfi gecikmelere sahip sinir aglarinin denge noktalari igin varlik, teklik ve global
uistel kararlilig1 detayl1 bir sekilde arastirilmistir. Lyapunov fonksiyonu yardimiyla, keyfi
gecikmeleri igeren diferansiyel esitsizlikler elde edildi. (Zhang ve Jin, 2000; Siljiak,
1978) caligmalarindaki M-matris teorisini kullanarak, diferansiyel esitsizliklerin
kararlilik sartlar1 elde edildi. Diferansiyel esitsizliklerin nitelik 6zelliklerinden keyfi
gecikmelere sahip sinir aglarinin global istel kararlilig1 igin yeter sartlar elde edildi.

Sinir aglarinin 6nemli bir sinifi olan Hiicresel Sinir Aglar1 (HSA) sinir aglarinin
baz1 temel 6zelliklere sahiptir ve goriintii isleme ve sekil tanima gibi alanlarda dnemli

potansiyel uygulamalara sahiptir. Chua ve Yang (1988a) HSA’y1 uygulayan devre



semas1 ve baglanti diizeni sunmustur. HSA, sinyal islemede uygulanabilir ve ayrica bazi
goriintli isleme ve sekil tanima problemlerini ¢6zmek i¢in de kullanilabilir (Chua ve
Yang, 1988b). Bununla birlikte, Gecikmeli Hiicresel Sinir Aglar1 (GHSA) kullanarak bazi
dinamik goriintii isleme ve sekil tanima problemlerini ¢ézmek i¢in gereklidir (Liao,
1994a; Civalleri ve ark., 1993). HSA ve GHSA nin kararliliginin arastirilmasinin teoride
onemli bir problem oldugu bilinmektedir ve bu nedenle hem teoride hem de uygulamada
onemli bir yeri vardir. Son zamanlarda, HSA’ nin kararlili§1 i¢in bazi sonuglar elde

edilmistir (Chua ve Yang, 1988a; Liao, 1994a, 1994b).



2. TEORIK ESASLAR
2.1. Temel kavramlar

Fiziksel fenomen tanimlanan matematiksel modeller ya da denklemler ¢ogunlukla

x(ty) = x, baslangig bilgisi ile birlikte
x =F(t x) (2.1)

formundaki adi diferansiyel denklemlerdir. Genellikle tim Olglim tiirlerinden
kaynaklanan ilk verilerde hatalar olabileceginden, ilk verilerdeki kiigiik farkliliklarin
(2.1) in ¢dziimlerinin istenen davramsini ne kadar etkiledigini bilmek &nemlidir. Ilk
verilerde yeterince kiigiik bir degisiklik yapilmasi durumunda, ilgili ¢6ziimde dnemli bir
sapma gozlenirse, o zaman verilen baglangi¢c verilerinden elde edilen ¢oziim kabul
edilemezdir, ¢linkii gerekli fenomeni yaklasik olarak tanimlamamaktadir. Coziimlerin
kayda deger bir sekilde istenen davranistan sapmasina izin vermeyecek kosullarin
arastirilmasi problemi, bunun i¢in énemlidir. (2.1) in ¢ézlimlerinin davranislariyla ilgili
bu tiir problemlerle ilgilenen matematik alan1 genellikle kararlilik teorisi olarak tercih
edilir.

to = 0 saginda var olan (t,, xy) baslangic noktasindan gecen (2.1) in bir ¢6ziimii
x(t) = x(t, ty,xo) olsun. Biz x(t) ¢ozimil i¢in kararlihigin temel kavramlarini
tanistirmadan Once t, Ve x, baslangi¢ degerleri lizerine x (¢, ty, xo) ¢Ozlimlerinin siirekli
bagimliligina iliskin bir sonug ispatlayacagiz.
Teorem 2.1. F(t, x) fonksiyonu B = {(t,x):t, <t <ty + a, ||x — x¢|| < b} kiimesinde
stirekli ve (t, x1), (t,x,) € B igin

IF(t,21) — F(& x|l < Kllxq — x|l
Lipchitz sartin1 saglasm. O zaman x, — x, demek t € [ty, ty + a] i¢cin x(¢, ty, x,) =
x(t, to, xo) diizgiin demektir (Ahmad ve Rao, 1999).
Ispat. Sirasiyla (g, xo) Ve (to, x,,) den gegen (2.1) in herhangi iki ¢oziimii x (¢, to, Xo) Ve
x(t, ty, xp,) olsun.
t
x(t; tg, xp) = X + JF(s,x(s; to,xn))ds,
to
t
x(t; ty, x0) = xo + fF(s,x(s; to,xo))ds.
to



Lipchitz sartin1 kullanarak t > ¢t i¢in

t

”x(t, tOan) - x(tl tOr xO)” < ”xn - xO” + f K”x(si t()!x‘n) - x(sl tOrXO)”dS'
to

Biz simdi (2.1) in x(t, tg, X) ¢Oziimii i¢in ¢esitli kararlilik kavramlari tanimlariz
ve bu kavramlarin esdeger olmadigini drneklerle gosterecegiz. Bundan sonra kararlilikla
biz (t,, o) aralig1 izerinde kararlilig1 kastediyoruz.

Tamim 2.2. x(t), (2.1) in ¢6ziimii olsun. Eger her € > 0 i¢in bir § = §(&) > 0 vardir ki
(2.1)in herhangi bir x(t) = x(t, ty, X) ¢oziimii igin ||X, — xo|| < & iken her t > t, igin
lX(t) — x(t)|| < € oluyorsa (2.1) in x(t) ¢6ziimiine kararlidir denir (Lyapunov, 1949).
Tamim 2.3. Eger (2.1) in x(t) ¢6ziimii kararli ve bir § = §(g) > 0 var ||X, — x| < &
iken her t =ty i¢in ||x(t) — x(¢t)|| = 0 oluyorsa (2.1) in x(t) ¢oziimiine asimptotik
kararl1 denir (Lyapunov, 1949).

Tanim 2.4. Eger (2.1) in x(t) ¢0ziimii kararli degilse kararsiz olarak bilinir (Lyapunov,
1949).

Birinci ve iiglincii tanimlar 1892 de A. M. Lyapunov tarafindan Onerilmistir.
Bunlar (2.1) in sag tarafindan ki kiiciik farkliliklar altinda kararliligin korunmasina izin
vermedigi i¢in biraz zayiftir. Bu nedenle, siirekli hareket eden pertiirbasyonlar altinda
¢Oziimlerin kararliligini tartismak i¢in asagidaki giliclii kavramlara ihtiyacimiz var.
Tanim 2.5. x(t), (2.1) in ¢6zlimii olsun. Eger her € > 0 i¢in bir § = § (&) > 0 vardir ki
(2.1) in herhangi bir x(t) = x(t, ty, X,) ¢6ziimii ve t; > t, i¢in ||X(t;) —x(t)|| <6
iken her t >t; igin [|x(t) —x(t)|| < € oluyorsa (2.1) in x(t) ¢oziimiine diizgiin
kararlidir denir (Presidskii, 1933).

Tanim 2.6. Eger (2.1)in x(t), ¢6ziimii diizgiin kararli ve bir §, > 0 vardir ve her bir n >
Oiginbir T = T(n) > 0 vardirki t; =ty icin [|X(t;) — x(t)|| < Sy ikenhert > t; + T
icin ||x(t) — x(t)|| < n oluyorsa (2.1) in x(t) ¢6ziimiine diizgiin asimptotik kararlidir
denir (Malkin, 1966).
Tanim 2.7. x(t), (2.1) in ¢6ziimii olsun. Eger her € > 0 i¢in bir § = §(&) > 0 vardir ki
(2.1) in herhangi bir x(t) = x(t, ty, X,) ¢6ziimii ve t; = t, i¢in ||x(t;) —x(t)|| <6
iken her t > t, i¢in ||x(t) —x(t)|| < € oluyorsa (2.1) in x(t) ¢6ziimiine kuvvetli
kararlidir denir (Ascoli, 1950).
Tamim 2.8. Bir A > 0 var ve verilen her € > 0 i¢in Vt > t, i¢in

lIx0ll < 8(e), llx(&; xo, to) |l < e exp[—=A(t —to)]



olacak sekilde bir 6(g) > 0 varsa (2.1) in sifir ¢oziimii iistel asimptotik kararlidir denir
(Malkin, 1952).

Not 2.9. Tanim 2.2°deki § baslangig an1 t,bagh iken Tamim 2.5°deki§, t, dan
bagimsizdir. Tanimlardan; kuvvetli kararli ise diizgiin kararli, diizgiin kararli ise kararli,
diizgiin asimptotik kararli ise asimptotik kararli oldugu aciktir. Bu ifadelerin tersi
genellikle dogru degildir. Bununla birlikte otonom sistemler ve periyodik sistemler
(F(t +w,x) = F(t,x)) igin eger sifir (ya da herhangi bir sabit) ¢oziimii kararl ise
diizglin kararhidir, asimptotik kararl ise diizgiin asimptotik kararlidir (Ahmad, 1999).

Farz edelim ki
x' = f(x) (2.2)

otonom sisteminin x(t) = 0 sifir ¢oztimii kararhdir. (2.2) igin biliyoruz ki eger x(t), t €
[to, o) bir ¢oziimii ve @ = 0ise 0 zaman x(t + a), t € [t, — a, ) da bir ¢éziimdiir
(Ahmad, 1999).

Not 2.10. x,(t), C nin bir elemani olsun. (2.1) sisteminde x = y + x,(t) alinarak

Y — ey +x®) - £t x%(®) @3
denklemine doniisiir. Su halde (2.3) denkleminin sag tarafi G(t,y) ile gosterilirse
G(t,0) =0 olur. Yani (2.3) denklemininy(t) =0 ¢6ziimii (2.1) denkleminin x,(t)
¢oziimiine 6zdestir. Bu nedenle x, () nin yerine (2.3) denkleminin y(t) = 0 kararliligini

tartigmak yeterlidir (Ahmad, 1999).

Ornek 2.11.
dx _
dc
X(O) = XO

baslangi¢ deger problemi ele alinsin.

de t
J—=—fdt
xo X t

0 0
Inx —Inx, =t,—t
Inx =Inxyg+ty,—t

X(t) — elnerto—t
x(t) = xpetot
x(t) = xgetot

Xo — Xo| < 6 iken



lxg — %ol

lx(t) —x(t)| = |xpe "t —xge ttlo| = e oy, — x| < g

Vt > tyicin 8 =€  oldugunda x(t) ¢oziimii kararhidir. Dikkat edilirse § sayisi t, dan
bagimsizdir. Su halde x(t) ¢6ziimii diizgiin kararlidir. Ayrict t - o oldugunda
|xg — xo| = 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla x(t) ¢6ziimi asimptotik kararli hatta diizgiin

asimptotik kararlidir.

Ornek 2.12.
dx _
FT
x(0) = x,

baslangi¢ deger problemi ele alinsin.

xdx t
[
X x to

0
Inx —Inx, =t —¢,
x(t) = xget™to
|xo — 0] < &iken
lx(t) — 0]= |xget~to| = et ~tofxy| < Set~to
Vt >ty igin |x(t)| < 6 olacak sekilde bir € sayist yoktur. Dolayisiyla sifir ¢6ziim

kararsizdir.

Ornek 2.13. % = 0 denkleminin sifir ¢ézlimii kararlidir ama asimptotik kararli degildir.
{x(O) =0 {Y(O) =c
x(t)=0" x(t)=c
|0 —c| < &iken |x(t) —x(t)| = |x(t)| = |c| < & = € oldugundan kararhdir.
tli_)ngolx(t) —x(t)| = tll_)t‘gloc =c+0
oldugundan asimptotik kararli degildir.
Ornek 2.14.

12t
"= —|[13+ 12sinlog(t + 1) +
u sinlog( ) T

denkleminin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir ama diizgiin kararli degil ve diizgiin

coslog(t + 1)|u (2.4)

asimptotik kararl degildir.
(2.4)"in genel ¢oziimii
u(t) = u(0) exp[—(13 + 12 sinlog(t + 1))t]
seklindedir.
lu®] < [u(0)|e~*



olup t —» oo alinirsa |u(t)| = 0 oldugundan (2.4) denkleminin sifir ¢6ziimii asimptotik
kararlidir. Eger t,, = e@*D™W2 _ 1 ve f; = @32 _ 1 alinirsa
Uy
Un

= exp[—f;l + 25tn] = exp[(zs — eﬁ)e(4n+1)n/2 _ 24]

olur. n - oo oldugunda 25 > e™ oldugundan dolay1 ? — olur. (2.4) denkleminin sifir

¢ozlimii diizgiin kararli degildir. Dolayisiyla diizgilin asimptotik kararli degildir.
Ornek 2.15.
u'"+u=0 (2.5)
denkleminin sifir ¢6ziimii diizgiin kararlidir ama asimptotik kararli degildir.(2.5)
denklemi sin t ve cos t ¢oziimlerin temel bir sistemine sahiptir. Diyelim ki
u(t) = u(0)sint
olsun. t; = tigin
lu(t)| = [u(0)sinty| < [u(0)| =6
iken Vt > t; i¢in
lu(t)| = [u(0)sint] < |[u(0)| =86 < ¢
oldugundan sifir ¢éziim diizgiin kararhidir. Ama t — oo iken |u(t)| + 0 oldugundan
asimptotik kararli degildir.
Simdi
X)) =f(t,x), x,=({t+08), —r<0=<0,t=>0 (2.6)
otonom olmayan gecikmeli diferansiyel denklemi g6z 6niine alinsin. Burada f: [0, 0) X
Cy — R™ siirekli bir dontisiim, f(t, 0) = 0; (C, ||. ||) siirekli fonksiyonlarin Banach uzayi;
r > 0 olmak tizere ¢: [—r,0] = R™;
Cy ={p € (C[-r,0],R™): b < H}
dir. Varlik teorisine gore, ¢ € Cy ve t > 0 ise, bu takdirde (2.6) denklem sisteminin
[to, to + @) aralifinda t > t, i¢in en az bir x(t; t,, ¢) ¢oziimii vardir 6yle ki x;(t, d) olur.
Burada a pozitif bir sabittir ve ||. || sembolii ise R™ de bir norm olup
el =, max |l
seklinde tanimlidir (Burton, 1985).
Tanmim 2.16. A ve h pozitif sabitler olmak tizere, x(t,, ¢) fonksiyonu [t, — h,t, +
A]’dan R™’ye taniml1 olsun. Bu fonksiyon t = t, (t, = 0) noktasinda ¢ € Cy baslangig

sartina sahip ve asagidaki 6zellikleri saglasin:



(ii) x(to, $) = ¢

(iii) Her ty, < t <ty + A igin x(ty, ¢), (2.6) denklemini saglar.
Bu takdirde x(t,, ¢) fonksiyonuna (2.6) denkleminin bir ¢6ziimii denir (Yoshizawa,
1966).
Teorem 2.17. Eger her t ve ¢ € Cy igin f (¢, ¢) strekli bir fonksiyon; H; < H, ty,0 <
to < c (burada c pozitif bir sabit) ise, bu takdirde (2.6) denkleminin t = t, noktasinda ¢

baslangi¢ degerine sahip bir ¢oziim var ve t > ¢, i¢in bu ¢oziim siirekli tiirevlenebilirdir.

(Yoshizawa, 1966).

2.2. Lyapunov’un Ikinci Metodu

Tanmm 2.1. Q, R™ de acik bir kiime olmak tizere V:QQ € R™ - R, 0 € olsun. V(0) =0
veVx € Q, (x # 0) igin,

e V(x) > 0iseV fonksiyonuna pozitif tanimlidir denir.
e V(x) < 0iseV fonksiyonuna negatif tanimhidir denir.
e V(x) = 0iseV fonksiyonuna pozitif yar1 tanimlidir denir.

e V(x) < 0iseV fonksiyonuna negatif yar1 tanimlidir denir.

(Ahmad, 1999).

Tanim 2.2. Siirekli pozitif tamimlh W: R™ — [0, o) fonksiyonuna bir wedge denir
(Burton, 1985).

Tanmm 2.3. Q, R™ de sifir vektoriinii igeren bir bolge olsun ayrica V: [0, ) X Q —

[0, o0) fonksiyonu verilsin. Eger t = 0 i¢in V(t,0) = 0, V (¢, x) fonksiyonu pozitif
tanimli ve birinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ise bu takdirde V ye bir
Lyapunov fonksiyonu ad1 verilir (Burton, 1985).

Teorem 2.4. (Lyapunov Kararlilik Teoremi):  orijinin bir komsulugu olsun. Eger

V: Q — R diferansiyellenebilir bir fonksiyonu;

e V(0)=0
o V(x), Q—{0}dapozitif taniml ise,

e V(x) da yar negatif taniml ise,
bu sartlar1 altinda orijin ve 0 ¢6zlim kararlidir. Bu sartlara ek olarak

e V(x),Q — {0} da negatif tanimli ise,



sartin1 sagliyorsa orijin ve 0 ¢dzliim asimptotik kararlidir (Burton, 1985).
Teorem 2.5. (Chetaev Kararsizlik Teoremi): () orijinin bir komsulugu olsun. Asagidaki

ozelliklere sahip bir V (x) fonksiyonu ve ’da bir ; bolgesi verilsin.

e V(x), Q, bolgesinde birinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahiptir.

e V(x)veV(x),Q, de pozitif tanimldr.

e (), bolgesinin sinir noktalarinda V(x) = 0 dir. (V (x) = 0 saglayan tek ¢6ziim,
sistemin sifir ¢ozimiidiir. )

e Orijin Q; bolgesinin bir sinir noktasidir.

Bu sartlar altinda orijin ve 0 ¢6zliim kararsizdir (Burton, 1985).
Tanmm 2.6. Siirekli ve ¢’ye gore Lipschitz kosulunu saglayan bir V:[0,) X Cy =
[0, o), fonksiyoneline, W bir wedge olmak tizere asagidaki sartlar1 saglamasi halinde
(2.6) denklemi i¢in bir Lyapunov fonksiyoneli denir:

) WD <Vt ), V(t,0) =0

(i) Vgt x) =lim :;gg% [V(t + R xeen(to, ) — V(& x:(t0, $))] < 0

(Burton, 1985).
Teorem 2.7.V(t,$), (2.6) denklemi icin asagidaki sartlar1 saglayan bir Lyapunov
fonksiyoneli ve W;, W, birer wedge fonksiyonu olmak iizere

) WileO)ID) < V(e ) < W, (lld 0D,

(i) Vi) (txe) <0,
ise, 0 zaman (2.6) denkleminin sifir ¢6zlimii diizgiin kararlidir (Yunfeng, 1992).
Teorem 2.8.V(t,¢), (2.6) denklemi i¢cin asagidaki sartlar1 saglayan bir Lyapunov
fonksiyoneli ve W;, W, ve W5 birer wedge fonksiyonu olmak tizere

) WileO)ID) < V(e ) < W, (lld0)ID,

(i) Vize) (& xe) < —Ws(Ix(@D,

ise, 0 zaman (2.6) denkleminin sifir ¢6ziimii diizgiin asimptotik kararlidir (Sinha, 1973).



10

3. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA
3.1. Gecikmeli Sinir Aglarimin Ustel Kararhhg:

Bu bolimde,

ducéﬁt) = —du(t) + Z |ag; () + big; (w (£ =7 0))] +Ji

j=1

i=1273..,n (3.1)
gecikmeli diferansiyel denklem ile tanimli keyfi gecikmelere sahip sinir aglarinin global
istel kararlilig1 icin yeter sartlar verilecektir. Burada u;, i = 1,2, ..., n, i¢in i. ndronu ifade
eder ve n noronlarin sayisidir. A = (ai j)nxn , B = (bi j)nxn baginti matrisleridir, | =
1,2 e )T sabit girdi vektoriidiir. g(u) = (g1 (wy), g2 (Uz), .., gn(Uy)) Tndronlarin
aktivasyon fonksiyonudur ve D = diag(d,,d, ..., d,) > 0. Keyfi gecikmeleri z;;, (i,j =
1,2, ...,n) smirli fonksiyonlardir. Yani 0 < 7;;(t) < 7. (3.1) in baslang¢ sartlar1 [—t, 0]
tizerinde sinirh ve siirekli @; fonksiyonlart i¢in

u;(s) = 0;(s), —T71<s<0,
seklinde tanimlidir (Zhang, 2003).

Noronlarin aktivasyon fonksiyonlarinin agagidaki iki sarti saglandigi kabul

edilsin.

(A1).j € (1,2, ...,n) olmak iizere L; Lipschitz sabitleri i¢in

19;(w) = 9;(v)| < Ll — vy

g;j: R — R fonksiyonlar1 global Lipschitz sartin1 saglar.

(42).j € (1,2, ...,n) olmak iizere Vu;, vj igin, g;: R — R fonksiyonlar1

0 < (= v)lg;(w) - 9;(»)| < 1;(y — )
sartin1 saglar. Burada
L = diag(Lq, Ly, ..., Ly) > 0.

Genellikle kullanilan Parcali lineer fonksiyonlar ve sigmoit fonksiyonlar1 gibi
aktivasyon fonksiyonlarinin ¢ogu (A;) ve (A,) sartlarini saglar.
Tanim 3.1. Her t > 0, i¢in

lu(®) —uw*ll < M||® — u*|le™™
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olacak sekilde A > 0 ve M > 0 sabitleri mevcutsa, o0 zaman (3.1) in u*denge noktasi
global iistel kararhdir denir. Burada |[|@ — u”|| = max;<i<n SUPse[—r,07|Di(s) — uf]
(Zhang, 2003).

Kolaylik i¢in, bir matris 4 = (a; j)nxnﬂe gdsterisin. |4 bir matrisin mutlak degeri
|A| = (laijl)nxn' A" = (a;‘j)nxnile gosterilsin. Burada i,j = 1,2,,...n, olmak {izere
a;; = max{0,a;;}, az‘j = |aij|(i # j); x € R™igin |x]| ise |x| = (|x4], ..., |2, DT
olarak tanimlansin. ||x|| ise,

llxl = max;<i<nlxil
ile tanimlanan bir vektor normunu gostersin.

Sinirli aktivasyon fonksiyonlari i¢in sinir aglarin denge noktasinin varligi daima
garanti altina alinirken, sinirli olmayan aktivasyon fonksiyonlari i¢in higbir sekilde denge
noktas1 yoktur (Forti ve Tesi, 1995).

Tanim 3.2. 4 = (al-j)nxnbir reel matris olmak tzere, a;; <0, i,j = 1,2,..,n, (UEN))
ve A matrisinin biitiin ardisik mindrleri pozitif ise, 0 zaman A matrisine bir M matrisidir
denir (Zhang, 2003).

Chen ve Yang (1988a) asagidaki baglantili dogrusal olmayan doniisiimiin
¢Oziimlerini aragtirmiglardir.

H(u) =-Du)+(A+B)g(uw) +]. (3.2)
(3.1)’in  denge noktalart H(u) = 0 ¢O6ziimleridir. Eger H(u), R™ izerinde bir
homeomorfizma ise, H(u*) = 0 olacak sekilde bir tek u* ¢6ziimii vardir. Yani (3.1)
denklem sisteminin yalniz bir u* denge noktasi vardir (Chua ve Yang, 1988).

Zhang ve Yang (2001) makalesindeki sonuglar yardimiyla, bir sonraki teoremi
elde etmek kolaydir.

Teorem 3.3. Eger (4,) sart1 saglanirsa ve @ = DL~ — (|A| + |B|) bir Mmatrisi ise, 0
zaman her J girdisi i¢in (3.1) sisteminin yalniz bir u* denge noktasi vardir (Zhang, 2003).
Lemma 3.4. Eger H(u) € C°

) H(u), R™ lizeride bire birdir.

sartlar1 saglarsa, H(u)’ya R™ lizerinde bir homeomorfizmdir (Forti ve Tesi, 1995; Zhang
ve Yang, 2001).
Teorem 3.5. Eger (A,) sart1 saglamirsa ve a = DL~ — (A* + |B|) bir M matris ise, 0

zaman her J girdisi i¢in (3.1) sisteminin yalniz bir u*denge noktasi vardir (Zhang, 2003).
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Ispat. Her J girdisinin essiz bir denge noktasma u* sahip oldugunu ispatlamak icin
H(u)’nin R™’nin bir homeomorfizmi oldugunu ispatlamaktadir. Devaminda, H(u) nun
bir homeomorfizm oldugunu iki adimda ispatlamaliy1z.
[k adim olarak, Lemma 3.4 teki sart (i) anin tamamlandigim ispatlamak igin, farz
edelim ki, x # y iken H(x) = H(y) olacak sekilde x,y € R™ mevcut olsun. Yani H
birebir bir doniisiim olmasin.(3.2) denkleminden
—D(x—-y)+(A+B)(9(x)—g() =0 (3:3)
elde edilir.
(A;)’den, g(x) — g(y) = K(x — y) olacak sekilde K = diag(kq,L,, ..., k,) (0 <K <
L) matris vardir. Boylece (3.3) denklemi
[-D+(A+B)K](x—y)=0 (3.4)
seklinde yazilabilir.
=[-D + (A+ B)K]z. (3.5)
esitligini g6z 6niline alalim. a bir M matrisi oldugundan Zhang ve Jin (2000)’deki ve
Siljiak (1978)’deki calismalarindaki M matrisinin 6zelligini kullanarak, —D + (4™ +
|B|)L bir M matrisidir. Boylece(i = 1,2, ..., n) igin

n
—diufi + Z fl-(a}‘l- + |b]l|)L] < 0,l = 1,2, e, n (36)
j=1
olacak seklide &; > 0 vardir.

V@ =) &l
j=1

Lyapunov fonksiyonu goz 6niine alinsin. (3.5)’in ¢6ziimleri boyunca V’nin V*D iist sag

tiirevi hesaplanarak,

D*V(2) Z $i{sgn[—d;z; + Z(au + bij)K; Z]]}

Zl d;ué; +Z€l( |b;i|)Ls | 1z:l <0,  (lizll = 0).

elde edilir.

Lyapunov’un kararlilik teoreminden, (3.5) global asimptotik kararlidir. Boylece
matrisi [-D + (A + B)K] kararli bir matristir ve det[—D + (A + B)K] # 0 tir. (3.4)
denklemi x = y i¢in saglanir. Su halde H birebir bir doniisiimdiir. Bu ise bir geliskidir.

Lemma 3.4’{in (ii) sart1 teorem 3.3’in ispatina benzer olarak yapilir.
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Teorem 3.6. (4,) saglansin ve @ = DL~ — (|A| + |B]) bir M matrisi olsun. O zaman,
her J i¢in, (3.1) sisteminin yalniz bir denge noktasi vardir ve bu denge noktasi global iistel
kararlidir (Zhang, 2003).

Ispat. a bir M matris oldugundan ve teorem 3.3’ten, (3.1) siteminin yalmz bir u* denge

noktasi vardir. Diyelim ki x(t) = u(t) — u* olsun. (3.1) sistemi

PO o) + ]zl ayfy (250) + ]Zl by (3 (0 =70 ®)). 3.7)

i=12,..,n

olarak yazilabilir. Burada j = 1,2,...,n icin f;(x;) = g;(x; + /) — g;(x}). (3.7)nin
baslangic sart1 Y(s) = ¢p(s) —u*,—t < s < 0 dir. (3.7) sisteminin x = 0 noktasinda
yalniz bir denge noktasi vardir. a, bir M matrisi oldugundan, M matrisinin 6zelligi

uygulanarak, D — (JA| + |B|)L matrisi bir M matrisidirve i = 1,2, ...,n igin
n
j=1
olacak sekilde ¢; > 0 vardir. i = 1,2, ...,ni¢in

Fi(w) = —&(d; —w) + Z &i(|ay| + e*|by|)L;
=1

fonksiyonlar1 tanimlansin. Su halde i = 1,2, ..., n i¢in

n
F;(0) = =¢&d; + Zfi(laijl +|by|)L; < 0.
j=1
olarak elde edilir. Boylece

ajy| +e*|by|)L; < 0,i=1,2,..,n. (3.8)

~6i(di =D+ ) &l
=1

olacak sekilde bir A > 0 sabiti vardir. Burada, 7 (3.1) sinir aglarinin varsayimindan dolay1
sabittir. Diyelim ki y;(t) = e*x;(t). (3.7)'nin ¢oziimleri boyunca |y;(t)|'nin D*|y;(t)]

sag list tiirevi hesaplanarak
n
D*|y;(t)] = e sgnx;{ —d;x;(¢) + Z [aijfj (xj(t))
j=1

+bijf; (xi (T — Tij(t)))} + e |x;(t)]



elde edilir.

egrisi ve
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< e (=d; + Dlx(0)]

+ ) [lagl [(50)]
j=1
+ |bi]-| |f] (xi (T — Tij(t))>|

< e (=d; + Dlx(0)]

+ Z Lj [laij”xj(t)l + |by;] |xi (T - Tif(t))”

j=1

< (=, + D1+ Y flay |y ©)
j=1

e oo, 0)]

n
< i+ D@1 1 [lagllyy @]+ elby| sup_ @l @9)
j=1 —T<S<

y={z(D:z; = &1, [>0, i=1,2,..,n}

Qz)={w:0<u<z zZ €y}

kiimesi tanimlansin. Diyelim ki &,,;,, = min <j<p{éi} Ve &nax = max << {&;} olsun.

A > 0 sabitiigin [y = (1 + &) ||Yll/&mnin alindiginda

{Iyl: Iyl = e*yp(s)], -t < s < 0} € Q(z,(ly))

olarak elde edilir. Yani —t1 < s <0, i = 1,2, ...,ni¢in

i)l = e 1Y)l < &(lo)

dir. Varsayalim ki t € [0, +o0] vei =1,2,...,n i¢in |y;(t)| < &, olsun. Eger dogru

degilse, 0o zaman i = 1,2, ...,ni¢in

ly;(t)| =&ly, D¥|yi(t)1 =0,-7<t <ty

olacak sekilde i ve t; (t; > 0) vardir. Ancak (3.9) ve (3.8) denklemlerinden
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D)l < | (=i + D&+ ) (Jay]) + e (ay]) Ly | 1 < 0
j=1

olarak elde edilir. Bu ise bir geliskidir. Su halde t € [0, +0) igin |y;(t)| < &;l, dir.
Hatta t > 0 i¢in,

IO < &iloe™ < (1 + OIYmax/Emne ™ = Mlliplle™
olarak elde edilir. Burada M = (1 + 6) &ax/ Emin. Tanum 3.1'den, (3.7) sisteminin sifir
¢Oziimii global tistel kararlidir, yani (3.1) sisteminin denge noktasi global {istel kararlidir.
Bu ise ispat1 tamamlar.

Chen (2001a) ve (2001b) calismalarinda, sabit gecikmeli sinir aglarinin iistel
kararliligin1 ¢aligmak i¢in etkili bir yaklasim sunmustur. Ancak keyfi gecikmeli
sistemlerin istel kararliligini tartismak i¢in bu yaklagimi uygulamak zordur. Sinir aglarin
global asimptotik kararlilig1 saglayan bir kosul Cao’nun (2001) calismasinda verilmistir.
Cao’nun (2001) calismasindaki teoreml1’in sartlar1 saglandiginda o = DL — (JA] +
| B]) matrisi bir M matrisidir. Cao’nun (2001) ¢alismasindaki bu kosul Teorem 3.3"in 6zel
bir halidir. Sabit gecikmeli sinir aglari i¢in kararlilik kosullar1 daha o6nceki ¢aligsmalarda
tartigilmistir (Civalleri ve ark., 1993; Chua ve Roska, 1990; Diessche ve Zou, 1998; Arik
ve Tavanoglu, 1998; Liao ve Wang, 2000; Cao, 2001). Bu ¢alismalar da Teorem 3.3'lin
0zel bir halidir. Keyfi gecikmeli sinir aglarinin kararlilign tartisilmistir, ancak tistel
kararlilig: tartistlmamastir (Xu ve ark., 2001; Joy, 2000; Yi ve ark., 2001).

Teorem 3.7. (4,) sart1 saglansmn ve @ = DL™! — (4* + |B]) bir M matrisi olsun. O
zaman her bir J igin (3.1) sisteminin yalniz bir u* denge noktasi vardir ve bu denge noktasi
tistel kararlidir (Zhang, 2003).

Ispat. a bir M matrisi oldugundan ve Teorem 3.5'ten, (3.1) sisteminin yalmz bir u* denge
noktast vardir. x(t) = u(t) — u” olsun. (3.1) sistemi (3.7) sistemi olarak yazilabilir.
y;(t) = e*x;(t) olsun. (3.7)’nin |y;(t)| ¢6ziimii boyunca D*|y;(t)| sag iist tiirevini

hesaplanarak

n
DHyi()] < (~di + Dly1 + )" 1y |y ] +e*oy] sup o]
- —TsS<
j=1

elde edilir. Teorem 3.6'nin ispatina benzer olarak, (3.7) sisteminin denge noktasi global
iistel kararhdir.
(Arik ve Tavanoglu, 1998), (Chen, 2001a) ve (Chen, 2001b) ¢alismalardaki

sonuclar Teorem 3.7'nin 6zel bir halidir.
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3.2. Gecikmeli Hiicresel Sinir Aglar1 i¢in Global Ustel Kararlihk Kosullari

Zhou ve Cao (2002) ¢alismasinda

dx;(t
xdi) cx(t)+Zanj x](t) Zb”f] x] Tj))+l

=123, ..,n

(3.10)

gecikmeli diferansiyel denklemi ile tanimlt GHSA modelinin bir sinifin1 arastirdi. Cogu
yazar, t —ye bagl olmayan 7; gecikmeleri i¢gin GHSA’nin kararlihi@i ve periyodik
¢oziimleri iizerine ¢alismustir. Ancak ¢ok az sayida yazar t —ye bagh 7;(t) gecikmeleri
i¢in GHSA nin kararhiligini {izerine ¢alismistir. Oysaki t —ye bagl 7;(t) gecikmeleri i¢in
GHSA'’lar pratikte daha yaygindir. Gecikmelerin simirli oldugu bilinmekte olmasina
ragmen ve kesin degerleri bilinmemektedir. Pratikte bir dinamik degisim siireci i¢in kesin
sabit gecikme neredeyse yoktur. Ancak sabit gecikme, sadece zamana bagli gecikmelerin
ideal bir yaklasimdir. Bu nedenle zamana bagli gecikmelere sahip sistemler lizerinde

calismak, sabit gecikmelere sahip sistemler lizerinde calismaktan daha 6nemlidir (Liao

ve Xiao, 2000).

dx;(t "
xdi) —cix;(t) + Z aij fj xj(t) Zbufj x( Tf(t)))+1‘

(3.11)
i=1,23,..,n

ile tammlit GHSA’y1 g6z Oniine alalim. Burada n, bir sinir agindaki birim sayisidir, x;(t),t

amndaki i. birimin durumunu ifade eder, f; (xj (t)),t anindaki j. birimindeki ¢iktiyr ifade

eder, a; i b; j» I;, ¢;’ler birer sabittir. a;;, t anindaki i. birim tizerinde j. biriminin glictini

ifade eder, b;j, t—t;(t) amndaki i. birim {izerinde j. biriminin giiciinii ifade
eder. I;, i. birimdeki dis dnyargiy1 ifade eder. 7;(t), j. aksonu boyunca iletim gecikmesini
ifade eder ve 0 < 7;(t) < 7 olup 7 bir sabittir. ¢;, i. birimin agdan ayrildiginda ve harici
girislerle baglantisinin kesildiginde potansiyel resetleme oranimi temsil eder (Liao ve
Xiao, 2000).

Bu boliimde Liao ve Xiao (2000) makalesinden esinlenerek |a;;(¢)| < pij, pij =

0 olmak iizere,

dxéit) —cix;(t) +Za” (t)f] X (t) Zb” fi (x] rj(t))) +1;, (3.12)

j= j=
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i=1,273..,n

ile tanimli GHSA modelinin bir sinifinin denge noktasinin global iistel kararliligi
arastirildi.

Burada, hiicre fonksiyonun f; (i =1,2,...,n)¢iktis1 ile hiicrenin durumu
arasindaki iligkilerin her birinin asagidaki 6zelliklere sahip oldugunu varsayilmaistir:

(Hy) fi (i =1,2,...,n), R lizerinde sinirlidir.

(H,) Herhangi bir u, v € R i¢in |f;(u) — f;(v)| < u;|lu — v| olacak sekilde bir
Wi > 0 sayis1 vardir.

(Hy)'den f;'nin R tizerinde siirekli bir fonksiyon oldugunu bulmak kolaydir, 6zellikle,
hiicrenin ¢iktisi ile hiicrenin durumu arasindaki iliski f;(x) = %(lx +1|—|x—1])
parcali bir dogrusal fonksiyonla tanimlanirsa y; = 1 (i = 1, 2, ..., n) i¢in f; fonksiyonu
yukaridaki hipotezleri (H;) ve (H,)’yi agik¢a saglar.

Eger x = x* = (x5, x3,...,x:)7T, (3.12) sisteminin bir ¢dziimii ise y;(t) =

x(@)—x; (i=1,2,..,n)

d}ZEt) = —¢yi(t) + Z a;(t) [f, (xf'k + i (t)) B ff(xf*)]
j=1

n (3.13)
+ Z bij |£; (xf +y; (- Tj(t))) - £;(x)]
j=1
denkleminin bir ¢oziimiidiir.
Lemma 3.1. Hiicre fonksiyonunun f; (i = 1,2, ...,n) ¢iktisinin yukaridaki (H;) ve (H,)
hipotezlerin saglasin. O zaman (3.12) sisteminin bir denge noktast vardir (Zhou ve Cao,
2002).
Lemma 3.2. (3.12) sistemi i¢in, f; (i = 1,2,...,n) hiicre fonksiyonunun ¢iktisinin
yukaridaki (H;) ve (Hj)hipotezlerini saglasmm. O zaman (3.12) sisteminin biitiin
¢oziimleri [0, ) lizerinde siirhidir (Zhou ve Cao, 2002).
Lemma 3.3. kq,k, sabit sayilar1 i¢in k; > k, > 0 olsun. y(t), [t, — T, t,] lizerinde

negatif olmayan bir stirekli fonksiyon olsun. t > ¢t i¢in

D¥y(t) < —kyy(t) + k(1) (3.14)
saglansin. Burada y(t) = t sup t{y(s)}r ve T > 0 sabittir. t >t icin
—T<S<
y(t) < J(tp)e HEto) (3.15)

esitsizligi mevcuttur. Burada 4

A=k, —kye? (3.16)
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denkleminin tek pozitif ¢ozliimiidiir (Zhou ve Cao, 2002).
Ispat. Tlk 6nce, (3.16) esitliginin tek bir pozitif ¢oziime sahip oldugunu gosterelim.
A0) = —k;+k, <0, Aky) = kye*1™>0ve A'(0) =1+ k,7ef" >0
oldugundan
AB) =0 — ki + k,e%" =0,60 € [0,kq]
elde edilir. Boylece A(@) kesinlikle monoton artan bir fonksiyondur. Bu nedenle, (3.16)
denklemini saglayan [0, k; ] araliginda tek bir A vardir.
x(t) = y(ty)e *E=t),  t—1<t<f (3.17)
¢ > 1 herhangi bir sabit olsun.
y(t) < cx(t), to—T<t<t
elde edilir. Kabul edelim ki y(t) < cx(t) olacak sekilde t € (t,, 8) var olsun. y(t) ve
x(t) siirekli fonksiyonlar oldugundan,
y(t) < cx(t), to—T<t<t, y(ty) = cx(t;) (3.18)
olacak sekilde t; € (t,, B) vardir. Agikga (3.14) denkleminden
D¥y(t1) < —kyy(ty) + by (1) < —kqcx(ty) + kpex(ty — 1) = cx'(t1) (3.19)
elde edilir. (3.7) ve (3.8) esitsizlikleri birlikte diistintildigiinde, herhangi 8 > t i¢in

oldugu goriiliir. ¢ — 1 oldugunda, (3.9)' esitsizliginden
y(£) < x(8) = y(tg)e *¢~*) (3.21)

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 3.4. (3.12) sisteminin bir denge noktas1 x = x* olsun. f;(i = 1,2, ...,n) hiicre
fonksiyonlarmin ¢iktis1 yukaridaki hipotezleri (H,) ve (H,) sartlarini saglasin. Eger

n n
o, (ci _MizlpiJ'l) > {2%(%2%4) >0
=1

j=1

esitsizligini sagliyorsa, 0 zaman (3.12) sisteminin x* denge noktasi global iistel kararlidir.
(3.16)'nin tek pozitif A ¢6ziimii (3.12) sistemi i¢in iistel Lyapunov fonksiyonudur.

Ispat. Lyapunov fonksiyonunu V; (y) = X, |y;(t)| g6z éniine alalim. (3.13) sisteminin

¢6ziimii boyunca V; (y)’nin D*V; tiirevi hesaplanarak,

n

DV <) |=aln®1+ ) ilay®|wi©

i=1 j
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WIIAGEIC)
j=1

n n n
-> ci—uiZlaﬁml |yl(t>|+zzu,|bl,||y,(t 5(0)]
i=1 j=1 j=1i=
n
< min | ¢; —mZIpul ZIyl(t)I + max ulZI i Zly(t)l
T j=1 i=

elde edilir. Burada
n
k= moin, (Ci - “iZ |pij|> >0

k, = max | p, Z|bﬂ| > 0

1<i<n

Vi) = Z|y(t)|

dir. Lemma 3.3’terrll, o

D it o, vl = Vi(0) < Vi (t)e ) (3:23)

j=1
elde edilir. Burada A, (3.16) denkleminin tek pozitif ¢oziimidiir. (3.23) denkleminden
(3.12) sisteminin x = x* denge noktasi global iistel kararlidir. Bu da ispati tamamlar.
Teorem 3.5. (3.12) sisteminin bir denge noktas1 x = x* olsun. f;(i = 1,2, ...,n) hiicre
fonksiyonlarmin ¢iktis1 yukaridaki hipotezleri (H,) ve (H,) sartlarini saglasin. Eger

n n
11111136 <ZC - Z (,Ltl. pi]'| + |bij| +:ui|pjl'|)> > &1{?,(1(” Z'bﬂl> >0

j=1 j=1

esitsizligini sagliyorsa, o zaman (3.12) sisteminin x* denge noktasi global iistel kararlidir.

(3.16)'nin tek pozitif A ¢6ziimii (3.12) sistemi i¢in iistel Lyapunov fonksiyonudur.
Ispat. Lyapunov fonksiyonunu V,(y) = % T, yi%(t) goz oniine alalm. (3.13)

sisteminin ¢6ziimii boyunca V,(y) nin D*V, tiirevi hesaplanarak,

v, _\ . : *
T S ) OCen®)+ ) ay® (5 + 00 ()

i=1 j=1
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+ Z by (fj G5 +yi(t -5 () - f,-(x}‘))]

j=1
< ; —cy () + ;ujlaij(t)l ly:(O1]y; )|

+Z A BACIAEIG)]
j=1

< Z l—Ciyiz(t) + %z 1j |pi]_| (in(t) + yjz(t))

i=1 j=1

[ENN

+§' .u]|blj|(y12(t)+y]2(t))
]=

1
. _%Z (ch Z(#J(|pu|+|b” )+ul|pﬂ|)>y12(t)]
i=1

i=1

i})wmuw

i=1j=1

S

+

NIH

n
< 1rn<11<r}1L 2¢c; — z.u] |pu| + |b”| + Ui |Pﬂ|)> V,(y)

j=1

n
+max (Z uilbﬁ|> 362

=—k,V, (}’) + kZVZ(Y) (3.24)
Burada

n
e O (e )
2
o = 59%(%2'% ) >0
j=1

%@=Zm@

dir. Lemma 3.3'ten,
V2 () < Vo (y(0))e Att0) (3.25)
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elde edilir. (3.25) esitsizligi
1y (¢, to, yo)ll < 17 (Lo, yo) lle =P/t~ t0) (3.26)
olarak yazilabilir. Burada A, (3.16) denkleminin tek pozitif ¢Oziimidiir. (3.26)

denkleminden (3.12) sisteminin x = x* denge noktas1 global iistel kararlidir. Bu da ispati

tamamlar.
Ornek 3.6. Kolaylik saglamak igin
n=2L=L=1L,c=c,=3,u =, =1,

file) = 5 (x4 1~ b~ 1D = 12,0 S 1O ST (= D),

(“ij(t))u2 = (all(t) alz(t)) _ (sint cost )

a,1(t) ay,(t) sint —cost
o= (5 512) = (505 025)
olsun. Su halde
(pif)sz y (Si SZ) - (1 1)
alindiginda Teorem 3.4'Un kosullarinin saglandigt ve teorem 3.5’in kosullarinin
saglanmadig1 kolayca goriiliir. Teorem 3.4’ten dolay1 k; = 1, k, = 0.95 oldugundan
A=1-10.95¢*

denkleminin tek pozitif ¢oziimii A olsun. Bu denklem iistel Lyapunov fonksiyonu olarak
kullanildiginda

x* = (x7,x3;)T =(0,9131403,0,0222717)"
denge noktasi global {istel kararlidir.
Ornek 3.7. Kolaylik saglamak igin

n=2L=hL=1La=c=4u=U=1,

file) = 5 (x4 1~ b~ 1D = 12,0 S (O ST (=1

(aij(t)) = (all(t) a12(t)) _ (ZSint cost )

2x2 B a21(t) ar, (t) 0 — 2cost
_(b11 b\ _ (04 —06
(bij)ZxZ o (b21 bzz) B (—0_4 0.4 )
olsun. Su halde
_ (P11 P12y _ (2 1
0oz = (omr 02) = (5 2)
alindiginda Teorem 3.5'in kosullarinin saglandigi ve teorem 3.4’lin kosullarinin

saglanmadigi kolayca goriiliir. Teorem 3.5’ten dolay1 k; = 2, k, = 1 oldugundan
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A=2-¢e
denkleminin tek pozitif ¢oziimii A olsun. Bu denklem iistel Lyapunov fonksiyonu olarak
kullanildiginda
x* = (x5,x;)T = (0,7352941,0,4411765)7
denge noktasi global iistel kararlidir.
Ornek 3.8. Kolaylik saglamak igin
n=2L=L=1L,¢c=c,=4u =u, =1,

file) =5 (e + 1~ |y~ 1D = 12,0 S5O ST =D

_ a’ll(t) a12 (t)) _ ZSin t cost
(aU (t))sz - <a21(t) a,,(t)) (— cost —2cos t)
_ bll blZ) _ 02 _04‘
(bij)z_xz - (b21 bzz d (—0.2 0.2 )
olsun. Su halde

(p”)sz p (Si SZ) - (i é)

alindiginda hem teorem 3.4'lin kosullarinin saglandigi hem de teorem 3.5’in kosullarinin
saglandigi kolayca goriiliir. Teorem 3.4°ten dolay1 k; = 1, k, = 0,6 oldugundan
A=1-06e*
denkleminin tek pozitif ¢oziimii A olsun. Bu denklem iistel Lyapunov fonksiyonu olarak
kullanildiginda
x* = (x1,x3)T = (0.6060606,0.1515152)7
denge noktasi global {istel kararlidir. Diger taraftan Teorem 3.5’ten dolay1 k; = 1,4,
k, = 0,6 oldugundan
A =14—06e"
denkleminin tek pozitif ¢oziimii A olsun. Bu denklem iistel Lyapunov fonksiyonu olarak
kullanildiginda
x* = (x1,x3)T = (0.6060606,0.1515152)7

denge noktasi global {istel kararlidir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

4.1 Sonuclar

Kisaca, degisken gecikmelere sahip biiytik bir sinir ag1 sinifi icin denge noktasinin
varliginin, tekliginin ve global iistel kararliliginin kapsamli bir analizi sunuldu. Vektor
Lyapunov fonksiyon yontemi ve M-matris teorisi fikrini uygulayarak, gecikmelerden
bagimsiz olarak global {istel kararlilik i¢in yeterli kosullar1 elde edildi. Sonuglar hem
simetrik hem de simetrik olmayan ara baglant1 matrislerine ve tiim siirekli sinir hiicre
aktivasyon fonksiyonlarina uygulanabilir.

Bu c¢alismada, genisletilmis Halanay'in gecikme diferansiyel esitsizligi ve
Lyapunov fonksiyonlarin1 kullanarak, zamana bagli gecikmeler icin GHSA'larin denge
noktalarinin global iistel kararlilig1 incelenmistir. Sunulan sonuglar bilinmeyen herhangi
bir fonksiyondan bagimsizdir ve kullanimi kolay olan cebirsel kriterlere baghdir. Ayrica,

(a;j) ve (b;;) baglanti matrislerinin simetrik oldugu varsayilmamustir. Yalmizca hiicre

fonksiyonlarmin ¢iktis1 igin (H;) ve (H,) hipotezlerini saglamasi gerekir.
4.2 Oneriler
Arastirmacilara, bu calismay1 Hopfield Sinir Aglari ve Iki Yonlii Iliskisel Bellek

Aglar1 gibi daha karmasik sistemlerin denge noktalarinin global istel kararliligini

arastirmalar1 Onerilir.
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Kontrol Edilecek Hususlar Hayir
Sayfa yapist uygun mu?

Sekil ve ¢izelge baghk ve icerikleri uygun mu?

Denklem yazimlarn uygun mu?

I¢ kapak, onay sayfasi, tez bildirimi, Ozet, abstract, 0Ons6z
ve/veya tesekkiir uygun yazildi mi?

Tez yazimi; Giris, Kaynak Arastirmasi, Materyal ve Yéntem (veya
Teorik Esaslar), Aragtirma Bulgulari ve Tartisma, Sonuglar ve Oneriler
siralamasmda midir?

Kaynaklar soyadi sirasina gére verildi mi?

Kaynaklarda verilen her bir yayna tez icerisinde atifta bulunuldu mu?
Kaynaklar agiklanan yazim kuralina uygun olarak yazildi mi1?

Tez igerisinde kullamilan sekil ve cizelgelerde kullamlan ifadeler
Tiirkee’ye cevrilmis mi? (Latince ve Ozel kelimeler harigtir)

Tezin igindekiler kismi, tez icerisinde verilen basliklara uygun
hazirlanmig m1?

*Tez Onerisi Formunun (FBE Form 22) ilk sayfast ile birlikte materyal
ve yontem kisimlarini igeren sayfalarn fotokopisini tezinizin
icindekiler sayfasindan énce telli zimbali formda koydunuz mu?
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