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Bu çalıĢmanın amacı, çift indisli kesirli fark dizilerinin istatistiksel yakınsaklığı, (   )   

istatistiksel yakınsaklık ve Cesaro, kuvvetli p-Cesaro, De la Vall e-Poussin, kuvvetli p- De la Vall e-

Poussin toplanabilirlik tanımlarını vererek bunlar arasındaki iliĢkileri incelemek ve istatistiksel 

yakınsaklık kavramını geniĢletmektir. 

Bu tez beĢ bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölüm giriĢ kısmına ayrılmıĢtır. Bu bölümde tezin 

konusu hakkında genel bilgiler verilerek tezin amacı vurgulanmıĢ ve sonraki bölümlerden bahsedilmiĢtir. 

Ġkinci bölümde kaynak araĢtırmasına yer verilmiĢtir. Üçüncü bölümde bulgular bölümünü aydınlatmak 

için bazı temel tanım ve teoremler verilmiĢtir. Dördüncü bölümde çift indisli kesirli fark dizilerinin 

istatistiksel yakınsaklığı ve çift indisli kesirli fark dizilerinin (   )   istatistiksel yakınsaklığı tanımları 

yapılarak örnek ve teoremlere yer verilmiĢtir. Son bölümde bazı sonuçlara ulaĢılarak bu konu ile ilgili 

ileride çalıĢılabilecek alanlara öneride bulunulmuĢtur.  

 

Anahtar Kelimeler:   Ġstatistiksel yakınsaklık, Ġstatistiksel yakınsaklık, Kesirli farklar 
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The aim of this study is to explore the relationship between statistical convergence, double 

  ̃  (   )-statistical convergence, Cesaro, p-strongly Cesaro, De la Vall e-Poussin, p-strongly De la 

Vall e-Poussin summability in statistical convergence of difference double sequence of fractional order 

via giving their definitions and to expand the definition of statistical convergence. 

This thesis insists of five chapters. The first chapter is reserved for the introduction. In this 

chapter, the aim of the thesis is given by giving general information about the subject of the thesis and the 

following chapters are mentioned. In the second chapter, the source research is included. In the third 

chapter, some basic definitions and theorems are given to illuminate the findings section. In the fourth 

chapter, on statistical convergence of difference double sequences of fractional order and  the double 

  ̃  (   ) - statistical convergence definitions and examples and theorems are given. In the last 

chapter, some results were reached and suggestions were made about the area that can be studied in the 

future. 

Keywords:   Statistical Convergence, Fractional Difference and Statistical Convergence 
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SĠMGELER 

 

                    : Doğal sayılar kümesi 

                    : Reel sayılar kümesi 

𝛿(𝐾)             : 𝐾 kümesinin doğal yoğunluğu 

                     : Yakınsak dizi uzaylarının kümesi    

                    : Çift indisli yakınsak dizi uzayı    

                     : Ġstatistiksel yakınsak dizi uzayı 

                    : Ġstatistiksel yakınsak çift indisli dizi uzayı 

,     -          : Tüm kuvvetli Cesaro toplanabilir dizi uzayı 

,     -          : Tüm kuvvetli (     ) toplanabilir dizi uzayı  

  ̃(  )           : Ġstatistiksel yakınsak çift indisli kesirli fark dizilerinin uzayı 

  ̃(    )        : (   )  Ġstatistiksel yakınsak çift indisli kesirli fark dizilerinin    

                         uzayı 

  (  
 ̃)          : Kuvvetli p- Cesaro toplanabilir çift indisli kesirli fark dizilerinin  

                         uzayı 

,     -(  
 ̃)  : Kuvvetli p- Vall e-Poussin toplanabilir çift indisli kesirli fark dizilerinin 

                         uzayı 
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1. GĠRĠġ 

 

Ġstatistiksel yakınsaklık Analizin çok çalıĢılan konularından biridir. Yıllar 

boyunca ve farklı isimler altında Fourier analizi teorisinde, ergodik teoride, sayı 

teorisinde, ölçü teorisinde, trigonometrik serilerde, Turnike teorisinde ve Banach 

uzaylarında istatistiksel yakınsama tartıĢılmıĢ daha sonra dizi uzayları ve toplanabilme 

teorisine uygulanmıĢtır. Ġstatistiksel yakınsaklık Fast (1951), Steinhaus (1951),  

Schoenberg (1959), Zygmund (1979), Salat (1980), Fridy (1985), Connor (1988), Rath 

ve Tripathy (1994), Nuray ve SavaĢ (1995), Mursaleen (2000), SavaĢ (2000), Et ve 

Nuray (2001), Duman ve Orhan (2004), Güngör ve Gökhan (2005) ve daha birçok bilim 

adamı tarafından çalıĢılmıĢtır.  

Bu çalıĢmanın amacı, çift indisli kesirli fark dizilerinin istatistiksel yakınsaklığı, 

(   )   istatistiksel yakınsaklık ve Cesaro, kuvvetli p- Cesaro, De la Vall e-Poussin, 

kuvvetli p- De la Vall e-Poussin toplanabilirlik tanımlarını vererek bunlar arasındaki 

iliĢkileri incelemek ve istatistiksel yakınsaklık kavramını geniĢletmektir. 

Özgün olarak bu tezde “Çift Ġndisli Kesirli Fark Dizilerinin Ġstatistiksel 

Yakınsaklığı” ve “Çift Ġndisli Kesirli Fark Dizilerinin (   )  Ġstatistiksel Yakınsaklığı” 

tanımları verilmiĢtir. 

Tezin ikinci bölümünde kaynak araĢtırmasına değinilmiĢ. Üçüncü bölümde ise 

dördüncü bölümdeki bulgular bölümünü aydınlatmak için gerekli olan temel tanım ve 

teoremler verilmiĢtir. Dördüncü bölümde çift indisli kesirli fark dizilerinin istatistiksel 

yakınsaklığı, çift indisli kesirli fark dizilerinde (   )   istatistiksel yakınsaklık, Cesaro, 

kuvvetli p- Cesaro, De la Vall e-Poussin, kuvvetli p- De la Vall e-Poussin 

toplanabilirlik tanımları yapılarak örnek ve teoremlere yer verilmiĢtir. Son bölümde bazı 

sonuçlara ulaĢılarak bu konu ile ilgili ileride çalıĢılabilecek alanla ilgili öneride 

bulunulmuĢtur.  
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2. KAYNAK ARAġTIRMASI 

 

Ġstatistiksel yakınsaklık fikri, 1935'te VarĢova'da yayınlanan Zygmund (1979)’un 

monografisinin ilk baskısında verildi. Ġstatistiksel yakınsama kavramı, Steinhaus (1951) 

ve Fast (1951) tarafından kısa bir not olarak verildi ve daha sonra bağımsız olarak 

Schoenberg (1959) istatistiksel yakınsaklığı toplanabilme metodu olarak inceledi. 

Ġstatistiksel yakınsaklık, yaklaĢık elli yıldan fazla bir süre önce tanıtılsa da, son 

zamanlarda aktif bir araĢtırma alanı haline geldi. Farklı matematikçiler istatistiksel 

yakınsaklığın özelliklerini incelediler ve bu kavramı ölçüm teorisi, trigonometrik seri, 

yaklaĢım teorisi, lokal dıĢbükey uzaylar, sonlu toplamsal küme fonksiyonları, Banach 

uzaylarında ve doğal sayı kümesinin Stone-Chech kompaktlaĢtırmasının alt kümeleri 

gibi çeĢitli alanlarda uyguladılar. 

Çift indisli diziler ilk kez Pringsheim (1900) tarafından verildi ve Türkiye’de 

Türkmenoğlu (1993) tarafından “Bazı Çift Ġndisli Dizi Uzayları” baĢlığı altında doktora 

tezi olarak çalıĢıldı. Fark dizileri kavramı Kızmaz (1981) tarafından tanımlandı. Et ve 

Çolak (1995) bu kavramı genelleĢtirdi. Baliarsingh (2013) kesirli fark operatörlerini 

kullanarak bazı dizi uzaylarını genelleĢtirdi, daha sonra Baliarsingh ve Dutta (2015), 

Baliarsingh (2016) konuya iliĢkin çalıĢmalar yaptılar. Kesirli fark operatörü kullanılarak 

dizilerin istatistiksel yakınsaklığı Baliarsingh ve ark., (2018) tarafından genelleĢtirildi. 

Yukarıda verilenler kaynaklardan faydalanarak çift indisli kesirli fark dizilerinin 

istatistiksel yakınsaklığı, (   )   istatistiksel yakınsaklığı ve Cesaro, kuvvetli p- 

Cesaro, De la Vall e-Poussin, kuvvetli p- De la Vall e-Poussin toplanabilirliği tanımları 

verilerek bunlar arasındaki iliĢkiler incelenmiĢ ve istatistiksel yakınsaklık kavramı 

geniĢletilmiĢtir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Tezin bu bölümde, daha sonraki bölümlerde kullanılacak bazı temel tanım ve 

teoremler verilmiĢtir. 

  

3.1. Temel Tanım ve Teoremler 

 

Tanım 3.1.   boĢ olmayan bir küme ve  ’ de   veya   kümelerinden birini göstersin.  

         (   )       

                      (   )      

dönüĢümleri ile toplama ve çarpma iĢlemlerini tanımlayalım. Her         ve       

için aĢağıdaki koĢullar sağlansın: 

1.          ; 

2.     (     )    (     )     ; 

3. Her      için          eĢitliğini sağlayan bir tek      vardır; 

4. Her      için     (  )     eĢitliğini sağlayan bir tek       ; 

5. Her      için        ; 

6.  (     )          ; 

7. (     )           ; 

8. (  )    (  ). 

Bu durumda  ’ e   cismi üzerinde bir vektör uzayı denir.     alınırsa  ’ e 

reel vektör uzayı ve      alınırsa  ’ e kompleks vektör uzayı adı verilir (Musayev ve 

Alp., 2000). 

Tanım 3.2.   bir   cismi üzerinde vektör uzayı olsun.  

‖ ‖        ‖ ‖ 

dönüĢümü        ve      için 

        N1. ‖ ‖    ve ‖ ‖       ; 

        N2. ‖  ‖  | |‖ ‖ ; 

        N3. ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ (üçgen eĢitsizliği) 

özelliklerini sağlıyorsa ‖ ‖ dönüĢümü   üzerinde bir norm adını alır ve bu durumda 

(  ‖ ‖) ikilisine bir normlu uzay denir (Musayev ve Alp., 2000). 
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Tanım 3.3. Bir (  ‖ ‖) normlu uzaydaki her Cauchy dizisi   içinde bir limite 

yakınsıyorsa, bu (  ‖ ‖) normlu uzayına tam normlu uzay veya Banach uzayı adı verilir 

(Musayev ve Alp., 2000). 

 Kompleks terimli tüm   (  ), (         ) dizileri kümesini   ile 

göstereceğiz.    (  )   (  )    ve  bir skaler olmak üzere 

    (     ) 

  (  ) 

Ģeklinde tanımlanan iĢlemler altında bir lineer uzaydır. 

 Bu çalıĢmada sık sık kullanacağımız 

   *  (  )    
 

|  |   + 

sınırlı, 

  *  (  )     
 
           + 

yakınsak, 

   *  (  )     
 
     + 

sıfır dizileri uzayı, ‖ ‖      |  | normu ile birer Banach uzayıdır  

(Musayev ve Alp., 2000). 

Tanım 3.4.   boĢ olmayan bir küme ve     olmak üzere     
    fonksiyonuna 

dizi denir. Diziler değer kümesine göre isimlendirilirler;     olduğunda reel terimli 

dizi,     olduğunda kompleks terimli dizi olarak söylenir (Musayev ve Alp., 2000). 

Tanım 3.5.   (  ) reel terimli bir dizi ,     olmak üzere       için öyle bir 

     var ve her     ( )    için |    |    oluyorsa   (  )  dizisi  ’ye 

yakınsıyor denir ve      Ģeklinde gösterilir (Musayev ve Alp., 2000). 

Tanım 3.6.   (  ) dizi verilsin. Eğer  

   
   

 

 
∑|    |

 

   

   

ise   (  ) dizisi  ’ye kuvvetli Cesaro toplanabilirdir. Tüm kuvvetli Cesaro 

toplanabilir dizi uzayını [C,1] Ģeklinde, yani 

,   -  {  (  )    
   

 

 
∑|    |

 

   

                  } 

olarak tanımlayacağız (Boss ve Cass, 2000). 
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Tanım 3.7.   doğal sayılar kümesi ve   boĢ olmayan herhangi bir küme olmak üzere 

       

       (   )   (   )     
 

Ģeklinde tanımlanan   fonksiyonuna “çift indisli dizi” denir. Çift indisli   (   ) 

dizisini 

[

          
          
 
   

 
   

 
 

 
   

] 

Ģeklinde bir tablo olarak düĢünebiliriz (Burkill ve Burkill, 1980). 

Bu çalıĢmada  

   {  (   )              (   )    + 

ile tüm kompleks terimli çift indisli dizi uzaylarını, 

  
  {  (   )                 

     
|    |   + 

ile çift indisli sınırlı dizi uzaylarını, 

   {  (   )                 
     

           + 

ile çift indisli yakınsak dizi uzaylarını, 

  
  {  (   )                 

     
      + 

ile çift indisli sıfıra yakınsayan dizilerin uzayını göstereceğiz (Türkmenoğlu, 1993). 

Tanım 3.8.   (   ) çift indisli bir dizi olsun. Eğer         için öyle      var ve 

tüm        için |     |    oluyorsa   (   ) dizisinin Pringsheim limiti   dir 

denir (Pringsheim, 1900).  

Tanım 3.9.   (   ) çift indisli bir dizi olsun.       için öyle      ve      

sayıları var ve tüm         ,        için |       |    oluyorsa    (   ) 

dizisine bir Cauchy dizisi denir (Pringsheim, 1900). 

Tanım 3.10.   (   ) çift indisli bir dizi olsun. Tüm        için öyle bir     

sayısı var ve |    |    oluyorsa   (   ) dizisi sınırlıdır denir  

(Mursaleen ve Edely, 2003).  
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3.2. Doğal Yoğunluk Fonksiyonu ve Ġstatistiksel Yakınsaklık 

 

Tanım 3.11 Doğal yoğunluk fonksiyonu, 𝐾 doğal sayıların bir alt kümesi olmak üzere 

 𝐾   ,   - 

olarak tanımlanır. |𝐾( )| doğal sayıların bir 𝐾 alt kümesini  ’ den büyük olmayan 

elemanlarının sayısını göstermek üzere 

𝛿 (𝐾)     
   

   
|𝐾( )|

 
  

ifadesine 𝐾 kümesinin doğal yoğunluğu ya da yoğunluğu denir. (
 ( )

 
) dizisinin limiti 

mevcut ise 𝐾 kümesinin doğal yoğunluğu,  

   

𝛿(𝐾)     
   

|𝐾( )|

 
  

Ģeklinde tanımlanır (Niven ve Zuckerman 1980). 

Tanım 3.12     (  ) bir dizi olsun. Her     için  

𝛿(*    |    |   +)    

olacak Ģekilde bir   sayısı varsa   (  ) dizisi  ’ ye istatistiksel yakınsaktır denir. 

            
 

  
    

 

veya  

  
  
  ( )  

Ģeklinde gösterilir (Fast, 1951). 

Teorem 3.13. Bir dizi yakınsaksa aynı zamanda istatistiksel yakınsaktır (Fridy, 1985). 

Ġspat:   
  
   olsun. O halde       için öyle bir      var ve her     ( )    

için |    |    oluyor demektir. Fakat      için  |    |    tir. Buda  

   
   

 

 
|*    |    |   +|     

   

 

 
      

anlamına gelir ki   
  
  ( ) sonucuna bizi ulaĢtırır. Bu teoremin tersi doğru değildir 

bunu aĢağıdaki örnekle gösterebiliriz.  
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Örnek 3.14. 

   {
√                      

                               
    

Ģeklinde tanımlanan    (  ) dizisini inceleyelim. Her     için,  

   
   

 

 
|*    |    |   +|     

   

 

 
|*         +|     

   

 

 
 √    

olduğundan           olur. Buna rağmen dizi ne sınırlıdır ne de yakınsaktır. 

Tanım 3.15.        ve       için |      
|    olacak Ģekilde bir   ( )    varsa, 

yani 

   
   

 

 
|{    |      

|   }|    

ise    (  ) dizisine istatistiksel Cauchy dizi denir (Fridy, 1985). 

Tanım 3.16. Tüm pozitif reel sayıların azalmayan, sonsuza giden ve  

               

koĢulunu sağlayan   (  ) dizilerinin kümesini   sembolüyle göstereceğiz. 

(Mursaleen, 2000). 

Tezde       *       + olmak üzere    
 kümesini  

   
 *                + Ģeklinde tanımlayacağız. 

Tanım 3.17.   (  ) dizisi, pozitif reel sayıların azalmayan, sonsuza giden ve  

               

   ,        - 

koĢulunu sağlayan bir dizisi olsun. GenelleĢtirilmiĢ De la Vall e-Poussin ortalaması  

  ( )  
 

  
∑   
    

 

Ģeklinde tanımlanır.     iken   ( )    gidiyorsa   (  ) dizisi  ’ ye  

(   )   toplanabilirdir denir (Mursaleen, 2000). 

Tanım 3.18. 𝐾 ⊂   olsun ve  𝐾’nın   yoğunluğunu  

𝛿 (𝐾)     
   

 

  
|*       𝐾+| 

olarak tanımlanır. Burada      olması durumunda 𝐾’nın   yoğunluğunu 𝛿 (𝐾), 

𝐾’nın doğal yoğunluğuna dönüĢür. Her 𝐾 ⊂   için (   ⁄ )    ise 𝛿(𝐾)   𝛿 (𝐾) olur 

(Mursaleen, 2000). 
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Tanım 3.19.   (  ) bir dizi olsun. Her     ve    ,        - için 

   
   

 

  
|*     |    |   +|    

oluyorsa    (  ) dizisi   ye   istatistiksel yakınsaktır denir ve   

             
 

  
    

 

Ģeklinde gösterilir. Tüm   istatistiksel yakınsak dizilerin kümesini    ile göstereceğiz 

(Mursaleen, 2000). 

Tanım 3.20.   (  ) bir dizi ve     olmak üzere  

𝛿 (*    |  |   +)    

oluyorsa   (  ) dizisi   istatistiksel sınırlıdır denir (Mursaleen ve ark., 2010). 

Tanım 3.21. 𝐾 ⊂     ve     ,      olmak üzere 𝐾(   ) kümesinin elemanlarını 

(    ) olarak kabul edelim ve 𝐾(   ) kümesini  

𝐾(   )  *             (    )  𝐾+ 

Ģeklinde tanımlayalım.  

𝛿 (𝐾)     
     

   
|𝐾(   )|

  
 

ifadesi 𝐾 kümesinin doğal yoğunluğudur. 
| (   )|

  
 kümesinin limiti tek ise 𝐾 kümesinin 

doğal yoğunluğu aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır; 

 𝛿 (𝐾)  ( )     
     

|𝐾(   )|

  
  

(Mursaleen ve Edely, 2003). 

Örnek 3.22. 𝐾  *(     )       + olarak tanımlarsa 𝐾 kümesinin yoğunluğu 

𝛿 (𝐾)     
     

 

  
|𝐾(   )|     

     

 

  
(√ √ )    

olur (Mursaleen ve Edely, 2003). 

Tanım 3.23.   (   ) reel terimli çift indisli bir dizi olmak üzere, 

𝛿 ({(   )             |      |   })    

olacak Ģekilde bir   sayısı varsa   (    ) dizisi   sayısına istatistiksel yakınsaktır 

denir ve  

               
   

  
    

 

Ģeklinde gösterilir. Tüm çift indisli istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi    ile 

gösterilir (Mursaleen ve Edely, 2003). 
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Örnek 3.24.   (    ) reel terimli çift indisli dizisini aĢağıdaki gibi tanımlayalım; 

    {
                             
                            

 

çift indisli dizisi ne yakınsaktır ne de sınırlıdır. Fakat  

        için  

|{(   )             |     |   }|  √ √  

ve   

   
     

 

  
|{(   )             |      |   }|     

     

√ √ 

  
   

               
   

  
    

 

olur. 

Sonuçlar 3.25.  

i. Eğer bir   (   ) çift indisli dizisi yakınsaksa aynı zamanda istatistiksel 

yakınsaktır. Fakat tersi doğru değildir. 

ii.   (   ) çift indisli dizisinin satır ve sütunları sonlu ise   (   ) dizisi 

istatistiksel yakınsaktır.    ve    sonlu reel sayılar olmak üzere  

𝐾(   )           

iii. Eğer bir   (   ) çift indisli dizisi   ye istatistiksel yakınsaksa   tektir. 

  (   ) dizisi istatistiksel yakınsaksa bu dizinin sınırlı ya da yakınsak olmasına gerek 

yoktur (Örnek 3.2.14. deki gibi) (Mursaleen ve Edely, 2003). 

Tanım 3.26.   (  ) ve    (  ) sonsuza giden, pozitif sayıların azalmayan ve  

               

               

koĢullarını sağlayan iki dizi olsun. 𝐾 ⊂     alalım ve 𝐾 nın (   ) yoğunluğunu 

𝛿   (𝐾)  ( )    
     

 

    

|*                      (   )  𝐾+|  

Ģeklinde tanımlayacağız. 

     ,      olduğu durumda 𝛿   (𝐾) yoğunluğu 𝛿 (𝐾) yoğunluğuna 

indirgenir. Her 𝐾 ⊂     için       ⁄  ve      ⁄  ise 𝛿 (𝐾)  𝛿   (𝐾) tir 

(Mursaleen ve ark., 2010). 
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Tanım 3.27.   (   ) çift indisli bir dizi,       için 𝐾 ⊂      

𝐾  *          |     |   + 

olarak tanımlandığında 𝛿   (𝐾)    oluyorsa   (   ) dizisi  ’ ye (   ) istatistiksel 

yakınsaktır denir. Eğer       için  

𝛿   (𝐾)  ( )    
     

 

    
|{          |     |   }|    

ise   (   ) dizisi   sayısına (   ) istatistiksel yakınsaktır denir ve 

        
     

       

  

 Ģeklinde gösterilir. Tüm (   ) istatistiksel yakınsak çift indisli 

dizilerin kümesini      ile gösterilir. 

Eğer     ,       ise     ,     ye indirgenir. 𝛿 (𝐾)  𝛿   (𝐾) olduğu için 

    ⊂    kapsaması elde edilir (Mursaleen ve ark., 2010). 

Tanım 3.28.   (   ) çift indisli bir dizi ve     olmak üzere; 

𝛿   ({(   ) |   |   })    

 oluyorsa    (   ) dizisi (   ) istatistiksel sınırlıdır denir (Mursaleen ve ark., 2010). 

Tanım 3.29.   (   ) çift indisli bir dizi,            ,    ,        - ve  

   ,        - olmak üzere 

    ( )  
 

    
∑ ∑    

        

 

toplamına çift indisli diziler için De la Vall e-Poussin ortalaması denir (Mursaleen ve 

ark., 2010). 

Tanım 3.30.   (   ) çift indisli bir dizi olmak üzere; 

( )     
     

    (|     |)    

ise    (   ),   ye kuvvetli (     ) toplanabilirdir denir. Tüm kuvvetli (     ) 

toplanabilir dizilerin kümesini ,     - ile göstereceğiz. 

Eğer     ,       olduğu durumda kuvvetli (     )  toplanabilirlik, kuvvetli 

Cesaro toplanabilirliğe indirgenir (Mursaleen ve ark., 2010). 

Teorem 3.31.   (  ) ve    (  ) sonsuza giden, pozitif sayıların azalmayan ve  

               

               

koĢullarını sağlayan iki dizi olsun. Bu durumda; 
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i.       ,     - iken       (    ) tır. Fakat tersi doğru değildir. 

ii. Eğer       
 

 ve       (    ) ise       ,     - tır ve böylece  

      ,     - tir. 

iii.     
  ,     -    

 
 (Mursaleen ve ark., 2010). 

 

3.3 Fark Dizileri 

 

Fark dizileri kavramı ilk kez Kızmaz (1981) tarafından 1981 yılında tanımlandı. 

  (  ) kompleks terimli dizi ve     olmak üzere 

   (  )  (       ) 

  ( ),  ( ) ve   ( ) dizi uzayları Kızmaz(1981) tarafından 

  ( )  *  (  )       + 

 ( )  *  (  )      + 

  ( )  *  (  )       + 

olarak tanımlandı ve  

‖ ‖  |  |  ‖  ‖  

normuyla birer Banach uzayı oldukları gösterildi. 

  (  ) kompleks terimli dizi ve       olsun. Et ve Çolak (1995) 

    ( )      (       ) 

    (               ) 

(   )  ∑(  ) .
 

 
/

 

   

     

olmak üzere yukarıdaki dizi uzaylarını 

 

  (  )  *  (  )   
     + 

 (  )  *  (  )   
    + 

  ( 
 )  *  (  )   

     + 

uzaylarına genelleĢtirdiler ve bu uzayların 

‖ ‖  ∑|  |

 

   

 ‖   ‖  

normuyla birer Banach uzayı olduklarını gösterdiler. 
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3.4. Kesirli Fark Dizileri 

 

Tanım 3.32. Gamma fonksiyonu   *             + ve  reel sayı olmak üzere; 

 ()  ∫         
 

 

 

olarak tanımlanır ve 

i.  herhangi bir doğal sayı olursa  (  )    

Örneğin   ( )       ( )       ( )       ( )       

ii.   *            + ve  reel sayı olursa  (  )    () elde  

edilir. 

  tüm reel değerli dizi uzayını göstermek üzere   (  )    ,   

*            + ve  reel sayı olmak üzere fark operatörlerini aĢağıdaki gibi 

tanımlayacağız; 

(   )  ∑(  ) 
 (  )

   (    )

 

   

     

( ( ) )  ∑(  ) 
 (  )

   (    )

 

   

     

(    )  ∑(  ) 
 (  )

   (     )

 

   

     

( (  ) )  ∑(  ) 
 (  )

   (    )

 

   

     

ilk iki operatörün açılımı yapılırsa; 

(   )           
(  )

  
     

(  )(  )

  
       

( ( ) )           
(  )

  
     

(  )(  )

  
       

elde edilir (Baliarsingh, 2013).     ve  ( ) için; 

i.       durumunda     operatörü Kızmaz (1981) tarafından tanımlanan 

(  )  (       ) 

operatörüne indirgenir. 

ii.     (   ) durumunda     operatörü Et ve Çolak (1995) tarafından 

verilen 
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(   )  ∑(  ) .
 

 
/

 

   

     

operatörüne indirgenir. 

  Fark operatörlerinde kesirli olan  lar  ̃ ile gösterilerek fark operatörü aĢağıdaki 

gibi tanımlanır. 

(  ̃ )  ∑(  ) 
 ( ̃   )

   ( ̃     )

 

   

     

(Baliarsingh, 2013). 

Kesir dereceli fark operatörü çift indisli diziler için aĢağıdaki gibi tanımlanır. 

  ̃(   )  ∑ ∑(  )   

 

   

 

 

   

 ( ̃   ) 

     ( ̃     ) ( ̃     )
         

 ( ̃)(   )  ∑ ∑(  )   

 

   

 

   

 ( ̃   ) 

     ( ̃     ) ( ̃     )
         

   ̃(   )  ∑ ∑(  )   

 

   

 

   

 (   ̃) 

     (   ̃   ) (   ̃   )
         

  ( ̃)(   )  ∑ ∑(  )   

 

   

 

   

 (   ̃) 

     (   ̃   ) (   ̃   )
         

 ̃  
 

 
 için bu operatörün açılımı yapılırsa 

 
 
 (   )  ∑ ∑(  )   

 

   

 

   

 .
 
   /

 

     .
 
     /  .

 
     /

         

                          
 

 
       

 

 
       

 

  
       

 

   
         

 

 
       

                                 
 

 
         

 

  
         

 

  
         

 

   
           

 

 
       

                    
 

  
         

 

  
         

 

   
         

 

    
           

elde edilir (Baliarsingh, 2016). 
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3.5. Kesirli Fark Dizilerinin Ġstatistiksel Yakınsaklığı 

 

Tanım 3.33.   (  ) bir dizi olsun. Eğer her     için  

   
   

 

 
|{    |  ̃    |   }|    

olacak Ģekilde bir   sayısı varsa   (  ) dizisi   ye   ̃   istatistiksel yakınsaktır 

denir.   ̃   istatistiksel yakınsak kümeleri   ̃( ) ile gösterilir ve     .  ̃( )/ olarak 

yazılır (Baliarsingh ve ark., 2018). 

Örnek 3.34.    (  ) bir dizi olsun ve   (  )  (  ̃  ) dizisini aĢağıdaki gibi 

tanımlarsak 

   {
                                     

 
 

 
                           

            

(  )   yakınsak olmamasına rağmen 0’ a istatistiksel yakınsaktır. 
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4. ARAġTIRMA BULGULARI 

 

4.1. Çift Ġndisli Kesirli Fark Dizilerinin Ġstatistiksel Yakınsaklığı 

 

Tanım 4.1.   (   )  reel terimli çift indisli bir dizi 𝐾 ⊂     ve olsun. Her     

için 

𝐾(   )  *(   )            |  ̃(   )   |   + 

kümesinin yoğunluğu sıfır yani; 

     
     

 

  
|{(   )            |  ̃(   )   |   }|    

ise   (   ) çift indisli dizisi  ’ye   ̃  istatistiksel yakınsaktır denir.      .  ̃(  )/ 

ile gösterilir. Tüm   ̃  istatistiksel yakınsak çift indisli dizilerin kümesini   ̃(  ) ile 

göstereceğiz. 

Tanım 4.2.    (   ) dizisi kompleks terimli çift indisli bir dizi olmak üzere tüm 

       için |  ̃(   )|    olacak Ģekilde     var yani    
     

|   ̃   |    ise 

(  ̃(   )) çift indisli dizi sınırlıdır denir. Bütün    ̃  sınırlı çift indisli dizi uzayını 

  
 (  ̃)  {  (   )                 

     
|   ̃   |   + 

Ģeklinde göstereceğiz. 

Yakınsak çift indisli bir dizi aĢikar olarak istatistiksel yakınsaktır fakat tersi 

doğru değildir ancak çift indisli dizilerin kesirli farklarından oluĢan dizinin sınırlı ve 

istatistiksel yakınsak olması gerekmez. AĢağıdaki örnekleri inceleyelim. 

Örnek 4.3.    (   ) çift indisli dizi olsun ve   (   )  (  ̃   ) dizisini aĢağıdaki 

gibi tanımlayalım. 

    {

                            

 
 

   
                           

            

(   ) yakınsak olmamasına rağmen istatistiksel yakınsaktır, gerçekten  
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(   )  

[
 
 
 
 
 
 
  

 

   

 

   
 

   

 

   

 

   
 

   

 

   

 

   

 

 
 

   
 

 

   

 

   
 

 

   

 

   
 

   
   ]

 
 
 
 
 
 
 

 

olup 

   
     

 

  
|{(   )            |     |   }|     

     

√ 
 

√ 
 

  
   

dır. Dolayısıyla (   ) , 0 a istatistiksel yakınsaktır, yani       .  ̃(  )/ tır. 

Örnek 4.4.    (   )  
  (  )   

 
 dizisini göz önüne alırsak   (   ) sınırlıdır, 

ıraksaktır ve istatistiksel yakınsak değildir.   ̃(   ) dizisini aĢağıdaki gibi açarsak 

  ̃(   )  ∑(∑(  )   

 

   

 

   

 ( ̃   ) 

     ( ̃     ) ( ̃     )
        ) 

  ̃(   )  ∑((  )   

 

   

 ( ̃   ) 

     ( ̃     ) ( ̃     )
        

 (  )   
 ( ̃   ) 

     ( ̃     ) ( ̃     )
        

 (  )   
 ( ̃   ) 

     ( ̃     ) ( ̃     )
        

 (  )   
 ( ̃   ) 

     ( ̃     ) ( ̃     )
         ) 

    için 

 (  ) 
 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
         (  ) 

 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
         

 (  ) 
 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
         (  ) 

 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
           

 
 ( ̃   )  ( ̃   )

     ( ̃   ) ( ̃   )
     

 ( ̃   )  ( ̃   )

     ( ̃   ) ( ̃)
      

 
 ( ̃   )  ( ̃   )

     ( ̃   ) ( ̃   )
       

 ( ̃   )  ( ̃   )

     ( ̃   ) ( ̃   )
        

 (
 ̃

 
) (

 ̃

 
)      (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)        (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)        (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)         
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    için 

 (  ) 
 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
         (  ) 

 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
         

 (  ) 
 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
         (  ) 

 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
           

  
 ( ̃   ) ( ̃   )

     ( ̃) ( ̃   )
       

 ( ̃   ) ( ̃   )

     ( ̃) ( ̃)
        

 
 ( ̃   ) ( ̃   )

     ( ̃) ( ̃   )
         

 ( ̃   ) ( ̃   )

     ( ̃) ( ̃   )
          

  (
 ̃

 
) (

 ̃

 
)        (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)          (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)          (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)           

    için 

 (  ) 
 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
         (  ) 

 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
         

 (  ) 
 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
         (  ) 

 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
           

  
 ( ̃   ) ( ̃   )

     ( ̃   ) ( ̃   )
       

 ( ̃   ) ( ̃   )

     ( ̃   ) ( ̃)
        

 
 ( ̃   ) ( ̃   )

     ( ̃   ) ( ̃   )
        

 
 ( ̃   ) ( ̃   )

     ( ̃   ) ( ̃   )
           

 (
 ̃

 
) (

 ̃

 
)        (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)          (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)          (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)           

    için 

 (  ) 
 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
         (  ) 

 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
         

 (  ) 
 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
         (  ) 

 ( ̃  ) 

     ( ̃    ) ( ̃    )
           

  
 ( ̃   ) ( ̃   )

     ( ̃   ) ( ̃   )
       

 ( ̃   ) ( ̃   )

     ( ̃   ) ( ̃)
        

 
 ( ̃   ) ( ̃   )

     ( ̃   ) ( ̃   )
         

 ( ̃   ) ( ̃   )

     ( ̃   ) ( ̃   )
          

  (
 ̃

 
) (

 ̃

 
)        (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)          (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)          (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)           
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    çift olduğunda, 

(
 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)      ̃  (

 ̃

 
) 

(
 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)      ̃  (

 ̃

 
) 

(
 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)      ̃  (

 ̃

 
) 

(
 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)      ̃  (

 ̃

 
) 

… 

  ̃  (
 ̃

 
)    ̃  (

 ̃

 
)    ̃  (

 ̃

 
)    ̃  (

 ̃

 
)      ̃     ̃     ̃   

    tek olduğunda, 

 (
 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)       ̃   (

 ̃

 
) 

 (
 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)       ̃   (

 ̃

 
) 

 (
 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)       ̃   (

 ̃

 
) 

 (
 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)  (

 ̃

 
) (

 ̃

 
)       ̃   (

 ̃

 
) 

… 

   ̃  (
 ̃

 
)    ̃  (

 ̃

 
)    ̃  (

 ̃

 
)    ̃  (

 ̃

 
)       ̃     ̃      ̃   

elde edilir. Yani 

  ̃(   )  {
    ̃                 

      ̃                  
 

Ģeklinde ifade edebiliriz.   ̃(   ) dizisi sınırlıdır fakat ne istatistiksel yakınsak ne de 

yakınsaktır. 

Örnek 4.5.   (   ) çift indisli bir dizi olsun ve   ̃(   ) aĢağıdaki gibi 

tanımladığımızda 

  ̃(   )  {
                           

                                     
 

  ̃(   ) istatistiksel yakınsaktır fakat sınırlı değildir.  

Gerçekten,  
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.  ̃   /  

[
 
 
 
 
 
   
   

    
    

   
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

    
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

    
 ]
 
 
 
 
 

 

|{(   )         |  ̃     |   }|  √ √  

   
     

 

  
|{(     )            |  ̃     |   }|     

     

√ √ 

  
   

Sonuçlar 4.6.  ̃ kesirli bir reel sayı olmak üzere; 

a.   ̃(  ) ve     birbirini içermez. 

b.   ̃(  ) ve    
 (  ̃) birbirini içermez. 

c.   ̃(  ) ⊂   ̃(  ) ve bu kapsama kesindir. 

Tanım 4.7.   (   ) çift indisli bir dizi olsun. Eğer  

   
   

 

  
∑∑  ̃     

 

   

 

   

 

ise   (   ) dizisi  ’ye    ̃  Cesaro toplanabilirdir denir. Tüm çift indisli   ̃  Cesaro 

toplanabilir dizilerin kümesini (     )(  ̃) ile göstereceğiz.  

Tanım 4.8.   (   ) çift indisli bir dizi ve   pozitif bir reel sayı olsun. Eğer  

   
   

 

  
∑∑|  ̃     |   

 

   

 

   

 

ise   (   ) dizisi  ’ye kuvvetli    
 ̃   Cesaro toplanabilirdir denir. Tüm kuvvetli  

  
 ̃   Cesaro toplanabilir çift indisli dizi uzaylarını   (  

 ̃) ile göstereceğiz. 

Teorem 4.9. i.  ̃ kesirli bir reel sayı ve       olmak üzere eğer 

      (  (  
 ̃)) ise      (   ̃(  )) dir.  

ii. Eğer       (  ̃(  ))  ve (   )    
 (  ̃)  ise       (  (  

 ̃)) dir. 

Ġspat: i.  𝐾 ( )  {(   )          |  ̃     |
 
  } alalım.  

    ve       (  (  
 ̃)) olsun.   (   ) dizisi   ye kuvvetli   

 ̃   Cesaro 

toplanabilir olduğundan; 
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∑∑|  ̃     | 

 

   

 

   

 
 

  
( ∑ |  ̃     |  

(   )   ( )

 ∑ |  ̃     | 

(   )   ( )

) 

                                           
 

  
|{(   )          |  ̃     |

 
  }|  

Böylece   (   ) dizisi  ’ ye istatistiksel yakınsaktır. 

ii.      |  ̃ |  | | ve   ( )  {(   )          |  ̃     |  (
 

 
)
 
 } alalım. 

  (   ) dizisi sınırlı istatistiksel yakınsak olduğundan       ve tüm         

için öyle bir      vardır ki; 

 

  
|{(   )          |  ̃     |  (

 

 
)
 

 ⁄ }|  
 

  (‖  ̃ ‖   ) 
 

 

    
 

olur. ġimdi tüm         için; 

 

  
∑∑|  ̃     |   

 

  
( ∑ |  ̃     |  
(   )   ( )

 ∑ |  ̃     | 

(   )   ( )

 

   

 

   

)

 
 

  
    

 

   
   

 

  
    

 

 
   

elde ederiz. 

   Bu da        (  (  
 ̃)) anlamına gelir. 

Sonuç 4.10.   (   )    
 (  ̃) ve       (  ̃(  ))  ise aynı zamanda 

(     )(  ̃)’dir. Fakat   (   ) yakınsak olmak zorunda değildir. 

Örnek 4.11.   (   ) bir dizi ve her     için   ̃    (  )  olarak tanımlarsak  

   
   

 

  
∑∑  ̃     

 

   

 

   

 

olur. Ama   (   ) istatistiksel yakınsak değildir. 

Tanım 4.12.    (   ) çift indisli bir dizi olsun.      için öyle      ve      

sayıları var ve tüm     ,      için  

   
     

 

  
|{(   )         |  ̃(         

)|   }|    

oluyorsa   (   ) çift indisli bir    ̃   istatistiksel Cauchy dizisidir.  
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Teorem 4.13. Eğer   (   ) çift indisli bir   ̃   istatistiksel yakınsak bir dizi ise 

  (   ),  
 ̃   istatistiksel Cauchy dizisidir. 

Ġspat:  Varsayalım ki       ve       (  ̃(  )) olsun. Doğaldır ki hemen hemen tüm 

      için |  ̃(   )   |  
 

 
  ve seçilen         sayıları için             

|  ̃(     
)   |  

 

 
 dir. ġimdi biz hemen hemen tüm       için  

|  ̃(   )    ̃(     
)|  |  ̃(   )        ̃(     

)|

 |  ̃(   )   |  |  ̃(     
)   |  

 

 
 

 

 
   

yazabiliriz. Böylece   (   ),   
 ̃   istatistiksel Cauchy dizisidir. 

4.2. Çift Ġndisli Kesirli Fark Dizilerinin (   )  Ġstatistiksel Yakınsaklığı 

 

Tanım 4.14.   (   ) çift indisli bir dizinin kesirli De la Vall e-Poussin ortalaması   

   ,        - ve     ,        - olmak üzere 

    ( )  
 

    
∑ ∑   ̃   

        

 

Ģeklinde tanımlanır.  

Tanım 4.15.   (   ) çift indisli bir dizi olmak üzere 

( )    
     

 

    
∑ ∑ |  ̃     | 

        

   

ise    (   ),   ye kuvvetli   
 ̃   De la Vall e-Poussin toplanabilirdir denir. Tüm 

kuvvetli (     )(  
 ̃) toplanabilir dizilerin kümesini ,     -(  

 ̃) ile göstereceğiz. 

Eğer     ,      ise kuvvetli   
 ̃   De la Vall e-Poussin toplanabilirliği, kuvvetli 

  
 ̃   Cesaro toplanabilirliğe indirgenir, yani ,     -(  

 ̃)  ,     -(  
 ̃) dir. 

Tanım 4.16.   (   ) çift indisli bir dizi,       için 𝐾 ⊂      

𝐾  *          | 
 ̃     |   + 

olarak tanımlandığında 𝛿   (𝐾)    oluyorsa yani; 

𝛿   (𝐾)  ( )    
     

 

    
|{          | 

 ̃     |   }|    
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ise   (   ) dizisi   ye   ̃  (   ) istatistiksel yakınsaktır denir.   (   ) çift indisli 

dizisi   ̃  (   ) istatistiksel yakınsak ise         
     

  ̃       Ģeklinde yazacağız. 

Tüm (   ) istatistiksel yakınsak çift indisli dizilerin kümesini   ̃(    ) ile göstereceğiz. 

     ,       olması durumda   ̃(    ) yerine   ̃(  ) yazacağız.  

𝛿 (𝐾)  𝛿   (𝐾) olduğu için   ̃(    ) ⊂   ̃(  ) kapsamını elde ederiz. 

Tanım4.17.   (   ) çift indisli bir dizi ve     olsun. 

𝛿   ({(   ) | 
 ̃   |   })    

oluyorsa    (   ) dizisi   ̃  (   ) istatistiksel sınırlıdır denir.  

Teorem 4.18.   (  ) ve    (  ),   kümesine ait olan iki dizi olsun. Bu takdirde 

i. Eğer       (,     -(  
 ̃)) ise       (  ̃(    )) tır, fakat tersi doğru 

değildir, 

ii. Eğer        
 (  

 ̃) ve       (  ̃(    )) ise      (,     -(  
 ̃))  ve 

böylece       (,     -(  
 ̃)), 

iii.   ̃(    )
 

 ,     -(  
 ̃)    

 (  
 ̃) 

tir. 

Teorem 4.19.   (  ) ,   (  ),   (  ),   (  ) dizileri tüm        
 için 

     ,        koĢulunu sağlayan   kümesinin dört elemanı olsun. Bu durumda; 

i. Eğer            
    

    
                                                                       (4.1) 

ise    ̃(    )    ̃(    ).                                 

ii. Eğer          
  

  
   ve          

  

  
                                         (4.2) 

ise    ̃(    )    ̃(    ) . 

Ġspat: i. tüm        
 için      ,        koĢulları sağlansın ve 

           
    

    
   olduğunu kabul edelim.  

   
 ,        -,    

 ,        -,    
 ,        -, 

    
 ,        - olarak tanımlanırsa     

⊂    
 ve    

⊂    
 olur ve bu nedenle 

biz her     için  
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{(   )      
      

 |  ̃     |   }  {(   )      
      

 |  ̃     |   } 

elde ederiz. Buradan 

 

    
|{(   )      

      
 |  ̃     |   }|  

    

    

 

    
|{(   )      

      
 |  ̃     |   }| 

yazabiliriz. Son eĢitsizlikte her iki tarafta Pringsheim limit alırsak (     ) 

  ̃(    )    ̃(    ) elde ederiz. 

ii.    (   )    ̃(    ) ve          
  

  
   ,          

  

  
   olduğunu kabul 

edelim.    
⊂    

 ve    
⊂    

 olduğundan tüm        
 ve her     için; 

 

    
|{(   )      

      
 |  ̃     |   }| 

 
 

    
|{                          

 
 |  ̃     |   }| 

 
 

    
|{(   )      

      
 |  ̃     |   }| 

 
(     )(     )

    
 

 

    
|{(   )      

      
 |  ̃     |   }| 

 (  
  
  

) (  
  

  
)  

 

    
|{(   )      

      
 |  ̃     |   }| 

      
  

  
  ,           

  

  
    ve   (   )    ̃(    ) olduğundan eĢitsizliğin 

her iki tarafının       iken limiti alınırsa    ̃(    )    ̃(    )  elde edilir. 

Teorem 4.20.   (  ),   (  ),   (  ),   (  ) dizileri tüm        
 için 

     ,        koĢulunu sağlayan   kümesinin dört elemanı olsun. 

i. Eğer (4.1) sağlanırsa  ,     -(  
 ̃) ⊂ ,     -(  

 ̃)’tir. 

ii. Eğer (4.2) sağlanırsa   
 (  ̃)  ,     -(  

 ̃) ⊂ ,     -(  
 ̃)’tir. 

Ġspat: i.        
 için      ,        koĢulları sağlansın.    

⊂    
 ve    

⊂    
 

olduğundan her     için; 

 

    
∑ ∑ |  ̃     |

 

          

 
 

    
∑ ∑ |  ̃     |

 

          

 

yazıp eĢitsizliğin sağ tarafını      ile çarpıp bölersek  
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∑ ∑ |  ̃     |

 

          

 
    

    

 

    
∑ ∑ |  ̃     |

 

          

 

yazabiliriz. Her iki taraftan limit alır ve (4. 1)’i kullanırsak ,     -(  
 ̃) ⊂ ,     -(  

 ̃) 

elde ederiz. 

ii.   (   )    
 (  ̃)  ,     -(  

 ̃) ise   (   )    
 (  ̃) tir. Bundan dolayı 

tüm     ler için öyle bir     sayısı vardır ki |  ̃     |    olur.    
⊂    

 ve 

   
⊂    

 olduğundan her     ve tüm        
 için; 

 

    
∑ ∑ |  ̃     | 

          

 
 

    
∑ ∑ |  ̃     | 

                  

 
 

    
∑ ∑ |  ̃     | 

          

  

      
(     )(     )

    
  

 

    
∑ ∑ |  ̃     |

 

          

 

 (  
  
  

) (  
  

  
)  

 

    
∑ ∑ |  ̃     |

 

          

 

Bu nedenle   
 (  ̃)  ,     -(  

 ̃) ⊂ ,     -(  
 ̃) elde edilir. 

Sonuç 4.21.    (  ) ,   (  ),   (  ),   (  ) dizileri tüm        
 için 

     ,        koĢulunu sağlayan   kümesinin dört dizisi olsun. Eğer (4.2) 

sağlanırsa   
 (  ̃)  ,     -(  

 ̃) ⊂   
 (  ̃)  ,     -(  

 ̃) kapsamasını elde ederiz. 

Teorem 4.22.   (  ) ,   (  ),   (  ),   (  ) dizileri tüm        
 için 

     ,        koĢulunu sağlayan   kümesinin dört dizisi olsun. Eğer önce (4.2) 

sonra (4.1) sağlanırsa; 

      .,     -(  
 ̃)/        (  ̃(    )) ve  ,     -(  

 ̃) ⊂   ̃(    ) kapsama 

kesindir. 
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Ġspat:     ve       .,     -(  
 ̃)/ olsun. Biz  

 ∑ ∑ |  ̃     | 

          

 ∑ ∑ |  ̃     |
 

          

                       

                        ∑ |  ̃     |
 

     
     

|  ̃     |  

 

                                                                   |*(   )      
      

 |  ̃     |
 
  +|   

eĢitsizliğini elde ederiz. Buradan tüm        
 için 

 

    
∑ ∑ |  ̃     |  

          

    

    

 

    

|*(   )      
       | 

 ̃     |   +|    

elde edilir ve (4.1)’den dolayı      (  ̃(    )) ulaĢılır. 
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5.SONUÇ VE ÖNERĠLER 

 

5.1. Sonuçlar 

Bu tezde P. Baliarsingh (2016) tarafından tanımlanan çift indisli dizilerin kesir 

dereceli fark operatörleriyle; 

Çift indisli kesirli fark dizilerinin istatistiksel yakınsaklığını (  ̃  istatistiksel 

yakınsaklığı),   ̃  sınırlılığını,   ̃  istatistiksel Cauchy dizisini,   ̃  Cesaro 

toplanabilirliğini, kuvvetli   
 ̃   Cesaro toplanabilirliğini,   ̃  De la Vall e-Poussin 

ortalamasını, kuvvetli   
 ̃  De la Vall e-Poussin toplanabilirliğini ve   ̃  (   ) 

istatistiksel yakınsaklığı tanımları verildi. 

   ̃  istatistiksel yakınsak çift indisli bir dizinin aynı zamanda   ̃  istatistiksel 

Cauchy dizisi olduğunu, kuvvetli   
 ̃   Cesaro toplanabilir olan çift indisli dizilerin 

  ̃  istatistiksel yakınsak olduğunu ve kuvvetli   
 ̃  De la Vall e-Poussin 

toplanabilirse   ̃  (   ) istatistiksel yakınsak olduğu sonuçlarına ulaĢıldı. 

 

5.2 Öneriler 

Bu tanımlar genelleĢtirilerek çift indisli kesirli fark dizilerinin  . dereceden 

ağırlıklı ve deferred istatistiksel yakınsaklığı çalıĢılabilir. 
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