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1. GİRİŞ VE KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

Lineer ve lineer olmayan sistemlerin çözümlerinin kararlılık davranışlarını 

belirlemek için Lyapunov'un ikinci metodu olarak bilinen bir tekniği vereceğiz. Bu 

metodun en büyük avantajı çözüme yönelik herhangi bir bilgi sahibi olmaksızın geniş 

anlamda kararlılığı elde edebilmektir. 1982’e bu metodu bize tanıştıran A. M. 

Lyapunov, bu metodu sadece basit kararlılık teoremlerini kurmak için kullanmasına 

rağmen onun basit düşünceleri son 40 yıl boyunca fizik ve mühendislikte yeni 

problemlerin çözümünde etkili bir şekilde kullanılmıştır. Bu metod sinir ağlarının 

kararlılığı araştırılırken Lyapunov’un ikinci metodu oldukça kullanışlıdır (Ahmad ve 

Rao, 1999).  

Son 15 yılda sinir ağlarının teorik anlayışı oldukça ilerledi. Çoğu sinir ağlarında 

gecikme kaçınılmazdır. Örneğin elektronik sinir ağlarında amplifikatörlerin sonlu 

anahtarlama hızından dolayı zaman gecikmesi ortaya çıkacaktır. Marcus ve Westervelt 

(1989) makalesinde, Hopfield’in (1982) makalesindeki modele benzer gecikmeli bir ağ 

için bir model sunmuştur. Bu model 𝑡 ≥ 0 için 

𝐶𝑖u̇i(𝑡) = −
1

𝑅𝑖
𝑢𝑖(𝑡) + ∑ 𝑇𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑔𝑗 (𝑢𝑗(𝑡 − 𝜏𝑗)) ,  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. (1.1) 

Burada 𝑢𝑖(𝑡) değişkeni 𝑖. nöronun girdisi üzerindeki voltajı temsil eder. Her bir 

nöron için 𝐶𝑖 girdi direncini, 𝜏𝑖 zaman gecikmesini ve 𝑔𝑖(𝑢) transfer fonksiyonunu 

temsil eder. Bağlantı matrisinin 𝑇𝑖𝑗 elemanı, 𝑗. nöronun tersinir olmayan çıktısının 𝑖. 

nöronun girdisine 𝑅𝑖𝑗 direnci ile bağlandığı taktirde 1/𝑅𝑖𝑗  değerini alırken, 𝑗. nöronun 

tersinir çıktısının 𝑖. nöronun girdisine 𝑅𝑖𝑗 direnci ile bağlandığı taktirde – 1/𝑅𝑖𝑗 değerini 

alır. Her bir nöronun girdisindeki paralel direnç 𝑅𝑖 = (∑ |𝑇𝑖𝑗|𝑛
𝑗=1 )

−1
ile tanımlanır. 

Lineer olmayan 𝑔𝑖(𝑢) transfer fonksiyonu kıvrıktır, 𝑢 = 0’da maksimum eğime sahip 

±1’de doygunluğa ulaşır. Yani matematiksel ifadeyle, 𝑔𝑖(𝑢) azalmayan ve  

|𝑔𝑖(𝑢)| ≤ 1 ∧  𝛽𝑖|𝑢|,  ℎ𝑒𝑟𝑏𝑖𝑟 − ∞ ≤ 𝑢 ≤ ∞. (1.2) 

Burada 𝛽𝑖, 𝑔𝑖(𝑢) fonksiyonun 𝑢 = 0’daki eğimidir ve bu eğim sonlu olduğu kabul 

edilmiştir. 

𝑏𝑖 =
1

𝐶𝑖𝑅𝑖
,  𝑎𝑖𝑗 =

𝑇𝑖𝑗

𝐶𝑖
, 

olarak tanımlandığında (1.1) denklemi 
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�̇�𝑖(𝑡) = −𝑏𝑖𝑢(𝑡) + ∑ 𝑎𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑔𝑗 (𝑢𝑗(𝑡 − 𝜏𝑗)) ,  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. (1.3) 

şeklinde veya  

�̇�𝑖(𝑡) = −𝐵𝑢(𝑡) + 𝐴𝑔(𝑢𝜏(𝑡)),  𝑡 ≥ 0 (1.4) 

matris formunda yazılabilir. Burada  

𝑢(𝑡) = (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡), ⋯ , 𝑢𝑛(𝑡))
𝑇

,  

 𝑢𝜏(𝑡) = (𝑢1(𝑡 − 𝜏1), 𝑢2(𝑡 − 𝜏2), ⋯ , 𝑢𝑛(𝑡 − 𝜏𝑛))
𝑇

,   

𝐵 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑛), 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑛×𝑛

,  

𝑔(𝑢) = (𝑔1(𝑢1), 𝑔2(𝑢2), ⋯ , 𝑔𝑛(𝑢𝑛))
𝑇

. 

Dahası  

𝑏𝑖 = ∑|𝑎𝑖𝑗|

𝑛

𝑗=1

,  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, (1.5) 

ilişkisi vardır. 

𝜏̅ ≤ 𝑠 ≤ 0 için 𝑢(𝑠) = ξ(𝑠) başlangıç değeri verildiğinde (1.4) denkleminin 𝑡 ≥

0 üzerinde tek bir global çözümü vardır. Burada 𝜏̅ = 𝑚𝑎𝑥1≤𝑖≤𝑛𝜏𝑖 ve ξ = {ξ(𝑠): −τ̅ ≤

𝑠 ≤ 0} fonksiyonu 𝐶([−τ̅, 0]; 𝑅𝑛) üzerinde reel değerli bir fonksiyondur. 

Haykin (1994) makalesinde gerçek sinir sistemlerinde sinaptik iletim 

“Nöroiletenlerinin bırakılması ve diğer olasılıksal sebeplerin etkisiyle oluşan gelişigüzel 

sapmaların yol açtığı gürültülü süreç” olduğunu ifade eder. Bu tür etkilerin 

matematiksel olarak ifade edilmesi için kullanılabilecek bir yöntem de olasılıksal eşik 

modelleri olduğunu söyler. Blythe ve ark. (2001) makalesinde kullandıkları yaklaşım 

sinir ağları içinden gelen gürültüyü lineer olmayan bir dinamik sistem olarak 

görmektedir. Böylece nörodinamikte var olan içten gelen stokastikliği temsil 

etmişlerdir. Le Cun ve ark. (1989) makalesinde gürültünün sadece ilk katmana dahil 

edildiği ağları tanımlamıştır ve hata türevlerini elde etmek için kullanmıştır. Böylece 

geriye yayılmayı önlemiştir. 

Blythe ve ark. (2001) makalesinde sinir ağlarında stokastik bir perturbasyon 

olduğunu kabul ediyor ve perturbe edilmiş bu ağın gecikmeli stokastik diferansiyel 

denkleminin  

𝑑𝑥(𝑡) = [−𝐵𝑥(𝑡) + 𝐴𝑔(𝑥𝜏(𝑡))]𝑑𝑡 + 𝜎(𝑥(𝑡), 𝑥𝜏(𝑡), 𝑡)𝑑𝑤(𝑡),  𝑡 ≥ 0,  

𝑥(𝑠) = 𝜉(𝑠),  −𝜏̅ ≤ 𝑠 ≤ 0 
(1.6) 



 

 

3 

olduğunu kabul ediyorlar. Burada 𝑤(𝑡) = (𝑤1(𝑡), 𝑤2(𝑡), ⋯ , 𝑤𝑚(𝑡))
𝑇

, ℱ𝑡 =

σ{𝑤(𝑠): 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡} doğal fitreli (Ω, ℱ, 𝑃) tam olasılık uzayında 𝑚 − boyutlu Brownian 

hareketi, 𝑥(𝑡) = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), ⋯ , 𝑥𝑛(𝑡))
𝑇

, 𝑥𝜏(𝑡) = (𝑥1(𝑡 − 𝜏1), 𝑥(𝑡 − 𝜏2), ⋯ ,

𝑥𝑛(𝑡 − 𝜏𝑛))
𝑇
ve σ: 𝑅𝑛 × 𝑅𝑛 × 𝑅+ fonksiyonu σ(𝑥, 𝑦, 𝑡) = σ𝑖𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑛×𝑚 olarak 

tanımlanmıştır. Mao (1994) makalesinde σ(𝑥, 𝑦, 𝑡) fonksiyonu yerel Lipschitz sürekli ve 

aynı zamanda lineer büyüme şartını sağladığını kabul etmiştir. Böylece 𝑡 ≥ 0 üzerinde 

(1.6) denkleminin tek bir 𝑥(𝑡; ξ) global çözümü var olduğunu söyler. 

Son zamanlarda gecikmeli stokastik diferansiyel denklemler oldukça 

çalışılmıştır (Arnold, 1972; Friedman, 1976; Has’minskii, 1981; Kolmanovskii ve 

Myshkis, 1992; Mao, 1997). Ancak gecikmeli stokastik sinir ağların kendi karakteristik 

özellikleri vardır ve bütün bu karakteristik özelliklerin kararlılık kriterlerini elde etmek 

çok istenen bir şeydir. Liao ve Mao (1996a) makalesinde gecikmeli stokastik ağların 

kararlılığı üzerine çalışmışlardır. Liao ve Mao (1996b) makalesinde gecikmeli stokastik 

ağların ortalama-kare üstel kararlılığını tartışmışlardır. Blythe ve ark. (2001) 

makalesinde Semimartingale yakınsaklık teoremini kullanarak gecikmeli stokastik sinir 

ağın neredeyse kesin üstel kararlılığını tartışmışlardır. 

Diğer bir sinir ağı modeli ise Hücresel Sinir Ağı (HSA) modelidir. Son 

zamanlarda, HSA modellerinin teorik ve uygulamalı çalışmaları dünya çapında yapılan 

çalışmaların odak noktası olmuştur (Chua ve Yang, 1988a; Chua ve Yang, 1988b). 

HSA’lar hücresel otomat benzer, yani hücresel sinir ağındaki herhangi bir hücre sadece 

kendi komşu hücre ile bağlantılıdır. Bir hücre lineer ve lineer olmayan devre elemanları 

içerir. Bu elemanlar genel olarak lineer kapasitörler, lineer dirençler, lineer ve lineer 

olmayan kontrollü kaynaklar ve bağımsız kaynaklardır. HSA’lar sinyal işlemede de 

uygulanabilir. Ayrıca bazı resim işleme ve şekil tanıma problemlerini çözmek için de 

kullanılabilir. Fakat Gecikmeli Hücresel Sinir Ağları (GHSA) yardımıyla bazı dinamik 

resim işleme ve şekil tanıma problemlerini çözmek için HSA gereklidir (Roska ve 

Chua, 1992). GHSA diferansiyel denklemler ile tanımlıdır (fraksiyonel diferansiyel 

denklemler). HSA sıradan diferansiyel denklemler ile tanımlıdır. HSA ve GHSA’nın 

kararlılık çalışmaları teoride önemli bir problemdir. HSA’nın kararlılığı üzerine bazı 

sonuçlar elde edilmiştir (Chua ve Yang, 1988a; Roska ve Chua, 1992; Liao 1994). Fakat 

çok az araştırmacı GHSA’nın kararlılığı üzerine çalışmıştır (Civalleri ve Gilli, 1993; Lu 

ve He, 1997; Cao, 1998). Cao ve Wan (1997) makalesinde GHSA’nın global asimptotik 

kararlılığı için Lyapunov fonksiyonel metodu ile gecikmeden bağımsız bazı yeter 
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şartları sunmuştur. Civalleri ve Gilli (1993) makalesinde GHSA’nın kararlılığı için 

gecikmeye bağlı yeterli bir şart elde ettiler. Lu ve He (1993) makalesinde bazı 

GHSA’ların kararlılığı için yeterli bir kriter elde ettiler. 
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2. TEORİK ESASLAR 

 

Bu bölümde araştırma sonuçları ve tartışma kısmında kullanılacak bazı temel 

tanım ve teoremler verilecektir. 

 

2.1. Temel kavramlar 

 

Fizikte yaygın olarak kullanılan matematiksel modeller ya da denklemler 

çoğunlukla, 𝑥  bir vektör olmak üzere 

{

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥)

𝑥(𝑡0) = 𝑥0

 (2.1) 

formundaki diferansiyel denklemlerdir. Burada 𝑡 ∈ 𝐼 = [0, ∞) ve 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 dir. 𝐷, 𝑅𝑛 de 

açık bağlantılı bir küme olmak üzere farz edelim ki 𝑓(𝑡, 𝑥),   𝐼 × 𝐷 üzerinde (𝑡, 𝑥) göre 

süreklidir. 𝒞, 𝐷 de kalan (2.1)'in çözümlerinin bir sınıfı olsun. 

Genellikle tüm ölçüm türlerinde kaynaklanan ilk verilerde hatalar 

olabileceğinden, ilk verilerdeki küçük farklılıkların (2.1) in çözümlerinin istenen 

davranışını ne kadar etkilediğini bilmek önemlidir. İlk verilerde yeterince küçük bir 

değişiklik yapılması durumunda, ilgili çözümde önemli bir sapma gözlenirse, o zaman 

verilen başlangıç verilerinden elde edilen çözüm kabul edilemezdir, çünkü yaygın 

kullanılan yaklaşık olarak tanımlanamamaktadır. Çözümlerin kayda değer bir şekilde 

istenen davranıştan sapmasına izin vermeyecek koşulların araştırılması problemi, bunun 

için önemlidir. (2.1) in çözümlerinin davranışlarıyla ilgili bu tür problemlerle ilgilenen 

matematik alanı genellikle kararlılık teorisi olarak tercih edilir. 

𝑡0 ≥ 0 sağında var olan (𝑡0, 𝑥0) başlangıç noktasından geçen (2.1) in çözümü 

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0) olsun. Biz 𝑥(𝑡) çözümü için kararlılığın temel kavramlarını 

tanıştırmadan önce 𝑡0 ve  𝑥0 başlangıç değerleri üzerine 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0) çözümlerinin 

sürekli bağımlılığına ilişkin bir sonuç ispatlayacağız. 

Teorem 2.1. 𝐹(𝑡, 𝑥) fonksiyonu 𝐵 =  {(𝑡, 𝑥): 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤  𝑡0 + 𝛼, ‖𝑥 −𝑥0‖  ≤  𝑏} 

kümesinde sürekli ve (𝑡, 𝑥1), (𝑡, 𝑥2) ∈ 𝐵 için  

‖ 𝐹(𝑡 , 𝑥1) − 𝐹 (𝑡, 𝑥2)‖ ≤ 𝐾 ‖𝑥1 − 𝑥2‖ 

Lipschitz şartını sağlasın. O zaman 𝑥𝑛→ 𝑥0 demek 𝑡 ∈  [𝑡0, 𝑡0 + 𝛼] için 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥𝑛) →

𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0) düzgün demektir (Ahmad ve Rao, 1999). 
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İspat. Sırasıyla (𝑡0, 𝑥0) ve (𝑡0, 𝑥𝑛) den geçen (2.1)’in herhangi iki çözümü 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥𝑛) 

ve 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0) olsun. 

𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥𝑛)   =   𝑥𝑛  +  ∫ 𝐹(𝑠, 𝑥(𝑠;

𝑡

𝑡0

𝑡0, 𝑥𝑛 )) 𝑑𝑠, 

𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0)   =  𝑥0  +  ∫ 𝐹(𝑠, 𝑥(𝑠;

𝑡

𝑡0

𝑡0, 𝑥0 )) 𝑑𝑠. 

Lipschitz şartını kullanarak t ≥ 𝑡0 için  

‖𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥𝑛) − 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0)‖ ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥0‖  +  ∫ 𝐾

𝑡

𝑡0

‖𝑥(𝑠, 𝑡0, 𝑥𝑛) − 𝑥(𝑠, 𝑡0, 𝑥0)‖𝑑𝑠    

olarak elde edilir. Bu da 

‖𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥𝑛) − 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0)‖ ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥0‖𝑒𝑥𝑝(𝐾𝛼) 

olduğu sonucu ima eder. 

Biz şimdi (2.1)’in 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0) çözümü için çeşitli kararlılık kavramlarını 

tanımlarız ve bu kavramların eşdeğer olmadığını örneklerle göstereceğiz. Bundan sonra 

kararlılıkla biz [𝑡0, ∞) aralığı üzerinde kararlılığı kastediyoruz. 

Tanım 2.1. 𝑥(𝑡), (2.1)’in çözümü olsun. Eğer her 𝜀 > 0 için bir 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 sayısı 

var öyle ki (2.1)’in herhangi bir �̅�(𝑡) = 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0̅̅ ̅) çözümü için |𝑥0̅̅ ̅ – 𝑥0| ≤

𝛿olduğunda  ‖�̅�(𝑡) − 𝑥(𝑡)‖ < 𝜀 oluyorsa (2.1)’in 𝑥(𝑡) çözümüne kararlıdır denir 

(Lyapunov, 1949). 

Tanım 2.2. 𝑥(𝑡), (2.1) çözümü kararlı ve bir 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 var |𝑥0 − 𝑥0̅̅ ̅| < 𝛿 iken 𝑡 ≥

 𝑡0 için ‖�̅�(𝑡) − 𝑥(𝑡)‖ → 0 oluyorsa (2.1)’in 𝑥(𝑡) çözümüne asimptotik kararlıdır denir 

(Lyapunov, 1949). 

Tanım 2.3. Eğer (2.1)’in 𝑥(𝑡) çözümü kararlı değilse kararsızdır denir (Lyapunov, 

1949).  

Tanım 2.4. 𝑥(𝑡), (2.1)’in çözümü olsun. Eğer her  𝜀 >  0 için bir 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 vardır 

ki, (2.1) in herhangi bir �̅�(𝑡) = 𝑥(𝑡; 𝑡0, �̅�0) çözümü için 𝑡1 ≥  𝑡0 ve ‖�̅�(𝑡1) − 𝑥(𝑡1)‖ ≤

𝛿 iken ∀ 𝑡 ≥ 𝑡1 için ‖�̅�(𝑡) − 𝑥(𝑡)‖ < 𝜀 oluyorsa (2.1) in 𝑥(𝑡) çözümüne düzgün 

kararlıdır denir (Presidskii, 1933).  

Tanım 2.5. 𝑥(𝑡), (2.1)’in çözümü düzgün kararlı ve bir 𝛿0 >  0 vardır ve herbir 𝜂 >  0 

için bir 𝑇 = 𝑇(𝜂) > 0 vardır ki 𝑡1 ≥ 𝑡0 için  ‖�̅�(𝑡1)  − 𝑥(𝑡1)‖  ≤  𝛿0 iken her 𝑡 ≥ 𝑡1 +

𝑇 için ‖�̅�(𝑡) − 𝑥(𝑡)‖ < 𝜂 oluyorsa (2.1) in 𝑥(𝑡) çözümüne düzgün asimptotik kararlıdır 

denir (Malkin, 1966). 
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Tanım 2.6. 𝑥(𝑡), (2.1)’in çözümü olsun. Eğer her  𝜀 >  0 için bir 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 vardır 

ki, (2.1)’in herhangi bir �̅�(𝑡) = 𝑥(𝑡; 𝑡0, �̅�0) çözümü 𝑡1 ≥  𝑡0 için ‖�̅�(𝑡1)  − 𝑥(𝑡1)‖  ≤

 𝛿iken her𝑡 ≥ 𝑡0 için ‖�̅�(𝑡) − 𝑥(𝑡)‖ <  𝜀 oluyorsa (2.1)’in 𝑥(𝑡) çözümüne kuvvetli 

kararlıdır denir (Ascoli, 1950). 

Tanım 2.7. Bir λ > 0  var ve verilen herhangi bir ε > 0  için ∀𝑡 ≥ 𝑡0 için  

‖𝑥0‖ < δ(ε),  ‖𝑥(𝑡; 𝑥0, 𝑡0)‖ ≤ ε exp[−λ(𝑡 − 𝑡0)] 

olacak şekilde bir δ(ε) > 0 varsa (2.1)’in sıfır çözümü üstel asimptotik kararlıdır denir 

(Malkin, 1952). 

Not 2.8. Tanım 2.1’deki  𝛿 başlangıç anı 𝑡0 bağlı iken Tanım 2.4’teki 𝛿, 𝑡0 dan 

bağımsızdır. Tanımlardan; kuvvetli kararlı ise düzgün kararlı, düzgün kararlı ise kararlı, 

düzgün asimptotik kararlı ise asimptotik kararlı olduğu açıktır.  Bu ifadelerin tersi 

genellikle doğru değildir. Bununla birlikte otonom sistemler ve periyodik sistemler 

(𝐹(𝑡 + 𝑤, 𝑥) = 𝐹(𝑡, 𝑥)) için eğer sıfır (ya da herhangi bir sabit) çözümü kararlı ise 

düzgün kararlıdır, asimptotik kararlı ise düzgün asimptotik kararlıdır (Ahmad ve Rao, 

1999). 

Farz edelim ki  

𝑥′ = 𝑓(𝑥) (2.2) 

otonom sisteminin 𝑥(𝑡) ≡ 0 sıfır çözümü kararlıdır. (2.2) için biliyoruz ki eğer 𝑥(𝑡), 

𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) bir çözümü ve 𝛼 ≥ 0 ise o zaman  𝑥(𝑡 + 𝛼), 𝑡 ∈ [𝑡0 − 𝛼, ∞) aralığında bir 

çözümdür.  

Not 2.1.  𝑥0(𝑡), 𝒞’nin bir elemanı olsun. (2.1) sisteminde 𝑥 = 𝑦 + 𝑥0(𝑡) alınarak 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑦 + 𝑥0(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑥0(𝑡)) (2.3) 

denklemine dönüşür. Şu halde (2.3) denkleminin sağ tarafı 𝐺(𝑡, 𝑦) ile gösterilirse 

𝐺(𝑡, 0) ≡ 0 olur. Yani (2.3) denkleminin 𝑦(𝑡) ≡ 0 çözümü (2.1) denkleminin 𝑥0(𝑡) 

çözümüne özdeştir. Bu nedenle 𝑥0(𝑡)’nin yerine (2.3) denkleminin 𝑦(𝑡) ≡ 0 

kararlılığını tartışmak yeterlidir (Ahmad ve Rao, 1999).  

Örnek 2.1.  

{

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑥

𝑥(0) = 0

 

başlangıç değer problemi ele alınsın. 

∫
𝑑𝑥

𝑥

𝑥

𝑥0

= − ∫ 𝑑𝑡
𝑡

𝑡0
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ln 𝑥 − ln 𝑥0 = 𝑡0 − 𝑡 

ln 𝑥 = ln 𝑥0 + 𝑡0 − 𝑡 

𝑥(𝑡) = 𝑒ln 𝑥0𝑒𝑡0−𝑡 

𝑥(𝑡) = 𝑥0𝑒𝑡0−𝑡 

𝑥(𝑡) = 𝑥0𝑒𝑡0−𝑡 

|𝑥0 − 𝑥0| < δ iken 

|𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡)| = |𝑥0𝑒−𝑡+𝑡0 − 𝑥0𝑒−𝑡+𝑡0| = 𝑒−𝑡+𝑡0|𝑥0 − 𝑥0| <
|𝑥0 − 𝑥0|

𝑒𝑡−𝑡0
< 𝛿 

∀𝑡 ≥ 𝑡0 için δ = ε olduğunda 𝑥(𝑡) çözümü kararlıdır. Dikkat Edilirse δ sayısı 𝑡0 dan 

bağımsızdır. Şu halde 𝑥(𝑡) çözümü düzgün kararlıdır. Ayrıca 𝑡 → ∞ olduğunda 

|𝑥0 − 𝑥0| → 0 olduğu görülür. Dolayısıyla 𝑥(𝑡) çözümü asimptotik kararlı hatta düzgün 

asimptotik kararlıdır. 

Örnek 2.2.  

{

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥

𝑥(0) = 𝑥0

 

başlangıç değer problemi ele alınsın. 

∫
𝑑𝑥

𝑥

𝑥

𝑥0

= ∫ 𝑑𝑡
𝑡

𝑡0

 

ln 𝑥 − ln 𝑥0 = 𝑡 − 𝑡0 

𝑥(𝑡) = 𝑥0𝑒𝑡−𝑡0 

|𝑥0 − 0| < δ  iken 

|𝑥(𝑡) − 0|= |𝑥0𝑒𝑡−𝑡0| = 𝑒𝑡−𝑡0|𝑥0| < δ𝑒𝑡−𝑡0 

∀𝑡 ≥ 𝑡0 için |𝑥(𝑡)| < δ olacak şekilde bir ε sayısı yoktur. Dolayısıyla sıfır çözüm 

kararsızdır. 

Örnek 2.3.  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 denkleminin sıfır çözümü kararlıdır ama asimptotik kararlı değildir. 

{
𝑥(0) = 0
𝑥(𝑡) = 0

,  {
𝑥(0) = 𝑐

𝑥(𝑡) = 𝑐
 

|0 − 𝑐| < δ iken |𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡)| = |𝑥(𝑡)| = |𝑐| < δ  olduğundan kararlıdır. 

lim
𝑡→∞

|𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡)| = lim
𝑡→∞

𝑐 = 𝑐 ≠ 0 

olduğundan asimptotik kararlı değildir. 

Örnek 2.4. 

𝑢′ = − [13 + 12 sin log(𝑡 + 1) +
12𝑡

𝑡 + 1
cos log(𝑡 + 1)] 𝑢 (2.4) 
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denkleminin sıfır çözümü asimptotik kararlıdır ama düzgün kararlı değil ve düzgün 

asimptotik kararlı değildir. 

(2.4)'ün genel çözümü 

𝑢(𝑡) = 𝑢(0) exp[−(13 + 12 sin log(𝑡 + 1))𝑡] 

şeklindedir. 

|𝑢(𝑡)| ≤ |𝑢(0)|𝑒−𝑡 

olup 𝑡 → ∞ alınırsa |𝑢(𝑡)| → 0 olduğundan (2.4) denkleminin sıfır çözümü asimptotik 

karalıdır. Eğer 𝑡𝑛 = 𝑒(4𝑛+1)π/2 − 1 ve 𝑡�̃� = 𝑒(4𝑛+3)π/2 − 1 alınırsa 

𝑢�̃�

𝑢𝑛
= exp[−𝑡�̃� + 25𝑡𝑛] = exp[(25 − 𝑒π)𝑒(4𝑛+1)π/2 − 24] 

olur. 𝑛 → ∞ olduğunda 25 > 𝑒𝜋 olduğundan dolayı 
𝑢�̃�

𝑢𝑛
→ olur. (2.4) denkleminin sıfır 

çözümü düzgün kararlı değildir. Dolayısıyla düzgün asimptotik kararlı değildir. 

Örnek 2.5. 

𝑢′′ + 𝑢 = 0 (2.5) 

denkleminin sıfır çözümü düzgün kararlıdır ama asimptotik kararlı değildir. 

(2.5) denklemi sin 𝑡 ve cos 𝑡 çözümlerin temel bir sistemine sahiptir. Diyelim ki  

𝑢(𝑡) = 𝑢(0) sin 𝑡 

olsun. 𝑡1 ≥ 𝑡için 

|𝑢(𝑡1)| = |𝑢(0) sin 𝑡1| ≤ |𝑢(0)| = δ 

iken ∀𝑡 ≥ 𝑡1 için 

|𝑢(𝑡)| = |𝑢(0) sin 𝑡| ≤ |𝑢(0)| = δ < ε 

olduğundan sıfır çözüm düzgün kararlıdır. Ama 𝑡 → ∞ iken |𝑢(𝑡)| ↛ 0 olduğundan 

asimptotik kararlı değildir. 

 Şimdi 

𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑡),  𝑥𝑡 = (𝑡 + θ),   − 𝑟 ≤ θ ≤ 0,  𝑡 ≥ 0 (2.10) 

otonom olmayan gecikmeli diferansiyel denklemi göz önüne alınsın. Burada 𝑓: [0, ∞) ×

𝐶𝐻 → 𝑅𝑛 sürekli bir dönüşüm, 𝑓(𝑡, 0) = 0; (𝐶, ‖. ‖) sürekli fonksiyonların Banach 

uzayı; 𝑟 > 0 olmak üzere 𝜙: [−𝑟, 0] → 𝑅𝑛; 

𝐶𝐻 = {ϕ ∈ (𝐶[−𝑟, 0], 𝑅𝑛): 𝜙 < 𝐻} 

dır. Varlık teorisine göre, ϕ ∈ 𝐶𝐻 ve 𝑡 ≥ 0 ise, bu takdirde (2.10) denklem sisteminin 

[𝑡0, 𝑡0 + α) aralığında 𝑡 > 𝑡0 için en az bir 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝜙) çözümü vardır öyle ki 𝑥𝑡(𝑡, 𝜙) 

olur. Burada α pozitif bir sabittir ve ‖. ‖sembolü ise 𝑅𝑛 de bir norm olup 

‖ϕ𝑡‖ = max
𝑡−α≤𝑠≤𝑡

|𝜙(𝑡)| 
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şeklinde tanımlıdır (Burton, 1985). 

Tanım 2.8. 𝐴 ve ℎ pozitif sabitler olmak üzere, 𝑥(𝑡0, 𝜙) fonksiyonu [𝑡0 − ℎ, 𝑡0 +

A]’dan 𝑅𝑛’ye tanımlı olsun. Bu fonksiyon 𝑡 = 𝑡0 (𝑡0 ≥ 0) noktasında 𝜙 ∈ 𝐶𝐻 başlangıç 

şartına sahip ve aşağıdaki özellikleri sağlasın: 

(i) Her 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝐴 için 𝑥(𝑡0, 𝜙) ∈ 𝐶𝐻 

(ii) 𝑥(𝑡0, 𝜙) = 𝜙 

(iii) Her 𝑡0 ≤ t ≤ 𝑡0 + 𝐴 için 𝑥(𝑡0, 𝜙), (2.6) denklemini sağlar. 

Bu takdirde 𝑥(𝑡0, 𝜙) fonksiyonuna (2.6) denkleminin bir çözümü denir (Yoshizawa, 

1966). 

Teorem 2.2. Eğer her 𝑡 ve ϕ ∈ 𝐶𝐻 için 𝑓(𝑡, ϕ) sürekli bir fonksiyon; 𝐻1 < 𝐻, 𝑡0, 0 ≤

𝑡0 < 𝑐 (burada c pozitif bir sabit) ise, bu takdirde (2.6) denkleminin 𝑡 = 𝑡0 noktasında 

𝜙 başlangıç değerine sahip bir çözüm var ve 𝑡 > 𝑡0 için bu çözüm sürekli 

türevlenebilirdir (Yoshizawa, 1966). 

 

2.2. Lyapunov’un İkinci Metodu 

 

Tanım 2.9. Ω, 𝑅𝑛 de açık bir küme olmak üzere 𝑉: Ω ⊆ 𝑅𝑛 → 𝑅,  0 ∈ olsun. 𝑉(0) =

0  ve  ∀𝑥 ∈ Ω,  (𝑥 ≠ 0) için, 

• 𝑉(𝑥) > 0  ise 𝑉 fonksiyonuna pozitif tanımlıdır denir. 

• 𝑉(𝑥) < 0  ise 𝑉 fonksiyonuna negatif tanımlıdır denir. 

• 𝑉(𝑥) ≥ 0  ise 𝑉 fonksiyonuna pozitif yarı tanımlıdır denir. 

• 𝑉(𝑥) ≤ 0  ise 𝑉 fonksiyonuna negatif yarı tanımlıdır denir. 

(Ahmad ve Rao, 1999). 

Tanım 2.10. Sürekli pozitif tanımlı 𝑊: 𝑅𝑛 → [0, ∞) fonksiyonuna bir wedge denir 

(Ahmad ve Rao, 1999). 

Tanım 2.11. Ω,  𝑅𝑛 de sıfır vektörünü içeren bir bölge olsun ayrıca 𝑉: [0, ∞) × Ω →

[0, ∞) fonksiyonu verilsin. Eğer 𝑡 ≥ 0 için 𝑉(𝑡, 0) = 0, 𝑉(𝑡. 𝑥) fonksiyonu pozitif 

tanımlı ve birinci mertebeden sürekli kısmi türevlere sahip ise bu takdirde 𝑉 ye bir 

Lyapunov fonksiyonu adı verilir (Ahmad ve Rao, 1999). 

Teorem 2.3. (Lyapunov Kararlılık Teoremi): Ω orjinin bir komşuluğu olsun. Eğer 

𝑉: Ω → 𝑅 diferansiyellenebilir bir fonksiyonu; 

• 𝑉(0) = 0 
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• 𝑉(𝑥), Ω − {0}’da pozitif tanımlı ise, 

• �̇�(𝑥) da yarı negatif tanımlı ise, 

bu şartları altında orijin ve 0 çözüm kararlıdır. Bu şartlara ek olarak  

• �̇�(𝑥), Ω − {0} da negatif tanımlı ise, 

şartını sağlıyorsa orijin ve 0 çözüm asimptotik kararlıdır  (Burton, 1985). 

Teorem 2.4. (Chetaev Kararsızlık Teoremi): Ω orjinin bir komşuluğu olsun. Aşağıdaki 

özelliklere sahip bir 𝑉(𝑥) fonksiyonu ve Ω’da bir Ω1 bölgesi verilsin.  

• 𝑉(𝑥), Ω1 bölgesinde birinci mertebeden sürekli kısmi türevlere sahiptir.   

• 𝑉(𝑥) ve �̇�(𝑥), Ω1 de pozitif tanımlıdır.  

• Ω1 bölgesinin sınır noktalarında 𝑉(𝑥) = 0 dir. (𝑉(𝑥) = 0 sağlayan tek çözüm, 

sistemin sıfır çözümüdür. ) 

• Orijin Ω1 bölgesinin bir sınır noktasıdır. 

Bu şartlar altında orijin ve 0 çözüm kararsızdır (Burton, 1985). 

Tanım 2.12. Sürekli ve 𝜙’ye göre Lipschitz koşulunu sağlayan bir 𝑉: [0, ∞) × 𝐶𝐻 →

[0, ∞), fonksiyoneline, 𝑊 bir wedge olmak üzere aşağıdaki şartları sağlaması halinde 

(2.10) denklemi için bir Lyapunov fonksiyoneli denir: 

(i) 𝑊(|𝜙(0)|) ≤ 𝑉(𝑡, 𝜙),  𝑉(𝑡, 0) = 0 

(ii) 𝑉(2.10)
′ (𝑡, 𝑥𝑡) = lim sup

ℎ→0

1

ℎ
[𝑉(𝑡 + ℎ, 𝑥𝑡+ℎ(𝑡0, 𝜙)) − 𝑉(𝑡, 𝑥𝑡(𝑡0, 𝜙))] ≤ 0. 

(Burton, 1985). 

Teorem 2.5. 𝑉(𝑡, ϕ), (2.6) denklemi için aşağıdaki şartları sağlayan bir Lyapunov 

fonksiyoneli ve 𝑊1, 𝑊2 birer wedge fonksiyonu olmak üzere 

(i) 𝑊1(‖𝜙(0)‖) ≤ 𝑉(𝑡, ϕ) ≤ 𝑊2(‖𝜙(0)‖), 

(ii) 𝑉(2.6)
′ (𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 0, 

ise, o zaman (2.6) denkleminin sıfır çözümü düzgün kararlıdır (Yunfeng, 1992). 

Teorem 2.6. 𝑉(𝑡, ϕ), (2.6) denklemi için aşağıdaki şartları sağlayan bir Lyapunov 

fonksiyoneli ve 𝑊1, 𝑊2 ve 𝑊3 birer wedge fonksiyonu olmak üzere 

(i) 𝑊1(‖𝜙(0)‖) ≤ 𝑉(𝑡, 𝜙) ≤ 𝑊2(‖𝜙(0)‖), 

(ii) 𝑉(2.6)
′ (𝑡, 𝑥𝑡) ≤ −𝑊3(|𝑥(𝑡)|), 

ise, o zaman (2.6) denkleminin sıfır çözümü düzgün asimptotik kararlıdır (Sinha, 1973). 
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3. ARAŞTIRMA SONUÇLARI VE TARTIŞMA 

 

3.1. Zaman Değişken Gecikmeli Stokastik Sinir Ağlarının Kararlılığı 

 

Diyelim ki 𝐶2,1(𝑅𝑛 × 𝑅+; 𝑅+), 𝑅𝑛 × 𝑅+ üzerinde tanımlı negatif olmayan 

𝑉(𝑥, 𝑡) fonksiyonların ailesini tanımlısın. Burada 𝑉(𝑥, 𝑡) fonksiyonları 𝑥 −e göre iki 

defa türevlenebilir ve 𝑡 −ye göre bir defa türevlenebilir sürekli fonksiyonlardır. Her bir 

𝑉 ∈ 𝐶2,1(𝑅𝑛 × 𝑅+; 𝑅+),bir ℒ𝑉 operatörü tanımlar. Bu operatörler 𝑅𝑛 × 𝑅𝑛 × 𝑅+’den 

𝑅’ye  

ℒ𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑉(𝑥, 𝑡) + 𝑉𝑥(𝑥, 𝑡)[−𝐵𝑥 + 𝐴𝑔(𝑦)] +
1

2
𝑖𝑧[σ𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑉𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)σ(𝑥, 𝑦, 𝑡)] 

ile tanımlı (1.6) denklemindeki gecikmeli stokastik sinir ağılar ile ilişkilidir. Burada  

𝑉𝑡(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑉(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
,  𝑉𝑥(𝑥, 𝑡) = (

𝜕𝑉(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥1
, . . . ,

𝜕𝑉(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑛
),  

𝑉𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = (
𝜕2𝑉(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
)

𝑛×𝑚

. 

𝑉, 𝑅𝑛 × 𝑅+ üzerinde tanımlı iken stres ℒ𝑉, 𝑅𝑛 × 𝑅𝑛 × 𝑅+ üzerinde tanımlı olsun. 

𝑅𝑛’den 𝑅+’ya sürekli fonksiyonların aile 𝐶(𝑅𝑛; 𝑅+) olsun. 

Teorem 3.1. Kabul edelim kiϕ ∈ 𝐶(𝑅𝑛; 𝑅+), ϕi ∈ 𝐶(𝑅; 𝑅+),  (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛), ve λ1 >

λ2 ≥ 0 için 

ℒ𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≤ −λ1ϕ(𝑥) + λ2 ∑ ϕ𝑖(𝑦𝑖)

𝑛

𝑖=1

,  (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝑅𝑛 × 𝑅𝑛 × 𝑅+, (3.1) 

𝑉(𝑥, 𝑡) ≤ ϕ(𝑥),  (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅𝑛 × 𝑅+ (3.2) 

ve 

∑ ϕ𝑖(𝑥𝑖) ≤ ϕ(𝑥),  𝑥 ∈ 𝑅𝑛

𝑛

𝑖=1

 (3.3) 

olacak şekilde bir 𝑉 ∈ 𝐶2,1(𝑅𝑛 × 𝑅+; 𝑅+) fonksiyonu  var olsun. O zaman her ξ ∈

𝐶([−τ, 0]; 𝑅𝑛) için (1.6) denklemi 

lim sup
𝑡→∞

1

𝑡
log(𝑉(𝑥(𝑡; ξ), 𝑡)) ≤ −γ (3.4) 

özelliğine sahiptir. Burada γ ∈ (0, λ1 − λ2) 

λ1 = γ + λ2𝑒γτ̅,  τ̅ = 𝑚𝑎𝑥1≤𝑖≤𝑛τ𝑖 (3.5) 

denkleminin tek köküdür (Blythe ve ark., 2001). 
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Bu teoremin ispatı Liptser ve Shiryayev (1986) makalesinde kurulan semi martingale 

yakınsaklık teoremine dayanır. 

Lemma 3.1. 𝐴(𝑡) ve 𝑈(𝑡) sürekli fonksiyonları 𝐴(0) = 𝑈(0) = 0 ve 𝑡 ≥ 0 üzerinde 

uyarlanmış artan süreçler olsun. 𝑀(𝑡), 𝑀(0) = 0 ve reel değerli sürekli yerel 

martingale olsun. ξ, 𝐸ξ < ∞ ile negatif olmayan ℱ0 ölçülebilir rastgele değişken olsun. 

𝑡 ≥ 0 için 

𝑋(𝑡) = ξ + 𝐴(𝑡) − 𝑈(𝑡) + 𝑀(𝑡) 

ile tanımlansın. Eğer 𝑋(𝑡) negatif olmayan bir fonksiyon ise, o zaman 

{ lim
𝑡→∞

𝐴(𝑡) < ∞} ⊂ {lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡) < ∞} ∩ {lim
𝑡→∞

𝑈(𝑡) < ∞}. 

Burada 𝐵 ⊂ 𝐷, 𝑃(𝐵 ∩ 𝐷𝑐) = 0. Özel olarak, eğer lim
𝑡→∞

𝐴(𝑡) < ∞ ise, o zaman 

neredeyse bütün 𝑤 ∈ Ω için 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

𝑋(𝑡, 𝑤) < ∞  ve  𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

𝑈(𝑡, 𝑤) < ∞. 

Yani hem 𝑋(𝑡) hem de 𝑈(𝑡) sonlu değişkene yakınsar (Blythe ve ark., 2001). 

İspat. Sabit başlangıç verisini ξ ∈ 𝐶([−τ, 0]; 𝑅𝑛) ve 𝑥(𝑡; ξ) = 𝑥(𝑡) olsun.(𝑥, 𝑡) ∈

𝑅𝑛 × 𝑅+için 

𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝑒γ𝑡𝑉(𝑥, 𝑡) 

tanımlansın. Burada 𝑈 ∈ 𝐶2,1(𝑅𝑛 × 𝑅𝑛; 𝑅+). (3.1) ve (3.2) şartları kullanılarak, 

ℒ𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑒γ𝑡[γ𝑉(𝑥, 𝑡) + ℒ𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑡)] 

≤ 𝑒γ𝑡 [−(λ1 − γ)ϕ(𝑥) + λ2 ∑ ϕ𝑖(𝑦𝑖)

𝑛

𝑖=1

] 

eşitsizliği elde edilir. Herhangi bir 𝑡 ≥ 0 için 

𝑒γ𝑡𝑉(𝑥(𝑡), 𝑡) = 𝑉(𝑥(𝑡), 𝑡) + ∫ ℒ𝑉(𝑥(𝑠), 𝑥τ(𝑠), 𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

 
 

 
    + ∫ 𝑒𝛾𝑠𝑉𝑥(𝑥(𝑠), 𝑠)𝜎(𝑥(𝑠), 𝑥𝜏(𝑠), 𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

𝑡

0

 

≤ 𝑉(𝜉(0), 0) − (𝜆1 − 𝛾) ∫ 𝑒𝛾𝑠𝜙(𝑥(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

0

 

    +𝜆2 ∫ 𝑒𝛾𝑠 ∑ 𝜙𝑖(𝑥𝑖(𝑠 − 𝜏𝑖))𝑑𝑠

𝑛

𝑖=1

𝑡

0

 

 

 
    + ∫ 𝑒𝛾𝑠𝑉𝑥(𝑥(𝑠), 𝑠)𝜎(𝑥(𝑠), 𝑥𝜏(𝑠), 𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

𝑡

0

. (3.6) 

Diğer taraftan 
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∫ 𝑒𝛾𝑠𝜙𝑖(𝑥𝑖(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

𝑡−τ𝑖

 = ∫ 𝑒𝛾𝑠𝜙𝑖(𝑥𝑖(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

−τ𝑖

− ∫ 𝑒𝛾(𝑠−τ𝑖)𝜙𝑖(𝑥𝑖(𝑠 − τ𝑖))𝑑𝑠
𝑡

0

 

 

 
≤ ∫ 𝑒𝛾𝑠𝜙𝑖(𝑥𝑖(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

−�̅�

− 𝑒−𝛾�̅� ∫ 𝑒𝛾𝑠𝜙𝑖(𝑥𝑖(𝑠 − 𝜏𝑖))𝑑𝑠
𝑡

0

. 

(3.3) şartıyla birlikte 

∑ ∫ 𝑒𝛾𝑠𝜙𝑖(𝑥𝑖(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

𝑡−τ𝑖

𝑛

𝑖=1

 ≤ ∫ 𝑒𝛾𝑠𝜙(𝑥(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

−�̅�

  

 
   −𝑒−𝛾�̅� ∑ ∫ 𝑒𝛾𝑠𝜙𝑖(𝑥𝑖(𝑠 − 𝜏𝑖))𝑑𝑠.

𝑡

0

𝑛

𝑖=1

 (3.7) 

(3.6) ve (3.7) eşitsizliklerinden 

𝑒𝛾𝑡𝑉(𝑥(𝑡), 𝑡) + 𝜆2𝑒𝛾�̅� ∑ ∫ 𝑒𝛾𝑠𝜙𝑖(𝑥𝑖(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜏𝑖

𝑛

𝑖=1

 

                 ≤ 𝑉(𝜉(0), 0) − (𝜆1 − 𝛾) ∫ 𝜙(𝜉(𝑠))𝑑𝑠
0

−�̅�

− (λ1 − γ − λ2𝑒λτ̅) ∫ 𝑒𝛾𝑠𝜙(𝑥(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

0

 

                    + ∫ 𝑒𝛾𝑠𝑉𝑥(𝑥(𝑠), 𝑠)𝜎(𝑥(𝑠), 𝑥𝜏(𝑠), 𝑠)𝑑𝑤(𝑠)
𝑡

0

. 

(3.5) kullanıldığında 

𝑒𝛾𝑡𝑉(𝑥(𝑡), 𝑡) + 𝜆2𝑒𝛾�̅� ∑ ∫ 𝑒𝛾𝑠𝜙𝑖(𝑥𝑖(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜏𝑖

𝑛

𝑖=1

≤ 𝑋(𝑡). (3.8) 

Burada  

𝑋(𝑡) ≔ 𝑉(𝜉(0), 0) + ∫ 𝜙(𝜉(𝑠))𝑑𝑠
0

−�̅�

+ ∫ 𝑒𝛾𝑠𝑉𝑥(𝑥(𝑠), 𝑠)𝜎(𝑥(𝑠), 𝑥𝜏(𝑠), 𝑠)𝑑𝑤(𝑠)
𝑡

0

 

negatif olmayan bir martingaledir. Lemma 3.1’den 

lim
𝑡→∞

𝑋 (𝑡) < ∞ 

olduğu görülür. (3.8)’den 

lim
𝑡→∞

𝑠𝑢𝑝 [𝑒γ𝑡𝑉(𝑥(𝑡), 𝑡)] < ∞ 

olduğundan 

lim
𝑡→∞

𝑠𝑢𝑝
1

𝑡
𝑙𝑜𝑔(𝑉(𝑥(𝑡), 𝑡)) < −γ 

olmasını gerektirir. Buda ispatı tamamlar. ∎ 

Teorem 3.2. (1.2) sağlansın. Her (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝑅𝑛 × 𝑅𝑛 × 𝑅+ için 

𝑖𝑧[𝜎𝑇(, 𝑦, 𝑡)𝜎(𝑥, 𝑦, 𝑡)] ≤ 𝑥𝑇𝐶1𝑥 + 𝑔𝑇(𝑦)𝐶2𝑔(𝑦) + 𝑦𝑇𝐶3𝑦 (3.9) 
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olacak şekilde negatif tanımlı olmayan simetrik 𝐶1, 𝐶2 ve 𝐶3 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(δ1, ⋯ , δ𝑛) 

matrisleri var olsun.  

𝐻 = (
−2𝐵 + 𝐶1 + 𝐶3 + �̅� 𝐴

𝐴𝑇 −𝐷 + 𝐶2

) 

negatif tanımlı simetrik matrisi olacak şekilde pozitif tanımlı diyagonal bir 𝐷 =

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1, ⋯ , 𝑑𝑛) matrisi var olsun. Burada �̅� = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1β1
2, ⋯ , 𝑑𝑛β1

2). −λ =

λ𝑚𝑎𝑥(𝐻)𝐻’nin en büyük öz değeri olsun. Böylece λ > 0. O zaman her bir ξ ∈

𝐶([−τ, 0]; 𝑅𝑛),(1.6) denkleminin çözümünün basit üstel Lyapunov fonksiyonu  

lim
𝑡→∞

sup
1

𝑡
log(|𝑥(𝑡; ξ)|) ≤ −

γ

2
 (3.10) 

Olarak kurulabilir. Burada γ > 0 

λ1 = γ + λ1λ2𝑒λτ̅ (3.11) 

denkleminin tek kökü, 

λ1 = min
1≤𝑖≤𝑛

(λ + δ𝑖 + 𝑑𝑖β𝑖
2)  𝑣𝑒 λ2 = max

1≤𝑖≤𝑛

δ𝑖 + (𝑑𝑖 − λ)β𝑖
2

λ + δ𝑖 + 𝑑𝑖β𝑖
2 . (3.12) 

Diğer bir değişle, (1.6) gecikmeli stokastik sinir ağı neredeyse kesin üstel kararlıdır 

(Blythe ve ark., 2001). 

İspat. 𝑉(𝑥, 𝑡) = |𝑥|2 olsun. O zaman  

ℒ𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 2𝑥𝑇[−𝐵𝑥 + 𝐴𝑔(𝑦)] + 𝑖𝑧[σ𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑡)σ(𝑥, 𝑦, 𝑡)]. 

Hipotezden 

ℒ𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≤ −2𝑥𝑇𝐵𝑥 + 𝑥𝑇𝐴𝑔(𝑦) + 𝑔𝑇(𝑦)𝐴𝑇𝑥 + 𝑥𝑇𝐶1𝑥 + 𝑔𝑇(𝑦)𝐶2𝑔(𝑦) + 𝑦𝑇𝐶3𝑦 

 = 𝑥𝑇(−2𝐵 + 𝐶1 + 𝐶3 + �̅�)𝑥 + 𝑥𝑇𝐴𝑔(𝑦) + 𝑔𝑇(𝑦)𝐴𝑇𝑥 

    +𝑔𝑇(𝑦)(−𝐷 + 𝐶2)𝑔(𝑦) − 𝑥𝑇(𝐶3 + �̅�)𝑥 + 𝑦𝑇𝐶3𝑦 + 𝑔𝑇(𝑦)𝐷𝑔(𝑦) 

= (𝑥𝑇 , 𝑔𝑇(𝑦))𝐻 (
𝑥

𝑔(𝑦)) − 𝑥𝑇(𝐶3 + �̅�)𝑥 + 𝑦𝑇𝐶3𝑦 + 𝑔𝑇(𝑦)𝐷𝑔(𝑦) 

≤ −λ(|𝑥|2 + |𝑔(𝑦)|2) − 𝑥𝑇(𝐶3 + �̅�)𝑥 + 𝑦𝑇𝐶3𝑦 + 𝑔𝑇(𝑦)𝐷𝑔(𝑦) 

= − ∑(𝜆 + 𝛿𝑖 + 𝑑𝑖𝛽𝑖
2)𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+ ∑[δ𝑖𝑦𝑖
2 + (𝑑𝑖 − 𝜆)𝑔𝑖

2(𝑦𝑖)]

𝑛

𝑖=1

 

elde edilir. 𝐻’nin yapısından her 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için λ ≤ 𝑑𝑖 olduğu görülür. (1.2) 

kullanılarak 

ℒ𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≤ − ∑(𝜆 + 𝛿𝑖 + 𝑑𝑖𝛽𝑖
2)𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+ ∑[δ𝑖 + (𝑑𝑖 − 𝜆)𝛽𝑖
2]𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 (2.13) 

elde edilir. Teorem 3.1’i uygulamak için ϕ ∈ 𝐶(𝑅𝑛; 𝑅+) ve ϕ𝑖 ∈ 𝐶(𝑅; 𝑅+) 

fonksiyonlarını 
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ϕ(x) =
1

λ1
∑(𝜆 + 𝛿𝑖 + 𝑑𝑖𝛽𝑖

2)𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 𝑣𝑒  ϕ𝑖(𝑦𝑖) =
1

λ1

(𝜆 + 𝛿𝑖 + 𝑑𝑖𝛽𝑖
2)𝑦𝑖

2 

şeklinde tanımlayalım. 

ϕ(𝑥) ≥ |𝑥|2 = 𝑉(𝑥, 𝑡) 𝑣𝑒 ϕ(𝑥) = ∑ ϕ𝑖(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

olduğu açıktır. Dahası 

ℒ𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≤ −λ1ϕ(𝑥) + ∑
δ𝑖 + (𝑑𝑖 − 𝜆)𝛽𝑖

2

𝜆 + 𝛿𝑖 + 𝑑𝑖𝛽𝑖
2 λ1ϕ𝑖(𝑦𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 
≤ −λ1ϕ(𝑥) + λ1λ2 ∑ ϕ𝑖(𝑦𝑖)

𝑛

𝑖=1

. 

Teorem 3.1’den her ξ ∈ 𝐶([−τ, 0]; 𝑅2) için (1.6) denkleminin çözümü 

lim
𝑡→∞

sup
1

𝑡
log(|𝑥(𝑡; ξ)|2) ≤ −γ 

özelliğine sahiptir. Buda ispatı tamamlar. ∎ 

Teorem 3.3. (1.2) sağlansın. Her (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝑅𝑛 × 𝑅𝑛 × 𝑅+ için 

𝑖𝑧[σ𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑡)σ(𝑥, 𝑦, 𝑡)] ≤ ∑[μ𝑖𝑥𝑖
2 + θ𝑖𝑔𝑖

2(𝑦𝑖) + δ𝑖𝑦𝑖
2]

𝑛

𝑖=1

 (3.14) 

olacak şekilde negatif olmayan μ𝑖, θ𝑖 ve δ𝑖 sayıları mevcut olsun. 

�̅� = (−2𝐵 + �̅� 𝐴
𝐴𝑇 −𝐷

) 

negatif tanımlı simetrik matrisi olacak şekilde pozitif tanımlı diyagonal bir 𝐷 =

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1, ⋯ , 𝑑𝑛) matrisi var olsun. Burada �̅� = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1𝛽1
2, ⋯ , 𝑑𝑛𝛽1

2), −λ̅ = λ𝑚𝑎𝑥(�̅�). 

Böylece λ̅ > 0. Eğer  

(μ𝑖 + δ𝑖) ∨ θi < λ̅,  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, (3.15) 

ise, o zaman (1.6) gecikmeli stokastik sinir ağı neredeyse kesin üstel kararlıdır. Ayrıca 

(3.12)’deki λ 

λ = min
1≤𝑖≤𝑛

[λ̅– (μ𝑖 + δ𝑖) ∨ θ𝑖] (3.16) 

ile tanımlandığında basit üstel Lyapunov fonksiyonu (3.10) denklemindeki gibi 

kurulabilir (Blythe ve ark., 2001). 

İspat. 

𝐶1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1, ⋯ , 𝜇𝑛),  𝐶2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑛),  𝐶3 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛿1, ⋯ , 𝛿𝑛), 

alınsın. O zaman (3.14) denklemi 

𝑖𝑧[𝜎𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝜎(𝑥, 𝑦, 𝑡)] ≤ 𝑥𝑇𝐶1𝑥 + 𝑔𝑇(𝑦)𝐶2𝑔(𝑦) + 𝑦𝑇𝐶3𝑦 
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olarak yazılabilir. Teorem 3.2’den dolayı negatif tanımlı bir H matrisinin mevcut 

olduğunu göstermek yeterlidir. Bunun için herhangi bir 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 için 

(𝑥𝑇 , 𝑦𝑇)𝐻 (
𝑥
𝑦) = (𝑥𝑇 , 𝑦𝑇)�̅� (

𝑥
𝑦) + (𝑥𝑇 , 𝑦𝑇) (

𝐶1 + 𝐶3 0
0 𝐶2

) (
𝑥
𝑦) 

 
≤ λ̅(|𝑥|2 + |𝑦|2) + ∑[(μ𝑖 + δ𝑖)𝑥𝑖

2 + θ𝑖𝑦𝑖
2]

𝑛

𝑖=1

≤ −λ(|𝑥|2 + |𝑦|2) 

olduğu görülür. Burada λ (3.16) ile tanımlı ve (3.15)’den dolayı pozitiftir. Buda 

ispatı tamamlar. ∎ 

Şimdiye kadar gecikmeli ağların neredeyse kesin kararlılığı için birkaç genel 

kriter elde edildi. Bu kriterlerin kullanımı 𝑉 Lyapunov fonksiyonunun yapısına veya 𝑑𝑖 

pozitif sayıların seçimine bağlıydı. Sadece 𝑏𝑖 ve β𝑖 gibi sistemin parametrelerine bağlı 

bazı kriterlere sahip olmak daha uygundur. Ayrıca (1.2) ve (1.5) denklemleri sinir 

ağlarının özellikleridir, ama şu an kadar sadece (1.2) özelliğini kullanarak bu kriterleri 

sunduk. Şimdi daha iyi sonuçlar elde etmek için (1.5) özelliğini kullanılacaktır.  

Sonuç 3.1. (1.2), (1.5) ve (2.14) denklemleri sağlansın. Tüm 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için 

𝑏𝑖 > β𝑖
2 ∑|𝑎𝑗𝑖|

𝑛

𝑗=1

 (3.17) 

ve  

λ̅ = min
1≤𝑖≤𝑛

𝑏𝑖 − 𝛽𝑖
2 ∑ |𝑎𝑗𝑖|

𝑛
𝑗=1

1 + 𝛽𝑖
2 . (3.18) 

Eğer  

(μ𝑖 + δ𝑖) ∨ θi < λ̅,  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, (3.19) 

ise, o zaman (1.6) gecikmeli stokastik sinir ağı neredeyse kesin üstel kararlıdır (Blythe 

ve ark., 2001). 

İspat. 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için 

𝑑𝑖 =
𝑏𝑖 + ∑ |𝑎𝑗𝑖|

𝑛
𝑗=1

1 + 𝛽𝑖
2  

olsun. Sonra Teorem 3.3’deki gibi �̅� simetrik matrisi tanımlansın. Herhangi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 

için (1.5) şartından dolayı 

(𝑥𝑇 , 𝑦𝑇)𝐻 (
𝑥
𝑦) = ∑(−2𝑏𝑖 + 𝑑𝑖β𝑖

2)𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+ 2 ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖,𝑗=1

− ∑ 𝑑𝑖𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

 
≤ ∑(−2𝑏𝑖 + 𝑑𝑖𝛽𝑖

2)𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+ ∑ |𝑎𝑖𝑗|(𝑥𝑖
2 + 𝑦𝑖

2)

𝑛

𝑖,𝑗=1

− ∑ 𝑑𝑖𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖=1
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= − ∑(2 𝑖 − 𝑑𝑖𝛽𝑖
2)𝑥𝑖

2

𝑛

𝑖=1

− ∑ (𝑑𝑖 − ∑|𝑎𝑗𝑖|

𝑛

𝑗=1

) 𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

olduğu görülür. Ayrıca 

𝑏𝑖 − 𝑑𝑖β𝑖
2 = 𝑑𝑖 − ∑|𝑎𝑗𝑖|

𝑛

𝑗=1

=
𝑏𝑖 + ∑ |𝑎𝑗𝑖|

𝑛
𝑗=1

1 + 𝛽𝑖
2 ≥ �̅�. 

Böylece  

(𝑥𝑇 , 𝑦𝑇)𝐻 (
𝑥
𝑦) ≤ −�̅�(|𝑥|2 + |𝑦|2) 

olur ki buda λ𝑚𝑎𝑥( �̅�) ≤ −λ̅ olduğunu ima eder. Teorem 3.3’ün sonucu ispatı 

tamamlar. ∎ 

Özel olarak ağlar çoğu zaman |𝑎𝑖𝑗| = |𝑎𝑗𝑖| anlamında simetriktirler. Böyle 

simetrik ağlar için bu sonuç oldukça önemlidir. 

Sonuç 3.2. (1.2), (1.5) ve (3.14) şartları sağlanmış olsun. Tüm 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 için 

|𝑎𝑖𝑗| = |𝑎𝑗𝑖|, (3.20) 

tüm 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için 

β𝑖 < 1 (3.21) 

ve 

λ̅ = min
1≤𝑖≤𝑛

𝑏𝑖(1 − 𝛽𝑖
2)

1 + 𝛽𝑖
2 . (3.22) 

olsun. Eğer (3.19) sağlanırsa, o zaman (1.6) gecikmeli stokastik ağı neredeyse kesin 

kararlıdır (Blythe ve ark., 1999). 

İspat. (1.5), (3.20) ve (3.21)’den dolayı tüm 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

β𝑖
2 ∑|𝑎𝑗𝑖|

𝑛

𝑗=1

< ∑|𝑎𝑖𝑗| = 𝑏𝑖

𝑛

𝑗=1

. 

Ayrıca 

min
1≤𝑖≤𝑛

𝑏𝑖 − 𝛽𝑖
2 ∑ |𝑎𝑗𝑖|𝑛

𝑗=1

1 + 𝛽𝑖
2 = min

1≤𝑖≤𝑛

𝑏𝑖(1 − 𝛽𝑖
2)

1 + 𝛽𝑖
2  

olduğu görülür. Sonuç 3.1’den ispat tamamlanır. ∎ 

Bir A matrisinin norm operatör ||A|| ile tanımlayalım. Yani 

‖𝐴‖ = 𝑠𝑢𝑝{ |𝐴𝑥|: 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, |𝑥| = 1}. 

Sonuç 3.3. (1.2) ve (3.14) sağlansın. Tüm 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için 

2𝑏𝑖 > ‖𝐴‖(1 + β𝑖
2) (3.23) 

ve 
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λ̅ = min
1≤𝑖≤𝑛

2𝑏𝑖

1 + 𝛽𝑖
2 − ‖𝐴‖ (3.24) 

olsun. Eğer (3.19) sağlanıyorsa, o zaman (1.6) gecikmeli stokastik ağı neredeyse kesin 

kararlıdır (Blythe ve ark., 1999). 

İspat. 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için 

𝑑𝑖 =
2𝑏𝑖

1 + 𝛽𝑖
2 

olsun. Sonra Teorem 3.3’deki gibi �̅� simetrik matrisi tanımlansın. Herhangi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 

için  

(𝑥𝑇 , 𝑦𝑇)𝐻 (
𝑥
𝑦) = ∑(−2𝑏𝑖 + 𝑑𝑖β𝑖

2)𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+ 2𝑥𝑇𝐴𝑦 − ∑ 𝑑𝑖𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

 
≤ ∑(−2𝑏𝑖 + 𝑑𝑖𝛽𝑖

2)𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+ ‖𝐴‖(|𝑥|2 + |𝑦|2) − ∑ 𝑑𝑖𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

= − ∑(2𝑏𝑖 − 𝑑𝑖𝛽𝑖
2 − ‖𝐴‖)𝑥𝑖

2

𝑛

𝑖=1

− ∑(𝑑𝑖 − ‖𝐴‖)𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

olduğu görülür. Ayrıca  

2𝑏𝑖 − 𝑑𝑖β𝑖
2 − ‖𝐴‖ = 𝑑𝑖 − ‖𝐴‖ =

2𝑏𝑖

1 + 𝛽𝑖
2 − ‖𝐴‖ ≥ λ̅ 

elde edilir. Bu da λ𝑚𝑎𝑥( �̅�) ≤ −λ̅ olduğunu ima eder. Teorem 3.3’ün 

sonucu ispatı tamamlar. ∎ 

Örnek 3.1. Reel değerli 𝑤(𝑡) Brownian hareketi, τ1 ve τ2 pozitif sayıları için 

𝑑 (
𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)
) = (

−4 0
0 −2

) (
𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)
) 𝑑𝑡 + (

2 −2
1 1

) (
𝑔1(𝑥1(𝑡 − τ1))

𝑔2(𝑥2(𝑡 − τ2))
) 𝑑𝑡

+ (
0.2𝑥2(𝑡 − τ2)

0.5𝑥1(𝑡 − τ1)
) 𝑑𝑤(𝑡) 

(3.25) 

Gecikmeli stokastik ağını göz önüne alalım. Burada  

𝑔𝑖(𝑢𝑖) =
1 − 𝑒−𝑢𝑖

1 + 𝑒−𝑢𝑖
. 

β1 = β2 = 1için(1.2) şartının sağlandığı açıktır. Teorem 3.2’ uygulamak için 

σ(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (0.2𝑦2, 0.5𝑦1)𝑇 ,  σ𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑡)σ(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0.25𝑦1
2 + 0.04𝑦2

2 

olduğu görülür. 𝐶1 = 𝐶2 = 0 ve 𝐶3 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(0.25,0.04) için (3.9) şartı sağlanır. 𝐷 =

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1, 𝑑2) alınırsa, 

−2𝑏 + 𝐶_3 + 𝐷 = −𝐷 yani (
−8 0
0 −4

) + (
0.25 0

0 0.04
) 
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= − (

2𝑑1 0
0 2𝑑2

) 

𝑑1 = 3.875 ve 𝑑2 = 1.98 elde edilir. Teorem 3.2’deki 𝐻 matrisini tanımlarsak, 

𝐻 = (

−3.875 0 2 −2
0 −1.98 1 1
2 1 −3.875 0

−2 1 0 −1.98

) 

Elde edilir. Şu halde λ𝑚𝑎𝑥(𝐻) = −1.9578 olduğundan 𝐻 negatif tanımlıdır. Teorem 

3.2’e göre (3.25) gecikmeli ağı neredeyse kesin üstel kararlıdır. (3.12)’de Üstel 

Lyapunov fonksiyonunu kurmak için λ1 = 2.21578 ve λ2 = 0.9094 alınırsa (3.11) 

denklemi 

2.21578 = γ + 2.015𝑒γτ̅ (3.26) 

olarak yazılabilir. Eğer τ1 ve τ2 biliniyorsa, örneğin τ1 = τ2 = 0.1 ise, o zaman τ̅ = 0.1 

olur ve (3.26)  

2.21578 = γ + 2.015𝑒0.1γ 

olarak yazılır. Buradan da γ = 0.1668 elde edilir. Böylece Teorem 3.2 (3.25) 

denkleminin çözümünün üstel Lyapunov fonksiyonu −0.0834 sayısından büyük 

değildir. 

Örnek 3.2. İki boyutlu (𝑤1(𝑡), 𝑤2(𝑡))Brownian hareketi, 𝐵1, 3 × 3 tipinde sabit 

matris, θ𝑖’ler reel sayılar ve τ𝑖 pozitif sayılıları için  

𝑑𝑥(𝑡) = [𝐵𝑥(𝑡) + 𝐴𝑔(𝑥τ(𝑡))]𝑑𝑡 + 𝐵1𝑥(𝑡)𝑑𝑤1(𝑡)  

+(θ1 sin(𝑥1(𝑡 − τ1)) , θ2 sin(𝑥2(𝑡 − τ2)) , θ3 sin(𝑥3(𝑡 − τ3)))
𝑇

𝑑𝑤2(𝑡) (3.27) 

üç boyutlu gecikmeli stokastik sinir ağını göz önüne alalım. Burada  

𝐵 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(−2, −3, −4),  𝐴 = (
0 −1 1

−1 1 1
1 1 −2

), 

𝑔𝑖(𝑦𝑖) = (β𝑖𝑦𝑖 ∧ 1) ∨ (−1),  β1 = 0.4, β2 = 0.5, β3 = 0.6, 

𝑔(𝑦) = (𝑔1(𝑦1), 𝑔2(𝑦2), 𝑔3(𝑦3))
𝑇

. 

Açıkçası (1.2) ve (1.5) sağlanır ve ağ simetrik olduğundan (3.20) sağlanır. (3.22) ‘den 

dolayı 

λ̅ = min {
2(1 − 0.42)

1 + 0.42
,
3(1 − 0.52)

1 + 0.52
,
4(1 − 0.62)

1 + 0.62
} = 1.448. 

Diğer taraftan  

𝜎(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (𝐵1𝑥, (𝜃1 𝑠𝑖𝑛 𝑦1 , 𝜃2 𝑠𝑖𝑛 𝑦2 , 𝜃3 𝑠𝑖𝑛 𝑦3)𝑇) 
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sin2 𝑦𝑖 ≤ ((𝑦𝑖 ∧ 1) ∨ (−1))
2

≤
1

β𝑖
2 ((β𝑖 ∧ 1) ∨ (−1))

2 𝑔𝑖
2(𝑦𝑖)

β𝑖
2.

 

Sonuç olarak 

𝑖𝑧[σ𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑡)σ(𝑥, 𝑦, 𝑡)] ≤ ‖𝐵1‖2|𝑥|2 +
θ1

2

0.16
𝑔1

2(𝑦1) +
θ2

2

0.25
𝑔2

2(𝑦2) 
 

+
θ1

2

0.36
𝑔3

2(𝑦3). (3.28) 

Sonuç 3.2’den 

‖𝐵1‖2 < 1.448,  θ1
2 < 0.23168,  θ2

2 < 0.362,  θ3
2 < 0.52128. (3.29) 

Şu halde (3.27) gecikmeli stokastik ağı neredeyse kesin üstel kararlıdır. Elbette ki 

alternatif bir sonuç elde etmek için 𝑖𝑧[σ𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑡)σ(𝑥, 𝑦, 𝑡)] farklı bir şekilde 

hesaplanabilir. Örneğin 

‖𝐵1‖2 = 0.5,  θ1 = θ2 = θ3 = 1 (3.30) 

Alındığında (3.29) sağlanmaz. Ayrıca 

𝑖𝑧[σ𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑡)σ(𝑥, 𝑦, 𝑡)] ≤ 0.5|x|2 + sin2(y1) + sin2(y2) + sin2(y3) 

          ≤ 0.5|x|2 + 0.8|𝑦|2 + 0.2[sin2(y1) + sin2(y2) + sin2(y3)] 

≤ 0.5|x|2 + 0.8|𝑦|2 + 1.25𝑔1
2(𝑦1) + 𝑔1

2(𝑦1) + 𝑔1
2(𝑦1) 

(3.19) sağlandığından ve Sonuç 3.2’den dolayı (3.27) gecikmeli stokastik ağı yine de 

(3.30) şartı altında neredeyse kesin üstel kararlıdır. 

Örnek 3.3. Skaler 𝑤(𝑡) Brownian hareketi, 𝐵1, 3 × 3 tipinde sabit matris, 

𝑑𝑥(𝑡) = [𝐵𝑥(𝑡) + 𝐴𝑔(𝑥τ(𝑡))]𝑑𝑡 + 𝐵1𝑔(𝑥τ(𝑡))𝑑𝑤(𝑡) (3.31) 

üç boyutlu gecikmeli stokastik sinir ağını göz önüne alalım. Burada  

𝐵 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(−3, −4, −3),  𝐴 = (
−1 0 2
−1 −2 1
1 −1 −1

), 

𝑔𝑖(𝑦𝑖) =
𝑒β𝑖𝑦𝑖 − 𝑒−β𝑖𝑦𝑖

𝑒β𝑖𝑦𝑖 + 𝑒−β𝑖𝑦𝑖
,  β1 = 0.4, β2 = 0.5, β3 = 0.4, 

𝑔(𝑦) = (𝑔1(𝑦1), 𝑔2(𝑦2), 𝑔3(𝑦3))
𝑇

. 

Açıkçası (1.2) ve (1.5) sağlanır. σ(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐵1𝑔(𝑦) ve herhangi bir ε > 0 için 

σ𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑡)σ(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≤ ‖𝐵1‖2|𝑔(𝑦)|2 

 ≤ ‖𝐵1‖2[εβ1
2𝑦1

2 + εβ2
2𝑦2

2 + εβ3
2𝑦3

2 + (1 − ε)|𝑔(𝑦)|2] 

≤ ‖𝐵1‖2[0.25ε|𝑦|2 + (1 − ε)|𝑔(𝑦)|2]. 

ε = 0.8 alındığında 

σ𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑡)σ(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≤ 0.2‖𝐵1‖2(|𝑦|2 + |𝑔(𝑦)|2). 
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Yani μ𝑖 = 0 ve θ𝑖 = δ𝑖 = 0.2‖β1‖2 için (3.14) sağlanır. Sonuç 3.1’i uygulamak için 

(3.18)’den 

λ̅ = min {
3 − 0.16 × 3

1 + 0.16
,
4 − 0.25 × 3

1 + 0.25
,
3 − 0.16 × 4

1 + 0.16
} = 2.034. 

Böylece (3.19) 

0.2‖𝐵1‖2 < 2.034,  𝑦𝑎𝑛𝑖 ‖𝐵1‖ < 3.189 (3.32) 

olarak yazılabilir. Sonuç 3.3 gereğince ‖𝐵1‖ < 3.189 olduğu takdirde (3.31) gecikmeli 

ağı neredeyse kesin üstel kararlıdır. 

 

3.2. Gecikmeli Hücresel Sinir Ağlarının Kararlılığı 

 

𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛 için 

𝑥𝑖
′(𝑡) = −𝑐𝑖𝑥𝑖(𝑡) + ∑ 𝑎𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑓𝑗 (𝑥𝑗(𝑡)) + ∑ 𝑏𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑓𝑗 (𝑥𝑗(𝑡 − 𝑟𝑗)) + 𝐼𝑖,  𝑐𝑖 > 0, (3.33) 

diferansiyel denklemi ile tanımlı GHSA modelini göz önüne alınsın. Burada 𝑛 bir sinir 

ağındaki birim sayısı, 𝑥𝑖(𝑡) 𝑡 anındaki 𝑖. birimin durum vektörü, 𝑓𝑗(𝑥(𝑗)) 𝑡 anındaki 𝑗. 

birimin çıktısıdır. 𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖𝑗, 𝐼𝑖 ve 𝑐𝑖 sabitlerdir. 𝑎𝑖𝑗, 𝑡 anındaki 𝑖. birimin üzerindeki 𝑗. 

birimin gücünü tanımlar. 𝑏𝑖𝑗, 𝑡 − 𝑟𝑗 anındaki 𝑖. birimin üzerindeki 𝑗. biriminin gücünü 

tanımlar. 𝐼𝑖  , 𝑖. birim üzerindeki dış önyargıdır. 𝑟𝑗  , 𝑗. birimin akson boyunca aktarma 

gecikmesidir ve negatif olmayan bir sabittir. 𝑐𝑖, 𝑖. birimin bir ağ ve dış girdiden 

bağlantısı kesilirken kendini yenileme oranını temsil eder. 𝑓𝑖(𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛) hücre 

çıktısı ile hücre durumu arasındaki ilişki şu özelliklere sahiptir: 

(𝐻1) 𝑅 üzerinde 𝑓𝑖(𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛) sınırlıdır; 

(𝐻2) Herhangi 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅 için  

|𝑓𝑖(𝑢) − 𝑓𝑖(𝑣)| ≤ 𝜇𝑖|𝑢 − 𝑣| 

olacak şekilde 𝜇𝑖 > 0 sayısı vardır. 

(𝐻2)’den 𝑓𝑖, 𝑅 üzerinde sürekli bir fonksiyondur.  Hücre çıktısı ile hücre durumu 

arasındaki ilişki özel olarak 𝑓𝑖(𝑥) = (1/2)(|𝑥 + 1| − |𝑥 − 1|) ile tanımlanırsa, o zaman 

μ𝑖 = 1 için (𝐻1) ve (𝐻2) şartlarını sağladığı görülür. (3.33) denkleminin devre 

uygulaması yapılmıştır (Chua ve Yang 1998a; Roska ve Chua 1992). 

Bu bölümde Cao ve Zhou (1998) makalesinde çalışmış oldukları (3.33) GHSA 

modelinden farklı olarak,  𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛 olmak üzere, |𝑎𝑖𝑗(𝑡)| ≤ ξ𝑖𝑗, ξ𝑖𝑗 ≥ 0 için 
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𝑥𝑖
′(𝑡) = −𝑐𝑖𝑥𝑖(𝑡) + ∑ 𝑎𝑖𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

𝑓𝑗 (𝑥𝑗(𝑡)) + ∑ 𝑏𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑓𝑗 (𝑥𝑗(𝑡 − 𝑟𝑗)) + 𝐼𝑖,  𝑐𝑖 > 0, (3.34) 

diferansiyel denklemi ile tanımlı GHSA modelinin çözümünün global asimptotik 

kararlılığı incelendi. 

Lemma 3.2. Hücre fonksiyonunun çıktısı 𝑓𝑖(𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛) (𝐻1) ve (𝐻2) şartlarını 

sağlıyorsa, o zaman (3.34) GHSA için bir denge noktası vardır. 

İspat. Eğer 𝑥∗ = (𝑥1
∗, 𝑥2

∗, ⋯ , 𝑥𝑛
∗ )𝑇(3.34) GHSA için bir denge noktası ise, o zaman 𝑥∗ 

𝑥𝑖
∗(𝑡) =

1

𝑐𝑖
[∑ 𝑎𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

(𝑡)𝑓𝑗(𝑥𝑗
∗) + ∑ 𝑏𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑓𝑗(𝑥𝑗
∗) + 𝐼𝑖]  

 
= ∑

1

𝑐𝑖
(𝑎𝑖𝑗(𝑡) + 𝑏𝑖𝑗)𝑓𝑗(𝑥𝑗

∗)

𝑛

𝑗=1

+
𝐼𝑖

𝑐𝑖
 (3.35) 

lineer olmayan denklem sistemini sağlar. 

𝐵 = [(1/𝑐𝑖)(𝑎𝑖𝑗(𝑡) + 𝑏𝑖𝑗)]
𝑛×𝑛

, 𝐼 = ((𝐼1/𝑐1), (𝐼2/𝑐2), ⋯ , (𝐼𝑛/𝑐𝑛)) ve 𝑓(𝑥∗) =

(𝑓1(𝑥1
∗), 𝑓2(𝑥2

∗), ⋯ , 𝑓𝑛(𝑥𝑛
∗ ))

𝑇
olsun. O zaman (3.35) denklemi 

𝑥∗ = 𝐹(𝑥∗) = 𝐵𝑓(𝑥∗) + 𝐼 (3.36) 

formunda yazılabilir. 𝑥∗, 𝐹: 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 dönüşümünün sabit noktasıdır. F dönüşümünün 

bir sabit noktasının varlığı Brouwer’in sabit nokta teoremi yardımıyla gösterilebilir. 

Gerçekten 𝐹(𝑥) fonksiyonun 𝑖. bileşeni 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)𝑇 ve 𝑀 = max
1≤𝑖≤𝑛

sup
𝑠

|𝑓𝑗(𝑠)| 

için 

|(𝐹(𝑥))
𝑖
| = |∑ [

1

𝑐𝑖
(𝑎𝑖𝑗(𝑡) + 𝑏𝑖𝑗)] 𝑓𝑗(𝑥𝑗)

𝑛

𝑗=1

+
𝐼𝑖

𝑐𝑖
| 

 
≤ ∑ |

1

𝑐𝑖
(𝑎𝑖𝑗(𝑡) + 𝑏𝑖𝑗)| |𝑓𝑗(𝑥𝑗)|

𝑛

𝑗=1

+
|𝐼𝑖|

𝑐𝑖
 

≤ ∑ |
1

𝑐𝑖
(𝑎𝑖𝑗(𝑡) + 𝑏𝑖𝑗)| 𝑀

𝑛

𝑗=1

+
|𝐼𝑖|

𝑐𝑖
 

özelliğini sağlar. 

𝐾 = max
1≤𝑖≤𝑛

(∑ |
1

𝑐𝑖
(𝑎𝑖𝑗(𝑡) + 𝑏𝑖𝑗)| 𝑀

𝑛

𝑗=1

+
|𝐼𝑖|

𝑐𝑖
) 
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olsun. O zaman 𝐹(𝑅𝑛) ⊂ 𝑄 = {(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅𝑛: |𝑥𝑖| ≤ 𝐾, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛}. Şu halde 

𝐹’nin sürekli olduğu görülür. 𝐹’yi 𝑄 üzerinde sınırlayalım. Yani 𝐹|𝑄: 𝑄 → 𝑄. 𝐹|𝑄 sınırlı 

kapalı ve konveks bir 𝑄 kümesi üzerinde kendi içine dönüşümdür. 

Not 3.1. Brouwer’in teoremi sabit noktanın tekliğini garanti etmez. (3.33) denklem 

sisteminin denge noktasının hem tekliği hem de global asimptotik kararlılığı için bazı 

kriterler sunulacaktır (Cao ve Zhou, 1998). 

Lemma 3.3. (3.34) GHSA için 𝑓𝑖(𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛) hücre fonksiyonlarının çıktıları (𝐻1) ve 

(𝐻2) şartlarını sağlasın. O zaman (3.34) GHSA denkleminin tüm çözümleri 

[0, +∞) üzerinde sınırlıdır. 

İspat. GHSA denkleminin tüm çözümleri 

−𝑐𝑖𝑥𝑖(𝑡) − α𝑖 ≤ 𝑥𝑖′ ≤ −𝑐𝑖𝑥𝑖(𝑡) + α𝑖 (3.37) 

diferansiyel eşitsizliği sağlar. Burada  

α𝑖 = ∑(𝜉𝑖𝑗 + |𝑏𝑖𝑗|)

𝑛

𝑗=1

𝑠𝑢𝑝
𝑠∈𝑅

|𝑓𝑗(𝑠)| + |𝐼𝑖|. 

(3.37) eşitsizliğinden (3.34) GHSA denkleminin tüm çözümleri [0, +∞) 

üzerinde sınırlıdır. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 

Teorem 3.4. (3.34) GHSA için 𝑓𝑖(𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛) hücre fonksiyonlarının çıktıları (𝐻1) 

ve (𝐻2) şartlarını sağlasın. Ayrıca sistemin parametreleri 𝜉𝑖𝑗 , 𝑏𝑖𝑗 

(i) 
μ𝑖

𝑐𝑖
∑(𝜉𝑖𝑗 + |𝑏𝑖𝑗|)

𝑛

𝑗=1

< 1; 

(ii) 
1

𝑐𝑖
∑[𝜇𝑗(𝜉𝑖𝑗 + |𝑏𝑖𝑗|) + 𝜇𝑖(𝜉𝑗𝑖 + |𝑏𝑗𝑖|)]

𝑛

𝑗=1

< 2; 

(iii) 
1

𝑐𝑖
∑(𝜇𝑗

2𝜉𝑖𝑗 + 𝜉𝑗𝑖 + 𝜇𝑗|𝑏𝑖𝑗| + 𝜇𝑖|𝑏𝑗𝑖|)

𝑛

𝑗=1

< 2; 

(iv) 
1

𝑐𝑖
∑(𝜉𝑖𝑗 + 𝜇𝑖

2𝜉𝑗𝑖 + 𝜇𝑗|𝑏𝑖𝑗| + 𝜇𝑖|𝑏𝑗𝑖|)

𝑛

𝑗=1

< 2; 

(v) 
1

𝑐𝑖
∑(𝜇𝑗𝜉𝑖𝑗 + 𝜇𝑖𝜉𝑗𝑖 + 𝜇𝑗

2|𝑏𝑖𝑗| + |𝑏𝑗𝑖|)

𝑛

𝑗=1

< 2; 

Şartlarını sağlasın. Burada 𝜇𝑗(𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛), (𝐻2) hipotezindeki katsayılardır. O zaman 

(3.34) GHSA denkleminin denge noktası gecikmeye bağlı olmaksızın global asimptotik 

kararlıdır. 
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İspat. Eğer 𝑥∗ = (𝑥1
∗, 𝑥2

∗, ⋯ , 𝑥𝑛
∗ )𝑇(3.34) GHSA için bir denge noktası ise, o zaman 

(3.34) denkleminde 𝑦𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥𝑖
∗(𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛) alınırsa, 

𝑦𝑖
′(𝑡) = −𝑐𝑖𝑦𝑖(𝑡) + ∑ 𝑎𝑖𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

(𝑓𝑗 (𝑥𝑗
∗ + 𝑦𝑖(𝑡)) − 𝑓𝑗(𝑥𝑗

∗))  

 
+ ∑ 𝑏𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

(𝑓𝑗 (𝑥𝑗
∗ + 𝑦𝑗(𝑡 − 𝑟𝑗)) − 𝑓𝑗(𝑥𝑗

∗)) (3.38) 

sağlanır. Açıkçası (0,0, ⋯ ,0)𝑇,  (3.38) denkleminin bir denge noktasıdır. (3.34) 

denkleminin 𝑥∗ denge noktasının global asimptotik kararlılığını göstermek için (3.38) 

denklemini (0,0, ⋯ ,0)𝑇 denge noktasının global asimptotik kararlığını göstermek 

yeterlidir. (3.34) ve (3.38) denklemlerinin çözümlerinin varlığı aşağıdaki analizin bir 

sonucudur. 

(I) (i) şartı sağlansın. Lyapunov fonksiyonu 

𝑉1(𝑡) = 𝑉1(𝑦)(𝑡) = ∑ (|𝑦𝑖(𝑡)| + ∑|𝑏𝑖𝑗|μ𝑗

𝑛

𝑗=1

∫ |𝑦𝑖(𝑠)|𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑟𝑗

)

𝑛

𝑖=1

 (3.39) 

olarak tanımlansın. (3.38) denkleminin çözümü boyunca 𝑉1 fonksiyonunun sağ üst 

𝐷+𝑉1 türevi alınsın. 

𝐷+𝑉1 ≤ ∑ [−𝑐𝑖|𝑦𝑖(𝑡)| + ∑ 𝜇𝑗𝜉𝑖𝑗|𝑦𝑗(𝑡)|

𝑛

𝑗=1

+ ∑ 𝜇𝑗|𝑏𝑖𝑗||𝑦𝑗(𝑡 − 𝑟𝑗)|

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

 

 

   + ∑ 𝜇𝑗|𝑏𝑖𝑗|(|𝑦𝑗(𝑡)| − |𝑦𝑗(𝑡 − 𝑟𝑗)|)

𝑛

𝑗=1

] 

= ∑ (−𝑐𝑖|𝑦𝑖(𝑡)| + ∑ 𝜇𝑗𝜉𝑖𝑗|𝑦𝑗(𝑡)|

𝑛

𝑗=1

+ ∑ 𝜇𝑗|𝑏𝑖𝑗||𝑦𝑗(𝑡)|

𝑛

𝑗=1

)

𝑛

𝑖=1

 

= ∑ (−𝑐𝑖|𝑦𝑖(𝑡)| + ∑(𝜇𝑗𝜉𝑖𝑗 + 𝜇𝑗|𝑏𝑖𝑗|)|𝑦𝑗(𝑡)|

𝑛

𝑗=1

)

𝑛

𝑖=1

 

= − ∑ [𝑐𝑖 − ∑(𝜇𝑖𝜉𝑗𝑖 + 𝜇𝑖|𝑏𝑗𝑖|)

𝑛

𝑗=1

]

𝑛

𝑖=1

|𝑦𝑖(𝑡)| 

 

 

= − ∑ [𝑐𝑖 − 𝜇𝑖 ∑(𝜉𝑗𝑖 + |𝑏𝑗𝑖|)

𝑛

𝑗=1

]

𝑛

𝑖=1

|𝑦𝑖(𝑡)| ≤ 𝛾1 ∑|𝑦𝑗(𝑡)|

𝑛

𝑖=1

 (3.40) 

elde edilir. Burada  
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γ1 = min
1≤𝑖≤𝑛

𝑐𝑖 (1 −
𝜇𝑖

𝑐𝑖
∑(𝜉𝑗𝑖 + |𝑏𝑗𝑖|)

𝑛

𝑗=1

) > 0. 

(3.40) denkleminin bir sonucu 

𝑉1(𝑦)(𝑡) + γ1 ∫ ∑|𝑦𝑖(𝑠)|𝑑𝑠

𝑛

𝑖=1

𝑡

0

≤ 𝑉1(𝑦)(0) (3.41) 

olarak elde edilir. (3.41) eşitsizliğinden 

∫ ∑|𝑦𝑖(𝑡)|𝑑𝑡

𝑛

𝑖=1

+∞

0

< +∞ (3.42) 

elde edilir. Lemma 3.3’den 𝑥𝑖(𝑡), (0, +∞) üzerinde sınırlıdır. Bu da 𝑦𝑖(𝑡) ve 𝑦𝑖
′(𝑡), 

(0, +∞) üzerinde sınırlı olduğu anlamına gelir. Böylece 𝑦𝑖(𝑡), (0, +∞) üzerinde 

düzgün süreklidir. Şu halde ∑ |𝑦𝑖(𝑡)|𝑛
𝑖=1 , (0, +∞) üzerinde düzgün sınırlıdır. (3.42)’den 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→+∞

∑|𝑦𝑖(𝑡)|

𝑛

𝑖=1

= 0 (3.43) 

(3.43) denkleminden (3.38) denkleminin sıfır çözümü herhangi bir gecikme için global 

asimptotik kararlıdır, dolayısıyla (3.34) GHSA denkleminin denge noktası global 

asimptotik kararlıdır. 

(II) (ii), (iii), ve (iv) şartları sağlansın. 

𝑉2(𝑡) = 𝑉2(𝑦)(𝑡) = ∑ (
1

2
𝑦𝑖

2(𝑡) +
1

2
∑ 𝜇𝑗|𝑏𝑖𝑗| ∫ 𝑦𝑗

2(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑟𝑗

𝑛

𝑗=1

)

𝑛

𝑖=1

 (3.44) 

(3.38) denkleminin çözümü boyunca 𝑉2’nin değişim oranını göz önüne alalım. 

𝑑𝑉2

𝑑𝑡
= ∑ [𝑦𝑖(𝑡) (−𝑐𝑖𝑦𝑖(𝑡) + ∑ 𝑎𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

(𝑡) (𝑓𝑗 (𝑥𝑗
∗ + 𝑦𝑖(𝑡)) − 𝑓𝑗(𝑥𝑗

∗))

𝑛

𝑖=1

 

 

 

+ ∑ 𝑏𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

(𝑓𝑗 (𝑥𝑗
∗ + 𝑦𝑗(𝑡 − 𝑟𝑗)) − 𝑓𝑗(𝑥𝑗

∗))) 

 

 

+
1

2
∑ μ𝑗|𝑏𝑖𝑗|

𝑛

𝑗=1

(𝑦𝑗
2(𝑡)−𝑦𝑗

2(𝑡 − 𝑟𝑗))]. (3.45) 

(3.45) denkleminin sağ tarafında 2𝑎𝑏 ≤ 𝑎2 + 𝑏2 ve |𝑓𝑖(𝑢) − 𝑓𝑖(𝑣)| ≤ 𝜇𝑖|𝑢 −

𝑣| eşitsizlikleri kullanılırsa, 
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𝑑𝑉2

𝑑𝑡
 ≤ ∑ [−𝑐𝑖𝑦𝑖

2(𝑡) + ∑ 𝜉𝑖𝑗|𝑦𝑖(𝑡)|

𝑛

𝑗=1

|𝑓𝑗 (𝑥𝑗
∗ + 𝑦𝑖(𝑡)) − 𝑓𝑗(𝑥𝑗

∗)|

𝑛

𝑖=1

 

 

 
   + ∑|𝑏𝑖𝑗||𝑦𝑖(𝑡)| |𝑓𝑗 (𝑥𝑗

∗ + 𝑦𝑗(𝑡 − 𝑟𝑗)) − 𝑓𝑗(𝑥𝑗
∗)|

𝑛

𝑗=1

 

   +
1

2
∑ μ𝑗|𝑏𝑖𝑗|

𝑛

𝑗=1

(𝑦𝑗
2(𝑡)−𝑦𝑗

2(𝑡 − 𝑟𝑗))] 

≤ ∑ [−𝑐𝑖𝑦𝑖
2(𝑡) + ∑ 𝜇𝑗𝜉𝑖𝑗|𝑦𝑖(𝑡)|

𝑛

𝑗=1

|𝑦𝑗(𝑡)|

𝑛

𝑖=1

 

   + ∑ μ𝑗|𝑏𝑖𝑗||𝑦𝑖(𝑡)||𝑦𝑗(𝑡 − 𝑟𝑗)|

𝑛

𝑗=1

 

   +
1

2
∑ μ𝑗|𝑏𝑖𝑗|

𝑛

𝑗=1

(𝑦𝑗
2(𝑡)−𝑦𝑗

2(𝑡 − 𝑟𝑗))] 

≤ ∑ [−𝑐𝑖𝑦𝑖
2(𝑡) +

1

2
∑ 𝜇𝑗𝜉𝑖𝑗 (𝑦𝑖(𝑡) + 𝑦𝑗(𝑡))

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

   +
1

2
∑ μ𝑗|𝑏𝑖𝑗| (𝑦𝑖

2(𝑡) + 𝑦𝑗
2(𝑡 − 𝑟𝑗))

𝑛

𝑗=1

 

   +
1

2
∑ μ𝑗|𝑏𝑖𝑗|

𝑛

𝑗=1

(𝑦𝑗
2(𝑡)−𝑦𝑗

2(𝑡 − 𝑟𝑗))] 

= ∑ [−𝑐𝑖𝑦𝑖
2(𝑡) +

1

2
∑ 𝜇𝑗𝜉𝑖𝑗𝑦𝑖

2(𝑡)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

   +
1

2
∑ 𝜇𝑗𝜉𝑖𝑗𝑦𝑗

2(𝑡)

𝑛

𝑗=1

+
1

2
∑ 𝜇𝑗|𝑏𝑖𝑗|𝑦𝑖

2(𝑡)

𝑛

𝑗=1

+
1

2
∑ 𝜇𝑗|𝑏𝑖𝑗|𝑦𝑗

2(𝑡)

𝑛

𝑗=1

] 

= − ∑ ⌈𝑐𝑖 −
1

2
∑[𝜇𝑗𝜉𝑖𝑗 + 𝜇𝑖𝜉𝑗𝑖 + 𝜇𝑗|𝑏𝑖𝑗| + 𝜇𝑖|𝑏𝑗𝑖|]

𝑛

𝑗=1

⌉

𝑛

𝑖=1

× 𝑦𝑖
2(𝑡) 

= − ∑ ⌈𝑐𝑖 −
1

2
∑[𝜇𝑗(𝜉𝑖𝑗 + |𝑏𝑖𝑗|) + 𝜇𝑖(𝜉𝑗𝑖 + |𝑏𝑗𝑖|)]

𝑛

𝑗=1

⌉

𝑛

𝑖=1

× 𝑦𝑖
2(𝑡) 
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≤ γ2 ∑ yi

2(t).

n

i=1

 (3.46) 

Burada  

γ2 = 𝑚𝑖𝑛
1≤𝑖≤𝑛

𝑐𝑖 [1 −
1

2𝑐𝑖
∑[𝜇𝑗(𝜉𝑖𝑗 + |𝑏𝑖𝑗|) + 𝜇𝑖(𝜉𝑗𝑖 + |𝑏𝑗𝑖|)]

𝑛

𝑗=1

] > 0. 

𝜇𝑗|𝑦𝑖(𝑡)||𝑦𝑗(𝑡)| ≤ (1/2) (𝜇𝑖𝑦𝑖
2(𝑡) + 𝑦𝑗

2(𝑡)) ve 𝜇𝑗|𝑦𝑖(𝑡)||𝑦𝑗(𝑡)| ≤ (1/2) (𝑦𝑖
2(𝑡) +

𝜇𝑗𝑦𝑗
2(𝑡)). Bu eşitsizlikler (3.45) denkleminin sağ tarafı hesaplandığında |𝑓𝑖(𝑢) −

𝑓𝑖(𝑣)| ≤ 𝜇𝑖|𝑢 − 𝑣| olduğundan 

𝑑𝑉2

𝑑𝑡
≤ −γ3 ∑ yi

2(t)

n

i=1

 (3.47) 

elde edilir. Burada  

𝛾3 = 𝑚𝑖𝑛
1≤𝑖≤𝑛

𝑐𝑖 [1 −
1

2𝑐𝑖
∑[𝜇𝑗

2𝜉𝑖𝑗 + 𝜉𝑗𝑖 + 𝜇𝑗|𝑏𝑖𝑗| + 𝜇𝑖|𝑏𝑗𝑖|]

𝑛

𝑗=1

] > 0. 

𝑑𝑉2

𝑑𝑡
≤ −𝛾4 ∑ 𝑦𝑖

2(𝑡)

𝑛

𝑖=1

 (3.48) 

elde edilir. Burada  

𝛾4 = 𝑚𝑖𝑛
1≤𝑖≤𝑛

𝑐𝑖 [1 −
1

2𝑐𝑖
∑[𝜉𝑖𝑗 + 𝜇𝑖

2𝜉𝑗𝑖 + 𝜇𝑗|𝑏𝑖𝑗| + 𝜇𝑖|𝑏𝑗𝑖|]

𝑛

𝑗=1

] > 0. 
 

(3.44) ve (3.46) denklemlerinden veya (3.44) ve (3.47) denklemlerinden veya (3.44) ve 

(3.48) denklemlerinden teoremin önermeleri altında (I)’deki işlemlere benzer işlemler 

yapıldığında sonuç doğrudur. 

(III) (v) şartı sağlansın. 

𝑉3(𝑡) = 𝑉3(𝑦)(𝑡) = ∑ (
1

2
𝑦𝑖

2(𝑡) +
1

2
∑|𝑏𝑖𝑗| ∫ 𝑦𝑗

2(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑟𝑗

𝑛

𝑗=1

)

𝑛

𝑖=1

 (3.49) 

(3.38) denkleminin çözümü boyunca 𝑉3’nin değişim oranını göz önüne alalım. (II)’deki 

gibi sadeleştirme yapıldığında  

𝑑𝑉3

𝑑𝑡
 ≤ − ∑ ⌈𝑐𝑖 −

1

2
∑[𝜇𝑗𝜉𝑖𝑗 + 𝜇𝑖𝜉𝑗𝑖 + 𝜇𝑗

2|𝑏𝑖𝑗| + |𝑏𝑗𝑖|]

𝑛

𝑗=1

⌉

𝑛

𝑖=1

× 𝑦𝑖
2(𝑡)  
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≤ −γ5 ∑ yi

2(t)

n

i=1

 (3.50) 

elde edilir. Burada  

𝛾5 = 𝑚𝑖𝑛
1≤𝑖≤𝑛

𝑐𝑖 [1 −
1

2𝑐𝑖
∑[𝜇𝑗𝜉𝑖𝑗 + 𝜇𝑖𝜉𝑖𝑗 + 𝜇𝑗

2|𝑏𝑖𝑗| + |𝑏𝑗𝑖|]

𝑛

𝑗=1

] > 0. 

(3.49) ve (3.50) denklemlerinden teoremin önermeleri altında (I)’deki işlemlere benzer 

işlemler yapıldığında sonuç doğrudur. Yani (i)-(v) şartlarından herhangi birini sağlayan 

(3.34) GHSA denkleminin denge noktası gecikmeye bağlı olmaksızın global asimptotik 

kararlıdır. 
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

4.1 Sonuçlar 

 

Bu çalışmada 𝑖, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 olmak üzere 𝑎𝑖𝑗(𝑡) sınırlı fonksiyonları için 

𝑥𝑖
′(𝑡) = −𝑐𝑖𝑥𝑖(𝑡) + ∑ 𝑎𝑖𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

𝑓𝑗 (𝑥𝑗(𝑡)) + ∑ 𝑏𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑓𝑗 (𝑥𝑗(𝑡 − 𝑟𝑗)) + 𝐼𝑖  

diferansiyel denklemin ile tanımlı GHSA modelini diferansiyel denkleminin 

çözümlerinin kararlı olması için Lyapunov'un ikinci metodu kullanılarak yeter şartlar 

araştırılmıştır. 

 

4.2 Öneriler 

 

Bu çalışmada 𝑖, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 olmak üzere herhangi 𝑎𝑖𝑗(𝑡) ve 𝑏𝑖𝑗(𝑡) 

fonksiyonları için 

𝑥𝑖
′(𝑡) = −𝑐𝑖𝑥𝑖(𝑡) + ∑ 𝑎𝑖𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

𝑓𝑗 (𝑥𝑗(𝑡)) + ∑ 𝑏𝑖𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

𝑓𝑗 (𝑥𝑗(𝑡 − 𝑟𝑗)) + 𝐼𝑖  

ile tanımlı GHSA modelinin çözümlerinin kararlılığı ve sınırlılığı araştırılması önerilir. 
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