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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI
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Bu tez galigmasinda; kesirli fark operatorleri yardimiyla tanimlanan bazi dizi uzaylar ele alindi.
Birinci boliimde; giris boliimii verildi. Tkinci béliimde; konu hakkinda kaynak arastirmasi yapildi. Ugiincii
boliimde; ¢aligmada kullanilacak temel kavramlar, istatistiksel yakinsaklik ile ilgili tanim 6zellikler ve
fark dizilerini ilgili tanim ve teoremler verildi. Dordiincti bolimiin ilk kisminda kesirli mertebeden fark
dizilerinin B. dereceden istatistiksel yakinsakligin tanimi1 ve 8 min durumuna gore kapsama bagintilart
incelendi. Tkinci kisimda ise kesirli mertebeden fark dizilerinin 5. Dereceden +- istatistiksel yakinsakligin
tanimu verildi ve yine kapsama bagintilari icelendi. Son boéliimde ise sonug ve Oneriler verildi.

Anahtar Kelimeler: Cesaro toplanabilme, Istatistiksel yakinsaklik, Kesirli fark operatorii.
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In this thesis; some array spaces identified with the help of fractional difference operators. In the
first chapter; the introduction was given. In the second section; source research on the subject was done.
In the third chapter; the basic concepts to be used in the study, the definition and theorems about
statistical convergence and the related definitions and theorems were given. In the first part of the fourth
chapter, the definition of statistical convergence of order  and the relation of inclusion according to the
status of p were examined. In the second part of forth chapter the definition of +-statistical convergence
of order B was given and the relations of inclusion were examined.. In the last section, results and
suggestions were given.

Keywords: Cesaro Summability, Fractional difference operator, Statistical convergence.



ONSOZ

Yiiksek lisans egitimim boyunca her tirli bilgi ve tecriibeleriyle beni
yonlendiren, destegini her zaman yanimda hissettigim, mesleki agidan her zaman benim
icin bir ufuk ¢izgisi olan ve 6zellikle bu siiregte bana biiylik sabir gosteren ¢ok degerli
danigsman hocam Dog¢. Dr. Muhammed CINAR’a tesekkiir eder, saygi ve siikranlarimi
sunarim. Ayrica bu tez ¢alismamda bir an olsun destegini esirgemeyen esime ve
ogluma tesekkiir etmeyi bir borg bilirim.

Eren GULER
MUS-2019

Vi



ICINDEKILER

L0 /28 i v
N 1 T I o v
ONSOZ....ceeteeeiitueeeeitieeeeetueeeeetreeeeeetaaeseesenesseesesssesesssssseesssnsnsesnnnn, vi
ICINDEKILERL.....ccuiuiiuiiiiiieieieeeeneeeeneeneenersernesnessessessessessessesnssnnes vii
SIMGELER VE KISALTMALAR......ccceetttitiitimmtiiiiireeneeeeeeeeeeiseesenenn. viii
| €] 123 1SRRI 1
2. KAYNAK ARASTIRMASI...cutiuiitiiiiiiniieiieiiiiiiatiettetiiesseciecacsassssaccnns. 2
3 MATERYAL VE YONTEM.....citttuuuiierieiiinniiieeeeettinnneeseeeeeennnnessseeeennes 4
3.1. Temel Tanim ve TeOreMIBE. ... ..ottt e eee s 4
3.2. Istatistiksel YaKinsaKITK. ............o..iiiiiieii e 7
3.3, KeSirli Fark OperatOriil.........ouiriiietiet ittt e e e e e e 12
3.4. Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin Istatistiksel Yakinsaklig1.....................c......... 19
4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA....cccciiiiiiiiiniininniisessnsicnsonsn. 24
4.1. Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin . Derecaden Istatistiksel Yakimsakhigi............... 24
4.2. Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin . Dereceden x-Istatistiksel Yakinsakligi .......... 27
5. SONUCLAR VE ONERILER.......ccottutiiiiinirniriiiiieenneiieeennerneesneessnesnnne 32
S L SONMUGIAT. ... e e e e e aaaa 32
5.2 OMEIILET. ..o 32
6. KAYNAKGCA . . .iitiiiiiiiitiieiiiitiiaiietiesttiatissessessnsosssssssssssssssssssnssssssssssnns
OZGECMIS....coiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiititittttcee e aasaae s

vii



CgNFZ

5(K)
8, (K)

SIMGELER VE KISALTMALAR

:Dogal sayilar climlesi

‘Reel sayilar climlesi

:Kompleks sayilar ciimlesi

:Kompleks terimli sinirli diziler uzay1

‘Kompleks terimli yakinsak diziler uzay1

:Kompleks terimli sifira yakinsak diziler uzayi

:Gama Fonksiyonu

:K’nin dogal yogunlugu

:K’nin a - yogunlugu

‘Istatistiksel yakisak diziler uzay1

‘Istatistiksel sifir diziler uzay:

‘a.. dereceden istatistiksel yakinsak diziler uzayi

‘.. dereceden sifira istatistiksel yakinsak diziler uzay1
‘Biitiin reel ve kompleks terimli diziler uzay1

:Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir diziler uzayi

‘0. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir diziler uzay1
‘Sifira yakinsak o. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir diziler
uzayi

:Hemen hemen her k

‘a'ya gore hemen hemen her k

:Cesaro yakinsak diziler kiimesi

‘0. dereceden p kuvetli Cesaro yakinsak diziler uzay1

:De la Vall&e toplanabilir yakinsak diziler kiimesi

‘o dereceden p kuvetli de la Vallée yakinsak diziler uzayi
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1. GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk kez Steinhaus (1949) tarafindan 1949
yilinda bir konferansta verilmistir. Daha sonra Fast (1951) tarafindan ele alinan ve
yogunluk kavramina dayanan istatistiksel yakinsaklik kavrami ile ilgili pek ¢ok alanda
calismalar yapildi. Istatistiksel yakinsak, istatistiksel Cauchy ve Cesaro toplanabilme
kavramlar1 arasindaki iliski Schoenberg (1959), Salat (1980), Connor (1988), Fridy
(1985), Fridy ve Orhan (1993), Rath ve Tripathy (1994), Nuray (2010), Savas (2000)
tarafindan ve daha pek ¢cok matematik¢i tarafindan ¢aligilmistir.

» —istatistiksel yakinsaklik kavrami Mursaleen (2000) tarafindan tanimlandi.

Fark dizi uzay1 kavrami ilk olarak Kizmaz (1981) tarafindan ortaya atildi. Daha
sonra Et ve Colak (1995) tarafindan genellestirildi.

Baliarsingh (2013) tarafindan kesirli fark operatoriinii tanimlandi. Kesirli fark
operatoriinii  kullanarak Baliarsingh ve Dutta (2015, 2016) yeni dizi uzaylan
tanimladilar ve bu uzaylarin duallerini hesapladilar. Daha sonra Kesirli fark operatorleri
Baliarsingh (2016), Kadak ve Baliarsingh (2015), Furkan (2017), Baliarsingh ve Kadak
(2018) tarafindan ¢alisildi.

Bes bolimde olusan tezimizin birinci bolimii giris boliimii  olarak
diizenlenmistir. Ikinci béliimde literatiirde var olan kaynaklar arastirilmis ve
caligmalardan bahsedilmistir.

Uciincii béliimiinde, matematik alaninda énemli ve bu calisma icin gerekli olan
temel tanim, teorem, Ozellikleri ve kesirli mertebeden fark dizilerinin istatistiksel
yakinsaklig1 yer verilmistir.

Dordiincii boliimde ise kesirli mertebeden fark dizilerinin . dereceden
istatistiksel yakinsakligi ve 3. dereceden x-istatistiksel yakinsakligi ile ilgili tanim,
teorem, O0zellikler ve detayl bir sekilde ele alinarak incelenmistir.

Besinci boliim olan son boliimde ise elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve ilerideki

calismalara kaynak teskil edebilecek oneriler verilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Dogal yogunluk kavrami dogal sayilarda diistiniilmiis ve Niven ve ark. (1980)
tarafindan

T 1
I _ lim —|{k <n;k €T} (2.1)

6(T) = lim
n—->00
seklinde tanimlandi.

Dogal yogunluk kavramina bagli olarak istatistiksel yakinsaklik kavrami Fridy

(1985) tarafindan i¢in x = (x;) dizisinin istatistiksel yakinsaklig1 V € > 0
1
lim;l{kﬁn;lxk—{’l >¢e} =0 (2.2)
n—-00

seklinde tanimlanda.

Connor (1988) tarafindan Cesaro toplanabilme ile istatistiksel yakinsaklik
arasindaki iliski incelendi.

Leindler (1965) tarafindan De la Vallée-Poussin ortalamasini, I, = [n —x,+

1,n] olmak iizere

1
t(x) =— Z X}, (2.3)

" kel,

seklinde tanimlandi. Buna baglh olarak X-istatistiksel yakinsaklik kavrami Mursaleen
(2000) tarafindan,

Ve > 0i¢in x = (x;) dizisi

1
lim—I|{k<n:|x,—y|=¢€}|=0 (2.4)

n—-0 X,

seklinde tanimlanda.
Dereceli istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak Colak (2010) tarafindan

calisilmis ve x = (x;,) dizisinin a. dereceden istatistiksel yakinsakligi,



Ve > 0icin

1
lim—|{k<n:|xg —yl=el=0 (2.5)

n-oon

seklinde tanimlandi.
a. dereceden -istatistiksel yakinsaklik kavrami Colak ve Bektas (2011)

tarafindan ¢alisildi. a. dereceden x-istatistiksel yakinsaklik 0 < o < 1 i¢in

1
lim NG Kk<n:|x,—y|=¢€}=0 (2.6)
n—-oo

n

seklinde tanimladi.

Fark dizileri ilk olarak Kizmaz (1981) tarafindan Ax; = x; — x;41 seklinde
tanimland1. [, (A), c(A) ve ¢y(A) dizi uzaylar1 ve bu uzaylarin dualleri ve matris
dontigiimleri galigildi.

Daha sonra Et ve Colak (1995) fark dizisi kavramini1 genellestirdi. Et ve Colak

genellestirilmis fark operatoriinii,
ASx; = A(AS o, — AS71x;44) (2.7)
seklinde tamimladi. [, (A%), c(A®) ve ¢p(A®) uzaylarini, bu uzaylarin duallerini ve

matris doniisiimlerini ¢alistilar.

Kesirli fark operatorii ise Baliarsing (2013) tarafindan,

X F(a+ 1)
£y, = kzzo(_l)k AT E T (28)

seklinde tanimlandi. I, (A%), c(A%) ve cg(A%) uzaylari tanimlanip bu uzaylarin dualleri

incelendi.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanmm 3.1. X # @ ve S reel veya kompleks sayilar cismi olsun.
+:XXX->X ve.:SXX-X

fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa X ciimlesine S cismi iizerinde bir vektor
uzayi ( lineer uzay ) adi verilir.
Vx,yvez€Xve VA, uéESigin
LL x+y=y+x
L2. x+y)+z=x+(y+2)
L3. x + 0 = x olacak sekilde 0 € X vardir.
L4. Vvx € X i¢in x + (—x) = 0 olacak sekilde (—x) € X vardr.
LS 1.x=x
L6. X (x+y)=xx+xy
L7. (N 4+pw)x =xx + ux
L8. X (ux) = (> w)x (Maddox , 1970)
Tamm 3.2. K bir cisim, X; K cismi iizerinde bir vektor uzayr ve V; X iizerinde reel
degerli

V:X > IR
fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa V fonksiyonuna X iizerinde bir norm (X , V)
ikilisine K cismi iizerinde normlu uzay denir.
Vx,y €XveVaeK icin,
N1.V(x) >0 (x € X)
N2. V(x) =0 ©x=0(x€X)
N3. V(ax) = |a|V(x) a € K
N4. V(x +y) < V(x) + V(y) (Jain, 1993)

Bu ¢alisma boyunca V normu yerine ||. || ve (X , V) normlu uzay ifadesi yerine
(X, || I]) ifadesini kullanacagiz.
Tammm 3.3. (X, ||.]]) bir normlu uzay olsun, X in elemanlarmnin bir (x,) dizisine
€ > 0 i¢in pozitif N tamsayis1 vardir 6yle ki her n,m > N igin ||x,, — x,,|| < & oluyorsa
bir Cauchy dizisi denir. Diger bir ifadeyle (x,) bir Cauchy dizisidir & n — oo iken
llxm — x|l = 0O dir. (Jain, 1993)



Tamim 3.4. (X, || .]]) bir normlu uzay olsun, X in elemanlarinin bir (x,,) dizisine eger
€ > 0 igin pozitif N tamsayis1 vardir dyleki her n > N igin ||x,, — x|| < € oluyorsa (x,,)
dizisi yakinsaktir denir. Diger bir ifadeyle (x,) dizisi x € X’e yakinsaktir & n — oo
iken ||x,, — x|| = 0 dir. (Jain, 1993)
Teorem 3.5. Bir X Banach uzayinin bir Z alt uzayinin tam olmasi igin gerek ve yeter
sart; Z uzaymin X uzayinda kapali olmasidir. (Kreyszig, 1978)
Tamm 3.6. Bir normlu uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu uzaya
Banach uzay1 denir. (Kreyszig, 1978)
Tamim 3.7. X # @ ved: X X X — R fonksiyonu, asagidaki sartlar1 sagliyorsa d ye X de
metrik veya uzaklik fonksiyonu (X, d) giftine ise metrik uzay denir.

i Vx.yeXigin,d(x,y) =0 x=y

ii. Vx.y € Xicin d(x,y) =d(y,x)

iii. Vx.y € Xigind(x,z) <d(x,y) +d(y,2)
Tamim 3.8. (X, d) bir metrik uzay ve (x, ), X de bir dizi olsun.

lim d(x,,x) =0
n—-oo

olacak sekilde bir x € X varsa (x, ), X de yakinsak ve x de dizinin limiti denir. (x,), X
de yakinsak ve limiti x ise bu,
lim, x, =x veya n - o igin x, = X
sembollerinden biri ile ifade edilir. (x,,) yakinsak degilse raksaktir.
Teorem 3.9. (X,d) bir metrik uzay, M c Xve M,M’nin kapanisini gostersin. Bu
durumda x € M olmasi igin gerek ve yeter sart x, — x olacak sekilde M’de bir (x,)
dizisinin mevcut olmasidir. (Kreyszig, 1978)
Tammm 3.10. (X, d) bir metrik uzay ve (x,,), X de bir dizi olsun.
Ve > 0 icin m,n > n; oldugunda
d(xy,,x,) <€

olacak sekilde bir ny = ny(€) sayist varsa (x, ) dizisine bir Cauchy dizisi denir.(Jain
ve Ahmad, 1993)

Bu c¢alismada kompleks terimli tim x = (x;) (i =1,2,3,...) dizilerinin
climlesini W ile gosterecegiz.
w;x = (x;), ¥ = (y;) ve a bir skaler olmak {izere,

x+y=0+y)veax = a(x;)

seklinde tanimlanan islemler ile bir lineer uzaydir.

Bu calismada sik sik kullanacagimiz,



loo = {x = (x;); sup;x; < oo}
sinirh diziler uzayi,

¢ = {x = (x;);lim x; mevcut}
l

yakinsak diziler uzay1 ve
co={x= (xi):li{nxi = 0}
sifir diziler uzayi,
llxIl = sup; |x;]
normu ile birer Banach uzayidir. (Maddox, 1970)
Fark dizileri ilk olarak Kizmaz (1981) tarafindan c¢alisilmustir.
l, simirh dizi uzayi, ¢ yakinsak dizi uzayi, ¢, sifira yakinsak dizi uzayi ve Ax; =
X; — X;41 olmak iizere,
lo (8) = {x = (x;); Ax € Lo}
c(d) ={x=(x;); Ax € ¢}
co(8) = {x = (x;); Ax € ¢}
uzaylar1 Kizmaz (1981) tarafindan tanimlanmastir.
Tammm 3.11. s € N, x = (x;) reel ve kompleks terimli herhangi bir dizi,
Ax; = x;, Ax; = x; — X411, ASx; = A(AS1x;), ve ASx = (ASx;) olmak iizere
. A(le) = {x = (x;); Ax = (A%x;) € 10}
ii. AS(c) = {x = (x;); Ax = (ASx;) € ¢}
iii. A%(cg) = {x = (x;); Ax = (Ax;) € co}

uzaylarin1 tanimlayalim ve s herhangi pozitif tamsay1 olmak iizere,

wxi=y 1 ()

dir. AS(l,,),A%(c) ve AS(cy) dizi uzaylar asikar olarak birer lineer uzaydir. (Et, 1995)
Teorem 3.12. A®(l,),AS(c) ve A%(cy) dizi uzaylari,

N
lella = )" il + Al
k=0

normu ile birer normlu uzaydir. (Et, 1995)

Teorem 3.13. (A%(ly), |- |[») bir Banach uzayidir.
Teorem 3.14. (A%(c),||.1la) bir Banach uzayidir.

Teorem 3.15. (AS(cp), ||-1la) bir Banach uzayidir.

Tanmm 3.16. a € Rven=0, 1,2, ...i¢in,

(a) — (@).(a—1).(a=2)..(a—n+1)
n

n!



seklinde tanimlanan sayilara binom katsayilar1 denir.

Eger a ve b birer dogal say1 ise,

ve b>a

3.2. istatistiksel Yakinsakhik

Bu boliimde istatistiksel yakinsaklik, Cesaro yakinsaklik ve Ozellikleri
incelenecektir.

T c N kimesi alindiginda, T kiimesinin eleman sayist |T| seklinde gosterilir ve

Tn)=|{k <n;k €T}
dir. Buna gore T kiimesinin sirastyla alt ve iist asimptotik yogunlugu;
o) = fiminf T, 51 = fimsup 0
olarak verilir. ? dizisinin limitinin var olmasi durumunda , bu limite T kiimesinin
dogal yogunlugu denir ve §(T) ile gosterilir. Yani,
8(T) = 5(T) = 8(T)

esitliginin saglanmasi halinde T < N kiimesinin dogal yogunlugu;
T 1
S(T)=lim——=1lim—|{k<n;k €T}
n-o N n—-on
dir.(Niven vd., 1980)

T indeks kiimesini t; < t; < t3... artan dizi i¢in diizenlersek,

. T - ) T(n)
6(T) = lim inf —, 6(T) = lim sup——
- n—-oo n n—-oo n
dir ve &(T) =6(t,) ve &(T) = 8(t,) oldugu goriiliir. Burada alman x, dizisi
n = 1,2,3, ... i¢in reel sayilarin sonsuz dizisidir.

Tanmm 3.17. x = (x;) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her € > 0 i¢in
1
lim—[{k<n;|x,—¢ =€} =0
n—-»oo n

yani h.h.k ( hemen her k) i¢in |x;, — €| < € ise x = (x;,) dizisi £ sayisina istatistiksel

yakinsaktir denir.



[statistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. £ = 0 olmas1 halinde S,
yani sifira istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi elde edilir.

x = (x) dizisinin € ‘ye istatistiksel yakinsak olmasi halinde S — lim;, x;, = £
veya x;, — €(S) ile gosterilir. (Fridy, 1985)

Yakinsak her dizi acikca goriilecegi gibi istatistiksel yakinsaktir. Bunu
gostermek i¢in (x;) — x alalim. Bu durumda her & > 0 i¢in k > ky iken |x;, — x| <
€ olacak sekilde bir ky € N vardir. Demek ki ancak k < k igin |x;, — x| = € olur.
Halbuki

lim, % H{k <n;l|x, —2| =€} <lim,_e %ko =0

dir.
Fakat bunun tersi dogru degildir. Bunun i¢cin n = 1,2,3 ... olmak {izere
1 k = n?
= ’ =1,2,3, ...
Xk { 0o , k # n? y

seklinde tanimlanan x = (x;,) dizisini géz 6niine alalim. Her € > 0 igin
[{k <n;lxel = e}l S [fk <n;lxl # e} <Vn

oldugundan,

1 n
lim—=|[{k <n;x, #0} < lim£ =0

n-on n-o© N
elde edilir. Bu S — lim; x = 0 olmasi demektir.

Tanmm 3.18. x = (x;,) kompleks sayilarin bir dizisi olsun, Eger her € > 0 i¢in
limn_m,%l{k <n;lx,—xyl =€} =0

yani h.h.Kk igin |x;, — xy| < € olacak sekilde bir N = N (&) dogal sayisi varsa x = (x;,)

dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Tanmm 3.19. x = (x;) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger
1 n
lim— x, =74
n Némdf=1
olacak sekilde bir € sayis1 varsa x = (x;) dizisi £ sayisina Cesaro yakinsaktir denir.
x = (x;) dizisi £ sayisina Cesaro yakinsak ise (C,1) — limx = £ veya x;, — f((C, 1))

seklinde yazilir. Cesaro yakinsak dizilerin uzay1
1 n
€, 1) ={x=(x); limgz |x, — €| = 0 enaz bir ¢ igin }
n k=1

ile gosterilir.
Teorem 3.20. x = (xy,) dizisi € sayisina yakinsak ise x = (x;,) dizisi € sayisina Cesaro

yakinsaktir.



Teoremin tersi dogru degildir. Gergekten (x,) = (1 + (—1)") dizisi Cesaro
yakinsaktir, fakat yakinsak degildir.
Teorem 3.21. p€R ,0<p <oove x = (x;,) €w kompleks terimli bir dizi olsun.
(w kompleks terimli dizi uzaylari)
iox - €(Wp) ise x, = £(S) dir.
ii. x€l,ve x; > £(S)ise x;, » f(Wp),diI‘.
Ispati. x € w ve £ > 0 olsun. Buna gore,

n
Z I, — £JP = Z I, — 2P + Z = 2P = eP|{k < n; |2, — xy| = )
k=1

1<k<n 1<k<n
[x)—f|<e [x) —f|=¢

elde edilir. Bu S — limy, x;, = £’dir.
ii. Siirlt bir x = (x;,) dizisi £ sayisina istatistiksel yakinsak olsun ve K =
llx|lc + M diyelim, & = Overilsin. Vn > N, i¢in N,'u
1
1 g — gV < 5
“e<n; -2 ())<=

olacak sekilde segelim ve

1

Ly={k<n; |x.— 12 (5))

diyelim. Bu taktirde n > N, igin

D) S W LT
— xp —LP =— Xy — X — —(=— n-
AT n keL, g kgL g n \2K? 2

< —+=-=c¢

N[ M
N m

elde edilir. Burada x = (x;,) dizisi ¢ sayisina kuvvetli p —Cesaro yakinsaktir.

Tanmm 3.22. »= (x,) pozitif sayillarin azalmayan , sonsuza giden ve X, 1<X,+
1, X1= 1 sartina sahip bir dizi olsun. Bu sekilde tanimlanan tim x= (x,,) dizilerinin
kiimesi 4 ile gosterilecektir.

K cNolsun. K’'nin \ —yogunlugu, I, = [n —X,,+ 1,n] olmak {izere
1
6 (K)=1lim—|{k€l,:k €K}
n-0 Xy,

olarak tamimlanir. 8, (K), >,=n durumunda §(K) dogal yogunluguna indirgenir.
(Mursaleen, 2000)
Leindler (1965) tarafindan genellestirilmis De la Vallée-Poussin ortalamasi,

I, = [n —x,+ 1,n] olmak iizere,
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L= x

" kel
seklinde tanimlanmustir.

Bir x = (x,) dizisi, n »> o iken t,(x) >¢ ise ¢ sayisina (V,\)—
toplanabilirdir denir. Her ne N igin np=n ise (V,x) — toplanabilirlik (C,1) —
toplanabilirlige indirgenir. Sirasiyla £ ye kuvvetli Cesaro toplanabilir ve kuvvetli
(V,x) — toplanabilir, yani x, - ¢[C,1] ve x; — £[V,x] olan x = (x;) dizilerinin
kiimesi i¢in

[C,1] = {x = (x;) : im0 %Z};:llxk — | =0, enazbir ¥ igin}

(V)] ={x = (x) ¢ lim,_0 %Zkelnlxk — 2| =0, enaz bir £ igin}

yazilir.
Tanim 3.23. X\ —istatistiksel yakinsaklik kavrami Mursaleen (2000) tarafindan
asagidaki sekilde tanimlanmustir.

Ve > 0igin

1
lim—I|{kel,:|x,—¢|=¢€}|=0

n=0 Ap
ise x = (x;) dizisi £'ye » —istatistiksel yakinsaktir denir. Tim X — istatistiksel
yakinsak dizilerin kiimesi S, ile gosterilir. »,= n durumunda S, ’nin S denk oldugu
aciktir.(Mursaleen, 2000)
Tamim 3.24. S c N olmak {izere bir S kiimesinin a. dereceden yogunlugu, a € (0,1]

olmak iizere
3.(S) =1{i—r>£loni“|{k <n:k €S}

seklinde tanimlanir. Burada |[{k <n:k € S}| ifadesi S kiimesinin n’den biiyliik

olmayan elemanlarinin sayisini gosterir.(Colak, 2010)

Eger §(S) = 0 ise S kiimesine sifir @ —yogunluklu kiime denir.

Tanmm 3.25. x = (x; ) kompleks terimli bir dizi olmak tizere, Ve > 0 ve a € (0,1] i¢in
limn_)oonial{k <n:|x,—2¢|=¢€}=0

olacak sekilde bir ¢ sayisi varsa, x = (x;) dizisi £ sayisia a. dereceden istatistiksel

yakinsaktir denir ve st* — limx = £ seklinde gosterilir.(Colak, 2010)

a. Dereceden istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini S¢ ile gosterecegiz. £ = 0

olmasi halinda bu kiimeyi S ile gosterecegiz.
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x = (x;), a ya gore sifir yogunluklu bir kiime hari¢ diger biitiin k lar i¢in bir
P (k) ozelligi saglhiyorsa, o zaman bu dizi a ya gore h.h k i¢in P Ozelligini sagliyor denir
ve h. h.k(a) seklinde gosterilir.

N nin sonlu her alt kiimesinin @ —yogunlugu sifirdir ve §,(E€) =1 — §,(F)
esitligi 0 < @ < 1 i¢in genelde dogru degildir. Bu esitlik sadece @ = 1 icin saglanir.
(Mursaleen, 2000)

Tamm 3.26. 0 < @ < 1ve p € R olsun. Eger,

n

lim— ) |x, —€P =0
n-o n%
k=1

olacak sekilde bir £ kompleks sayisi varsa, x = (x;) dizisi a. dereceden p — kuvvetli
Cesaro yakinsaktir denir. a. dereceden p — kuvvetli Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi
[C,1,p, a] ile gosterilir. Yani;

[C,1,p,a] = {x = (%) : lim,_0 niaZLllxk —¢|P =0, enazbir{icin}
dir. (Mursaleen, 2000)
Tamim 3.27. € A ve a € (0,1] olsun.l,, = [n —x,+ 1,n] ve X%, X, nin a. kuvveti
yani, X = (X&) = (x{, 25, x5, X, ..., X%, ...) olmak iizere her € > 0 igin,

limys 5z [tk € I+ xi = £] 2 €] = 0

ise x = (x;) dizisi €'ye «a.dereceden x —istatistiksel yakinsaktir veya £'ye st¢
yakinsaktir denir. . dereceden X —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini S¢ ile
gosterecegiz.( Colak ve Bektas, 2011 )
Bu durumda stf — limx = ¢ veya x;, - £(sty) yazilir. X, = n 6zel halindeS?

ile S* uzaylar birbirine denk olur.
Teorem 3.28. 0 < a < 1ve x = (x;), y = (y,) birer kompleks say1 dizileri olsunlar.

i. sty —limx, = xyvece€Cise sty — limex;, = cxg,

ii. std —limx, = xy ve std —limy, =y, ise std —lim(x; + yi) = xo + Vo
dir.(Colak ve Bektas, 2011)
Tamm 3.29. o > 0ve p € R™ olsun.
limia lx, —€|P =0

e k€l

olacak sekilde bir £ kompleks sayisi varsa, x = (x;) dizisi a. dereceden p — kuvvetli
(V,%\) yakinsaktir denir. a. dereceden p — kuvvetli (VV,X\) yakinsak dizilerin kiimesini

[V.X,p, a] ile gosterilir. yani;
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[V, p,a] ={x = (x) ¢ lim,_e %azke,nlxk —£|P = 0,en az bir £ i¢cin} dir.

(Colak ve Bektas, 2011)
3.3. Kesirli Fark Operatorii

I'(p) gamma fonksiyonu ve p € {0,—1,—2,—3,. . .} olmak iizere,

[0e]

F(p)zf e~ ttPldt (3.1)
0

fonksiyonuna gamma fonksiyonu denir.
Esitlik (3.1)’den
i. pdogalsayrise I'(p + 1) = p!
ii. p herhangi bir reel say1ve p € {0,—1,—2,.. .}ise'(p + 1) = pI'(p)
iii. Ozelolarak I'(1) =T(2) =1, I'(3) = 2!, I'(4) = 3!. . .'dir.
w reel degerli dizilerin uzayi olsun, « bir reel say1, x € w igin A%, A@ A= ye ACD)

fark operatorleri asagidaki gibi tanimlansin.

[00]

1 (A%x,) = ;(—1)" = Fr(i“fkli 5 i 3.2)
2 (A@x,) = Z(—nk . rr(iajkli 5 ik (3.3)
3, (A=x,) = Z(—nk - FF((__aajkli 5 i (3.4)
4. (AC9x,) = g(_nk - FF((_;“_Jrkli T3tk (3.5)

(3.2 — 3.5)’te tanimlanan toplamlarin xew i¢in yakinsak oldugu farz edecegiz.

Ozellikle =§ icin,

1 1 1 1 5

(A2x;) = x; — 2 Xit1 T gXit2 T e Xie3 T g Xive T
& 1 1 1 5

(A2x;) = % — 5 X1 — 5 Xi—2

7 %1 T g T TN T g it T
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_L 1 3 5 35
(A 2x) = x; + SXir1 g Xivz T e Xigs T e X
(A(_%)x)—x +lx +§x +ix +£x —
i) — A 2 i—-1 38 i—2 16 i-3 128 i—4
elde ederiz.( Baliarsingh ve Dutta, 2015)
A%, A | A% pe ACD operatorleri  asagidaki  ticgensel — matrislerle
gosterilebilir.
1yi-n [(a+1) 0 -
A=) T T Ta =i+ D =n=t
0 n>i
1 ala-1) -ala-1)(ax-2)
2! 3
ala-1)
A = 0 1 - ol
0 0 1 -«
- [(a+1) 0<i<
Afﬁ)= =D m=-—D!IT(a+i—n+1) =t=n
0 i>n
1 0 0
- 1 0
ala-1
(-]) - 1 0
2!
AQX) =
—a(a-Y(a-2) ala-1)
-a 1
3 2!
L 1yi-n N(—a +1) 0 -
N =D T T e T i D =n=t
0 n>i
1 ala+l) ala+l)(a+2)
2! 3
a(a+1
01 o  Herd
A% = 2!
0 0 a
[(—a +1
(“a ) 0<i<n

Al = {(—1)“

m-i)Ir(—a —n+i+1)
0 i>n
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1 0
a
a(o;:rl) 10
ACD=| ga+)(@+2) ala+]) .
3 2!

A% ve AC¥) operatorlerinin genellestirilmesinde asagidaki 6zel durumlarm icerildigini
gozlemleyebiliriz.

i. a=1 ise A%operatorii Kizmaz (1981) tarafindan tammlanan (4,); =
X; — X;4+1 operatorlerine indirgenir.

ii. a= m ise A* operatori Et veya Colak (1995) tarafindan tanimlanan
(A=Y (=)™ (7:) Xi4 operatoriine indirgenir.

iii. a=1 ise A(%) operatorii Malkowsky ve Parashar (1997) tarafindan
tanimlanan (A,(cl)) i=X; — Xx;_1 operatdriine indirgenir.

iv. a=mise Al%) operatorii Malkowsky (1997) ve Et (2000) tarafindan galisilan
(A,(Cm)) =ym o (—-1)k (T;) X;_y operatoriine indirgenir.

Teorem 3.30. xE€ {A“ JAD) A~ e A(_a)} icin x: w—>w operatorleri p
tizerinde lineerdir. (Baliarsingh ve Dutta, 2015)
Ispat. Ispat aciktir.
Teorem 3.31. o« ve {3 iki reel say1 ise;
i A“0AP=AP QA% =pOHF
ii. A(@)gA®) = AB) g Ala@) = p(@+8)
Ispat.i. o ,p > 0 icin ve Teorem 3.3.1 ile,

-1 -1 -2
A% <xk = BXk11 +'B—('82! )xk+2 G ;!(ﬁ )xk+3

BB —-1)(B—-2)(B—-3)
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ala—1) ala—1)(a—2)
T Xk+2 — 31 Xk 43

=Xk — AXp41 t+

N ala —1)(a—2)(a—3)

41 Xirq = = PXpy1 + BaXp 42
-1 —1D(a—2
+p a(a2! ) Xk+3 — ala 3)!(6¥ ) Xk+4
+B ala - 1)(a4!_ D —3) X5 + oo
B(B—1) ala—1) ala—1)(a—2)
+ T <xk+2 — X4zt o1 Mk+a T 30 Xk+5
-1 -2 -3
N ala )(a4! )(a )xk+6 N )
BB —1)(B—2) a(a—1)
- <Xk+3 — AXj44 + Xk+5
3! 2!
—D(a -2 —D(a—2)(a—-3
ala 3)!<a NG )(a4! D) i)

(a+p)a+B-1)

=x, — (@ + B)xps1 + T Xic+2
_@tP@tp-Da@tp-2)
30 Xk+3
=A% +ﬁxk
olur.
AP oA* ayn1 yolla bulunur.
i A@ o ABI= AB) g A= A@+h)
-1 -1 -2
A@ (xk it ﬁ(ﬁ2| ), B 3)'(3 ) o,

BB —1)(B—-2)B—-3)
. : =)
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a(a—l)x _a(a—l)(a—Z)x

=X — X1 + o k-2 30 k-3

N ala — 1)(&4!— 2)(a —3) Xt — -+ — BXp_g + BAXp—s

-1 -1 -2
+B a(az—!)xk_z -p ala 3)!(a )xk—4
ala—1)(a—2)(a—23)
4!

tB

BB —1) a(a—1) a(a —1)(a—2)
+ T o (Xk2 T AXe-3 + o1 Xkt T 30 Xk -5

xk—5 + oo

- D(a-2)(a—3
G )(a4! )(a )xk—6+"')

BB —1)(B—2) a(a—1)
- 3 Xk—3 — AXj—4 + —1 Yk-5

— 1D (-2 —1D(a—-2)(a—3
ala 3)!<a N )(a4! MO )

(@+pB)a+p—-1)

o1 Xk —2
@+P@tp-D@+p-2)
3!

= A2 +B)

=x, — (@ + B)xp_1 +

xk_3 + oo

olur. A®) 0 AC®)  ayn1 yolla bulunur.
Teorem 3.32. « bir reel say1 ise Id w’da birim operator olmak iizere

i, A%on?=n2"%00%=1d

ii. A(@)o ACA) = ACX) o A(%) = [4 (Baliarsingh ve Dutta, 2015)
Ispat. (i) @ > 0 icin ve Teorem 3.30’dan

ala+1) ala+1)(a+2)
A <xk taXe t X2 3l Xk+3

+1 2 3
+am X%J Xa+)xHJ
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ala—1) ala —1)(a—2)
= Xk T gyt Xz T 30 Xp+3 +
ala—1) ala—1)(a—2)
ta <xk+1 — X2 t Txk+3 - 31 Xi4a T
ala+1) ala—1) ala—1)(a—2)
+ T \Mkt2 T BXks3 + T Sk T 30 Xj+5

+...)+...:xk

olur.

A% 0 A% aym yolla bulunur.
ii. A® o ACD= ACD g A@=[q
Teorem 3.33. a pozitif tam say1, @ ve x € w igin
i (A%, = (D AY%) 4
il (A%, = (—D(A*%)y—q
‘dir. (Baliarsingh ve Dutta, 2015)
Ispat. (i) Tiimevarim prensibi ile teoremi ispatlayalim.
a =1vex € wigin,
(Bx) = X = X1 = (1) (g1 — x) = (AP X
elde ederiz. Bu temel adim1 tamamliyor.
Farz edelim r dogal sayisi i¢in teorem dogru olsun. Yani;
(A0 = (1) (ADx)4 4,
Simdi ifademiz r+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim
(@12 = ATy,
= A=) (A% 4
= (0" (AP0 = (1" AV 441
= (D™ @Y1 = Q0]
= (=)™ A x4
elde ederiz.
Teorem 3.34. a herhangi bir reel say1 ve x € w i¢in
(aHisi=ala+D(a+2)..(a+i—-1)
ve
@)igg=a(ea—D(a—-2)..(a—i—-1)

olmak tizere,
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((Aa-i-A a)x)k — Zxk +Zoo (d+)l 1 +( 1) (“ )L 1xk+i

i

elde ederiz. (Baliarsingh ve Dutta, 2015)
Ispat. Ispat tanimdan elde edilir.

x = (x;) ve y = (yr), w da iki dizi olsun. x ve y’nin ¢arpimint xy = (xyy)
gibi tanimlayalim. Simdi xy’nin ileri ve geri farkini sirasiyla A(xy) = (xp vy —
X +1Yk+1) V€ AD (xy) = (xx Yk — Xk—1Vk—1) seklinde tanimlayalim. Bu kismin temel
amaci a pozitif tamsay1 olmak iizere xy carpim dizisinin a’inc1 farkini bulmaktir. Bu
yiizden asagidaki teoremleri ifade edelim.

Teorem 3.35. a = n bir pozitif tamsay1 ve x,y € w olsun. O zaman

n(n— )

T A2 x AV 2y ip + o 4 A X Y

((An)XY) = X A"y + nhx AV yg 4

olur. (. (Baliarsingh ve Dutta, 2015))
Ispat. n dogal sayilar iizerinde timevarim kullanacagiz. n = 0 igin sonug aciktir ve
n =1 i¢in carpimlarin fark: iyi bilinen kurala indirgenir. Farz edelim ki n =1 ve
X,y € w olsun.
XAy + B Yier1 = X Uk = Yiew1) + Ok — X4 1) Vir1 = %V — X1V
= (A(xy),

elde ederiz. Farz edelim ki teorem, n = r igin
_ r _
(AT (xy)) = ( )xkA Vi + (1) A A"y + (2) DX APy +

+ (r) A" Xk Yir

olur. Simdi,n =r + 1 igin
(@*xy), = () Aed yi) + (1) A Ay )

( )A(AzxkAT 2Yir2) + - +( )A(A X Vic+r)

- (e [()+ (e

+ [(6) + (;)] R [(r z 1) + (:)] A"x Ay + (:) A Yier 41

= (r -I(; 1) x A"y, + (r-ll- 1) Ax) Ay + (T ; 1) N2x ATy g +

() Wy + (0 77) 8 0

dir. Bu da ispat1 tamamlar.
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3.4. Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin Istatistiksel Yakinsakhig

Bu bolimde « Kkesirli mertebeden A% —istatistiksel yakinsakligin tanimini
verecegiz. Ozellikle A% —istatistiksel yakinsaklik istatistiksel yakinsakligin pek c¢ok
0zel durumunu igerir. Yani a =m €N olmasi durumunda A% —istatistiksel
yakinsaklik Et ve Nuray (2001) tarafindan tanimlanan A™ —istatistiksel yakinsakliga
indirgenir. a = 0 durumunda ise istatistiksel yakinsaklik elde edilir. Bu tez boyunca
tiim istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterecegiz.

Tamm 3.36. x = (x;,) bir dizi olsun. Ve > 0 i¢in,
K(e) = {k <n:|A%(x) — 2| = €}

kiimesi sifir asimptotik yogunluga sahip ise yani
1
lim Zl{k <n: |A%(x,) —¢| =€} =0
n—0o

ise x = (x) dizisi€’ye A“ —istatistiksel yakinsakliktir denir. Bu durumu x;, —
£(A%(S)) ile gosterecegiz.(Baliarsingh ve ark., 2018)
Tim A% —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi A% (S) ile gosterecegiz.

Tamim 3.37. x = (x;,) € w Ve p pozitif bir reel say1 ve a uygun kesri verilsin.

n

1
lim— ) [A%x;, — P =0
n—ooNn

k=1

olacak sekilde bir £ kompleks sayis1 varsa x = (x;) dizisine kuvvetli A7-Cesaro
toplanabilirdir denir. Bu dizilerin uzay1 w,, (A%) ile gosterilir. Buna gére

w, (A%) = {x = (xp) = limy o0 %ZﬁzllA"‘xk —?|P =0, enazbir ¢ igin}
dir. x = (x;) € w,(A%) ile gosterilir. .(Baliarsingh ve ark., 2018)
A% —istatistiksel yakinsak dizilere iliskin baz1 6rnekler verelim.

1 k =n3

0 (aksi durumlar) "~ 1,234 ...

Ornek 3.38. x;, = {

seklinde tanimlanan diziyi goz oniine alalim. Ag¢ik¢a (x,) yakinsak degildir. Fakat sifira

istatistiksel yakinsaktir. Simdi pozitif uygun bir a kesrini i¢in

IR S [(a+ 1)
A% ) = ;(_1) MW —Ta@-m+k+1) ™ (36)

elde ederiz.
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(3.6)’in terimleri asimtotik yakinsak olmasina ragmen seri iraksaktir. A% (x;)
istatistiksel yakinsak degildir.
Ornek 3.39. x = (x;,) bir dizi olsun

1 k = n?
Yie = % (aksi durumlar) n=1234..

ile tanimlanan y = (y,) = A%(x;,) dizisini géz ontine alalim. y = (y,) yakinsak degil
fakat istatistiksel yakinsaktir. Aslinda istatistiksel limiti sifirdir. (Baliarsingh ve ark.,
2018)

Ornek 3.40. x = (x;) bir dizi olsun.

_1k
x=(x) = {[1+(2—1)]} , (x}) dizisi siirhidir, yakinsakta degildir, ayni zamanda

istatistiksel yakinsak degildir. @ uygun kesri i¢in

« _ 2¢-1 (k,gift)
A (x")_{ _2a-1  (k tek)

A%(x;) dizisini elde ederiz. (Baliarsingh ve ark., 2018)
Acikca A%(x;,) dizisi smirhdir, ne yakinsak nede istatistiksel yakinsak degildir.
Ornek 3.41. x = (x;) bir dizi olsun.
vk k = n?
Vi = {

0 (aksidurumlar)’ n=0123..
seklinde tanimlanan y = (y,) = A%x dizisini géz 6niine alalim. yeS ve xeA*(S) fakat
x & A*(l,,) dir. (Baliarsingh ve ark., 2018)

Uyari. a uygun bir kesir ve m € N olsun.
i. SveA%(S) birbirini igermezler. (Ornek: 3.38 ¢ bakiniz)
ii. A*(l,) ve A%(S) birbirlerini icermezler. (Ornek: 3.41’e bakiniz)
iii. A%(c) € A%(S) ve bu kapsama kesindir. (Ornek: 3.45’e bakiniz)

Teorem 3.42. 0 < p < oo ve a uygun bir kesir olsun.

x, > £ (A“ (wp)) ise x;, — £(A%(S)) “dir. .(Baliarsingh ve ark., 2018)

Ispat. x = (x;) € ¢ (A“ (wp)) ve € > 0 olsun.

n
|A%x), — )P = ne? > |{k < n:|[A%(x;,) — 2| = €}|P (3.7)
k=1

elde ederiz.
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(3.7) esitsizliginde n — oo limit alinirsa
1 1¢
lim = |{k < n: |A%(x,) — €| = e} < lim —wak _ P =0
n-oon n—-oo nk=1

buradan x;, - £(A%(S)) oldugu goriiliir.

Teorem 3.43. x = (x;) bir dizi olsun. Eger (x;) € A%(l,,) Ve (x;) = £(A%(S)) ise
0 zaman x;, — £ (A“ (Wp))’dir .(Baliarsingh ve ark., 2018)

Ispat. Farzedelimki x € A%(l,,) ve x;, — £(A%(S)) olsun.

O zaman A%*(x,) €l, ve n — o iken %I{k <n:|A%(xy) — €| = €}/ » 0 oldugu
agiktir. € > 0 olsun ny € N vardir. Oyleki Vn = ng igin Xi24|x;| = € olmak iizere

(k < n: 1A% () — 21 = (8/5)73 :
5 = 2018, + £

dir. Dahasi;
1A% () — €] < |[|1A (xie) — £lllae < €+ [|1A%x || = [[x]] pe
ve
1
an{k <n: IA“(xk) — fl > (g/z)p}
olmak tizere; Vn > ng igin

1% 1 1/ & elxlP
—wak—m: - ZIA“xk—€|p+ wak—mp <—(n=+n=—"2
nk=1 n n n lex”Aa

keL, k&L,

=¢
boylece x;, = ¢ (A“ (Wp))’dir.

Tamm 3.44. x = (x;) birdiziolsun. € > 0ve Vn > N igin
1
Itk = n:|A%Co) — A% (xay)| 2 €} > 0

olacak sekilde bir N = N(¢&) varsa x = (x;,) dizisi A* —istatistiksel Cauchy dizisidir.
.(Baliarsingh ve ark., 2018)

Ornek 3.45. x = (x;) bir dizi olsun ve

: k = n?
A%(x,) = k , , n=123 ..
0 aksi durumlar

seklinde tanimlanan A%(x;,) dizisini ele alalim.

A*(x,) = (1,0,0,1/4,0,...,1/n% ..) - 0
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aciktir.

n
1 1
— E |A%x;, |P < —, 0<p<1 3.8
nk:1 k \/ﬁ p ( )

esitsizliginde n — oo i¢in limit alinirsa;

n

1
lim— ) [A%q|P < lim—=0
n-oon n—oo n
k=1
elde ederiz.
Boylece x € A* (Wp)dir. Dahas1 x € A*(S)
n
1 1
=) I8P 2 < [k < 117 ()] 2 2] (39)

k=1

(3.7) esitsizliginde n — oo igin limit alinirsak x € A%(S) dir. Dahasi 6rnek 3.4.10°daki
ayn1 diziyi alirsak (A%x;) € l, ve x € A%(S) oldugu agiktir. Boylece (0 <p <
1) i¢inx € A“(Wp) dir.
Teorem 3.46. x = (x;) dizisi A* —istatistiksel yakinsak bir dizi ise A% —istatistiksel
Cauchy dizisidir. .(Baliarsingh ve ark., 2018)
ispat. Farz edelimkie > 0ve x;, — £(A%(S)) olsun. Hemen her k igin (h.h. k)
€
|A% (x) — €| < 5
ve N segilirse o zaman
€
8% Gey) = €] < -
saglanir. Simdi h.h.k igin
|A% O ) — A% Cep)| < [A%(xg) — €]+ [A%(xy) — €] < €
elde ederiz. Boylece x = (x;) dizisi A“ —istatistiksel Cauchy dizisidir.
Tanim 3.47. p = (p;) reel sayilarin sinirlt kesin pozitif bir dizisi ve
O<h=infp, <pyx <suppy =H < o0

olsun. Tiim A7 — Cesaro yakinsak dizilerin kiimesini

n
1
A%(w;p) = {x = (x;) : 7{1_}7210 EZlA“(xk) — £|Pk = 0, en az bir £ igin}
k=1
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ile tanimlayacagiz. Ay — Cesaro yakinsak dizilerin kiimesini A%(w;p) ile gosterecegiz.
(Baliarsingh ve ark., 2018)

Teorem 3.48. a uygun kesri igin A%(w; p) c A*(S) bagmntis1 saglanir.(Baliarsingh ve
ark., 2018)

Ispat. x = (x;,) € A“(w;p) ve e > 0olsun

YulA%(x) — £| olacak sekilde k < n lizerinde toplami géstersin. Boylece

n

1 1
=) 1A% = P == Y A% ) — P
n n -

k=1

1
> - I{k < n:|A%(x,) — 2| = €}|eh

elde ederiz. n — oo i¢in limit alirsak
1 1
lim = |{k < n: |A%(x,) — 2| = e}|eh < lim —ZIA“(xk) _ g =0
n—-oon n—>oo’nk:1

elde ederiz. Boylece x € A%(S) ve A%(w;p) < A*(S) elde edilir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA
4.1. Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin B. Dereceden Istatistiksel Yakinsakhig

Bu boliimde kesirli mertebeden genellestirilmis fark dizilerinin . dereceden
A% — istatistiksel yakinsakligi incelenecektir. Tiim f. dereceden istatistiksel yakinsak,
a mertebeden Kesirli fark dizilerinin uzay: S# (A%) ile gosterecegiz.
Tanmm 4.1. x=(x;) Ew ve 0 < <1 ve a uygun kesri verilsin. Eger her € > 0

i¢cin
1
lim — l{k < n:|A%(x,) — €| =€} =0 (4.1)
n—-oo N

olacak sekilde boyle bir £ kompleks sayisi varsa, o zaman (x;,) dizisi £'ye . dereceden
A" —istatistiksel yakinsaktir denir. (x;) dizisinin €'ye B. dereceden A* —istatistiksel
yakinsak olmasi halinde bunu S?(A%) — limx, = ¢ ile gosterecegiz. B. dereceden

A% —istatistiksel yakinsak biitiin dizilerin kiimesi S (A%) ile gosterilecektir.

Sg (A%), B.dereceden sifira A* —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini
gosterecektir.
Teorem4.2. 0 < B <1vex = (x;),y = (y) birer kompleks say1 dizileri ve a uygun
kesri verilsin.
i. Eger S8 (A%) — limx;, = x, ve c € C ise 0 zaman S? (A%) — limcx, = cx, dir.
ii. Eger S#(A%) — limx;, = x, ve Eger SP(A%) — limy,, = y, ise 0 zaman
SP(A%) — Lim(xy + yi) = %o + Yo

Ispat. i. ¢ = 0 icin ispat agiktir. ¢ # 0 olsun. O zaman

1
n—l{k<n |cA%x), — cxg|l = €} = —|{k<n |A%x), — xo| = 2T l}

esitsizliginden i'yi elde ederiz.

i niﬁl{k < n:|A%(xy + yi) — (% + yo)| = €} <

1 a € 1 u €
5 [T < m: 18 () = Geodl = | + |t < m:18% i) — 00| = 5|

esitsizliginden ii’ yi elde ederiz.
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Yakinsak her dizinin . dereceden A* —istatistiksel yakinsak oldugu gérmek
kolaydir. Yani 0 < f < 1icin ¢ c SF(A%)' dur.

Tamm 4.3. 0 < B < 1vep € R" olsun ve a uygun kesri verilsin. Eger,

1 n
lim —Z |Ax,, — 2|7 = 0 4.2)
n—-oo nﬁ k=1

boyle bir £ kompleks sayisi varsa, o zaman x = (x;) dizisi . dereceden kuvvetli
A7 —Cesaro toplanabilirdir denir. B. dereceden kuvvetli A7 —Cesaro toplanabilirlik,

f =1 icin, kuvvetli A —Cesaro toplanabilirlige indirgenir. f. dereceden kuvvetli
A7 —Cesaro  toplanabilir  dizilerin  uzay Wf (A%) ile  gosterilir, yani
Wf (AY) ={x = (x;); lim,_0 n%ZLlIA“xk — ¢|P = 0, en az bir ¢ i¢in}

dir. Sifira . dereceden kuvvetli A7 —Cesaro toplanabilir dizilerin uzay ise ng (A%) ile
gosterilecektir.

Teorem 4.4. 0 <8 <y <1 olsun. Bu durumda S? (A%) € SY(A%) ve baz1 § < y'lar
icin bu kapsam kesindir.

fspat. 0 < B <y <1 vex e SP(A%) olsun. O zaman her & > 0 igin
1 1
lim—|{k < n:|A%(x;,) — | = €}| < lim — |{k < n: |A%(x},) — | = €}]
n-o NY n—oo n.B

olur. Bu ise S#(A%) c §7(A%) oldugunu verir. Bu kapsamin kesin oldugunu gérmek
icin asagidaki 6rnegi goz oniine alalim.

Ornek 4.5. x = (x;,) bir dizi olsun

1 =n®
A% (x) = { 0 ’; . Zz n=1234..

dizisini g6z Oniine alalim 1/2 <y <1 igin x € S¥(A%*) fakat 0 < B < 1/2 i¢in
x & SP(A%) “dur.
Sonu¢ 4.6. Eger 0 < f <1 icin bir dizi ¢ sayisina . dereceden A% —istatistiksel
yakinsak ise, o zaman bu dizi £'ye A% —istatistiksel yakinsaktir. Yani Sf(A%) €
S(A%)'dir.
Sonuc¢ 4.7.

i. S#(A%) = SY(A%) olmasi i¢in © B = ¥ olmasidir.

ii. S#(A%) € S(A%) olmasi igin © B = 1 olmasidir

Asagidaki teoremin ispat1 tanimdan agiktir.
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Teorem 4.8. 0 < <1 ve x = (x;) dizisi £ sayisina . dereceden A* —istatistiksel
yakinsak olsun. Bu durumda limA®y, = ¢ olacak sekilde x = (x;,) dizisinin bir (y;)
alt dizisi vardir.

Teorem 4.9. 0 < <y <1 vep € R olsun. Bu durumda wf (AY) c w;,’ (A%)'dir ve

bazi f < y'lar igin bu kapsam kesindir.

Ispat. x = (x;) € wﬁ (A*) olsunve 0 < B <y < 1 verilsin. p € R* olmak iizere

1 n 1 n
lim — |Ax, — £[P < lim—z |Ax, — £]P
n-o nY k=1 n—c nb k=1

yazabiliriz. Bu da Wf (A%) € wy (A%) oldugu verir. Bu kapsamun kesin oldugunu
gormek icin asagidaki 6rnegi géz oniine alalim.

Ornek 4.10. x = (x;) bir dizi olsun

1 k =m?
r@y=f L k=M me123.

dizisini goz 6niine alalm. 1/2 < <1 ve p=1liginx € Wf (A%) fakat 0 < B < %
icin x & Wf (AY)'dir.

Asagidaki sonug teorem 4.10’un bir sonucudur.
Sonu¢ 4.11. 0 < B <y < 1vep € R* ve a uygun kesri verilsin. Bu durumda

i. Wf (A%) = w) (A) olmasi igin & B = y olmasidur.

ii. V€ (0,1]ve0 <p <o iginw! (A) € w,(A%) dir.
Teorem 4.12. 0 < <1ve0<p<gq<oco olsun. Bu durumda Wqﬁ (A" c Wpﬁ (A")
olur. Teorem 4.12°de f = 1 almirsa 0 < p < q < % i¢in w, (A%) S w, (A%)
Teorem 4.13. 0<pf<y<1ve 0<p<oo olsun. Eger bir dizi £ sayisina f3.
dereceden  kuvvetli AS —Cesaro toplanabilir ise bu durumda £'ye y. dereceden

A% —istatistiksel yakinsaktir.
Ispat. Herhangi bir x = (x;,) dizisi ve £ > 0 icin,
n
ZlA“xk — 2P > |{k < n:|A%x), — £|P = e}|eP
k=1
ve buradan

1
lim —

n 1
Z |A%x, — 6P >— |{k < n:|A%; — £]P > €}|eP
n—oo nﬂ k=1 nﬁ

1
> n_Vl{k < n:|A%x, — £|P = e}|e?
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elde edilir ve ispat tamamlanir.

Eger Teorem 4.13 f = y alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonuc 4.14. 0 < < 1ve 0 < p < oo olsun. Bir dizi £'ye . dereceden kuvvetli A} —
Cesaro toplanabilir ise bu durumda #'ye B. dereceden A“ —istatistiksel yakinsaktir.

Bu sonucta B = 1 alimirsa bilinen £ ye kuvvetli A7 —Cesaro toplanabilir olan bir
dizi £'ye A* —istatistiksel yakinsaktir sonucu elde edilir. Ayrica biliyoruz ki €'ye
A% —istatistiksel yakinsak olan sinirl1 bir dizi € ye kuvvetli A7 —Cesaro toplanabilirdir,
Sonu¢ 4.15. 0 < B <1 ve p € R" olsun. Bu burumda wf (A*) c S(A%)’dir. Eger
0 < B < 1 ise kapsam kesindir.

Ispat. Sonug 4.14 ve 4.6’dan Wf (A%) c S(A%) oldugunu biliyoruz.
Ornek 4.16. x = (x;,) bir dizi olsun

1 k =m3
A“(xk) = 1 | m=123..

vk

dizisini goz oniine alalm. 0 < f < L vep = 1licinx & Wpﬁ (A%)iken1/3 < B < ¥

vep=1iginx € Sf (A*) — Wf (A*)’dur.
4.2. Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin B. Dereceden x-istatistiksel Yakinsakhig

Tamim 4.17. X=(x,,) € A reel sayilarin bir dizisi ve § € (0,1] olsun.

I, = [n—x,+1,n] ve xﬁ, >, in B. kuvveti yani xf = (xﬁ ):(xf ,xg ,xg ,xf , )

n

a uygun bir kesir olmak tizere;

1

lim —ﬁl{k € L,: A%, — €| =€} =0 (4.3)
n—->o0o >\n

olacak sekilde bir ¢ sayis1 varsa x = (x;) dizisine 8. dereceden A% —istatistiksel

yakinsak denir. Bu yakinsaklig1 Sf — limA%x;, = ¢ ile gosterecegiz.

Biitiin . dereceden A% X —istatistiksel yakinsak dizilerin ciimlesini Sf (A%) ile

B. dereceden sifira A* X —istatistiksel yakinsak dizilerin ciimlesini de SE,O(A“) ile

gosterecegiz.
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Her g € (0,1] igin sk wo(A%) Sﬁ (A%) olacagr agiktir. B = 1 igin S, (A%) elde
edilir.

p. dereceden A* X —istatistiksel yakinsak dizilerin climlesi 0 < f < 1 igin iyi
tanimlidir. Fakat genelde f > 1 i¢in iyi tanimli degildir.
Ornek 4.18. (A%x;) dizisini

a. _ (1 k=2n .
A%, = {0 .o n=123,..
seklinde tanimlayalim.
p > 1igin
1 ol +1
lim — |{k € L:|A% — 1] 2 €}| < lm%: 0
Ve
[l 41
llm—I{k € L:|A%x;, — 0] = ¢€}| < llm—ﬂZ 0
n—oo >\ n-=c 2 >\n
olup

S —limA®x, =1 ve SP — limA®x;, = 0 olur. Bu durumda (A%x;) dizisi hem 1’e
hem de 0’a 8. dereceden istatistiksel yakinsak olur ki bu da miimkiin degildir.
Teorem 4.19. B € (0,1] ve x = (x;) ve y = (y,) kompleks sayilarin dizileri ve «
uygun bir kesir olsun.

I. Sf — limA%x;, = xy, ¢ € Rise Sf — limA%cx), = cxg dir.

ii. Sf — limA%x;, = xy, S[i — limA%y, =y, ise Sf —limA* (x;, + y,) = x9 +
Vo dir.

Ispat. i. c=0 igin durum agiktir. c# 0 olsun

1
50k € 1217 (ex) — exal 2 6] = ﬂ|{ke i 8%Ge) = o) = 1)

n

esitsizliginin her iki yaninin n — oo i¢in limiti alinirsa i’nin ispat1 elde edilir.

o1 1
ii. 7|{k € L2 |A%(xp + yi) — (xo + y0)| = €} < 7|{k € L1 |A%(xy) — xo| =

E2+ Innpre In:dayk—y0=>c2

esitsizliginin her iki yaninin n — oo limiti alinirsa (ii)’ nin ispat1 elde edilir.

Bu teoremden Sf (A%) nin bir lineer uzay oldugu goriiliir.

Lemma 4.20. KE Nolsun x=(x,) €EAve 0 < B < ¢ < 1igin

s?(a%) € $? (A7) ve bu kapsama en az bir B < ¢ icin kesindir.
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n—-""n

ispat. 0 <p <@ <1olsun. xP<x? oldugundaniﬁ > %{,, olur. Buradan,
N n
1 1
g {k € I,: 1A%, — €| = €} < Fl{k € L;:|A%;, — 2| = €}

yazabiliriz. Béylece Sy (A%) € Sf (A%) elde ederiz.

A%y, = n n.—v,/xn+1SkSn
0 diger durumda

seklinde tanimlanan dizisini géz oniine alalim.

i¢in

N |-

S<@<1 igin SY—limA%; =0 yani x €S{ (%) dir. Fakat 0 < f <

xESf (A%) dir.
Sonu¢ 4.21. x = (x;) kompleks sayilarin dizisi, § € (0,1] ve a uygun kesir olsun.
(x,) dizisi £'ye B. dereceden X —istatistiksel yakinsak ise o zaman £'ye X
—istatistiksel yakinsaktir yani her bir § € (0,1] igin Sf (A%) € S, (A%) ve bu kapsama
kesindir.
Sonug 4.22.

i. S?(a%) =SP(A%) ise o B = ¢ dir.

ii. SP(a%) =S5, (A% ise = B =1dir.

Teorem 4.22. S(A%) © Sf (A%) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

B
X
lim—>0 (4.5)

n-o N

olmasidir.
Ispat. £ > 0 verilsin. Buradan
{k<n:|A% — | =¢e}o{ke L:|A(x,) —f| = ¢

yazabiliriz. Bu nedenle

1 1
;l{k <n:|A%g — | = €} = El{k € I,:|A%(x,) — 2| = €

xf 1 «
:T_ﬁl{ke Li: | A% (xy) — €] = €|
N

n

yazabiliriz. (4.5) i kullanarak her iki yanin n— oo igin limiti alirsak

x; = 4(S(A%)) = x; - {’( Sf (A%) )
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elde ederiz. Tersine farz edelim ki lim,,_,o, inf’;—% = 0 olsun ;”—(5’)) < ]1 olacak sekilde bir

(n(),", alt dizisi segelim.

1 [ € In(j)

Ay —
A%, { 0 diger durumlar

j=123,..

dizisini tanimlayalim. x € A*(S) dir. Fakat x£S.(A%) dir. Sonug 4.21’den Sf (A%) <
S, (A%) oldugundan szf (A%) elde ederiz. Bu nedenle (4.5) gereklidir.

Tanmm 4.23. X=(X,) € A reel sayilarin bir dizisi , § € (0,1] ve a uygun Kesri

verilsin. p pozitif bir reel say1 olmak iizere.

1
1 Cr _ pp —
lim =5 E |A%x, —£]P =0 (4.4)

n kel,
olacak sekilde bir £ sayis1 varsa x = (x;) dizisine S. dereceden kuvvetli (V,%)(A%)
toplanabilir denir ve kuvvetli (V, +)(A%) dizilerin ciimlesini [Wpﬁ 1(A%) ile gosterecegiz.
Buna gore
1
[Wf](m) = {x=(x):3L €R, lim— Z |A%x, — £|P = 0}
" n kel,
seklinde tanimlayacagiz. £ =0 olmasi durumunda bu uzay1 [Wégp] (A%) ile gosterecegiz.
Teorem 4.24. 0 < f < ¢ < 1 ve p pozitif bir reel sayis1 igin
Wi (9]  [w (a%)]

olup en az bir o ve S igin bu kapsama kesindir.
Ispat. x = (x}) € [Wf (A“)] olsun. 0 < B < ¢ < 1 ve p pozitif bir reel sayisi i¢in

1 " » 1 a »

FZ'A X — &P = O}SFZIA % — 2P = 0}

n kel, n kel,

yazabiliriz. Buradan [wf (A“)] c [wy (A")] elde ederiz. Bu kapsamanin kesin oldugunu

gostermek i¢in asagidaki 6rnegi goz Oniine alalim.

Ay, = k n—Jyx,+1<k<n
0 diger durumda

seklinde tanimlanan x = (x;,) dizisini géz 6niine alalim.

V£>0,%<<p<1,n—>00igin
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! E A%x, — o] = 0} < Yo" - 0
—_— X, — = = e d

@ k = ¢ —1/2
*n kel, ™n >‘$

elde edilir. Yani x, — 0[wy (A%)] dur.

Diger taraftan 0 < f < % icin,

olup ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.25. 0 < 8 < ¢ < 1 ve p pozitif bir reel say1 olsun.
I. [Wf (A“)] = [W;,p (A“)] olmasi i¢in & f§ = ¢ olmasidir.
ii. Her 8 € (0,1]ve 0 < p < o icin [w,f’ (A“)] c [w, (a")] dir.

Teorem 4.26. S ve ¢, O0<pf<¢9<1 olacak sekilde sabit reel sayilar ve

0 <p < oo olsun. x = (x;) dizisi S. dereceden kuvvetli (VV,x)(A*) toplanabilir ise
?'ye . dereceden A%, »— istatistiksel yakinsaktir. Yani [Wé; (A“)] c S2(A%) dir.

Ispat. Herhangi bir x = (x;) dizisi ve € > 0 igin

Z A%, — £|P = Z |A%x, — 2|7 + Z 1A%, — £|P
kel, kel, kel,
|A% ) —£|>¢ [A%x) —f]|<e

> Z A%, — £ > [{k € L:]A%(x,) — €] = £}]eP

kel,
|A%x ) —£|>¢
ve buradan
1 a 1 a
—BZ A%, = €1P = — |k € L 1A% () — £] = e}le?
A kel, A
1 a
> Fl{k € L:|A%(xy) — €| = €}|eP
n
elde ederiz.

a = [ alirsak agagidaki sonucu elde ederiz.
Sonu¢ 4.27. 0 < f < 1 sabit bir reel say1 ve 0 < p < oo olsun.

x = (x,) dizisi B. dereceden kuvvetli (V,x)(A%) toplanabilir ise f.dereceden (AY) —

istatistiksel yakinsaktir. Yani w? (A9 < sk (A%) dir.
D N
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5. SONUC VE ONERILER:

5.1. Sonuglar

P. Baliarsingh (2013) tarafindan gelistirilen kesirli fark operatorii kompleks
terimli dizilerin 5. dereceden istatistiksel yakinsakligi x = (x;) € w ve a uygun kesir

olmak {izere her € > 0 i¢in

1
lim - {k <n:|A%(x;) — €| =€} =0
n—oo

seklinde tanimlandi. Bu tez ¢alismasinda bu tanimdan yaralanarak kompleks terimli
kesirli fark dizilerinin . dereceden istatistiksel yakinsakligi x = (x,) Ew,0< <1

ve a uygun kesir olmak {izere her € > 0 i¢in
1
lim—|{k <n:|A%(x;,) — €| =€} =0
n—oo nﬂ

seklinde tanimlandi. Burada a ve [ nmn durumlarma gore kapsama bagintilarini
incelendi. Kesirli fark opretorii yardimiyla tanimlanan dizilerin istatistiksel yakinsakligi
ile Cesaro toplanabilmesi arasindaki bagintilar ele alindi.

Colak (2011) tarafindan verilen (. dereceden - istatistiksel yakinsaklik tanimi
kullanilarak kompleks terimli kesirli fark dizilerinin f. dereceden istatistiksel

yakmsakligi x = (x,) €Ew,0 < f <1 ve a uygun kesri olmak iizere her >0 i¢in

1
Tgiggojl{k € In: A% — ] =2 e} =0 (5.1)
n

seklinde tanimlandi. Tanimlanan istatistiksel yakinsaklik ile kuvvetli (V,%)(A%)

toplanabilme arasindaki iliski incelendi.

5.2. Oneriler
Kesirli fark operatorii yardimiyla tanimlanan ¢ift indisli dizilerin istatistiksel
yakinsaklig1r incelenebilir. Ayrica kesirli fark dizilerinin farkli yakinsaklik ¢esitleri

arastirilabilir.



33

6. KAYNAKCA

Baliarsingh, P., 2013, Some new difference sequence spaces of fractional order and
their dual spaces, Applied Mathematics and Computation, 219 (18), 9737-9742.

Baliarsingh, P. and Dutta, S., 2015, A unifying approach to the difference operators and
their applications, Boletim da Sociedade Paranaense de Matemdatica, 33 (1), 49-
56.

Baliarsingh, P., 2016, On difference double sequence spaces of fractional order, Indian
J. Math, 58, 287-310.

Baliarsingh, P., and Dutta, S., 2016, On certain paranormed difference sequence spaces
derived from generalized weighted mean. J. Indian Math. Soc (N.S) 83(1-2): 13-
25

Baliarsingh, P., Kadak, U. and Mursaleen, M., 2018, On statistical convergence of
difference sequences of fractional order and related Korovkin type approximation
theorems, Quaestiones Mathematicae, 41 (8), 1117-1133.

Connor, J.,, 1988, The statistical and strong p-Cesaro convergence of
sequences, Analysis, 8 (1-2), 47-64.

Colak, R., 2010, Statistical convergence of order o, Modern Methods via Analysis and
Its Applications, Anamaya Pub., New Delhi, India, 121-129

Colak, R. and Bektas, C. A., 2011, - statistical convergence, of order «, Acta Math.
Sci. Ser. B (Engl. Ed.)., 31(3): 953-959.

Et, M., 2000, On some topolpgical properties of generalized difference sequences
spaces. Int. J. Math. Sci., 24(11), 785-791

Et, M. and Nuray, F., 2001, A™ statistical convergence, Indian J. Pure Appl. Math.,
32(6), 961-969

Et, M. and Colak, R., 1995, On some generalized difference sequence spaces, Soochow
J. Math, 21 (4), 376-387.

Fast, H., 1951, Sur la convergence statistique. In Colloquium Mathematicae, Vol. 2, No.
3-4, 241-244,

Fridy, J., 1985, On statistical convergence. Analysis, 5: 301-313

Fridy, J. and Orhan C., 1993, Lacunary statistical convergence. Pacific J Math, 160:
43-51

Furkan, H., 2017, On some - differrence sequence spaces of fractional order. Journal of
Mathematical Egyptian Mathematical Society. 25,37-42



34

Jain, P.K. and Ahmad, K., 1993, Metric Spaces, Narosa Publishing Hause, New Dehli,
INDIA.

Kizmaz, H., 1981, On certain sequence spaces. Mathematica Slovaca. 24(2), 169- 176

Kreyszig, E., 1978, Introductory Functional Analysis with Application, john Wiley and
Sons, New York.

Leindler, L., 1965, Uber die de la Vallee-Pousinsche Summierbarkeit allgemeiner
Orthogonalreihen. Acta Math. Acad. Sci Hungar., 16:375-387

Kadak, U. and Baliarsingh, P., 2015, On certain Euler difference sequence spaces of
fractional order and related dual properties. J. Nonlinear Sci. Appl. 8 (6), 997-
1004

Maddox, I. J., 1970, Elements of Fuctional Analysis, Cambirdge University Press,
Cambridge, Second Etition

Malkowsky, E. and S. D., 1997, Parashar, Matrix transformation in space of bounded
and convergent defference sequence of order m, Analysis, 17 : 87-97.

Mursaleen, M., 2000, - statistical convergence. Mathematica Slovaca 50: 111-115
Moricz, F., 2003, Statistical convergence of multiple sequences. Arch Math., 81: 82-89

Niven, I. and Zuckerman, H. S., 1980, The Theory of Numbers, 4-th Ed., New York,
John Wiley and Sons.

Nuray, F., 2010, »-strongly summable and - statistically convergent functions, Iran. J.
Sci. Technol. Trans. A Sci., 34(4), 335-338

Rath, D. and Tripathy, B. C., 1994, On statistically convergent and statistically Cauchy
sequences, Indian Journal of Pure and Applied Mathematics, 25, 381-381

Salat, T., 1980, On statistically convergent sequences of real numbers, Mathematica
Slovaca, 30 (2), 139-150.

Savas, E., 2000, Strong almost convergence and almost A-statistical convergence,
Hokkaido Mathematical Journal, 29 (3), 531-536.

Schoenberg 1 J., 1959 The integrability of certain functions and related summability
methods. Amer Math Monthly, 66; 361-375

Steinhaus, H., 1951, Sur la convergence ordinaire et la convergence asymptotique,
In Collog. Math2, No. 1, 73-74.



35

OZGECMIS

KIiSISEL BILGILER

Adi Soyadi : Eren GULER

Uyrugu . T.C

Dogum Yeri ve Tarihi : Mus-01.04.1984

Telefon : 536 890 8454

Faks :

e-mail :ist_mat@hotmail.com

EGITIM

Derece Ady, ilce, i1 Bitirme Yih
Lise :  Bursa Cumhuriyet Anadolu Lisesi, Bursa 2002
Universite . Istanbul Universitesi 2009
Yiiksek Lisans : Mus Alparslan Universitesi

Doktora

IS DENEYIMLERI

Yil Kurum Gorevi

2012-2019 Mus Valiligi SYDV Sosyal Yardim ve Inceleme Gorevlisi



Kontrol Edilecek Hususlar Evet | Hayir
Sayfa yapis1 uygun mu? —
Sekil ve ¢izelge baslik ve igerikleri uygun mu? =
Denklem yazimlari uygun mu? =
I kapak, onay sayfasi, tez bildirimi, Gzet, abstract, Onsoz
ve/veya tesekkiir uygun yazildi mi1? L=
Tez yazimi; Giris, Kaynak Arastirmasi, Materyal ve Yéntem (veya

Teorik Esaslar), Arastirma Bulgulari ve Tartisma, Sonuclar ve Oneriler (=
siralamasinda midir?

Kaynaklar soyad: sirasina gore verildi mi? =
Kaynaklarda verilen her bir yayina tez icerisinde atifta bulunuldu mu? C=
Kaynaklar agiklanan yazim kuralina uygun olarak yazildi m1? L~
Tez igerisinde kullanilan sekil ve ¢izelgelerde kullanilan ifadeler
Tiirkge’ye ¢evrilmis mi? (Latince ve Ozel kelimeler harictir) L~
Tezin igindekiler kismu, tez igerisinde verilen basliklara uygun
hazirlanmig mi? -
"Tez Onerisi Formunun (FBE Form 22) ilk sayfas1 ile birlikte materyal

ve yontem kisimlarini igeren sayfalarin fotokopisini tezinizin icindekiler | | —
sayfasindan énce telli zimbali formda koydunuz mu?

Yukaridaki verilen cevaplarin dogrulugunu kabul ediyorum.

Unvani Adi SOYADI Imza

Ogrenci : _.éj\&\ - C/;j.l_zﬁ“ ......

Damisman : DOC,}ﬂ//ﬁfu W@/C)(M@/ W

Tez tesliminde enstiti web sayfasi veri tabaminda yayinlanmasma izin
veriyorum /vermiyorum.

Fen Bilimleri Enstitiisii Onay1
Bu tez MSU Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarina uygundur.

Onaylayan Adi1 SOYADI Tarih Imza

*Seminer, Yiiksek Lisans ve doktora tezleri FBE tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanmalidir.
Tezler FBE’ne teslim edilmeden once yukandaki kontrol listesi 6grenci ve danigman tarafindan
imzalanmalidir. Bu sayfa tez teslimi esnasinda en tist sayfa olarak verilmelidir.

*Tez ilk savunmaya sunulacaginda spiral cilt veya clip dosya formunda FBE teslim edilmelidir.




