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1. GĠRĠġ 

 

İstatistiksel yakınsaklık kavramı ilk kez Steinhaus (1949) tarafından 1949 

yılında bir konferansta verilmiştir. Daha sonra Fast (1951) tarafından ele alınan ve 

yoğunluk kavramına dayanan istatistiksel yakınsaklık kavramı ile ilgili pek çok alanda 

çalışmalar yapıldı. İstatistiksel yakınsak, istatistiksel Cauchy ve Cesàro toplanabilme 

kavramları arasındaki ilişki Schoenberg (1959), Salàt (1980), Connor (1988),  Fridy 

(1985), Fridy ve Orhan (1993), Rath ve Tripathy (1994), Nuray (2010), Savaş (2000) 

tarafından ve daha pek çok matematikçi tarafından çalışılmıştır. 

⋋−istatistiksel yakınsaklık kavramı Mursaleen (2000) tarafından tanımlandı. 

Fark dizi uzayı kavramı ilk olarak Kızmaz (1981) tarafından ortaya atıldı. Daha 

sonra Et ve Çolak (1995) tarafından genelleştirildi. 

Baliarsingh (2013) tarafından kesirli fark operatörünü tanımlandı. Kesirli fark 

operatörünü kullanarak Baliarsingh ve Dutta (2015, 2016) yeni dizi uzayları 

tanımladılar ve bu uzayların duallerini hesapladılar. Daha sonra kesirli fark operatörleri 

Baliarsingh (2016), Kadak ve Baliarsingh (2015), Furkan (2017), Baliarsingh ve Kadak   

(2018) tarafından çalışıldı. 

Beş bölümde oluşan tezimizin birinci bölümü giriş bölümü olarak 

düzenlenmiştir. İkinci bölümde literatürde var olan kaynaklar araştırılmış ve 

çalışmalardan bahsedilmiştir.  

Üçüncü bölümünde, matematik alanında önemli ve bu çalışma için gerekli olan 

temel tanım, teorem, özellikleri ve kesirli mertebeden fark dizilerinin istatistiksel 

yakınsaklığı  yer verilmiştir. 

Dördüncü bölümde ise kesirli mertebeden fark dizilerinin 𝛽. dereceden 

istatistiksel yakınsaklığı ve 𝛽. dereceden ⋋-istatistiksel yakınsaklığı ile ilgili tanım, 

teorem, özellikler ve detaylı bir şekilde ele alınarak incelenmiştir. 

Beşinci bölüm olan son bölümde ise elde edilen sonuçlar özetlenmiş ve ilerideki 

çalışmalara kaynak teşkil edebilecek öneriler verilmiştir. 
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2.KAYNAK ARAġTIRMASI 

 

 Doğal yoğunluk kavramı doğal sayılarda düşünülmüş ve  Niven ve ark.  (1980) 

tarafından 

 

𝛿 𝑇 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑇 𝑛 

𝑛
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1

𝑛
 {𝑘 ≤ 𝑛 ; 𝑘 ∈ 𝑇}  (2.1) 

 

şeklinde tanımlandı. 

D oğal yoğunluk kavramına bağlı olarak istatistiksel yakınsaklık kavramı Fridy 

(1985) tarafından için 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisinin istatistiksel yakınsaklığı ∀ 𝜀 > 0 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
 {𝑘 ≤ 𝑛 ;  𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} = 0 (2.2) 

 

şeklinde tanımlandı. 

Connor (1988) tarafından Ces{ro toplanabilme ile istatistiksel yakınsaklık 

arasındaki ilişki incelendi. 

            Leindler (1965) tarafından De la Vallĕe-Poussin ortalamasını, 𝐼𝑛 = [𝑛 −⋋𝑛+

1, 𝑛]  olmak üzere 

 

𝑡𝑛 𝑥 =
1

⋋𝑛
 𝑥𝑘

𝑘∈𝑙𝑛

 (2.3) 

 

şeklinde tanımlandı. Buna bağlı olarak ⋋-istatistiksel yakınsaklık kavramı Mursaleen 

(2000) tarafından, 

∀ 𝜀 > 0 için 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi 

                      

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

⋋𝑛

  𝑘 ≤ 𝑛 ∶  𝑥𝑘 − 𝛾 ≥ 𝜀  = 0 (2.4) 

          

şeklinde tanımlandı. 

           Dereceli istatistiksel yakınsaklık kavramı ilk olarak Çolak (2010) tarafından 

çalışılmış ve 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisinin α. dereceden istatistiksel yakınsaklığı, 
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∀ 𝜀 > 0 için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
  𝑘 ≤ 𝑛 ∶  𝑥𝑘 − 𝛾 ≥ 𝜀  = 0  (2.5) 

 

şeklinde tanımlandı. 

           α. dereceden ⋋-istatistiksel yakınsaklık kavramı Çolak ve Bektaş  2011) 

tarafından çalışıldı. α. dereceden ⋋-istatistiksel yakınsaklık 0 < α ≤ 1 için 

   

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

 ⋋𝑛
𝛼   𝑘 ≤ 𝑛 ∶  𝑥𝑘 − 𝛾 ≥ 𝜀  = 0 (2.6) 

                         

şeklinde tanımladı. 

Fark dizileri ilk olarak Kızmaz (1981) tarafından ∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1 şeklinde 

tanımlandı. 𝑙∞ ∆ , 𝑐 ∆  ve 𝑐0 ∆  dizi uzayları ve bu uzayların dualleri ve matris 

dönüşümleri çalışıldı. 

Daha sonra Et ve Çolak (1995) fark dizisi kavramını genelleştirdi. Et ve Çolak 

genelleştirilmiş fark operatörünü, 

 

∆𝑠𝑥𝑖 = ∆ ∆𝑠−1𝑥𝑖 − ∆𝑠−1𝑥𝑖+1  (2.7) 

 

şeklinde tanımladı.  𝑙∞ ∆𝑠 , 𝑐 ∆𝑠  ve 𝑐0 ∆𝑠  uzaylarını, bu uzayların duallerini ve 

matris dönüşümlerini çalıştılar. 

Kesirli fark operatörü ise Baliarsing (2013) tarafından, 

 

∆𝛼𝑥𝑖 =   −1 𝑘
Γ α + 1 

𝑘! Γ α − 𝑘 + 1 

∞

𝑘=0

𝑥𝑖+𝑘   (2.8) 

 

şeklinde tanımlandı. 𝑙∞ ∆𝛼 , 𝑐 ∆𝛼  ve 𝑐0 ∆𝛼  uzayları tanımlanıp bu uzayların dualleri 

incelendi. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

3.1. Temel Tanım ve Teoremler 

 

Tanım 3.1.  𝑋 ≠ ∅ ve S reel veya kompleks sayılar cismi olsun. 

                                         + ∶ 𝑋 × 𝑋 → 𝑋  ve . : 𝑆 × 𝑋 → 𝑋 

fonksiyonları aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa 𝑋 cümlesine S cismi üzerinde bir vektör 

uzayı ( lineer uzay ) adı verilir. 

∀ 𝑥, 𝑦 𝑣𝑒 𝑧 ∈ 𝑋 ve  ∀ ⋋ , µ ∈S için 

L1.  𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 

L2.   𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑥 +  𝑦 + 𝑧  

L3.  𝑥 + 0 = 𝑥 olacak şekilde 0 ∈ 𝑋 vardır. 

L4.  ∀𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 +  −𝑥 = 0 olacak şekilde  −𝑥 ∈ 𝑋 vardır. 

L5.  1. 𝑥 = 𝑥 

L6.  ⋋  𝑥 + 𝑦 =⋋ 𝑥 +⋋ 𝑦 

L7.   ⋋ +𝜇 𝑥 =⋋ 𝑥 + 𝜇𝑥 

L8.  ⋋  𝜇𝑥 =  ⋋ 𝜇 𝑥 (Maddox , 1970) 

Tanım 3.2.  K bir cisim, X; K cismi üzerinde bir vektör uzayı ve V; X üzerinde reel 

değerli  

V: 𝑋 → 𝐼𝑅  

fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa V fonksiyonuna X üzerinde bir norm (𝑋 , V) 

ikilisine K cismi üzerinde normlu uzay denir. 

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve ∀ 𝛼𝜖𝐾  için; 

N1. V(𝑥) ≥ 0  (𝑥 ∈ 𝑋) 

N2.  V(𝑥) = 0    ⇔ 𝑥 = 0 (𝑥 ∈ 𝑋) 

N3.  V(α𝑥) =  α V(𝑥) α ∈ K 

N4.  V(𝑥 + 𝑦) ≤ V(𝑥) + V(𝑦) (Jain, 1993) 

Bu çalışma boyunca V normu yerine  .   ve (𝑋 , V) normlu uzay ifadesi yerine 

(𝑋,  .  ) ifadesini kullanacağız. 

Tanım 3.3.   ( 𝑋 ,   .  ) bir normlu uzay olsun, X in elemanlarının bir  𝑥𝑛  dizisine 

𝜀 > 0 için pozitif N tamsayısı vardır öyle ki her 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁 için  𝑥𝑚 − 𝑥𝑛 < 𝜀 oluyorsa 

bir Cauchy dizisi denir. Diğer bir ifadeyle  𝑥𝑛  bir Cauchy dizisidir ⇔ 𝑛 → ∞ iken 

 𝑥𝑚 − 𝑥𝑛 → 0 dır. (Jain, 1993) 
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Tanım 3.4.   ( 𝑋 ,   .  ) bir normlu uzay olsun, X in elemanlarının bir  𝑥𝑛  dizisine eğer 

𝜀 > 0 için pozitif N tamsayısı vardır öyleki her 𝑛 ≥ 𝑁 için  𝑥𝑛 − 𝑥 < 𝜀 oluyorsa  𝑥𝑛  

dizisi yakınsaktır denir. Diğer bir ifadeyle  𝑥𝑛  dizisi 𝑥 ∈ 𝑋‟e yakınsaktır ⇔ 𝑛 → ∞ 

iken  𝑥𝑛 − 𝑥 → 0 dır. (Jain, 1993) 

Teorem 3.5.   Bir 𝑋 Banach uzayının bir 𝑍 alt uzayının tam olması için gerek ve yeter 

şart; 𝑍 uzayının 𝑋 uzayında kapalı olmasıdır. (Kreyszig, 1978) 

Tanım 3.6.  Bir normlu uzaydaki her Cauchy dizisi yakınsak ise bu normlu uzaya 

Banach uzayı denir.  (Kreyszig, 1978) 

Tanım 3.7.  𝑋 ≠ ∅  ve 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → 𝑅 fonksiyonu, aşağıdaki şartları sağlıyorsa 𝑑 ye 𝑋 de 

metrik veya uzaklık fonksiyonu  𝑋, 𝑑  çiftine ise metrik uzay denir. 

i.     ∀ 𝑥. 𝑦 ∈ 𝑋 için, 𝑑 𝑥, 𝑦 = 0 ⇔  𝑥 = 𝑦 

ii.   ∀ 𝑥. 𝑦 ∈ 𝑋 için  𝑑 𝑥, 𝑦 = 𝑑 𝑦, 𝑥  

iii.  ∀ 𝑥. 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑 𝑥, 𝑧 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑦 + 𝑑 𝑦, 𝑧  

Tanım 3.8.    𝑋, 𝑑  bir metrik uzay ve  𝑥𝑛 , 𝑋 de bir dizi olsun. 

lim
𝑛→∞

𝑑 𝑥𝑛 , 𝑥 = 0 

olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa  (𝑥𝑛  ),  𝑋 de yakınsak ve 𝑥 de dizinin limiti denir.  𝑥𝑛 , 𝑋 

de yakınsak ve limiti 𝑥 ise bu, 

lim𝑛 𝑥𝑛 = 𝑥   veya  𝑛 → ∞ için  𝑥𝑛 → 𝑥 

sembollerinden biri ile ifade edilir. (𝑥𝑛 ) yakınsak değilse ıraksaktır. 

Teorem 3.9.   𝑋, 𝑑   bir metrik uzay, 𝑀 ⊂ 𝑋ve 𝑀 , 𝑀‟nin kapanışını göstersin. Bu 

durumda 𝑥 ∈ 𝑀  olması için gerek ve yeter şart 𝑥𝑛 → 𝑥 olacak şekilde  𝑀‟de bir (𝑥𝑛) 

dizisinin mevcut olmasıdır. (Kreyszig, 1978) 

Tanım  3.10.    𝑋, 𝑑  bir metrik uzay ve (𝑥𝑛 ), 𝑋 de bir dizi olsun. 

∀𝜀 > 0 için 𝑚, 𝑛 > 𝑛0 olduğunda  

𝑑 𝑥𝑚 , 𝑥𝑛 < 𝜀 

olacak şekilde bir 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) sayısı varsa   (𝑥𝑛  ) dizisine bir Cauchy dizisi denir.(Jain  

ve Ahmad, 1993) 

Bu çalışmada kompleks terimli tüm  𝑥 =  𝑥𝑖     (𝑖 = 1, 2, 3, .  .  . )   dizilerinin 

cümlesini  w ile göstereceğiz. 

𝑤; 𝑥 =  𝑥𝑖 , 𝑦 =  𝑦𝑖  ve 𝛼 bir skaler olmak üzere, 

𝑥 + 𝑦 =  𝑥𝑖 + 𝑦𝑖  ve 𝛼𝑥 = 𝛼 𝑥𝑖  

şeklinde tanımlanan işlemler ile bir lineer uzaydır. 

Bu çalışmada sık sık kullanacağımız, 
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𝑙∞ = {𝑥 = (𝑥𝑖); 𝑠𝑢𝑝𝑖𝑥𝑖 < ∞} 

sınırlı diziler uzayı, 

      𝑐 = {𝑥 = (𝑥𝑖); lim
𝑖

𝑥𝑖  mevcut} 

yakınsak diziler uzayı ve 

𝑐0 = {𝑥 = (𝑥𝑖); lim
𝑖

𝑥𝑖 = 0} 

sıfır diziler uzayı, 

 𝑥 = sup𝑖 𝑥𝑖  

normu ile birer Banach uzayıdır. (Maddox, 1970) 

Fark dizileri ilk olarak Kızmaz (1981) tarafından çalışılmıştır. 

𝑙∞  sınırlı dizi uzayı, 𝑐  yakınsak dizi uzayı, 𝑐0 sıfıra yakınsak dizi uzayı ve  ∆𝑥𝑖 =

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1 olmak üzere, 

                                                 𝑙∞ ∆ = {𝑥 = (𝑥𝑖); ∆𝑥 ∈ 𝑙∞} 

                                                 𝑐 ∆  = {𝑥 =  𝑥𝑖 ;  ∆𝑥 ∈ 𝑐} 

                                                 𝑐0 ∆ = {𝑥 =  𝑥𝑖 ; ∆𝑥 ∈ 𝑐0} 

uzayları Kızmaz (1981) tarafından tanımlanmıştır. 

Tanım 3.11.   𝑠 ∈ 𝑁, 𝑥 =  𝑥𝑖   reel ve kompleks terimli herhangi bir dizi, 

∆0𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 , ∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1, ∆𝑠𝑥𝑖 = ∆ ∆𝑠−1𝑥𝑖 , ve ∆𝑠𝑥 =  ∆𝑠𝑥𝑖   olmak üzere            

         i.     ∆𝑠 𝑙∞ = {𝑥 = (𝑥𝑖);  ∆𝑠𝑥 =  ∆𝑠𝑥𝑖 ∈ 𝑙∞} 

         ii.   ∆𝑠 𝑐 = {𝑥 = (𝑥𝑖);  ∆𝑠𝑥 =  ∆𝑠𝑥𝑖 ∈ 𝑐}  

         iii.  ∆𝑠 𝑐0 = {𝑥 = (𝑥𝑖);  ∆𝑠𝑥 =  ∆𝑠𝑥𝑖 ∈ 𝑐0} 

uzaylarını tanımlayalım ve s herhangi pozitif tamsayı olmak üzere, 

∆𝑠𝑥𝑖 =   −1 𝑟
𝑠

𝑟=0
 
𝑠

𝑟
 𝑥𝑖+𝑟  

dir.  ∆𝑠 𝑙∞ , ∆𝑠 𝑐  ve ∆𝑠 𝑐0    dizi uzayları aşikar olarak birer lineer uzaydır. (Et, 1995) 

Teorem 3.12.   ∆𝑠 𝑙∞ , ∆𝑠 𝑐  ve ∆𝑠 𝑐0   dizi uzayları, 

 𝑥 ∆ =   𝑥𝑘  
𝑠

𝑘=0
+  ∆𝑠𝑥 ∞  

normu ile birer normlu uzaydır. (Et, 1995) 

Teorem 3.13.   ∆𝑠 𝑙∞ ,  .  ∆  bir Banach uzayıdır. 

Teorem 3.14.   ∆𝑠 𝑐 ,  .  ∆   bir Banach uzayıdır. 

Teorem 3.15.   ∆𝑠 𝑐0 ,  .  ∆   bir Banach uzayıdır. 

Tanım 3.16.  𝛼 ∈ 𝑅 ve =0, 1, 2, . . . için, 

                                              𝛼
𝑛
 =

 𝛼 . 𝛼−1 . 𝛼−2 ... 𝛼−𝑛+1 

𝑛!
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şeklinde tanımlanan sayılara binom katsayıları denir. 

 Eğer 𝑎 ve 𝑏 birer doğal sayı ise, 

𝑏 ≤ 𝑎 

 
𝑎

𝑏
 =

𝑎!

 𝑎 − 𝑏 ! 𝑏!
 

ve   𝑏 > 𝑎 

 
𝑎

𝑏
 = 0 

 

3.2.   Ġstatistiksel Yakınsaklık 

 

Bu bölümde istatistiksel yakınsaklık, Cesàro yakınsaklık ve özellikleri 

incelenecektir. 

𝑇 ⊂ 𝑁 kümesi alındığında, 𝑇 kümesinin eleman sayısı  𝑇  şeklinde gösterilir ve 

𝑇 𝑛 =  {𝑘 ≤ 𝑛; 𝑘 ∈ 𝑇}  

dir. Buna göre T kümesinin sırasıyla alt ve üst asimptotik yoğunluğu; 

𝛿 𝑇 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓
𝑇 𝑛 

𝑛
, 𝛿  𝑇 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑠𝑢𝑝

𝑇 𝑛 

𝑛
 

olarak verilir.  
𝑇 𝑛 

𝑛
 dizisinin limitinin var olması durumunda , bu limite T  kümesinin 

doğal yoğunluğu denir ve 𝛿 𝑇  ile gösterilir. Yani, 

𝛿 𝑇 = 𝛿  𝑇 = 𝛿 𝑇  

eşitliğinin sağlanması halinde  𝑇 ⊂ 𝑁 kümesinin doğal yoğunluğu; 

𝛿 𝑇 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑇 𝑛 

𝑛
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1

𝑛
 {𝑘 ≤ 𝑛 ; 𝑘 ∈ 𝑇}  

dir.(Niven vd., 1980) 

T indeks kümesini 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3 . ..   artan dizi için düzenlersek,  

𝛿 𝑇 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓
𝑇 𝑛 

𝑛
, 𝛿  𝑇 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑠𝑢𝑝

𝑇 𝑛 

𝑛
 

dir ve  𝛿 𝑇 = 𝛿 𝑡𝑛   ve  𝛿  𝑇 = 𝛿  𝑡𝑛  olduğu görülür. Burada alınan 𝑥𝑡𝑛
 dizisi 

𝑛 = 1,2,3, … için reel sayıların sonsuz dizisidir.  

Tanım 3.17.   𝑥 =  𝑥𝑘  kompleks sayıların bir dizisi olsun. Eğer her ε > 0 için  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
 {𝑘 ≤ 𝑛 ;  𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} = 0 

yani h.h.k ( hemen her k ) için  𝑥𝑘 − ℓ < 𝜀 ise 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi ℓ sayısına istatistiksel 

yakınsaktır denir. 
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İstatistiksel yakınsak dizilerin uzayı 𝑆  ile gösterilir. ℓ = 0 olması halinde 𝑆0 

yani sıfıra istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı elde edilir. 

𝑥 =  𝑥𝑘  dizisinin ℓ „ye istatistiksel yakınsak olması halinde 𝑆 − lim𝑘 𝑥𝑘 = ℓ 

veya 𝑥𝑘 → ℓ 𝑆  ile gösterilir. (Fridy, 1985) 

Yakınsak her dizi açıkça görüleceği gibi istatistiksel yakınsaktır. Bunu 

göstermek için  𝑥𝑘 → 𝑥 alalım. Bu durumda her  𝜀 > 0 için 𝑘 > 𝑘0 iken  𝑥𝑘 − 𝑥 <

𝜀 olacak şekilde bir 𝑘0 ∈ 𝑁 vardır. Demek ki ancak  𝑘 ≤ 𝑘0 için  𝑥𝑘 − 𝑥 ≥ ε olur. 

Halbuki  

                                    𝑙𝑖𝑚𝑛→∞
1

𝑛
 {𝑘 ≤ 𝑛 ;  𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞

1

𝑛
𝑘0 = 0 

dir. 

            Fakat bunun tersi doğru değildir. Bunun için 𝑛 = 1,2,3 … olmak üzere 

                                      𝑥𝑘 =  
 1       ,              𝑘 = 𝑛2

             0       ,             𝑘 ≠ 𝑛2            
 𝑛 = 1,2,3, …   

şeklinde tanımlanan 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisini göz önüne alalım. Her 𝜀 > 0 için  

                                         {𝑘 ≤ 𝑛 ;  𝑥𝑘  ≥ 𝜀} ≤  {𝑘 ≤ 𝑛 ;  𝑥𝑘  ≠ 𝜀} ≤  𝑛 

olduğundan, 

                                    𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
 {𝑘 ≤ 𝑛 ; 𝑥𝑘 ≠ 0} ≤ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

 𝑛

𝑛
 = 0                                    

elde edilir. Bu 𝑆 − 𝑙𝑖𝑚𝑘 𝑥 = 0 olması demektir.  

Tanım 3.18.   𝑥 =  𝑥𝑘  kompleks sayıların bir dizisi olsun, Eğer her 𝜀 > 0 için  

                                                   𝑙𝑖𝑚𝑛→∞
1

𝑛
 {𝑘 ≤ 𝑛 ;  𝑥𝑘 − 𝑥𝑁 ≥ 𝜀} = 0 

yani h. h. k için  𝑥𝑘 − 𝑥𝑁 < 𝜀  olacak şekilde bir 𝑁 = 𝑁 𝜀  doğal sayısı varsa 𝑥 =  𝑥𝑘  

dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir. 

Tanım 3.19.   𝑥 =  𝑥𝑘  kompleks sayıların bir dizisi olsun. Eğer 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

𝑛
 𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1
= ℓ 

olacak şekilde bir ℓ sayısı varsa 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi ℓ sayısına Cesàro yakınsaktır denir. 

 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi ℓ sayısına Cesàro yakınsak ise  𝐶, 1 − lim𝑥 = ℓ veya 𝑥𝑘 → ℓ  𝐶, 1   

şeklinde yazılır. Cesàro yakınsak dizilerin uzayı 

 𝐶, 1 = { 𝑥 =  𝑥𝑘  ; 𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

𝑛
  𝑥𝑘 − ℓ = 0 𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 ℓ 𝑖ç𝑖𝑛 }

𝑛

𝑘=1
 

ile gösterilir. 

Teorem 3.20.  𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi ℓ sayısına yakınsak ise 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi ℓ sayısına Cesàro 

yakınsaktır.  
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Teoremin tersi doğru değildir. Gerçekten   𝑥𝑛 =  1 +  −1 𝑛  dizisi Cesàro 

yakınsaktır, fakat yakınsak değildir. 

Teorem 3.21.  𝑝 ∈ 𝑅  , 0 < 𝑝 < ∞ ve   𝑥 =  𝑥𝑘 ∈ 𝑤  kompleks terimli bir dizi olsun. 

(w kompleks terimli dizi uzayları) 

         i.     𝑥𝑘 → ℓ 𝑤𝑝   𝑖𝑠𝑒    𝑥𝑘 → ℓ 𝑆 ′dir. 

         ii.    𝑥 ∈ 𝑙∞  ve    𝑥𝑘 → ℓ 𝑆  ise    𝑥𝑘 → ℓ 𝑤𝑝 
′
dir.    

Ġspat 𝐢.  𝑥 ∈ 𝑤 ve 𝜀 > 0 olsun. Buna göre,                                         

  𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 =   𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 +   𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 ≥ 𝜀𝑝  {𝑘 ≤ 𝑛 ;  𝑥𝑘 − 𝑥𝑁 ≥ 𝜀} 

1≤𝑘≤𝑛
 𝑥𝑘−ℓ ≥𝜀

1≤𝑘≤𝑛
 𝑥𝑘−ℓ ≤𝜀

𝑛

𝑘=1
 

elde edilir. Bu  𝑆 − 𝑙𝑖𝑚𝑘 𝑥𝑘 = ℓ‟dir. 

         ii. Sınırlı bir 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi ℓ sayısına istatistiksel yakınsak olsun ve 𝐾 =

 𝑥 ∞ + 𝑀  diyelim,    𝜀 ≥ 0verilsin.  ∀ 𝑛 ≥ 𝑁𝜀  için 𝑁𝜀 ′u   

                                   
1

𝑛
{𝑘 ≤ 𝑛 ;   𝑥𝑘 − ℓ ≥  

𝜀

2
 

1

𝑝
} <

𝜀

2𝐾𝑝  

olacak şekilde seçelim ve 

                                 𝐿𝑛 = {𝑘 ≤ 𝑛 ;   𝑥𝑘 − ℓ ≥  
𝜀

2
 

1

𝑝
} 

diyelim. Bu taktirde 𝑛 ≥ 𝑁𝜀  için               

1

𝑛
  𝑥𝑘 − ℓ 𝑝

𝑛

𝑘=1
=

1

𝑛
    𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 +

𝑘∈𝐿𝑛

  𝑥𝑘 − ℓ 𝑝
𝑘∉𝐿𝑛

 <
1

𝑛
 

𝑛𝜀

2𝐾𝑝
𝐾𝑝 + 𝑛

𝜀

2
 

≤  
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 

 

elde edilir. Burada 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi ℓ sayısına kuvvetli 𝑝 −Cesàro yakınsaktır. 

Tanım 3.22.  ⋋=  ⋋𝑛  pozitif sayıların azalmayan , sonsuza giden ve ⋋𝑛+1≤⋋𝑛+

1,  ⋋1= 1 şartına sahip bir dizi olsun. Bu şekilde tanımlanan tüm ⋋=  ⋋𝑛  dizilerinin 

kümesi Λ ile gösterilecektir. 

K ⊂ N olsun. K‟nın  ⋋ −yoğunluğu, 𝐼𝑛 =  𝑛 −⋋𝑛+ 1, 𝑛  olmak üzere 

𝛿⋋ 𝐾 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

⋋𝑛

  𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 𝑘 ∈ 𝐾   

olarak tanımlanır. 𝛿⋋ 𝐾  ,  ⋋𝑛=n  durumunda 𝛿 𝐾  doğal yoğunluğuna indirgenir.  

(Mursaleen, 2000) 

Leindler (1965) tarafından genelleştirilmiş De la Vallĕe-Poussin ortalaması, 

𝐼𝑛 = [𝑛 −⋋𝑛+ 1, 𝑛]  olmak üzere, 
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𝑡𝑛 𝑥 =
1

⋋𝑛
 𝑥𝑘

𝑘∈𝑙𝑛

 

şeklinde tanımlanmıştır. 

Bir 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi, 𝑛 → ∞ iken 𝑡𝑛 𝑥 → ℓ ise ℓ sayısına  𝑉,⋋ − 

toplanabilirdir denir. Her n∈ 𝑁 için   ⋋𝑛=n ise  𝑉,⋋ − toplanabilirlik  𝐶, 1 − 

toplanabilirliğe indirgenir. Sırasıyla ℓ ye kuvvetli Cesàro toplanabilir ve kuvvetli 

 𝑉,⋋ − toplanabilir, yani 𝑥𝑘 → ℓ[𝐶, 1] ve 𝑥𝑘 → ℓ[𝑉,⋋] olan 𝑥 =  𝑥𝑘  dizilerinin 

kümesi için 

 𝐶, 1 = {𝑥 =  𝑥𝑘 ∶  𝑙𝑖𝑚𝑛→∞
1

𝑛
  𝑥𝑘 − ℓ = 0,   𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 ℓ 𝑖ç𝑖𝑛}𝑛

𝑘=1                   

 𝑉,⋋ = {𝑥 =  𝑥𝑘 ∶  𝑙𝑖𝑚𝑛→∞
1

⋋𝑛
  𝑥𝑘 − ℓ = 0,   𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 ℓ 𝑖ç𝑖𝑛𝑘∈𝐼𝑛 } 

yazılır. 

Tanım 3.23.  ⋋ −istatistiksel yakınsaklık kavramı Mursaleen (2000) tarafından 

aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır. 

 ∀ 𝜀 > 0 için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

⋋𝑛

  𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶  𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀  = 0 

ise 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi ℓ′ye ⋋ −istatistiksel yakınsaktır denir. Tüm ⋋ − istatistiksel 

yakınsak dizilerin kümesi 𝑆⋋ ile gösterilir.  ⋋𝑛= 𝑛 durumunda 𝑆⋋‟nın 𝑆 denk olduğu 

açıktır.(Mursaleen, 2000) 

Tanım 3.24.  𝑆 ⊂ 𝑁 olmak üzere bir 𝑆 kümesinin 𝛼.  dereceden yoğunluğu, 𝛼 ∈ (0,1] 

olmak üzere 

𝛿𝛼 𝑆 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
  𝑘 ≤ 𝑛 ∶ 𝑘 ∈ 𝑆    

şeklinde tanımlanır.  Burada   𝑘 ≤ 𝑛 ∶ 𝑘 ∈ 𝑆   ifadesi 𝑆 kümesinin 𝑛‟den büyük 

olmayan  elemanlarının sayısını gösterir.(Çolak, 2010) 

Eğer 𝛿 𝑆 = 0 ise 𝑆 kümesine sıfır 𝛼 −yoğunluklu küme denir. 

Tanım 3.25.  𝑥 =  𝑥𝑘  kompleks terimli bir dizi olmak üzere, ∀𝜀 > 0 ve 𝛼 ∈ (0,1] için 

                               𝑙𝑖𝑚𝑛→∞
1

𝑛𝛼
  𝑘 ≤ 𝑛 ∶  𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀  = 0  

olacak şekilde bir ℓ sayısı varsa, 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi ℓ sayısına 𝛼. dereceden istatistiksel 

yakınsaktır denir ve 𝑠𝑡𝛼 − lim𝑥 = ℓ şeklinde gösterilir.(Çolak, 2010) 

            𝛼.  Dereceden istatistiksel yakınsak dizilerin kümesini 𝑆𝛼  ile göstereceğiz. ℓ = 0 

olması halinda bu kümeyi 𝑆0
𝛼  ile göstereceğiz. 
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 𝑥 =  𝑥𝑘 , 𝛼 ya göre sıfır yoğunluklu bir küme hariç diğer bütün 𝑘 lar için bir 

𝑃 𝑘  özelliği sağlıyorsa, o zaman bu dizi 𝛼 ya göre h.h k için 𝑃 özelliğini sağlıyor denir 

ve h. h. k α  şeklinde gösterilir. 

𝑁 nin sonlu her alt kümesinin 𝛼 −yoğunluğu sıfırdır ve 𝛿𝛼 𝐸𝑐 = 1 − 𝛿𝛼 𝐸  

eşitliği 0 < 𝛼 < 1 için genelde doğru değildir. Bu eşitlik sadece 𝛼 = 1 için sağlanır. 

(Mursaleen, 2000) 

Tanım 3.26.  0 < 𝛼 ≤ 1 ve 𝑝 ∈ 𝑅+ olsun. Eğer,  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
  𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 = 0

𝑛

𝑘=1

 

olacak şekilde bir ℓ kompleks sayısı varsa,  𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi 𝛼. dereceden 𝑝 − kuvvetli 

Cesàro yakınsaktır denir. 𝛼. dereceden 𝑝 − kuvvetli Cesàro yakınsak dizilerin kümesi 

[𝐶, 1, 𝑝, 𝛼] ile gösterilir. Yani; 

 𝐶, 1, 𝑝, 𝛼 = {𝑥 =  𝑥𝑘 ∶  𝑙𝑖𝑚𝑛→∞
1

𝑛𝛼
  𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 = 0,   𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 ℓ 𝑖ç𝑖𝑛}𝑛

𝑘=1    

dir. (Mursaleen, 2000) 

Tanım 3.27.  ⋋∈ 𝛬 ve 𝛼 ∈ (0,1] olsun.𝐼𝑛 = [𝑛 −⋋𝑛+ 1, 𝑛] ve  ⋋𝑛
𝛼 , ⋋𝑛  nin 𝛼. kuvveti 

yani , ⋋𝛼=   ⋋𝑛
𝛼 = ( ⋋1

𝛼 ,  ⋋2
𝛼 ,  ⋋3

𝛼 ,  ⋋4
𝛼 , … ,  ⋋𝑛

𝛼 , … ) olmak üzere her 𝜀 > 0 için, 

                           𝑙𝑖𝑚𝑛→∞
1

 ⋋𝑛
𝛼   𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶  𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀  = 0  

ise 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi ℓ′ye 𝛼. dereceden ⋋ −istatistiksel yakınsaktır veya ℓ′ye 𝑠𝑡⋋
𝛼  

yakınsaktır denir.  𝛼. dereceden ⋋ −istatistiksel yakınsak dizilerin kümesini 𝑆
𝛼  ile 

göstereceğiz.( Çolak ve Bektaş, 2011 ) 

           Bu durumda 𝑠𝑡⋋
𝛼 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = ℓ veya 𝑥𝑘 → ℓ 𝑠𝑡⋋

𝛼  yazılır. ⋋𝑛= 𝑛 özel halinde𝑆
𝛼  

ile 𝑆𝛼  uzayları birbirine denk olur. 

Teorem 3.28.  0 < 𝛼 ≤ 1 ve 𝑥 =  𝑥𝑘 , 𝑦 =  𝑦𝑘  birer kompleks sayı dizileri olsunlar. 

         𝐢.    𝑠𝑡⋋
𝛼 − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 𝑥0 ve c ∈ C ise 𝑠𝑡⋋

𝛼 − 𝑙𝑖𝑚𝑐𝑥𝑘 = 𝑐𝑥0, 

         𝐢𝐢.   𝑠𝑡⋋
𝛼 − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 𝑥0 ve 𝑠𝑡⋋

𝛼 − 𝑙𝑖𝑚𝑦𝑘 = 𝑦0 ise 𝑠𝑡⋋
𝛼 − 𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑘 + 𝑦𝑘 = 𝑥0 + 𝑦0 

dır.(Çolak ve Bektaş, 2011) 

Tanım 3.29.  α > 0 ve 𝑝 ∈ 𝑅+ olsun. 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

⋋𝑛
𝛼   𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 = 0

𝑘∈𝐼𝑛

 

olacak şekilde bir ℓ kompleks sayısı varsa,  𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi 𝛼. dereceden 𝑝 − kuvvetli 

 𝑉,⋋  yakınsaktır denir. 𝛼.  dereceden 𝑝 − kuvvetli  𝑉,⋋  yakınsak dizilerin kümesini 

[𝑉,⋋, 𝑝, 𝛼] ile gösterilir. yani; 
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 𝑉,⋋, 𝑝, 𝛼 = {𝑥 =  𝑥𝑘 ∶  𝑙𝑖𝑚𝑛→∞
1

⋋𝑛
𝛼   𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 = 0𝑘∈𝐼𝑛 , en az bir ℓ için}  dir. 

(Çolak ve Bektaş, 2011) 

 

3.3.  Kesirli Fark Operatörü 

 

Г(p) gamma fonksiyonu ve  𝑝 ∉ {0, −1, −2, −3,.   .  . } olmak üzere,  

 

Г 𝑝 =   𝑒−𝑡𝑡𝑝−1𝑑𝑡
∞

0

 (3.1) 

 

fonksiyonuna gamma fonksiyonu denir. 

Eşitlik (3.1)‟den  

    i.     p doğal sayı ise Г 𝑝 + 1 = 𝑝! 

         ii.   p herhangi bir reel sayı ve 𝑝 ∉  0, −1, −2, .  .  .   ise Г 𝑝 + 1 = 𝑝Г 𝑝  

    iii.  Özel olarak Г 1 = Г 2 = 1, Г 3 = 2! , Г 4 = 3! .  .  . ′dir. 

w  reel değerli dizilerin uzayı olsun, 𝛼 bir reel sayı, 𝑥 ∈ 𝑤 için ∆𝛼 , ∆(𝛼), ∆−𝛼  ve ∆(−𝛼) 

fark operatörleri  aşağıdaki gibi tanımlansın. 

 

1.  ∆𝛼𝑥𝑖 =   −1 𝑘
Γ α + 1 

𝑘! Γ α − 𝑘 + 1 

∞

𝑘=0

𝑥𝑖+𝑘  (3.2) 

2.  ∆ 𝛼 𝑥𝑖 =   −1 𝑘
Γ α + 1 

𝑘! Γ α − 𝑘 + 1 

∞

𝑘=0

𝑥𝑖−𝑘   (3.3) 

3.  ∆−𝛼𝑥𝑖 =   −1 𝑘
Γ −α + 1 

𝑘! Γ −α − 𝑘 + 1 

∞

𝑘=0

𝑥𝑖+𝑘  (3.4) 

4.  ∆(−𝛼)𝑥𝑖 =   −1 𝑘
Γ −α + 1 

𝑘! Γ −𝛼 − 𝑘 + 1 

∞

𝑘=0

𝑥𝑖−𝑘  (3.5) 

 

(3.2 − 3.5)‟te tanımlanan toplamların 𝑥𝜖𝑤 için yakınsak olduğu farz edeceğiz. 

Özellikle  𝛼 =
1

2
  için, 

(∆
1

2𝑥𝑖) = 𝑥𝑖 −
1

2
𝑥𝑖+1 −

1

8
𝑥𝑖+2 −

1

16
𝑥𝑖+3 −

5

128
𝑥𝑖+4 − ⋯ 

(∆(
1

2
)𝑥𝑖) = 𝑥𝑖 −

1

2
𝑥𝑖−1 −

1

8
𝑥𝑖−2 −

1

16
𝑥𝑖−3 −

5

128
𝑥𝑖−4 − ⋯ 
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(∆−
1

2𝑥𝑖) = 𝑥𝑖 +
1

2
𝑥𝑖+1 +

3

8
𝑥𝑖+2 +

5

16
𝑥𝑖+3 +

35

128
𝑥𝑖+4 + ⋯ 

(∆(−
1

2
)𝑥𝑖) = 𝑥𝑖 +

1

2
𝑥𝑖−1 +

3

8
𝑥𝑖−2 +

5

16
𝑥𝑖−3 +

35

128
𝑥𝑖−4 − ⋯ 

elde ederiz.( Baliarsingh ve Dutta, 2015) 

∆𝛼 , ∆(𝛼) ,  ∆−𝛼  𝑣𝑒 ∆(−𝛼) operatörleri aşağıdaki üçgensel matrislerle 

gösterilebilir. 

∆𝑛𝑖
𝛼 =  (−1)𝑖−𝑛

Г 𝛼 + 1 

 𝑖 − 𝑛 !  Г 𝛼 + 𝑛 − 𝑖 + 1 
            0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑖

                                      0                                            𝑛 > 𝑖

  

∆ =

































...100

...
!2

)1(
10

...
!3

)2)(1(

!2

)1(
1









 

∆𝑛𝑖
(𝛼)

=  (−1)𝑛−𝑖
Г 𝛼 + 1 

 𝑛 − 𝑖 !  Г 𝛼 + 𝑖 − 𝑛 + 1 
            0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

                                      0                                            𝑖 > 𝑛

  

∆( )=



































...1
!2

)1(

!3

)2)(1(

...01
!2

)1(
...001

...0001








 

∆
𝑛𝑖

−
=  (−1)𝑖−𝑛

Г − + 1 

 𝑖 − 𝑛 !  Г − + 𝑛 − 𝑖 + 1 
            0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑖

                                      0                                            𝑛 > 𝑖

  

∆− =





























...100

...
!2

)1(
10

...
!3

)2)(1(

!2

)1(
1









 

∆
𝑛𝑖

 −  
=  

(−1)𝑛−𝑖
Г − + 1 

 𝑛 − 𝑖 !  Г − − 𝑛 + 𝑖 + 1 
            0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

                                      0                                            𝑖 > 𝑛
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∆(− )=































...1
!2

)1(

!3

)2)(1(

...01
!2

)1(
...001

...0001








 

 

∆ 𝑣𝑒 ∆( ) operatörlerinin genelleştirilmesinde aşağıdaki özel durumların içerildiğini 

gözlemleyebiliriz. 

         i.   𝛼 = 1 ise ∆ operatörü Kızmaz  1981  tarafından tanımlanan (∆𝑥)𝑖  = 

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1 operatörlerine indirgenir. 

         ii.  = m ise ∆𝛼  operatörü Et veya Çolak  1995  tarafından tanımlanan 

(∆𝑥
𝑚 )𝑖=  −1 𝑚 (

𝑚
𝑘

)𝑚
𝑘=0 𝑥𝑖+𝑘  operatörüne indirgenir. 

         iii.  =1 ise ∆( ) operatörü Malkowsky ve Parashar  1997   tarafından 

tanımlanan      (∆𝑥
(1)

)𝑖=𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 operatörüne indirgenir. 

         iv.   = m ise ∆( ) operatörü Malkowsky (1997) ve Et (2000) tarafından çalışılan 

(∆𝑥
(𝑚)

)𝑖=  −1 𝑘(
𝑚
𝑘

)𝑚
𝑘=0 𝑥𝑖−𝑘  operatörüne indirgenir. 

Teorem 3.30.  𝑥 ∈   ∆ , ∆( ), ∆− 𝑣𝑒 ∆(− )  için 𝑥 ∶  𝑤 → 𝑤 operatörleri 𝑝 

üzerinde lineerdir. (Baliarsingh ve Dutta, 2015) 

Ġspat. İspat açıktır. 

Teorem 3.31.     ve β iki reel sayı ise; 

 𝐢.     ∆  o ∆𝛽  = ∆𝛽  o ∆  = ∆ +𝛽  

         𝐢𝐢.   ∆   o ∆ 𝛽  = ∆ 𝛽  o ∆    = ∆  +𝛽  

Ġspat. i.  ,β > 0 için ve Teorem 3.3.1  ile, 

∆  𝑥𝑘 − 𝛽𝑥𝑘+1 +
𝛽 𝛽 − 1 

2!
𝑥𝑘+2 −

𝛽 𝛽 − 1  𝛽 − 2 

3!
𝑥𝑘+3

+
𝛽 𝛽 − 1  𝛽 − 2  𝛽 − 3 

4!
𝑥𝑘+4 − ⋯   
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= 𝑥𝑘 − 𝛼𝑥𝑘+1 +
𝛼 𝛼 − 1 

2!
𝑥𝑘+2 −

𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2 

3!
𝑥𝑘+3

+
𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2  𝛼 − 3 

4!
𝑥𝑘+4 − ⋯ − 𝛽𝑥𝑘+1 + 𝛽𝛼𝑥𝑘+2

+ 𝛽
𝛼 𝛼 − 1 

2!
𝑥𝑘+3 − 𝛽

𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2 

3!
𝑥𝑘+4

+ 𝛽
𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2  𝛼 − 3 

4!
𝑥𝑘+5 + ⋯

+
𝛽 𝛽 − 1 

2!
 𝑥𝑘+2 − 𝛼𝑥𝑘+3 +

𝛼 𝛼 − 1 

2!
𝑥𝑘+4 −

𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2 

3!
𝑥𝑘+5

+
𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2  𝛼 − 3 

4!
𝑥𝑘+6 + ⋯  

−
𝛽 𝛽 − 1  𝛽 − 2 

3!
 𝑥𝑘+3 − 𝛼𝑥𝑘+4 +

𝛼 𝛼 − 1 

2!
𝑥𝑘+5

−
𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2 

3!
𝑥𝑘+6 +

𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2  𝛼 − 3 

4!
𝑥𝑘+7 + ⋯   

= 𝑥𝑘 −  𝛼 + 𝛽 𝑥𝑘+1 +
 𝛼 + 𝛽  𝛼 + 𝛽 − 1 

2!
𝑥𝑘+2

−
 𝛼 + 𝛽  𝛼 + 𝛽 − 1  𝛼 + 𝛽 − 2 

3!
𝑥𝑘+3 + ⋯ 

= ∆ +𝛽𝑥𝑘  

olur. 

∆𝛽𝑜∆𝛼   aynı yolla bulunur. 

 ii.  ∆(𝛼) 𝑜  ∆(𝛽)=  ∆(𝛽) 𝑜 ∆(𝛼)=  ∆(𝛼+𝛽) 

∆(𝛼)  𝑥𝑘 − 𝛽𝑥𝑘−1 +
𝛽 𝛽 − 1 

2!
𝑥𝑘−2 −

𝛽 𝛽 − 1  𝛽 − 2 

3!
𝑥𝑘−3

+
𝛽 𝛽 − 1  𝛽 − 2  𝛽 − 3 

4!
𝑥𝑘−4 − ⋯   



16 
 

 

 

= 𝑥𝑘 − 𝛼𝑥𝑘−1 +
𝛼 𝛼 − 1 

2!
𝑥𝑘−2 −

𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2 

3!
𝑥𝑘−3

+
𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2  𝛼 − 3 

4!
𝑥𝑘−4 − ⋯ − 𝛽𝑥𝑘−1 + 𝛽𝛼𝑥𝑘−2

+ 𝛽
𝛼 𝛼 − 1 

2!
𝑥𝑘−3 − 𝛽

𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2 

3!
𝑥𝑘−4

+ 𝛽
𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2  𝛼 − 3 

4!
𝑥𝑘−5 + ⋯

+
𝛽 𝛽 − 1 

2!
 𝑥𝑘−2 − 𝛼𝑥𝑘−3 +

𝛼 𝛼 − 1 

2!
𝑥𝑘−4 −

𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2 

3!
𝑥𝑘−5

+
𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2  𝛼 − 3 

4!
𝑥𝑘−6 + ⋯  

−
𝛽 𝛽 − 1  𝛽 − 2 

3!
 𝑥𝑘−3 − 𝛼𝑥𝑘−4 +

𝛼 𝛼 − 1 

2!
𝑥𝑘−5

−
𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2 

3!
𝑥𝑘−6 +

𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2  𝛼 − 3 

4!
𝑥𝑘−7 + ⋯   

= 𝑥𝑘 −  𝛼 + 𝛽 𝑥𝑘−1 +
 𝛼 + 𝛽  𝛼 + 𝛽 − 1 

2!
𝑥𝑘−2

−
 𝛼 + 𝛽  𝛼 + 𝛽 − 1  𝛼 + 𝛽 − 2 

3!
𝑥𝑘−3 + ⋯ 

= ∆( +𝛽)           

olur. ∆(𝛽) o ∆( )   aynı yolla bulunur. 

Teorem 3.32.    bir reel sayı ise 𝐼𝑑 𝑤‟da birim operatör olmak üzere 

i. ∆
  o ∆−  = ∆− o ∆


 = 𝐼𝑑 

ii. ∆( )o ∆(− ) = ∆(− ) o ∆( ) = 𝐼𝑑 (Baliarsingh ve Dutta, 2015) 

Ġspat. (i) 𝛼 > 0 için ve Teorem 3.30‟dan 

∆  𝑥𝑘 + 𝛼𝑥𝑘+1 +
𝛼 𝛼 + 1 

2!
𝑥𝑘+2 +

𝛼 𝛼 + 1  𝛼 + 2 

3!
𝑥𝑘+3

+
𝛼 𝛼 + 1  𝛼 + 2  𝛼 + 3 

4!
𝑥𝑘+4  
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= 𝑥𝑘 − 𝛼𝑥𝑘+1 +
𝛼 𝛼 − 1 

2!
𝑥𝑘+2 −

𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2 

3!
𝑥𝑘+3 + ⋯

+ 𝛼  𝑥𝑘+1 − 𝛼𝑥𝑘+2 +
𝛼 𝛼 − 1 

2!
𝑥𝑘+3 −

𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2 

3!
𝑥𝑘+4 + ⋯  

+
𝛼 𝛼 + 1 

2!
 𝑥𝑘+2 − 𝛼𝑥𝑘+3 +

𝛼 𝛼 − 1 

2!
𝑥𝑘+4 −

𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2 

3!
𝑥𝑘+5

+ ⋯  + ⋯ = 𝑥𝑘  

olur. 

 ∆− o ∆  aynı yolla bulunur. 

         ii.   ∆(𝛼) 𝑜 ∆(−𝛼)=  ∆(−𝛼) 𝑜 ∆(𝛼)= 𝐼𝑑 

Teorem 3.33.  𝛼 pozitif tam sayı, 𝛼 𝑣𝑒 𝑥 ∈ 𝑤 için 

          𝐢.       (∆𝛼𝑥)𝑘 = (−1)𝛼(∆(𝛼)𝑥)𝑘+𝛼  

          𝐢𝐢.     (∆(𝛼)𝑥)𝑘 = (−1)𝛼(∆𝛼𝑥)𝑘−𝛼  

„dır. (Baliarsingh ve Dutta, 2015) 

Ġspat. (i) Tümevarım prensibi ile teoremi ispatlayalım. 

𝛼 = 1 𝑣𝑒 𝑥 ∈ 𝑤 için, 

(∆𝑥)𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 =  −1  𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 = (∆(1)𝑥)𝑘+1 

elde ederiz. Bu temel adımı tamamlıyor. 

Farz edelim r doğal sayısı için teorem doğru olsun. Yani; 

(∆𝑟𝑥)𝑘 = (−1)𝑟(∆(𝑟)𝑥)𝑘+𝑟  

Şimdi ifademiz r+1 için doğru olduğunu gösterelim 

(∆𝑟+1𝑥)𝑘 = ∆(∆ 𝑟 𝑥)𝑘  

= ∆((−1)𝑟(∆ 𝑟 𝑥))𝑘+𝑟  

= (−1)𝑟(∆ 𝑟 𝑥)𝑘+𝑟 − (−1)𝑟(∆ 𝑟 𝑥)𝑘+𝑟+1 

= (−1)𝑟+1 (∆ 𝑟 𝑥)𝑘+𝑟+1 − (∆ 𝑟 𝑥)𝑘+𝑟  

=  −1 𝑟+1(∆ 𝑟+1 𝑥)𝑘+𝑟+1 

elde ederiz.  

Teorem 3.34.  α herhangi bir reel sayı ve 𝑥 ∈ 𝑤 için  

        (𝛼+)𝑖−1 = 𝛼 𝛼 + 1  𝛼 + 2 … (𝛼 + 𝑖 − 1) 

ve  

       (𝛼−)𝑖−1 = 𝛼 𝛼 − 1  𝛼 − 2 … (𝛼 − 𝑖 − 1) 

olmak üzere, 
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( ∆𝛼+∆−𝛼 𝑥)𝑘 = 2𝑥𝑘 +  
(𝛼+)𝑖−1 + (−1)𝑖(𝛼−)𝑖−1

𝑖

∞

1
𝑥𝑘+𝑖  

elde ederiz. (Baliarsingh ve Dutta, 2015) 

Ġspat. İspat tanımdan elde edilir. 

 𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘), 𝑤 da iki dizi olsun. 𝑥 ve 𝑦‟nin çarpımını 𝑥𝑦 = (𝑥𝑘𝑦𝑘) 

gibi tanımlayalım. Şimdi 𝑥𝑦‟nin ileri ve geri farkını sırasıyla ∆ 𝑥𝑦 =  𝑥𝑘𝑦𝑘 −

𝑥𝑘+1𝑦𝑘+1  ve ∆(1) 𝑥𝑦 =  𝑥𝑘𝑦𝑘 − 𝑥𝑘−1𝑦𝑘−1  şeklinde tanımlayalım. Bu kısmın temel 

amacı 𝛼 pozitif tamsayı olmak üzere 𝑥𝑦 çarpım dizisinin 𝛼‟ıncı farkını bulmaktır. Bu 

yüzden aşağıdaki teoremleri ifade edelim. 

Teorem 3.35.   𝛼 = 𝑛 bir pozitif tamsayı ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑤 olsun. O zaman 

  ∆𝑛 𝑥𝑦 
𝑘

= 𝑥𝑘∆𝑛𝑦𝑘 + 𝑛∆𝑥𝑘∆𝑛−1𝑦𝑘+1 +
𝑛(𝑛 − 1)

2!
∆2𝑥𝑘∆𝑛−2𝑦𝑘+2 + ⋯ + ∆𝑛𝑥𝑘𝑦𝑘+𝑛  

olur. (. (Baliarsingh ve Dutta, 2015)) 

Ġspat. n doğal sayılar üzerinde tümevarım kullanacağız. 𝑛 = 0 için sonuç açıktır ve 

𝑛 = 1 için çarpımların farkı iyi bilinen kurala indirgenir. Farz edelim ki 𝑛 = 1 ve 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑤 𝑜𝑙𝑠𝑢𝑛. 

𝑥𝑘∆𝑦𝑘 + ∆𝑥𝑘𝑦𝑘+1 = 𝑥𝑘 𝑦𝑘 − 𝑦𝑘+1 +  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 𝑦𝑘+1 = 𝑥𝑘𝑦𝑘 − 𝑥𝑘+1𝑦𝑘+1 

=  ∆ 𝑥𝑦  
𝑘
 

elde ederiz. Farz edelim ki teorem, 𝑛 = 𝑟 için 

 ∆ 𝑟  𝑥𝑦 𝑘 =  
𝑟
0
 𝑥𝑘∆𝑟𝑦𝑘 +  

𝑟
1
 ∆𝑥𝑘∆𝑟−1𝑦𝑘+1 +  

𝑟
2
 ∆2𝑥𝑘∆𝑟−2𝑦𝑘+2 + ⋯

+  
𝑟
𝑟
 ∆𝑟𝑥𝑘𝑦𝑘+𝑟  

olur. Şimdi, 𝑛 = 𝑟 + 1  için 

  ∆𝑟+1 𝑥𝑦 
𝑘

=  
𝑟
0
 ∆ 𝑥𝑘∆𝑟𝑦𝑘 +  

𝑟
1
 ∆ ∆𝑥𝑘∆𝑟−1𝑦𝑘+1  

+  
𝑟
2
 ∆ ∆2𝑥𝑘∆𝑟−2𝑦𝑘+2 + ⋯ +  

𝑟
𝑟
 ∆ ∆𝑟𝑥𝑘𝑦𝑘+𝑟  

=  
𝑟
0
 𝑥𝑘∆𝑟+1𝑦𝑘 +   

𝑟
0
 +  

𝑟
1
  ∆𝑥𝑘∆𝑟𝑦𝑘  

+   
𝑟
0
 +  

𝑟
1
  ∆2𝑥𝑘∆𝑟−1𝑦𝑘+2 + ⋯ +   

𝑟
𝑟 − 1

 +  
𝑟
𝑟
  ∆𝑟𝑥𝑘∆𝑦𝑘+𝑟 +  

𝑟
𝑟
 ∆𝑟+1𝑥𝑘𝑦𝑘+𝑟+1 

=  
𝑟 + 1

0
 𝑥𝑘∆𝑟+1𝑦𝑘 +  

𝑟 + 1
1

 ∆𝑥𝑘∆𝑟𝑦𝑘+1 +  
𝑟 + 1

2
 ∆2𝑥𝑘∆𝑟−1𝑦𝑘+2 + ⋯

+  
𝑟 + 1

𝑟
 ∆𝑟𝑥𝑘∆𝑦𝑘+𝑟 +  

𝑟 + 1
𝑟 + 1

 ∆𝑟+1𝑥𝑘𝑦𝑘+𝑟+1 

dır. Bu da ispatı tamamlar. 
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3.4. Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin Ġstatistiksel Yakınsaklığı 

 

Bu bölümde 𝛼 kesirli mertebeden ∆𝛼 −istatistiksel yakınsaklığın tanımını 

vereceğiz. Özellikle  ∆𝛼 −istatistiksel yakınsaklık istatistiksel yakınsaklığın pek çok 

özel durumunu içerir. Yani 𝛼 = 𝑚 ∈ 𝑁 olması durumunda  ∆𝛼 −istatistiksel 

yakınsaklık Et ve Nuray (2001) tarafından tanımlanan  ∆𝑚 −istatistiksel yakınsaklığa 

indirgenir.  𝛼 = 0 durumunda ise istatistiksel yakınsaklık elde edilir. Bu tez boyunca 

tüm istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı  𝑆  ile göstereceğiz. 

Tanım 3.36.  𝑥 =  𝑥𝑘  bir dizi olsun. ∀𝜀 > 0 için, 

𝐾 𝜀 = {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} 

kümesi sıfır asimptotik yoğunluğa sahip ise yani 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} = 0 

ise 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi ℓ‟ye  ∆𝛼 −istatistiksel yakınsaklıktır denir. Bu durumu 𝑥𝑘 →

ℓ ∆𝛼 𝑆   ile  göstereceğiz.(Baliarsingh ve ark., 2018) 

Tüm  ∆𝛼 −istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi ∆𝛼 𝑆  ile göstereceğiz. 

Tanım 3.37.  𝑥 =  𝑥𝑘 ∈ w ve 𝑝 pozitif bir reel sayı ve 𝛼 uygun kesri verilsin. 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 = 0

𝑛

𝑘=1

 

olacak şekilde bir ℓ kompleks sayısı varsa 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisine kuvvetli ∆𝑝
𝛼 -Cesàro 

toplanabilirdir denir. Bu dizilerin uzayı 𝑤𝑝 ∆𝛼  ile gösterilir. Buna göre 

                𝑤𝑝 ∆𝛼 = {𝑥 =  𝑥𝑘 ∶  𝑙𝑖𝑚𝑛→∞
1

𝑛
  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 = 0,   𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 ℓ 𝑖ç𝑖𝑛}𝑛

𝑘=1   

dir.  𝑥 =  𝑥𝑘 ∈ 𝑤𝑝 ∆𝛼  ile gösterilir. .(Baliarsingh ve ark., 2018) 

 ∆𝛼 −istatistiksel yakınsak dizilere ilişkin bazı örnekler verelim. 

Örnek 3.38.  𝑥𝑘 =     
1                 𝑘 = 𝑛3

             0          (𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟)
   𝑛 = 1,2,3,4 … 

şeklinde tanımlanan diziyi göz önüne alalım. Açıkça (𝑥𝑘) yakınsak değildir. Fakat sıfıra 

istatistiksel yakınsaktır. Şimdi pozitif uygun bir 𝛼 kesrini için 

 

 ∆α 𝑥𝑘 =   −1 𝑛3 Γ α + 1 

(𝑛3 − 𝑘)! Γ 𝛼 − 𝑛3 + 𝑘 + 1 

∞

𝑛=0

𝑥𝑛3  (3.6) 

 

elde ederiz. 
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(3.6)‟in terimleri asimtotik yakınsak olmasına rağmen seri ıraksaktır. ∆𝛼 𝑥𝑘  

istatistiksel yakınsak değildir.  

Örnek 3.39.  𝑥 =  𝑥𝑘  bir dizi olsun 

                 𝑦𝑘 =   
1                 𝑘 = 𝑛2

             
1

𝑘
         (𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟)

                 𝑛 = 1,2,3,4 …             

ile tanımlanan   𝑦 = (𝑦𝑘) = ∆𝛼 𝑥𝑘  dizisini göz önüne alalım.  𝑦 = (𝑦𝑘) yakınsak değil 

fakat istatistiksel yakınsaktır. Aslında istatistiksel limiti sıfırdır. (Baliarsingh ve ark., 

2018) 

Örnek 3.40.   𝑥 =  𝑥𝑘   bir dizi olsun. 

𝑥 =  𝑥𝑘 = {
 1+ −1 k  

2
} ,  𝑥𝑘  dizisi sınırlıdır,  yakınsakta değildir,  aynı zamanda 

istatistiksel yakınsak değildir. 𝛼 uygun kesri için 

∆𝛼 𝑥𝑘 =  
  2𝛼−1           𝑘 , ç𝑖𝑓𝑡 

    −2𝛼−1           𝑘, 𝑡𝑒𝑘         
  

∆α 𝑥𝑘   dizisini elde ederiz. (Baliarsingh ve ark., 2018) 

Açıkça  ∆𝛼 𝑥𝑘  dizisi  sınırlıdır, ne yakınsak  nede istatistiksel yakınsak değildir. 

Örnek 3.41.   𝑥 =  𝑥𝑘   bir dizi olsun. 

𝑦𝑘 =            
 𝑘

0
𝑘 = 𝑛2

      𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟 
 ,      𝑛 = 0,1,2,3, … 

şeklinde tanımlanan   𝑦 =  𝑦𝑘 = ∆𝛼𝑥 dizisini göz önüne alalım. 𝑦ϵS ve 𝑥𝜖∆𝛼 𝑆  fakat  

𝑥 ∉ ∆α 𝑙∞  dır. (Baliarsingh ve ark., 2018) 

Uyarı.  α uygun bir kesir ve 𝑚 ∈ 𝑁 olsun. 

         𝐢.       𝑆 ve ∆𝛼 𝑆   birbirini içermezler. (Örnek: 3.38‟e bakınız) 

         𝐢𝐢.     ∆𝛼 𝑙∞    ve  ∆𝛼 𝑆   birbirlerini içermezler. (Örnek: 3.41‟e bakınız) 

         𝐢𝐢𝐢.   ∆α 𝑐 ⊂   ∆𝛼 𝑆   ve  bu kapsama kesindir. (Örnek: 3.45‟e bakınız) 

Teorem 3.42.  0 < 𝑝 < ∞ ve α uygun bir kesir olsun. 

𝑥𝑘 → ℓ  ∆𝛼 𝑤𝑝   ise  𝑥𝑘 → ℓ ∆𝛼 𝑆   „dir. .(Baliarsingh ve ark., 2018)  

Ġspat.  𝑥 =  𝑥𝑘 ∈ ℓ  ∆𝛼 𝑤𝑝   ve ε > 0 olsun. 

 

  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 ≥ 𝑛𝜀𝑝

𝑛

𝑘=1

≥   𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀  𝜀𝑝  (3.7) 

 

elde ederiz. 
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(3.7) eşitsizliğinde 𝑛 → ∞ limit alınırsa 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} 𝜀𝑝 ≤ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1

𝑛
  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 = 0

𝑛

𝑘=1

 

buradan  𝑥𝑘 → ℓ ∆𝛼 𝑆    olduğu görülür. 

Teorem 3.43.   𝑥 =  𝑥𝑘   bir dizi olsun. Eğer  𝑥𝑘 ∈ ∆𝛼 𝑙∞   ve  𝑥𝑘 → ℓ ∆𝛼 𝑆    ise  

o zaman 𝑥𝑘 → ℓ  ∆𝛼 𝑤𝑝  ‟dir .(Baliarsingh ve ark., 2018) 

 Ġspat.  Farz edelim ki  𝑥 ∈ ∆𝛼 𝑙∞   ve  𝑥𝑘 → ℓ ∆𝛼 𝑆    olsun. 

O zaman ∆𝛼 𝑥𝑘 ∈ 𝑙∞   ve 𝑛 → ∞ iken  
1

𝑛
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} → 0 olduğu 

açıktır.     ε > 0 olsun 𝑛0 ∈ 𝑁 vardır. Öyleki  ∀𝑛 ≥ 𝑛0 için   𝑥𝑖 
∞
𝑖=1 = ℓ  olmak üzere 

 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥  𝜀 2  
1

𝑝 } 

𝑛
≤

𝜀

2  ∆𝛼𝑥 ∞ + ℓ 𝑃
 

dır. Dahası;  

 ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≤   ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ  ∆𝛼 ≤ ℓ +  ∆𝛼𝑥 ∞ =  𝑥 ∆𝛼  

ve  

𝐿𝑛={𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥  𝜀 2  
1

𝑝 } 

olmak üzere;    ∀𝑛 > 𝑛0 için 

1

𝑛
  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 =  

1

𝑛

𝑛

𝑘=1

   ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 +   ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝

𝑘∉𝐿𝑛𝑘∈𝐿𝑛

 <
1

𝑛
 𝑛

𝜀

𝑛
+ 𝑛

𝜀 𝑥 
∆𝛼
𝑝

2 𝑥 
∆𝛼
𝑝  

= 𝜀 

böylece  𝑥𝑘 → ℓ  ∆𝛼 𝑤𝑝  ‟dir.  

Tanım 3.44.  𝑥 =  𝑥𝑘   bir dizi olsun.  ε > 0 ve  ∀ 𝑛 ≥ 𝑁 için  

1

𝑛
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ∆𝛼 𝑥𝑁  ≥ 𝜀} → 0 

olacak şekilde bir 𝑁 = 𝑁 𝜀  varsa  𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi ∆𝛼 −istatistiksel Cauchy dizisidir. 

.(Baliarsingh ve ark., 2018) 

Örnek 3.45.  𝑥 =  𝑥𝑘   bir dizi olsun ve 

∆𝜶 𝑥𝑘 =              

1

𝑘
                 𝑘 = 𝑛2

      0       𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟
 ,      𝑛 = 1,2,3, …  

şeklinde tanımlanan  ∆𝜶 𝑥𝑘  dizisini ele  alalım. 

∆𝛼 𝑥𝑘 = (1,0,0,1/4,0, … , 1 𝑛2 … ) → 0  
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açıktır. 

 

 
1

𝑛
  ∆𝛼𝑥𝑘  𝑝 ≤

1

 𝑛

𝑛

𝑘=1

 ,  0 < 𝑝 ≤ 1  (3.8) 

 

eşitsizliğinde  𝑛 → ∞ için limit alınırsa; 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
  ∆𝛼𝑥𝑘  𝑝 ≤ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1

 𝑛
= 0

𝑛

𝑘=1

 

elde ederiz. 

Böylece  𝑥 ∈ ∆α 𝑤𝑝 dir.  Dahası 𝑥 ∈ ∆𝛼 𝑆   

 

 
1

𝑛
  ∆𝛼𝑥𝑘  𝑝 ≥

𝑛

𝑘=1

 
1

𝑛
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘  ≥ 𝜀}  (3.9) 

 

(3.7) eşitsizliğinde  𝑛 → ∞ için limit alınırsak 𝑥 ∈ ∆𝛼 𝑆  dır. Dahası örnek 3.4.10‟daki 

aynı  diziyi alırsak  (∆𝛼𝑥𝑘) ∈ 𝑙∞   ve 𝑥 ∈ ∆𝛼 𝑆  olduğu açıktır. Böylece  0 < 𝑝 ≤

1   için 𝑥 ∈ ∆𝛼 𝑤𝑝  dir. 

Teorem 3.46.  𝑥 =  𝑥𝑘    dizisi  ∆𝛼 −istatistiksel yakınsak bir dizi ise  ∆𝛼 −istatistiksel  

Cauchy dizisidir. .(Baliarsingh ve ark., 2018) 

Ġspat.  Farz edelim ki ε > 0 ve  𝑥𝑘 → ℓ ∆𝛼 𝑆    olsun. Hemen her k için (h.h. k) 

 ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ <
𝜀

2
 

ve 𝑁 seçilirse o zaman 

 ∆𝛼 𝑥𝑁 − ℓ <
𝜀

2
 

sağlanır. Şimdi h.h.k için  

 ∆𝛼 𝑥𝑘 − ∆𝛼 𝑥𝑁  <  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ +  ∆𝛼 𝑥𝑁 − ℓ < 𝜀 

elde ederiz. Böylece  𝑥 =  𝑥𝑘    dizisi    ∆𝛼 −istatistiksel Cauchy dizisidir. 

Tanım 3.47.   𝑝 =  𝑝𝑘  reel sayıların sınırlı kesin pozitif bir dizisi ve  

0 < ℎ = 𝑖𝑛𝑓𝑝𝑘 ≤ 𝑝𝑘 ≤ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑘 = 𝐻 < ∞ 

olsun. Tüm ∆𝑝
𝛼 − Cesàro yakınsak dizilerin kümesini  

∆𝛼 𝑤; 𝑝 = {𝑥 =  𝑥𝑘 ∶  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ 𝑝𝑘 = 0,   en az bir ℓ için}

𝑛

𝑘=1
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ile tanımlayacağız.  ∆𝑝
𝛼 − Cesàro yakınsak dizilerin kümesini  ∆𝛼 𝑤; 𝑝  ile göstereceğiz. 

(Baliarsingh ve ark., 2018) 

Teorem 3.48. 𝛼 uygun kesri için  ∆𝛼 𝑤; 𝑝 ⊂ ∆𝛼 𝑆  bağıntısı sağlanır.(Baliarsingh ve 

ark., 2018) 

Ġspat.  𝑥 =  𝑥𝑘 ∈  ∆𝛼 𝑤; 𝑝   ve ε > 0 olsun  

  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ  #  olacak şekilde 𝑘 ≤ 𝑛 üzerinde toplamı göstersin. Böylece  

1

𝑛
  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ 𝑝𝑘 ≥

𝑛

𝑘=1

1

𝑛
  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ 𝑝𝑘

#

 

≥
1

𝑛
 𝜀𝑝𝑘

#

 

≥
1

𝑛
 𝜀ℎ

#

 

                                            ≥
1

𝑛
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} 𝜀ℎ  

elde ederiz. 𝑛 → ∞ için limit alırsak 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} 𝜀ℎ ≤ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1

𝑛
  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ 𝑝𝑘 = 0

𝑛

𝑘=1

 

elde ederiz. Böylece 𝑥 ⊂ ∆𝛼 𝑆  ve  ∆𝛼 𝑤; 𝑝 ⊂ ∆𝛼 𝑆  elde edilir. 
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4. ARAġTIRMA SONUÇLARI VE TARTIġMA 

 

4.1. Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin  𝜷.  Dereceden Ġstatistiksel Yakınsaklığı 

 

Bu bölümde kesirli mertebeden genelleştirilmiş fark dizilerinin 𝛽. dereceden 

∆𝛼 − istatistiksel yakınsaklığı incelenecektir. Tüm 𝛽. dereceden istatistiksel yakınsak, 

𝛼 mertebeden kesirli fark dizilerinin uzayı 𝑆𝛽 ∆𝛼  ile göstereceğiz. 

Tanım 4.1.  𝑥 =  𝑥𝑘 ∈ 𝑤  ve 0 < 𝛽 ≤ 1 ve  α uygun kesri verilsin. Eğer her ε > 0 

için 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛𝛽
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} = 0 (4.1) 

 

olacak şekilde böyle bir ℓ kompleks sayısı varsa, o zaman  𝑥𝑘  dizisi ℓ′ye 𝛽. dereceden 

∆α −istatistiksel yakınsaktır denir.  𝑥𝑘  dizisinin ℓ′ye 𝛽. dereceden ∆α −istatistiksel 

yakınsak olması halinde bunu  𝑆𝛽 ∆𝛼 − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = ℓ ile göstereceğiz.  𝛽. dereceden 

∆α −istatistiksel yakınsak bütün dizilerin kümesi 𝑆𝛽 ∆𝛼  ile gösterilecektir. 

𝑆0
𝛽 ∆𝛼 , 𝛽. dereceden sıfıra ∆𝛼 −istatistiksel yakınsak dizilerin kümesini 

gösterecektir. 

Teorem 4.2.  0 < 𝛽 ≤ 1 ve 𝑥 =  𝑥𝑘 , 𝑦 =  𝑦𝑘  birer kompleks sayı dizileri ve α uygun 

kesri verilsin. 

   i.   Eğer 𝑆𝛽 ∆𝛼 − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 𝑥0 ve 𝑐 ∈ 𝐶 ise o zaman 𝑆𝛽 ∆𝛼 − 𝑙𝑖𝑚𝑐𝑥𝑘 = 𝑐𝑥0 dır. 

   ii.  Eğer 𝑆𝛽 ∆𝛼 − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 𝑥0 ve Eğer  𝑆𝛽 ∆𝛼 − 𝑙𝑖𝑚𝑦𝑘 = 𝑦0 ise o zaman  

𝑆𝛽 ∆𝛼 − 𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑘 + 𝑦𝑘 = 𝑥0 + 𝑦0 

Ġspat. 𝐢.  𝑐 = 0 için ispat açıktır. 𝑐 ≠ 0 olsun. O zaman  

1

𝑛𝛽
  𝑘 ≤ 𝑛:  𝑐∆𝛼𝑥𝑘 − 𝑐𝑥0 ≥ 𝜀  =

1

𝑛𝛽
  𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼𝑥𝑘 − 𝑥0 ≥

𝜀

 𝑐 
   

 eşitsizliğinden i′yi elde ederiz. 

ii.  
1

𝑛𝛽
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 + 𝑦𝑘 −  𝑥0 + 𝑦0  ≥ 𝜀} ≤  

1

𝑛𝛽
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 −  𝑥0  ≥

𝜀

2
} +

1

𝑛𝛽
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑦𝑘 −  𝑦0  ≥

𝜀

2
}  

eşitsizliğinden ii′ yi elde ederiz. 
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Yakınsak her dizinin 𝛽.  dereceden ∆𝛼 −istatistiksel yakınsak olduğu görmek 

kolaydır. Yani 0 <  𝛽 ≤ 1 için 𝑐 ⊂ 𝑆𝛽 ∆𝛼 ′ dır. 

Tanım 4.3.  0 <  𝛽 ≤ 1 ve 𝑝 ∈ 𝑅+ olsun ve 𝛼 uygun kesri verilsin. Eğer, 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛𝛽
  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝

𝑛

𝑘=1
= 0 (4.2) 

 

böyle bir ℓ kompleks sayısı varsa, o zaman  𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi 𝛽. dereceden kuvvetli 

∆𝑝
𝛼 −Ces{ro toplanabilirdir denir. 𝛽. dereceden kuvvetli ∆𝑝

𝛼 −Cesàro toplanabilirlik, 

𝛽 = 1 için, kuvvetli ∆𝑝
𝛼 −Cesàro toplanabilirliğe indirgenir.  𝛽. dereceden kuvvetli 

∆𝑝
𝛼 −Cesàro toplanabilir dizilerin uzayı 𝑤𝑝

𝛽 ∆α  ile gösterilir, yani                          

𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼 = { 𝑥 =  𝑥𝑘  ; 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞

1

𝑛𝛽
  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝𝑛

𝑘=1 = 0, en az bir ℓ için} 

dir. Sıfıra 𝛽. dereceden kuvvetli ∆𝑝
𝛼 −Cesàro toplanabilir dizilerin uzayı ise 𝑤0𝑝

𝛽  ∆𝛼  ile 

gösterilecektir. 

Teorem 4.4.  0 < 𝛽 ≤ 𝛾 ≤ 1 olsun. Bu durumda 𝑆𝛽 ∆𝛼 ⊆ 𝑆𝛾 ∆𝛼   ve bazı 𝛽 < 𝛾′lar 

için bu kapsam kesindir. 

Ġspat.  0 < 𝛽 ≤ 𝛾 ≤ 1 ve 𝑥 ∈ 𝑆𝛽 ∆𝛼  olsun. O zaman her 𝜀 > 0 için 

 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛𝛾
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} ≤ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1

𝑛𝛽
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀}  

olur. Bu ise 𝑆𝛽 ∆𝛼 ⊆ 𝑆𝛾 ∆𝛼  olduğunu verir. Bu kapsamın kesin olduğunu görmek 

için aşağıdaki örneği göz önüne alalım. 

Örnek 4.5.  𝑥 =  𝑥𝑘  bir dizi olsun 

                  ∆𝛼 𝑥𝑘 =  1           𝑘 = 𝑛2     
    0           𝑘 ≠ 𝑛2         

                 𝑛 = 1,2,3,4 …             

dizisini göz önüne alalım  1/2 < 𝛾 ≤ 1 için 𝑥 ∈ 𝑆𝛾 ∆𝛼  fakat 0 < 𝛽 ≤  1/2 için 

𝑥 ∉ 𝑆𝛽 ∆𝛼  „dır. 

Sonuç 4.6.   Eğer 0 < 𝛽 ≤ 1 için bir dizi ℓ sayısına 𝛽.  dereceden  ∆𝛼 −istatistiksel 

yakınsak ise, o zaman bu dizi ℓ′ye  ∆𝛼 −istatistiksel yakınsaktır. Yani 𝑆𝛽 ∆𝛼 ⊆

𝑆 ∆𝛼 ′dir.  

Sonuç  4.7. 

         𝐢.  𝑆𝛽 ∆𝛼 = 𝑆𝛾 ∆𝛼  olması için ⇔ 𝛽 = 𝛾 olmasıdır. 

          𝐢𝐢.  𝑆𝛽 ∆𝛼 ⊆ 𝑆 ∆𝛼  olması için ⇔ 𝛽 = 1 olmasıdır 

Aşağıdaki teoremin ispatı tanımdan açıktır. 
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Teorem 4.8.  0 < 𝛽 < 1 ve 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi ℓ sayısına 𝛽. dereceden ∆𝛼 −istatistiksel 

yakınsak olsun. Bu durumda 𝑙𝑖𝑚∆𝛼𝑦𝑘 = ℓ olacak şekilde 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisinin bir  𝑦𝑘  

alt dizisi vardır. 

Teorem 4.9.  0 < 𝛽 ≤ 𝛾 ≤ 1 ve 𝑝 ∈ 𝑅+ olsun. Bu durumda 𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼 ⊆ 𝑤𝑝

𝛾 ∆𝛼 ′dir ve 

bazı  𝛽 < 𝛾′lar için bu kapsam kesindir.  

Ġspat.  𝑥 =  𝑥𝑘 ∈ 𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼  olsun ve  0 < 𝛽 ≤ 𝛾 ≤ 1 verilsin. 𝑝 ∈ 𝑅+ olmak üzere 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛𝛾
  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝

𝑛

𝑘=1
≤ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1

𝑛𝛽
  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝

𝑛

𝑘=1
 

yazabiliriz. Bu da 𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼 ⊆ 𝑤𝑝

𝛾 ∆𝛼  olduğu verir. Bu kapsamın kesin olduğunu 

görmek için aşağıdaki örneği göz önüne alalım. 

Örnek 4.10.  𝑥 =  𝑥𝑘  bir dizi olsun 

∆𝛼 𝑥𝑘 =  1           𝑘 = 𝑚2    
    0           𝑘 ≠ 𝑚2        

 𝑚 = 1,2,3 … 

dizisini göz önüne alalım. 1/2 < 𝛽 ≤ 1  ve  𝑝 = 1 için 𝑥 ∈ 𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼  fakat  0 < 𝛽 ≤  ½ 

için 𝑥 ∉ 𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼 ′dir. 

          Aşağıdaki sonuç teorem 4.10‟un bir sonucudur. 

Sonuç 4.11.  0 < 𝛽 ≤ 𝛾 ≤ 1 ve 𝑝 ∈ 𝑅+ ve 𝛼 uygun kesri verilsin. Bu durumda 

         i.   𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼 = 𝑤𝑝

𝛾 ∆𝛼  olması için ⇔ 𝛽 = 𝛾 olmasıdır. 

         ii.  ∀ 𝛽 ∈ (0,1] ve 0 < 𝑝 < ∞ için 𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼 ⊆ 𝑤𝑝 ∆𝛼 ‟dir. 

Teorem 4.12.  0 < 𝛽 ≤ 1 ve 0 < 𝑝 < 𝑞 < ∞  olsun. Bu durumda 𝑤𝑞
𝛽 ∆𝛼 ⊆ 𝑤𝑝

𝛽 ∆𝛼  

olur. Teorem 4.12‟de  𝛽 = 1 alınırsa 0 < 𝑝 < 𝑞 < ∞  için 𝑤𝑞 ∆𝛼 ⊆ 𝑤𝑝 ∆𝛼  

Teorem 4.13.  0 < 𝛽 ≤ 𝛾 ≤ 1 ve 0 < 𝑝 < ∞   olsun. Eğer bir dizi ℓ sayısına 𝛽. 

dereceden  kuvvetli ∆𝑝
𝛼 −Cesàro toplanabilir ise bu durumda ℓ′ye 𝛾. dereceden 

∆α −istatistiksel yakınsaktır. 

Ġspat.  Herhangi bir 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi ve ε > 0 için, 

  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 ≥

𝑛

𝑘=1

 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 ≥ 𝜀} 𝜀𝑝  

ve buradan 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛𝛽
  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝

𝑛

𝑘=1
≥

1

𝑛𝛽
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 ≥ 𝜀} 𝜀𝑝  

                                                 ≥  
1

𝑛𝛾
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 ≥ 𝜀} 𝜀𝑝  
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elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Eğer Teorem 4.13  𝛽 = 𝛾  alırsak aşağıdaki sonucu elde ederiz. 

Sonuç 4.14.  0 < 𝛽 ≤ 1 ve 0 < 𝑝 < ∞ olsun. Bir dizi ℓ′ye 𝛽.  dereceden kuvvetli ∆𝑝
𝛼 −

 Cesàro toplanabilir ise bu durumda ℓ′ye 𝛽. dereceden  ∆𝛼 −istatistiksel yakınsaktır. 

            Bu sonuçta 𝛽 = 1 alınırsa bilinen ℓ′ye kuvvetli ∆𝑝
𝛼 −Cesàro toplanabilir olan bir 

dizi ℓ′ye  ∆𝛼 −istatistiksel yakınsaktır sonucu elde edilir. Ayrıca biliyoruz ki ℓ′ye  

∆𝛼 −istatistiksel yakınsak olan sınırlı bir dizi ℓ′ye kuvvetli ∆𝑝
𝛼 −Cesàro toplanabilirdir. 

Sonuç 4.15.  0 < 𝛽 ≤ 1 ve 𝑝 ∈ 𝑅+ olsun. Bu burumda 𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼 ⊂ 𝑆 ∆𝛼 ‟dir. Eğer  

0 < 𝛽 < 1 ise kapsam kesindir. 

Ġspat.  Sonuç 4.14 ve 4.6‟dan 𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼 ⊂ 𝑆 ∆𝛼  olduğunu biliyoruz.  

Örnek 4.16.  𝑥 =  𝑥𝑘  bir dizi olsun 

                       ∆𝛼 𝑥𝑘  =  
1             𝑘 = 𝑚3    

    
1

 𝑘
           𝑘 ≠ 𝑚3        

 𝑚 = 1,2,3 … 

dizisini göz önüne alalım. 0 < 𝛽 ≤  ½ ve 𝑝 = 1 için 𝑥 ∉ 𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼  iken 1 3 < 𝛽 ≤  ½  

ve 𝑝 = 1 için 𝑥 ∈ 𝑆𝑝
𝛽 ∆𝛼 − 𝑤𝑝

𝛽 ∆𝛼 ‟dır. 

 

4.2.  Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin 𝜷. Dereceden ⋋-Ġstatistiksel Yakınsaklığı 

 

Tanım 4.17.  ⋋=  ⋋𝑛 ∈ 𝛬 reel sayıların bir dizisi ve 𝛽 ∈ (0,1] olsun. 

𝐼𝑛 =  𝑛 −⋋𝑛+ 1, 𝑛  ve ⋋𝑛
𝛽

,  ⋋𝑛  in 𝛽. kuvveti yani  ⋋𝛽 =  ⋋𝑛
𝛽 

 = ⋋1
𝛽 

,⋋2
𝛽 

,⋋3
𝛽 

,⋋4
𝛽 

, …  , 

𝛼 uygun bir kesir olmak üzere; 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

⋋𝑛
𝛽

 {𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} = 0 (4.3) 

 

olacak şekilde bir ℓ sayısı varsa 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisine 𝛽. dereceden ∆⋋
𝛼 −istatistiksel 

yakınsak denir. Bu yakınsaklığı 𝑆⋋
𝛽

− 𝑙𝑖𝑚∆𝛼𝑥𝑘 = ℓ ile göstereceğiz. 

Bütün 𝛽. dereceden ∆𝛼  ⋋ ̶ istatistiksel yakınsak dizilerin cümlesini 𝑆⋋
𝛽 ∆𝛼  ile  

𝛽. dereceden sıfıra ∆𝛼  ⋋ ̶ istatistiksel yakınsak dizilerin cümlesini de 𝑆⋋,0
𝛽  ∆𝛼  ile 

göstereceğiz. 
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Her 𝛽 ∈ (0,1]  için 𝑆⋋,0
𝛽  ∆𝛼  ⊂ 𝑆⋋

𝛽 ∆𝛼  olacağı açıktır. 𝛽 = 1 için  𝑆⋋ ∆𝛼  elde 

edilir. 

𝛽. dereceden ∆𝛼  ⋋ ̶ istatistiksel yakınsak dizilerin cümlesi 0 < 𝛽 ≤ 1 için iyi 

tanımlıdır. Fakat genelde 𝛽 > 1 için iyi tanımlı değildir. 

Örnek 4.18.   ∆𝛼𝑥𝑘  dizisini 

∆𝛼𝑥𝑘 =  
1               𝑘 = 2𝑛
0               𝑘 ≠ 2𝑛

             𝑛 = 1,2,3, … 

şeklinde tanımlayalım. 

 𝛽 > 1 için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

⋋𝑛
𝛽

 {𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼𝑥𝑘 − 1 ≥ 𝜀} ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

  ⋋𝑛 + 1

2 ⋋𝑛
𝛽

= 0 

ve 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

⋋𝑛
𝛽

 {𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼𝑥𝑘 − 0 ≥ 𝜀} ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

  ⋋𝑛 + 1

2 ⋋𝑛
𝛽

= 0 

olup  

𝑆⋋
𝛽

− 𝑙𝑖𝑚∆𝛼𝑥𝑘 = 1 ve  𝑆⋋
𝛽

− 𝑙𝑖𝑚∆𝛼𝑥𝑘 = 0 olur. Bu durumda  (∆𝛼𝑥𝑘) dizisi hem 1‟e 

hem de 0‟a 𝛽.  dereceden istatistiksel yakınsak olur ki bu da mümkün değildir. 

Teorem 4.19.  𝛽 ∈ (0,1] ve 𝑥 =  𝑥𝑘  ve 𝑦 =  𝑦𝑘  kompleks sayıların dizileri ve 𝛼 

uygun bir kesir olsun. 

         i.    𝑆⋋
𝛽

− 𝑙𝑖𝑚∆𝛼𝑥𝑘 = 𝑥0, 𝑐 ∈ 𝑅 ise 𝑆⋋
𝛽

− 𝑙𝑖𝑚∆𝛼𝑐𝑥𝑘 = 𝑐𝑥0 dır. 

         ii.  𝑆⋋
𝛽

− 𝑙𝑖𝑚∆𝛼𝑥𝑘 = 𝑥0, 𝑆 ⋋
𝛽

− 𝑙𝑖𝑚∆𝛼𝑦𝑘 = 𝑦0 ise 𝑆⋋
𝛽

− 𝑙𝑖𝑚∆𝛼 𝑥𝑘 + 𝑦𝑘 = 𝑥0 +

𝑦0 dır. 

Ġspat. i.  c=0 için durum açıktır. c≠ 0 olsun 

1

⋋𝑛
𝛽

 {𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼(𝑐𝑥𝑘) − 𝑐𝑥0 ≥ 𝜀} =
1

⋋𝑛
𝛽

 {𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼(𝑥𝑘) − 𝑥0 ≥
𝜀

 𝑐 
}  

eşitsizliğinin her iki yanının 𝑛 → ∞ için limiti alınırsa i‟nin ispatı elde edilir. 

         ii.  
1

⋋𝑛
𝛽   𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼 𝑥𝑘 + 𝑦𝑘 − (𝑥0 + 𝑦0) ≥ 𝜀  ≤

1

⋋𝑛
𝛽   𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼 𝑥𝑘 − 𝑥0 ≥

𝜀2+ 1⋋𝑛𝛽𝑘∈ 𝐼𝑛:∆𝛼𝑦𝑘−𝑦0≥𝜀2 

eşitsizliğinin her iki yanının 𝑛 → ∞ limiti alınırsa (ii)‟ nin ispatı elde edilir. 

Bu teoremden  𝑆⋋
𝛽 ∆𝛼 ′nın  bir lineer uzay olduğu görülür. 

Lemma 4.20.  K⊆ N olsun ⋋=  ⋋𝑛 ∈ 𝛬 ve  0 < 𝛽 ≤ 𝜑 ≤ 1 için  

𝑆⋋
𝛽 ∆𝛼 ⊆ 𝑆⋋

𝜑 ∆𝛼  ve bu kapsama en az bir 𝛽 < 𝜑 için kesindir. 
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Ġspat.    0 < 𝛽 ≤ 𝜑 ≤ 1 olsun. ⋋𝑛
𝛽
≤⋋𝑛

𝜑
 olduğundan 

1

⋋𝑛
𝛽 ≥

1

⋋𝑛
𝜑   olur. Buradan,  

1

⋋𝑛
𝜑    {𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} ≤  

1

⋋𝑛
𝛽  {𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀}  

yazabiliriz. Böylece 𝑆⋋
𝜑 ∆𝛼 ⊆ 𝑆⋋

𝛽 ∆𝛼  elde ederiz. 

∆𝛼𝑥𝑘 =  
   𝑛             𝑛 −  ⋋𝑛+ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

0               𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑑𝑎       
  

şeklinde tanımlanan dizisini göz önüne alalım. 

1

2
< 𝜑 ≤ 1  için  𝑆⋋

𝜑
− 𝑙𝑖𝑚∆𝛼𝑥𝑘 = 0 yani 𝑥 ∈ 𝑆⋋

𝜑 ∆𝛼 ′dır. Fakat 0 < 𝛽 ≤
1

2
  için 

𝑥𝑆⋋
𝛽 ∆𝛼 ′dır. 

Sonuç 4.21.  𝑥 =  𝑥𝑘  kompleks sayıların dizisi, 𝛽 ∈  0,1   ve 𝛼 uygun kesir olsun. 

 𝑥𝑘  dizisi ℓ′ye  𝛽. dereceden ⋋ −istatistiksel yakınsak ise o zaman ℓ′ye ⋋

−istatistiksel yakınsaktır yani her bir 𝛽 ∈  0,1  için 𝑆⋋
𝛽

(∆𝛼) ⊆ 𝑆⋋(∆𝛼) ve bu kapsama 

kesindir. 

Sonuç 4.22. 

         i.     𝑆⋋
𝜑 ∆𝛼 = 𝑆⋋

𝛽 ∆𝛼   ise ⇔ 𝛽 = 𝜑 dir. 

         ii.   𝑆⋋
𝛽 ∆𝛼 = 𝑆⋋ ∆𝛼  ise ⇔ 𝛽 = 1 dir. 

Teorem 4.22.  𝑆 ∆𝛼  ⊆  𝑆⋋
𝛽 ∆𝛼   olması için gerek ve yeter şart 

 

𝑙𝑖𝑚
𝒏→∞

⋋𝑛
 𝛽

𝑛
> 0 (4.5) 

 

olmasıdır. 

Ġspat.  𝜀 > 0 verilsin. Buradan  

{𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} ⊃ {𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼(𝑥𝑘) − ℓ ≥ 𝜀 

yazabiliriz. Bu nedenle 

1

𝑛
  𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀  ≥

1

𝑛
 {𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀  

=
⋋𝑛

 𝛽

𝑛
 

1

⋋𝑛
 𝛽

 {𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀  

yazabiliriz. (4.5) i kullanarak her iki yanın n→ ∞ için limiti alırsak 

𝑥𝑘 → ℓ 𝑆 ∆𝛼  ⟹  𝑥𝑘 → ℓ   𝑆⋋
𝛽 ∆𝛼     
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elde ederiz. Tersine farz edelim ki lim𝑛→∞ inf
𝑛

𝛼

𝑛
= 0 olsun 

𝑛(𝑗 )
𝛼

𝑛(𝑗 )
<

1

𝑗
 olacak şekilde bir 

 𝑛 𝑗  
𝑗 =1

∞
 alt dizisi seçelim. 

∆𝛼𝑥𝑖 =  
1               𝑖 ∈ 𝐼𝑛 𝑗  

                0               𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟
             𝑗 = 1,2,3, … 

dizisini tanımlayalım. 𝑥 ∈ ∆𝛼 𝑆  dir. Fakat 𝑥𝑆(∆𝛼 ) dir. Sonuç 4.21‟den 𝑆⋋
𝛽

(∆𝛼) ⊆

𝑆⋋(∆𝛼) olduğundan 𝑥𝑆⋋
𝛽

(∆𝛼) elde ederiz. Bu nedenle  4.5  gereklidir. 

 Tanım 4.23.  ⋋=  ⋋𝑛 ∈ 𝛬 reel sayıların bir dizisi , 𝛽 ∈ (0,1] ve 𝛼 uygun kesri 

verilsin. p pozitif  bir reel sayı olmak üzere. 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

⋋𝑛
𝛽

  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 = 0

𝑘∈𝐼𝑛

 (4.4) 

 

olacak şekilde bir ℓ  sayısı varsa 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisine 𝛽. dereceden kuvvetli  𝑉,⋋  ∆𝛼  

toplanabilir denir ve kuvvetli  𝑉,   ∆𝛼  dizilerin cümlesini [𝑤𝑝
𝛽

] ∆𝛼   ile göstereceğiz. 

Buna göre  

 𝑤𝑝
𝛽
  ∆𝛼 = { 𝑥 =  𝑥𝑘 : ∃ℓ ∈ 𝑅, 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1

⋋𝑛
𝛽

  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 = 0}

𝑘∈𝐼𝑛

 

şeklinde tanımlayacağız. ℓ =0 olması durumunda bu uzayı [𝑤0𝑝
𝛽

] ∆𝛼  ile göstereceğiz.  

Teorem 4.24.  0 < 𝛽 ≤ 𝜑 ≤ 1 ve p pozitif bir reel sayısı için  

 𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼  ⊆  𝑤𝑝

𝜑 ∆𝛼   

olup en az bir α ve 𝛽 için bu kapsama kesindir. 

Ġspat.  𝑥 =  𝑥𝑘 ∈  𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼   olsun. 0 < 𝛽 ≤ 𝜑 ≤ 1 ve p pozitif bir reel sayısı için 

1

⋋𝑛
𝜑   ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 = 0}

𝑘∈𝐼𝑛

≤
1

⋋𝑛
𝛽

  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 = 0}

𝑘∈𝐼𝑛

 

yazabiliriz. Buradan  𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼  ⊆  𝑤𝑝

𝜑 ∆𝛼   elde ederiz. Bu kapsamanın kesin olduğunu 

göstermek için aşağıdaki örneği göz önüne alalım.  

∆𝛼𝑥𝑘 =  
  𝑘             𝑛 −  ⋋𝑛+ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

0               𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑑𝑎       
  

şeklinde tanımlanan 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisini göz önüne alalım.  

∀𝜀 > 0 ,
1

2
< 𝜑 < 1 , 𝑛 → ∞ için 
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1

⋋𝑛
𝜑   ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝 = 0}

𝑘∈𝐼𝑛

≤
 ⋋𝑛

⋋𝑛
𝜑 =

1

⋋𝑛
𝜑−1 2 

 →  0 

elde edilir. Yani 𝑥𝑘 → 0 𝑤𝑝
𝜑 ∆𝛼   dır. 

Diğer taraftan 0 < 𝛽 <
1

2
   için,  

 ⋋𝑛− 1

⋋𝑛
𝛽

≤
1

⋋𝑛
𝛽

  ∆𝛼𝑥𝑘 − 0 𝑝

𝑘∈𝐼𝑛

→ ∞ 

olup ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.25.  0 < 𝛽 ≤ 𝜑 ≤ 1 ve p pozitif bir reel sayı olsun. 

         i.     𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼  =  𝑤𝑝

𝜑 ∆𝛼    olması için ⇔ 𝛽 = 𝜑 olmasıdır. 

         ii.  Her  𝛽 ∈  0,1  ve 0 < 𝑝 < ∞ için  𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼  ⊆  𝑤𝑝 ∆𝛼   dir. 

Teorem 4.26.    𝛽  ve  φ ,    0 < 𝛽 ≤ 𝜑 ≤ 1   olacak şekilde sabit reel sayılar ve 

0 < 𝑝 < ∞ olsun. 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi 𝛽. dereceden kuvvetli  𝑉,⋋  ∆𝛼   toplanabilir ise 

ℓ′ye φ. dereceden ∆𝛼 , ⋋ ̶ istatistiksel yakınsaktır. Yani  𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼  ⊆   𝑆⋋

𝜑 ∆𝛼  dir.   

Ġspat.  Herhangi bir  𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi ve  𝜀 > 0 için  

  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝

𝑘∈𝐼𝑛

=   ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝
 

𝑘∈𝐼𝑛
 ∆𝛼𝑥𝑘−ℓ ≥𝜀

+   ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝

𝑘∈𝐼𝑛
  ∆𝛼𝑥𝑘−ℓ <𝜀

 

≥   ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝

𝑘∈𝐼𝑛
 ∆𝛼𝑥𝑘−ℓ ≥𝜀

≥  {𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} 𝜀𝑝  

ve buradan 

1

⋋𝑛
𝛽

  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ 𝑝

𝑘∈𝐼𝑛

≥
1

⋋𝑛
𝛽

  𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀  𝜀𝑝  

≥  
1

⋋𝑛
𝜑   𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀  𝜀𝑝  

elde ederiz. 

 𝛼 = 𝛽 alırsak aşağıdaki sonucu elde ederiz. 

Sonuç 4.27.  0 < 𝛽 ≤ 1 sabit bir reel sayı ve 0 < 𝑝 < ∞ olsun. 

 𝑥 =  𝑥𝑘  dizisi 𝛽. dereceden kuvvetli  𝑉,⋋  ∆𝛼   toplanabilir ise  𝛽. dereceden  ∆⋋
α  − 

istatistiksel yakınsaktır. Yani  𝑤𝑝
𝛽 ∆𝛼  ⊆   𝑆⋋

 𝛽 ∆𝛼  dir.   
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5. SONUÇ VE ÖNERĠLER: 

 

5.1. Sonuçlar 

 

P. Baliarsingh (2013) tarafından geliştirilen kesirli fark operatörü kompleks 

terimli dizilerin 𝛽. dereceden  istatistiksel yakınsaklığı 𝑥 =  𝑥𝑘 ∈ 𝑤 ve  α uygun kesir 

olmak üzere her ε > 0 için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} = 0 

 

şeklinde tanımlandı. Bu tez çalışmasında bu tanımdan yaralanarak kompleks terimli 

kesirli fark dizilerinin 𝛽. dereceden  istatistiksel yakınsaklığı 𝑥 =  𝑥𝑘 ∈ 𝑤, 0 < 𝛽 ≤ 1 

ve α uygun kesir olmak üzere her ε > 0 için 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛𝛽
 {𝑘 ≤ 𝑛:  ∆𝛼 𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} = 0 

 

şeklinde tanımlandı. Burada 𝛼 𝑣𝑒 𝛽 nın durumlarına göre kapsama bağıntılarını 

incelendi. Kesirli fark opretörü yardımıyla tanımlanan dizilerin istatistiksel yakınsaklığı 

ile Cesàro toplanabilmesi arasındaki bağıntılar ele alındı. 

           Çolak (2011) tarafından verilen 𝛽. dereceden ⋋- istatistiksel yakınsaklık tanımı 

kullanılarak kompleks terimli kesirli fark dizilerinin 𝛽. dereceden istatistiksel 

yakınsaklığı 𝑥 =  𝑥𝑘 ∈ 𝑤 , 0 < 𝛽 ≤ 1  ve α uygun kesri olmak üzere her ε>0 için 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

⋋𝑛
𝛽

 {𝑘 ∈  𝐼𝑛 :  ∆𝛼𝑥𝑘 − ℓ ≥ 𝜀} = 0 (5.1) 

 

şeklinde tanımlandı. Tanımlanan istatistiksel yakınsaklık ile kuvvetli  V,⋋  ∆𝛼  

toplanabilme arasındaki ilişki incelendi. 

 

5.2.  Öneriler  

            Kesirli fark operatörü yardımıyla tanımlanan çift indisli dizilerin istatistiksel 

yakınsaklığı incelenebilir. Ayrıca kesirli fark dizilerinin farklı yakınsaklık çeşitleri 

araştırılabilir. 
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