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1. GİRİŞ 

 

Manyetik eğriler fizik ve diferensiyel geometride bir çok uygulama alanına 

sahip olup bu alanlarda önemli rol oynar. Manyetik alan en genel şekilde, hareket eden 

elektrik yüküne etki eden Lorentz kuvveti ile tanımlanır. Lorentz kuvveti, fizikte 

özellikle elektromanyetizmada; elektromanyetik alanların oluşturduğu noktasal yük 

üzerindeki elektrik ve manyetik kuvvetlerin bileşkesidir. B manyetik alan ve E 

elekrtiksel alanda, v hızıyla hareket eden q yüklü parçacığa etki eden Lorentz kuvveti 

şöyledir: 

  

Görüldüğü üzere Lorentz kuvveti, manyetik alan vektörüne ve parçacığın hız 

vektörüne diktir. V ve B arasındaki vektörel (çapraz) çarpımdan dolayı, parçacık 

manyetik alana paralel hareket ederse, etkiyen manyetik kuvvet sıfır olur. İki vektör 

birbirine dik olduğu zaman Lorentz kuvveti en büyük değerini alır. Manyetik kuvvet 

parçacığın hızına daima dik olduğundan manyetik kuvvetin hızı; parçacığın 

büyüklüğünü değiştirmez, sadece yönünü değiştirir. O yüzden yüklü bir parçacık 

manyetik alanda dairesel hareketler yapar (Synge, 1960). 

 Bir yüklü parçacık B manyetik alanına girdiği zaman bu parçacığın Serret-

Frenet vektörleri bu alandan etkilenirler ve bu etkiyle Lorentz kuvveti denilen bir 

kuvvet açığa çıkar. Parçacık bu alan içerisinde bir yörünge izlemeye başlar. Bu 

yörüngeye manyetik eğri adı verilir. Manyetik alan birçok yerde karşımıza çıkar. 

Örneğin, dünya kendi manyetik alanını üretir ve bu manyetik alan pusulanın temel 

çalışma prensibini oluşturur. Bunun yanısıra dönen manyetik alan, elektrik motorlarında 

ve jeneratörlerde kullanılır. Buna benzer daha birçok kullanım alanı mevcuttur. Ayrıca 

manyetik eğrilerle ilgili pekçok çalışma vardır (Bozkurt, 2014; Özdemir, 2015). 

Diğer taraftan Fermi-Walker türevi fizikte ve matematikte pekçok uygulama 

yapılmıştır (Balakrishnan, 2005; Barros, 1997; Dandolof, 1989; Fermi, 1922; Gluck, 

1966; Pripoae, 1999; Pripoae, 2000; Weinberg, 1972; Williams ve ark., 1964; Yılmaz 

ve ark., 2010). 
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2. MATERYAL VE METOT 

 

2.1. Temel Kavramlar 

 

Bu bölümde diğer bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve kavramlar 

açıklanmıştır.  Diğer bölümlerde kullanılan kavramlarla ilgili bazı teorem ve önermeler 

verilmiştir. 

Tanım 2.1. M diferansiyellenebilir bir manifold olmak üzere  

 

dönüşümü verilsin. 

i)  simetrik yani her  için 

 

ii)  bilineer yani her  ve her için 

 

iii)  dönüşümü pozitif tanımlı yani her  için  

 

koşullarını sağlıyorsa bu dönüşüme M üzerinde Rieman metriği veya metrik tensör ve 

üzerinde Rieman metriği tanımlanmış manifolda Riemann manifoldu denir 

(Hacısalihoğlu 1980). 

Tanım 2.2. M bir Riemann manifoldu ve , M üzerinde bir Riemann konneksiyonu 

olsun. Her  ve her  için 

 

 

ile tanımlı dönüşümü 

i)  

ii)  

iii)  

iv)  
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özelliklerini sağlıyorsa  ya M üzerinde tanımlı bir afin konneksiyon veya kovaryant 

türev denir (Hacısalihoğlu 2000b). 

Tanım 2.3.  boş olmayan bir cümle ve  bir cisim üzerindeki vektör uzayı  olsun. 

Aşağıda verilen önermeleri doğrulayan bir 

 

fonksiyonu varsa,  ya  ile birleşen afin uzay denir. 

(i)  için 

  

(ii)  ve  için 

 

olacak şekilde bir tek  noktası vardır  (Hacısalihlioğlu, 2000a). 

Tanım 2.4. Bir reel afin uzay  ve  ile birleşen bir vektör uzayı da  olsun.  vektör 

uzayında,  ve  olmak üzere, 

                                                  

       

şeklinde bir iç çarpım tanımlanırsa,  afin uzayına Öklid uzayı denir. (Hacısalihlioğlu, 

2000a). 

Tanım 2.5. n-boyutlu Öklid uzayı  ve   nin irtibatlı açık alt cümlesi olmak üzere, 

  

dönüşümü diferansiyellenebilir ise  cümlesine  de bir eğri ve  değişkenine 

de eğrinin parametresi denir (Hacısalihlioğlu, 2000a). 

Tanım 2.6.  eğrisi  koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. Bu durumda  

  sistemi lineer bağımsız ve   için   olmak 

üzere  den elde edilen  ortonormal sistemine,  eğrisinin Frenet r-ayaklısı 

alanı ve  için  ye ise  noktasındaki Frenet r-ayaklısı 

denir. Her bir  ye Frenet vektörü denir (Hacısalihoğlu, 2000b). 

Tanım 2.7.  eğrisi,  için eğrinin teğet vektör alanı   
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 , 

eğrinin asli normal vektör alanı 

                                                     , 

eğrinin binormal vektör alanı 

  

olmak üzere bu vektörlerden oluşan  sistemine Frenet 3-ayaklısı 

denir.  Frenet 3-ayaklısı ortonormal bir çatıdır (Hacısalihoğlu,  2000b). 

Tanım 2.8.  eğrisi  koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun.  ya karşılık 

gelen  noktasındaki Frenet r-ayaklısı  olsun. Buna  

  

  

şeklinde tanımlı  fonksiyonuna  eğrisinin i-yinci eğrilik fonksiyonu ve   için 

 reel sayısına da  noktasında  nin i-yinci eğriliği denir (Hacısalihoğlu, 

2000b). 

 Tanım 2.9.  

 

  

 yay parametresi ile verilen bir eğrinin  noktasındaki Frenet 3-ayaklısı  

olsun. 

 

  

 

denklemlerine Frenet formülleri denir. Burada  ,  alınabilir 

(Hacısalihoğlu, 2000b). 

Tanım 2.10.   eğrisi için   
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değerine  eğrisinin -noktasındaki eğriliği denir (Carmo ve Monfedo, 1976). 

Tanım 2.11.  eğrisi yay parametresi ile verilmiş olsun.  

olmak üzere 

 

eşitliği ile tanımlı  sayısına  eğrisinin -noktasındaki burulması denir 

(Hacısalihlioğlu,  2000b). 

Tanım 2.12.  Öklid uzayında bir  eğrisinin birim  teğet vektör alanı  

olsun.  vektör alanı belirli bir  vektörü ile sabit açı yapıyorsa  eğrisine genel 

helis denir (Hacısalihlioğlu, 2000b). 

Tanım 2.13. ,  yay parametreli  uzay eğrisi boyunca herhangi bir 

vektör alanı olmak üzere 

 

şeklinde tanımlanan  türevine  uzay eğrisi boyunca X vektör alanının Fermi 

Walker türevi denir (Benn ve Tucker , 1989). Burada  ,  dir. 

Tanım 2.14. ,  yay parametreli  uzay eğrisi boyunca herhangi bir 

vektör alanı olmak üzere eğri boyunca vektör alanının Fermi-Walker türevi 

 

ise  vektör alanına  uzay eğrisi boyunca Fermi-Walker anlamında paraleldir denir 

(Benn ve Tucker, 1989). 

Tanım 2.15. s yay parametreli  uzay eğrisi boyunca 

 

 

 

olacağından 
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vektörüne  Frenet çatısına göre Fermi-Walker anlamında Darboux vektörü 

denir (Karakuş ve Yaylı,  2012). 

Tanım 2.16.  birim hızlı eğrisinin Frenet elemanları  

olsun.  vektör alanına  eğrisinin Darboux vektör alanı denir. 

  

vektörüne is  eğrisinin Darboux göstergesi denir  (Karakuş ve Yaylı, 2012). 

Tanım 2.17.  ,  Öklid uzayında bir hiperyüzey ve  regüler bir eğri 

olsun.Her  için  noktasında  hiperyüzeyinin bir eğrilik vektörü var ise  

eğrisine  hiperyüzeyinin bir eğrilik vektörü ise  eğrisine  hiperyüzeyi üzerinde bir 

eğrilik çizgisi denir (Sabuncuoğlu, 2006). 

Tanım 2.18.  Öklid uzayında yay parametresi ile verilen   eğrisinin 

noktasındaki burulması  ise  eğrisine düzlemsel eğri denir (Hacısalihoğlu,  

2000b). 

Tanım 2.19. ,  Öklid uzayında bir hiperyüzey ve :I⊂  ⟶M regüler bir eğri 

olsun. Her  için  noktasında  hiperyüzeyinin bir eğrilik vektörü var ise  

eğrisine  hiperyüzeyinin bir eğrilik vektörü ise  eğrisine  hiperyüzeyi üzerinde bir 

asimptotik eğri denir  (Sabuncuoğlu, 2006). 

Tanım 2.20.  de  hiperyüzeyi üzerindeki prametre eğri :I⊂  ⟶M olsun. 

:I⊂  ⟶M eğrisinin her noktasındaki ivme vektörü  hiperyüzeyine ortogonal ise  

eğrisine  hiperyüzeyinde geodezik eğri denir (Hacısalihoğlu, 2000b). 

Tanım 2.21.  ve  sıfırdan farklı vektörler 

olsunlar.  ifadesine  ve  iççarpımı denir. Eğer 

 ise o zaman bu vektörler diktir (ortogonaldir) denir (Carmo ve Monfedo, 

1976). 

Tanım 2.22.  de bir  noktası ve  de bir   vektöründen oluşan  ikilisine bir 

tanjant vektör denir. Burada  tanjant vektörün başlangıç noktası ve  de vektör 

kısmıdır. Bir tanjant vektör kısaca  ile gösterilir, (Carmo and Monfedo, 

1976). 
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Tanım 2.23.   vektörü verilmiş olsun.  vektörünün 

kareköküne  vektörünün normu denir.  şeklinde 

gösterilir (Carmo ve Monfedo, 1976). 

Tanım 2.24. Birim hızlı  eğrisinin Frenet vektör alanları  olmak 

üzere 

  

fonksiyonuna,  eğrisinin burulma fonksiyonu denir.  sayısına eğrinin  

noktasındaki burulması denir  (Carmo ve Monfedo, 1976). 

Tanım 2.25.  uzayında  eğrisinin Frenet-Serret çatısı  tarafından 

tanımlanır. Keyfi bir  eğrisi için  uzayında 1. ve 2. eğrilik sırasıyla  ve  dur ve 

Frenet Serret formülü aşagıdaki gibi gösterilir  (Bishop, 1975). 

  

Tanım 2.26.  birim hızlı bir eğri olmak üzere,  eğrisinin Frenet vektör alanı 

olduğuna göre; 

 

   

                                                            

dir (Hacısalihoğlu, 2000a). 

Burada 

 

 

Burada eğrilik fonksiyonları  ve  olarak 

tanımlanır. 

Tanım 2.27.  vektörlerine  eğrisinin  noktasındaki 

Frenet vektörleri denir. 
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kümesine,  eğrisinin  noktasındaki Frenet çatısı denir.   vektör alanlarına 

 eğrisi üstünde Frenet vektör alanları denir  (Carmo ve Monfedo, 1976). 

Tanım 2.28.   nin boyutlu altmanifoldu olsun ve  eğrisi  yay 

parametresi ile verilsin.  noktasındaki yinci eğrilik  ve Frenet 

ayaklısı  olsun. Bu Frenet vektör alanları paralel 

öteleme ile küre merkezine taşındığında küre üzerinde oluşan eğrilere küresel gösterge 

eğrileri denir  (Hacısalihlioğlu, 2000b). 

Tanım 2.29.  nın tanjant doğruları, sabit bir doğrultu ile sabit açı yapıyorsa  ya 

silindirik helis (genel helis) denir.  nin bir silindir helis olması için gerek ve yeter 

şart  nin sabit olmasıdır. Eğer  ve  sıfırdan farklı sabitler ise helise dairesel 

helis denir (Yılmaz ve Turgut, 2010). 

Tanım 2.30.   birim hızlı bir eğri olsun.  eğrisinin normali olan bir sabit  

doğrusu ile  sabit bir açı yapıyorsa  eğrisine bir slant helis adı verilir (Yılmaz ve 

Turgut, 2010). 

Tanım 2.31. Yarıçapı  ve merkezi orjin olan küre  uzayında aşağıdaki gibi 

tanımlanır  (Bishop, 1975). 

  

Tanım 2.32.  ve  sıfırdan farklı vektörler 

olsunlar.  ifadesine  ve  iç çarpımı denir. Eğer 

 ise o zaman bu vektörler diktir (ortogonaldir) denir (Carmo ve Monfedo, 

1976). 

Tanım 2.33.   de bir  noktası ve  de bir   vektöründen oluşan  ikilisine bir 

tanjant vektör denir. Burada  tanjant vektörün başlangıç noktası ve  de vektör 

kısmıdır. Bir tanjant vektör kısaca  ile gösterilir  (Carmo ve Monfedo, 

1976). 

Tanım 2.34. Frenet Eğrisi:  sınıfının birim hızlı eğrisi  bir Frenet eğrisi ise 

 vektörleri eğri boyunca her noktada lineer bağımsızdır. 

 Frenet çatısı ile  Frenet eğrisi için  

 ile verilen V vektör alanını düşünelim. 

Burada  
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 eğrisine cevap veren fonksiyondur. O zaman  nin  inteğral eğrisi  de  

üzerinde bir birim hızlı eğridir (Hacısalihlioğlu, 2000b). 

 

2.2. Fermi-Walker Türevi 

 

Bu bölümde bir vektör alanının Fermi-Walker türevinin tanımı Frenet çatısı yardımıyla 

verilmiştir. Ayrıca bu vektör alanının Fermi-Walker anlamında paralel olması için 

gerekli şartlar incelenmiştir. 

Tanım 2.35. , s parametresine bağlı bir eğri ve X de bu eğri boyunca tanımlanan bir 

vektör alanı olsun. X vektör alanının   Frenet çatısı yardımıyla tanımlanan 

Fermi-Walker türevi  yay parametreli  uzay eğrisi ve eğri boyunca herhangi bir 

vektör alanı  olmak üzere, Frenet çatısındaki eğri boyunca  vektör alanının 

Fermi Walker türevi  

 

şeklinde ifade edilir (Karakuş ve Yaylı, 2012). 

Teorem 2.36.  vektör alanının Frenet çatısındaki eğri boyunca Fermi-Walker türevi ile 

bilinen türevinin çakışması için gerek ve yeter şart 

 

olmasıdır. Burada  sabittir (Karakuş ve Yaylı, 2012). 

Teorem 2.37.  Frenet çatısı ve  sabitler olmak üzere  yay 

parametreli bütün  uzay eğrileri boyunca  vektör alanı 

Fermi-Walker anlamında paraleldir ancak ve ancak 

                                , 

, 

 

dır (Karakuş ve Yaylı, 2012). 
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Teorem 2.38.  sabitler olmak üzere  yay parametreli düzlemsel  uzay 

eğrileri boyunca  vektör alanı Fermi-Walker anlamında 

paraleldir (Karakuş ve Yaylı, 2012). 

Sonuç 2.39.  Bütün Frenet vektörleri  yay parametreli düzlemsel eğri boyunca Fermi-

Walker anlamında paraleldir (Karakuş ve Yaylı, 2012). 

Sonuç 2.40. Düzlemsel eğriler boyunca  Frenet çatısı non-rotating çatıdır 

(Karakuş ve Yaylı, 2012). 
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3. MANYETİK EĞRİLER 

 

3.1. Öklid 3-Uzayında Frenet Çatısına Göre Manyetik Eğriler 

 

Bu bölümde, Öklid-3 Uzayında Frenet çatısına göre T, N, B manyetik eğrileri 

incelendi. 

 

3.1.1. Öklid 3-Uzayında Frenet Çatısına Göre T-Manyetik Eğrilerin Lorentz 

Kuvvetlerinin Fermi-Walker Türevi 

 

3 boyutlu Öklid uzayında Frenet çatısı ile verilen eğri  ve V de 

manyetik bir alan olsun. Eğer Frenet çatısına göre T teğet vektör alanı Lorentz kuvveti 

denklemi olan; 

 

eşitliğini sağlarsa  eğrisine Frenet çatısına göre T-manyetik eğri denir. 

 

3.1.2. Öklid 3-Uzayında Frenet Çatısına Göre N-Manyetik Eğrilerin Lorentz 

Kuvvetlerinin Fermi-Walker Türevi 

 

3 boyutlu Öklid uzayında Frenet çatısı ile verilen eğri  ve V de 

manyetik alan olsun. Eğer Frenet çatısına göre N normal vektör alanı Lorentz kuvveti 

denklemi olan; 

 

eşitliğini sağlarsa  eğrisine Frenet çatısına göre N-manyetik eğri denir.  

Teorem 3.1.  , 3-boyutlu Öklid uzayında Frenet çatısına göre birim hızlı N-manyetik 

eğri olsun. O halde Frenet çatısına göre Lorentz kuvveti aşağıdaki gibi 

                     

 elde edilir. Burada   belirli bir fonksiyondur (Özdemir ve ark., 2015). 
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Teorem 3.2.  Diyelimki , N-manyetik bir eğri olsun.O zaman Frenet vektörlerinin 

Lorentz kuvvetinin Fermi-Walker türevleri aşağıdaki gibidir. 

i) ,  

ii) , 

iii) . 

İspat: , N-manyetik bir eğri olsun. Fermi-Walker formülü yardımıyla hesaplayalım. 

i) İlk olarak  yazılır. Burada 

 

 

 

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

                                (3.1) 

olur. Ayrıca 

            (3.2)                       

elde edililir. (3.1) ve (3.2) denklemleri kullanılırsa 

 

ve 

 

bulunur. Paralel olma durumunda ise aşağıdaki eşitlikler bulunur.  

 

, 

 

. 

ii) Benzer şekilde  yazılır. Burada ilk olarak  

 yi hesaplayalım. 
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.                                              (3.3) 

Daha sonra  yi hesaplayalım. Buradan   

 

                                      (3.4) 

elde edilir. (3.3) ve (3.4) denklemleri yardımıyla 

 

                                             

bulunur. Paralel olma durumunda    ifadesi kullanılırsa aşağıdaki eşitlikler 

bulunur. 

 

        ve      , 

       ve     , 

         ve       . 

iii) Yukarıdaki öncüller gibi  yazılır. Burada  

sağ tarafın  sini hesaplayalım. 

                        

  

    

                                    (3.5) 

bulunur. Şimdi  yi hesaplayalım. 

 

.                               (3.6) 

elde edilir. (3.5) ve (3.6) den 

 

   

bulunur. Paralellik durumu incelenirse aşağıdaki eşitlikler bulunur 
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,  

,             

. 

Buradan 

 

 

elde elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 3.3. , N-manyetik bir eğri ise manyetik alan vektörü V nin Fermi Walker 

türevi aşağıdaki gibidir.    

İspat: İlk olarak  olsun. Sırasıyla hesaplayacak olursak, 

 

         

                 

                               (3.7) 

buunur. Daha sonra 

 

                                                   (3.8) 

elde edilir. (3.7) ve (3.8) den 

 

 

olur. 

 Şimdi paralellik durumu için 

 

 



 

 

15 

göz önüne alınırsa 

      ve        , 

,             

 

bulunur. 

 

3.1.3. Öklid 3-Uzayında Frenet Çatısına göre B-Manyetik eğrilerin Lorentz 

Kuvvetlerinin Fermi-Walker türevi  

 

3 boyutlu Öklid uzayında Frenet çatısı ile verilen eğri  ve V de 

manyetik bir alan olsun. Eğer Frenet çatısına göre B binormal vektör alanı Lorentz 

kuvveti denklemi olan; 

 

eşitliğini sağlarsa  eğrisine Frenet çatısına göre B-manyetik eğri denir.  

Teorem 3.4.  , 3-boyutlu Rieman uzayında Frenet çatısına göre birim hızlı B-

manyetik eğri olsun. O halde Frenet çatısına göre Lorentz kuvveti aşağıdaki gibi 

 

 elde edilir. Burada  belirli bir fonksiyondur  (Özdemir ve ark., 2015). 

Teorem 3.5.  Diyelimki , B-manyetik bir eğri olsun.O zaman Frenet vektörlerinin 

Lorentz kuvvetinin Fermi-Walker türevleri aşağıdaki gibidir. 

i) , 

ii) , 

iii) . 

İspat: 

i) İlk olarak  olsun. Sırasıyla gerekli türevler  

alınırsa, 
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                                             (3.9) 

ve aşağıdaki eşitlikler incelenirse 

 

                                                 (3.10) 

elde edilir. (3.9) ve (3.10) dan 

   

 

bulunur. Paralellik durumu incelenirse aşağıdaki eşitlikler bulunur. 

 

 

   ve    , 

. 

ii) İlk önce  olsun. Burada 

 

 

                                  (3.11) 

olup 

 

                                                         (3.12) 

elde edilir. (3.11) ve (3.12) yerine yazılırsa aşağıdaki eşitlik  

 

                                            

bulunur. Paralellik durumu incelenirse aşağıdaki eşitlikler bulunur 
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         ve     , 

    ve        , 

          ve      . 

 

iii) Benzer şekilde  olsun. Gerekli işlemler 

yapılırsa 

 

      

                                           (3.13) 

ve 

                                  (3.14) 

elde edilir. (3.13) ve (3.14) eşitliklerinden 

 

 

bulunur. Paralellik durumu incelenirse aşağıdaki eşitlikler bulunur. 

 

 

 ve ,            

 ve . 

Teorem 3.6. , B-manyetik bir eğri ise manyetik alan vektörü V nin Fermi-Walker 

türevi aşağıdaki gibidir. 

İspat: İlk olarak  olsun. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa 

                                        

   

 

                                        (3.15) 

bulunur ve diğer yandan  



 

 

18 

 

                                                                            (3.16) 

olur. (3.15) ve (3.16) eşitliklerinden 

 

           

elde edilir. Paralellik durumu incelenirse aşağıdaki eşitlikler bulunur. 

 

 

,               

,             

 ve . 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

Bu bölümde, Öklid-3 Uzayında Quasi çatısına göre , , manyetik eğrileri 

incelendi. 

 q çatı diğer çatılarla (Frenet, Bishop) karşılaştırıldığında pek çok avantajı 

mevcuttur. Örneğin bir doğru boyunca bile (κ=0 için) q çatı tanımlanabilir. Dahası q çatı 

kolayca hesaplanabilir. 

Diyelimki  yay uzunluğu parametresi s olan bir eğri olsun, eğri boyunca { , , 

, k} q çatı aşağıdaki gibidir 

,  ,   

Burada  birim teğet vektör,  quasi normal vektör,  quasi binormal vektör ve k 

projeksiyon vektörüdür. Basitlik için bu çalışmada projeksiyon vektörünü k=(0,0,1) 

seçtik. Ancak q çatıda  ve k nın paralel olduğu tüm durumlarda tekildir. Böylece  ve 

k nın paralel olduğu durumlarda, k projeksiyon vektörü k=(0,1,0) veya k=(0,0,1) olarak 

seçilebilir. q çatısının eşitliklerinin varyasyonları  

 

olarak verilir (Dede ve ark., 2015). Burada q eğrilerinin aşağıdaki gibi ifade edildiği 

yerlerde 

 

 

 

ve θ asli normal vektör n ile quasi normal vektör  arasındaki Öklid açısıdır. 

Teorem 4.1.  , 3-boyutlu Öklid uzayında Quasi çatısına göre birim hızlı  -manyetik 

eğri olsun. O halde verilen Quasi çatısına göre Lorentz kuvveti 

                                         (4.1) 

olmak üzere aşağıdaki gibi 
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 elde edilir. Burada 𝛺 belirli bir fonksiyondur. 

İspat:   eğrisi, { , , , , , } Quasi bileşenleri ile verilen 3-boyutlu Öklid 

uzayında Quasi çatısına göre -manyetik bir eğri olsun. Quasi çatısına göre -

manyetik eğrinin 

                                                                                     (4.2) 

olduğunu biliyoruz. Diğer yandan, , ,  olduğundan dolayı; 

                                                                   (4.3) 

olarak yazılabilir. Buradan; 

, 

,                                                                                             (4.4) 

  

bulunur. Bulunan bu değerler (4.3) denkleminde yerine yazılırsa, 

                                                         (4.5) 

şeklinde bulunur. Diğer yandan, 

                                                    (4.6) 

olarak yazılabilir. Buradan, 

 , 

                                                          (4.7) 

         

bulunur. Benzer şekilde bulunan bu değerler (4.6) denkleminde yerine yazılırsa, 

                                                    (4.8) 

olarak bulunur ve ispat tamamlanmış olur. 
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Teorem 4.2.  , 3-boyutlu Öklid uzayında Quasi çatısına göre birim hızlı  -manyetik 

eğri olsun. O halde verilen Quasi çatısına göre Lorentz kuvveti 

                                  (4.9) 

olmak üzere aşağıdaki gibi 

                     

 elde edilir. Burada  𝛺 belirli bir fonksiyondur. 

İspat:   eğrisi, { , , , , , } Quasi bileşenleri ile verilen 3-boyutlu Öklid 

uzayında Quasi çatısına göre -manyetik bir eğri olsun. Quasi çatısına göre -

manyetik eğrinin 

                                                  (4.10) 

olduğunu biliyoruz. Diğer yandan, , ,  olduğundan dolayı; 

                                        (4.11) 

olarak yazılabilir. Buradan; 

, 

                (4.12) 

  

bulunur. Bulunan bu değerler (4.11) denkleminde yerine yazılırsa, 

                                                             (4.13) 

şeklinde bulunur. Diğer yandan, 

                                                 (4.14) 

olarak yazılabilir. Buradan, 

, 

,           (4.15) 
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bulunur. Benzer şekilde bulunan bu değerler (4.14) denkleminde yerine yazılırsa, 

                                                  (4.16) 

olarak bulunur ve ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 4.3.  , 3-boyutlu Öklid uzayında Quasi çatısına göre birim hızlı -manyetik 

eğri olsun. O halde verilen Quasi çatısına göre Lorentz kuvveti 

                                  (4.17) 

olmak üzere aşağıdaki gibi 

                     

 elde edilir. Burada  𝛺 belirli bir fonksiyondur. 

İspat:   eğrisi, { , , , , , } Quasi bileşenleri ile verilen 3-boyutlu Rieman 

uzayında Quasi çatısına göre -manyetik bir eğri olsun. Quasi çatısına göre -

manyetik eğrinin 

                                                (4.18) 

olduğunu biliyoruz. Diğer yandan, , ,  olduğundan dolayı; 

                                                                     (4.19) 

olarak yazılabilir. Buradan; 

 

                                                             (4.20) 

  

bulunur. Bulunan bu değerler (4.19) denkleminde yerine yazılırsa, 

                                                                            (4.21) 

şeklinde bulunur. Diğer yandan, 
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                                                               (4.22) 

olarak yazılabilir. Buradan, 

, 

,                                                                                           (4.23) 

  

bulunur. Benzer şekilde bulunan bu değerler (4.22) denkleminde yerine yazılırsa, 

                                                                (4.24) 

olarak bulunur ve ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 4.4. Diyelimki , -manyetik bir eğri olsun. O zaman Quasi vektörlerinin 

Lorentz kuvvetinin Fermi-Walker türevleri aşağıdaki gibidir. 

i)  , 

ii) , 

iii) . 

İspat: , -manyetik bir eğri olsun. Fermi-Walker formülü yardımıyla hesaplayalım. 

i) İlk olarak   

yazılır. Burada 

          

 

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

                 (4.25) 

olur. Ayrıca 

              (4.26) 

bulunur. Ayrıca 

 

                                             (4.27) 

bulunur. (4.25), (4.26) ve (4.27) den 
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bulunur. 

ii) İlk olarak    

yazılır. Burada 

           

       

 

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

        (4.28) 

olur. Ayrıca 

 

                                                (4.29) 

bulunur. Ayrıca 

             

                                                          (4.30) 

bulunur. (4.28), (4.29) ve (4.30) dan 

 

bulunur. 

iii) İlk olarak   

yazılır. Burada 

                 

                 

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

          (4.31) 

olur. Ayrıca 
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                                                                                                    (4.32) 

bulunur. Ayrıca 

                     

                                                                        (4.33) 

bulunur. (4.31), (4.32) ve (4.33) ten 

 

bulunur. 

Teorem 4.5. Diyelimki , -manyetik bir eğri olsun.O zaman Quasi vektörlerinin 

Lorentz kuvvetinin Fermi-Walker türevleri aşağıdaki gibidir. 

i) ,  

ii) , 

iii) . 

İspat: , -manyetik bir eğri olsun. Fermi-Walker formülü yardımıyla  

hesaplayalım. 

i) İlk olarak  yazılır.  

Burada 

                    

                  

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

              (4.34) 

olur. Ayrıca 

              (4.35) 

bulunur. Ayrıca 

               

                                                 (4.36) 
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bulunur. (4.34), (4.35) ve (4.36) dan 

 

bulunur. 

ii) İlk olarak    

yazılır. Burada 

         

       

 

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

          (4.37) 

olur. Ayrıca 

          

                                                     (4.38) 

bulunur. Ayrıca 

             

                                                                                (4.39) 

bulunur. (4.37), (4.38) ve (4.39) dan 

 

bulunur. 

 

iii) İlk olarak   

yazılır. Burada 

                 

                  

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 
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         (4.40) 

olur. Ayrıca 

 

                                                                                                     (4.41) 

bulunur. Ayrıca 

 

                                                                                (4.42) 

bulunur. (4.40), (4.41) ve (4.42) den 

 

bulunur. 

Teorem 4.6. Diyelimki , -manyetik bir eğri olsun.O zaman Quasi vektörlerinin 

Lorentz kuvvetinin Fermi-Walker türevleri aşağıdaki gibidir. 

i)  , 

ii) , 

iii) . 

İspat: , -manyetik bir eğri olsun. Fermi-Walker formülü yardımıyla hesaplayalım. 

i) İlk olarak   

yazılır. Burada 

                   

                 

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

                  (4.43) 

olur. Ayrıca 

             (4.44) 

bulunur. Ayrıca 
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                                                           (4.45) 

bulunur. (4.43), (4.44) ve (4.45) ten 

 

bulunur. 

ii) İlk olarak   

yazılır. Burada 

                 

                        

               

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

         (4.46) 

olur. Ayrıca 

 

                                              (4.47) 

bulunur. Ayrıca 

 

                                                                     (4.48) 

bulunur. (4.46), (4.47) ve (4.48) den 

 

bulunur. 

iii) İlk olarak   

yazılır. Burada 

                      

                             

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 
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        (4.49) 

olur. Ayrıca 

 

                                                                                                    (4.50) 

bulunur. Ayrıca 

 

                                                                                (4.51) 

bulunur. (4.49), (4.50) ve (4.51) den 

 

bulunur. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

Bu çalışmada Quasi çatısına göre elde edilen T, N ve B manyetik eğrilerinin 

Fermi-Walker türevleri hesaplandı ve bazı önemli sonuçlar verildi. Bu çalışmanın temel 

amacı bilinen adi türev yardımıyla elde edilen birçok kavram Fermi-Walker türevi ile 

tanımladığında farklı anlamlarını ve uygulama alanlarını ortaya çıkarmaktır. Fermi-

Walker türevinin geometride ve özellikle paralel vektör alanlarının hareketlerinde 

önemli bir uygulaması mevcuttur. 

Fermi-Walker türevi, Fermi-Walker paralelliği elde edilen dönmeyen çatılar 

değişik uzay zamanlarında farklı eğriler için elde edilmiştir. Uzayda dikkate değer eğri 

ailelerinin bir sınıfı da manyetik eğrilerdir. Üçüncü bölümde Öklid 3-uzayında Frenet 

çatısına göre T, N ve B manyetik eğriler tanıtılmıştır. Manyetik eğriler için Fermi-

Walker türevinin hesaplanması ile önemli ilşkiler ortaya çıkarılmıştır. 

Dördüncü bölümde Öklid 3-uzayında Quasi çatısına göre elde edilen manyetik 

eğrilerinin Fermi-Walker türevleri hesaplanmış ve bazı önemli sonuçlar elde edilmiştir. 
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