
   

 

  

 

 

T.C. 

MUġ ALPARSLAN ÜNĠVERSĠTESĠ 

FEN BĠLĠMLERĠ ENSTĠTÜSÜ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1-BOYUTLU BURGERS DENKLEMĠNĠN PERTÜRBE EDĠLMĠġ SĠSTEMLER 

ĠÇĠN ÜRETĠLEN PARÇALAMA (SPLITTING) METODU ĠLE SAYISAL 

ÇÖZÜMLERĠ 

 

GülĢen BAYAR 

 

YÜKSEK LĠSANS TEZĠ 

 

Matematik Anabilim Dalı 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Haziran - 2019 

MUġ 

Her Hakkı Saklıdır 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

T.C. 

MUġ ALPARSLAN ÜNĠVERSĠTESĠ 

FEN BĠLĠMLERĠ ENSTĠTÜSÜ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1-BOYUTLU BURGERS DENKLEMĠNĠN PERTÜRBE EDĠLMĠġ SĠSTEMLER 

ĠÇĠN ÜRETĠLEN PARÇALAMA (SPLITTING)  METODU ĠLE SAYISAL 

ÇÖZÜMLERĠ 

 

GülĢen BAYAR 

 

YÜKSEK LĠSANS TEZĠ 

 

Matematik Anabilim Dalı 

 

DANIġMAN 

Dr. Öğr. Üyesi Muaz SEYDAOĞLU 

 

 

 

 

 

 

 

 

Haziran - 2019 

MUġ 

Her Hakkı Saklıdır 







 

 

iv 

 

ÖZET 

 

YÜKSEK LĠSANS TEZĠ 

 

1-BOYUTLU BURGERS DENKLEMĠNĠN PERTÜRBE EDĠLMĠġ SĠSTEMLER 

ĠÇĠN ÜRETĠLEN PARÇALAMA (SPLITTING) METODU ĠLE SAYISAL 

ÇÖZÜMLERĠ 

 

 

GülĢen BAYAR 

 

MuĢ Alparslan Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

DanıĢman: Dr. Öğr. Üyesi Muaz SEYDAOĞLU                     

 

2019, 42 sayfa  

 

Jüri 

                             DanıĢman: Dr. Öğr. Üyesi Muaz SEYDAOĞLU                     

                             Jüri Üyesi:  Dr. Öğr. Üyesi Erkan ÇĠMEN  

                             Jüri Üyesi:  Doç. Dr. Erdal KORKMAZ 
                              

Bu tezde, 1- boyutlu Burgers denkleminin pertürbe edilmiĢ sistemler için üretilmiĢ parçalama 

(splitting) metodu ile sonlu fark yaklaĢımları birleĢtirilerek elde edilen algoritma ile yaklaĢık çözümleri 

dört bölüm halinde incelenmiĢtir. 

Ġlk bölüm de 1- boyutlu Burgers denkleminin literatürde var olan çalıĢmalarının kısa bir 

derlenmesi verilmiĢtir. 

Ġkinci bölümde bazı temel kavramlar, klasik sonlu fark yöntemleri ve sabit nokta iterasyonu 

hakkında bilgi sunulmuĢtur. 

Tezin üçüncü bölümünde Burgers denklemi tanıtıldı ve iki farklı baĢlangıç ve sınır koĢulu için 

lineerleĢtirilmiĢ Burgers denkleminin Fourier seri çözümleri verildi. Pertürbe edilmiĢ sistemler için 

üretilmiĢ parçalama (splitting) metodları tanıtılmıĢtır. Ek olarak filtreleme tekniğiyle kapalı sonlu fark 

Ģemasına dayalı parçalama (splitting) metodunun uygulaması verilmiĢtir. 

 Son bölümde ise Burgers denkleminin kapalı sonlu farklar Ģemasına bağlı pertürbe edilmiĢ 

sistemler için üretilen parçalama (splitting) metodu ile elde edilen sayısal sonuçları verilmiĢtir. Elde 

edilen çözümler, analitik ve literatürde var olan çözümler ile karĢılaĢtırılmıĢtır. 

 

Anahtar Kelimeler: Burgers denklemi, Parçalama(splitting) metotları, Sabit nokta iterasyonu, 

                                   Sonlu fark yöntemleri.  
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In this thesis,  the numerical solutions of the 1-dimensional Burgers equation obtained by 

splitting method based on implicit finite difference scheme have been analyzed in four chapter. 

In the first chapter,  a brief review of the literature about 1-dimensional Burgers equation has 

been given. 

In the second chapter,  some fundamental  concepts,  information about clasiccal finite difference 

methods and fixed point iteration  have been presented. 

In the third chapter,  Burgers  equation has been introduced and the Fourier series solutions of 

the linearized Burgers equation for two different inital and boundary conditions have been given.  

Splitting methods obtained for perturbed system have been introduced. Additionally, the application of 

splitting method based on implicit finite difference scheme with filtering technique has been given. 

In the fourth chapter,  the numerical solutions of Burgers  equation with splitting method derived 

for perturbed system based on implicit finite difference scheme have been obtained . These solutions have 

been compared with their analytical solutions and some existing results in literature. 
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ÖNSÖZ 

 

DeğiĢen günlük olaylar, teknolojiyle birlikte bilimsel çalıĢmalarda yeni bir 

dönem baĢlatmaktadır. Bu bilimsel çalıĢmalarda en çok etkilenen alanlardan biride 

Ģüphesiz matematik bilimi olmaktadır. Özellikle matematikte geliĢen bilgisayar prog-

ramları, daha önceden hesaplaması güç ve büyük maliyetlere sebep olan problemlerin,  

daha az maliyet ile kısa bir zamanda çözülmesi avantajını sağlamaktadır. Bu geliĢmeler 

bilim insanlarının da bu alandaki çalıĢmalarda daha baĢarılı sonuçlar veren nümerik 

hesaplama matematiğini geliĢtirmelerini sağlamaktadır. Bu hesaplama teknikleri tekno-

loji geliĢtikçe geliĢme göstermeye devam etmektedir. Bu nedenleler gün geçtikçe yapı-

lan çalıĢmalarda artmaktadır. Benim de bu alandaki çalıĢmam da bana verdiği desteği ve 

bilgileriyle değerli DanıĢmanım Dr. Öğr. Üyesi. Muaz Seydaoğlu‟na ve bugüne kadar 

her türlü desteğini esirgemeyen, bu günlere gelmeme vesile olan değerli abim M. Emin 

Bayar‟a teĢekkürlerimi sunarım. 
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1. GĠRĠġ 

 

Diferansiyel denklem, fonksiyon ve bu fonksiyonların türevlerini içeren denk-

lemlerdir. Diferansiyel denklemler fonksiyonların türevlerini içermesi nedeniyle uygu-

lamada cebirsel farklılıklar gösterir. Günlük hayatta özellikle mühendislik ve fizik bi-

limleri alanında karĢılaĢtığımız birçok olayların çeĢitli basitleĢtirici kabuller altında mo-

dellenmesi genellikle diferansiyel denklemler ile gerçekleĢtirilir. Ayrıca biyoloji, tıp, 

sosyal bilimler gibi alanlarda da çok sayıda olayın matematiksel denklemler Ģeklinde 

ifade edilmesi, yeni çözülmesi gereken diferansiyel denklemleri ortaya çıkarır (Pala, 

2006). Örneğin ısı akıĢı, dalga hareketi, katıların titreĢimi, moleküllerin yapısı, foton ve 

elektronların iliĢkisi, elektromanyetik dalgaların radyasyonu, akıĢkan akıları ve trafik 

modellerinde karĢılaĢılan pek çok fiziksel sistemin ve ekolojideki pek çok olayın mate-

matiksel modellenmesinde kısmi diferansiyel denklemler kullanılır. Bunlar gibi temel 

olayları kavrayabilme ilgili kısmi diferansiyel denklemleri iyi analiz etmeyi gerektir-

mektedir. Bu kısmi diferansiyel denklemlerden biride Burgers denklemidir (Zeytinoğlu, 

2010). Burgers denklemi ilk olarak Bateman (1915), tarafından incelenmiĢtir. Daha 

sonra Burgers tarafından türbülans problemi için matematiksel bir model olarak ele 

alınmıĢ ve bu denklem Burgers denklemi olarak adlandırılmıĢtır. Burgers denklemi ısı 

iletimi, gaz dinamiği, esneklik, Ģok dalgaları, sayılar teorisi modellenmesi gibi birçok 

uygulama alanında kullanılmıĢtır. Burgers denkleminin seri çözümleri farklı baĢlangıç 

koĢullar için Hopf-Cole dönüĢümü yardımı ile elde edilmiĢtir (Cole, 1951; Hopf, 1950). 

Burgers denklemi, analitik çözümleri bilindiğinden birçok nümerik metodun test edil-

mesinde kullanılmıĢtır. Dolayısıyla Burgers denklemi üzerinde çalıĢmalar yapan birçok 

bilim insanı analitik çözümlere yakın sonuçlar veren, sonlu farklar, sonlu elemanlar ve 

sınır elemanlar yöntemleri gibi çeĢitli nümerik metotları uygulamıĢlardır. 

Parçalama (splitting) metotları, genellikle ele alınan denklemlerin çeĢitli uygula-

ma alanlarında sonlu fark ve sonlu eleman yöntemleri gibi yöntemler ile birlikte kullanı-

lır. Problemlerin daha kolay çözülebilir alt denklemlere ayrılarak daha hassas çözümüler 

elde edilmesi amaçlanmaktadır. Parçalama (splitting) metotlarının daha hassas sonuçlar 

vermesi ve denklemlere kolay uygulanabilir olmaları geniĢ bir alanda kullanılmasını 

sağlamaktadır. Parçalama (splitting) metodu problemin tam çözümlerinin niteliksel 

özelliklerini korumaktadır (Seydaoğlu, 2010). 
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Bu çalıĢmada Burgers denklemi pertürbe edilmiĢ sistemler için üretilmiĢ Parça-

lama (splitting) metodunu sabit nokta iterasyonu ile lineerleĢtirme yapılarak kapalı 

sonlu fark yöntem kullanılarak sayısal olarak çözülmüĢtür. Bu algoritmalar örnek prob-

lemler için Matlab programlama dilinde kodlanarak Burgers denkleminin yaklaĢık 

çözümleri farklı Reynolds sayıları ( Re 1/ v ) ve farklı zaman değerleri için hesaplan-

mıĢtır. Bu sonuçlar analitik ve literatürde var olan yaklaĢık çözümlerle karĢılaĢtırılmıĢ-

tır. Elde edilen çözümlerin bu sonuçlarla uyumlu olduğu gösterilmiĢtir.  
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2. KAYNAK ARAġTIRMASI 

 

2.1. Temel Tanım ve Kavramlar 

 

Tanım 2.1. :f X ℝ, a X  ve (x)f , X ‟ te tanımlanan bir fonksiyon olsun. 

( ) (a)
limx a

f x f

x a





       veya      

0

(a ) (a)
lim x

f x f

x
 

  


 

ifadeleri bir limite sahip ise (x)f , a noktasında türevlenebilirdir. Türevi simgelerken 

genellikle ( )f x  veya 
f

x




 ifadeleri kullanılır. 

 

Tanım 2.2. f  fonksiyonu herhangi bir açık aralık üzerinde alınan a  değe-ri için her 

mertebeden türevlenebilir bir fonksiyon olsun. 

0

(a)
( )

!

k
k

k

f
x a

k





  

serisine f  fonksiyonun a  noktasındaki Taylor serisi denir (Balcı, 2009). 

 

Tanım 2.3. 
,

( ) 0
i j

F u  , tam çözümü u  olan bir kısmi diferansiyel denklemin ( , )i j -inci 

düğüm noktasındaki fark denklemi olsun. u , fark denkleminin düğüm noktalarındaki 

kısmi diferansiyel denklemin tam çözümü U  ile yer değiĢtirilse, 
,

(U)
i j

F değeri ( , )i j -

inci düğüm noktasında 
,i j

T yerel kesme hatası olarak tanımlanır (Smith, 1985). 

 

Tanım 2.4. 0x  , 0t   iken lokal kesme hatasının limit değeri sıfır oluyorsa fark 

denklemi tutarlıdır denir. Yani   

x, t 0 i, jlim 0T     

olmasıdır (Smith, 1985). 

 

2.1.1. Fourier seri ( Von Neumann ) yöntemi 
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 N  , 0x  , 0t   T  sonlu olmak üzere 0 t T N t    , T  zaman 

aralığında U( , )x t ‟nin lineer iki zaman seviyeli fark denkleminin kararlılığı ile ilgilendi-

ğimizi varsayalım. Fourier serisi veya Von Neumann metodu ilk olarak (O‟Brien ve 

ark., 1915) detaylı Ģekilde incelenmiĢtir. Bu çalıĢmada 0t   boyunca düğüm noktala-

rındaki baĢlangıç değerleri bir sonlu Fourier serisi cinsinden ifade edilir. Daha sonra 

“değiĢkenlere ayırma” metoduyla 0t   için bu seriye indirgenen bir fonksiyonun büyü-

mesi ele alınır.  

Fourier serileri sinüs ve kosinüs fonksiyonları cinsinde formüle edilebilir, ancak 

üstel biçimde kullanılırsa cebirsel olarak kolaylık sağlar. Bu nedenle  

cos( )n

n x
a

l


     veya      sin( )n

n x
b

l


  

ifadeleri yerine bu denklemlere eĢdeğer olan  

in x

l
nA e



  

üstel ifadesi yazılabilir. Burada 1i    ve l  fonksiyonun tanımlandığı x aralığıdır. 

,
U( , )

p q
p x q t U    Ģeklinde tanımlanırsa   

ni p xin x in p x

l Nl l
n n nA e A e A e

  

  

olur. Burada n /
n

N x    ve  N x l   olarak tanımlanmıĢtır. 0t   boyunca pivot 

noktalarının baĢlangıç değerleri 
,0

U( ,0)
p

p x U    ile gösterilsin.  

,0

0

n

N
i p x

p n

n

U A e
 



 , 0,1,2,...,p N  

olur. Denklemleri ( 1)N   tane bilinmeyen 
0 1
, ,...,

n
A A A  sabitlerini tek türlü belirlemek 

için yeterlidir. Sadece lineer fark denklemleriyle ilgilenildiği için 
i p xe  

 baĢlangıç 

değerinin yayılmasının araĢtırılması gerekmektedir. 
n

A  katsayısı sabit olduğu için ihmal 

edilebilir. Bu terimin t  arttıkça yayılımı  

,

i x t i p x q t i p x q

p qU e e e e e           

ifadesinden araĢtırılır. Burada a te 
 
ve a  genellikle karmaĢık bir sabittir.   ifadesi 

yükseltme faktörü olarak adlandırılır. Eğer 
,p qU , 0x  , 0t  iken bütün q N

için sınırlı kalıyor ve tüm   değerleri baĢlangıç koĢullarını sağlıyor ise Lax-Richtmyer 
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tanımına göre sonlu fark denklemleri kararlı olacaktır. Eğer fark denklemlerinin tam 

çözümü zamana göre üstel artmazsa kararlılık için gerek ve yeter koĢul 1  olmalıdır. 

Yani; 1 1    dir. Ancak 
,p qU  zamana bağlı olarak artıyorsa kararlılık için yeter ve 

gerek koĢul 

1 1 ( )K t O t        

dir. K  pozitif sayısı x , t ,   değerlerinden bağımsızdır (Smith, 1985). 

 

Tanım 2.5. x  ve t  bağımsız değiĢkenlerine bağlı U  fonksiyonu kısmi diferansiyel 

denklemin tam çözümü ve u  kısmi diferansiyel denklemin yaklaĢımı için kullanılan 

fark denklemlerinin tam çözümü olsun. Eğer sabit noktada veya 0x  , 0t   iken 

sabit t  seviyesinde u  fonksiyonu, U  fonksiyonuna yaklaĢıyor ise fark denklemi yakın-

saktır denir. Yani   

i, j 0 i, j i, jlim u U 
 

olmasıdır (Smith, 1985). 

 

2.1.2. Sabit nokta iterasyonu 

 

 Bir fonksiyonun sabit noktasını bulma problemi matematiğin diferansiyel denk-

lemler, optimizasyon teorisi gibi bir çok alanında sıklıkla karĢılaĢılmaktadır (Kincaid ve 

Cheney, 2012). 

Lineer olmayan ( ) 0f x    denklemi  

 ( )x g x                                                                   (2.1) 

Ģeklinde yeniden yazılabilsin. 
0

x x  baĢlangıç koĢulu seçilerek 

1
( )

n n
x g x


  ,    1,2,...n                                                (2.2) 

formunda bir ardıĢık yenilenme bağlantısı ile ( ) 0f x  denklemini sağlayan  
n

x  kökleri 

bulunur. 

 

Teorem 2.1. Ortalama değer teoremi 
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 ,a b  aralığında sürekli ve bu aralığın her noktasında türevi mevcut olan bir  

( )g x  fonksiyonu için a b   olsun. O halde  

( ) ( )
'( )

g b g a
g

b a






 

olacak Ģekilde en az bir    değeri vardır.  

                  
ġekil 2. 1. Ortalama değer teoreminin gösterimi (Çağal, 1989) 

 

Teoremin geometrik yorumu (Çağal, 1989) çalıĢmasında (Ģekil 2.1) deki gibi 

verilmiĢtir. Burada ( )g x  fonksiyonu ,x a  x b  noktaları arasında tanımlı bir fonksi- 

yondur.  ġekilde çizilen 'BB  kiriĢinin eğimi 

( ) ( )g b g a

b a




 

formülü ile verilir. ( , )a b  aralığı içerisinde en az bir   nokta vardır ki bu noktadan eğri-

ye çizilen teğet 'BB  kiriĢine paraleldir. Ortalama değer teoremini 

(b) g(a) g'( )(b a)g      ( 2.3)                           

ġeklinde yeniden ele alalım. Bu teoreme ardıĢık iterasyon iĢlemi uygulanırsa; 

1 0
( )x g x         

2 1
( )x g x           

1
( )

i i
x g x


                                                                                                                  ( 2.4) 

1
x ( )

i i
g x


  
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1
,b x

i i
a x


   

elde edilir. (2.4) ifadesi  (2.3) denkleminde yerine yazılırsa; 

1 1
( ) (x ) '( )( )

i i i i i
g x g g x x

 
    

olur ve burada 
1i i i

x x

   dir. 

1
( )

i i
x g x


 ,  

1
( )

i i
x g x

  

olduğundan 

1 1
'( )

i i i i i
x x g x x
 
    

ifadesi yazılır. (2.4)‟teki her bir denkleme ayrı ayrı ortalama değer teoremini uygula-

narak  

2 1 1 1 0( )  ’  x x g x x    

3 2 2 2 1( )  ’  x x g x x    

                . 

                . 

                . 

1 1 1 2 ’  ( ) i i i i ix x g x x       

1 1(’ )   i i i i ix x g x x     

ifadeleri elde edilir. Burada 
1 2
, ,...,

i
    değerleri birbirinden farklıdır. '( )g x  fonksiyo-

nu sınırlı olduğunu varsayılsın. O halde herhangi bir 
1

,
i i

x x


 
 

 aralığında  

'( )
i

g K   

eĢitsizliği yazılabilir. Buradan  

2 1 1 0   x x K x x   

3 2 2 1   x x K x x       

                 . 

                 . 

                 . 
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1 1 2   i i i iKx x x x     

1 1   i i i ix x xK x    

ifadeleri elde edilir. Bu eĢitsizliklerden 

1 1 0   i

i ix x K x x    

yazılır. Yöntemin gerçek köke yakınsaması için i   iken 

1lim( ) 0i i
i

x x


   

olması gereklidir. Yani 1K   olmalıdır. O halde sabit iterasyon yönteminin gerçek 

köke yakınsaması için yeterli koĢul 

'( ) 1
i

g K    

Ģeklinde verilir (Çağal, 1989). 

 

2.1.3. Yakınsama mertebesi 

 

Yenileme bağıntısındaki hata  

i i
e x x   

Ģeklinde tanımlansın. Öte yandan ( )
i

g x  değeri  

        
 

2

' '' ...
2!

i

i i

x x
g x g x g x x x g x


      

ya da 

        
 

2

' '' ...
2!

i

i i

x x
g x g x g x x x g x


      

Ģeklinde elde edilir.  O halde 

 
1i i

x g x

 ,  x g x  ve 

i i
e x x   

olduğunda, 

     
2 3

' '' '''

1
...

2! 3!

i i

i i

e e
x x g x e g x g x

      

ifadesi yazılır. Sonuç olarak ( 1).i   adımdaki hata  
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     
2 3

' '' '''

1
...

2! 3!

i i

i i

e e
e g x e g x g x

     

Ģeklinde .i  adımdaki hata cinsinden elde edilir. Görüldüğü gibi x  çözümü için ( )g x   

fonksiyonunun sıfır olmayan en küçük türevinin mertebesi yakınsama mertebesini verir 

(Çağal, 1989).   

 

2.2. Sonlu Fark Yöntemi 

 

Sonlu fark yöntemi, analitik çözümleri açıkça ifade edilemeyen problemlerin 

yaklaĢık çözümlerini elde etmek için sıklıkla kullanılan sayısal bir yöntemdir. Sonlu 

fark yönteminde temel mantık, türevlerin ayrıklaĢtırılmıĢ fonksiyon değerlerinin doğru-

sal kombinasyonlarıyla yer değiĢtirmesidir. Sonlu fark yöntemleri sade olduklarından 

uygulamalarda sıklıkla kullanılan yaklaĢık metotlardandır. Sonlu fark yöntemlerinin 

amacı türevlerin düğüm noktasındaki fonksiyon değerlerinin doğrusal kombinasyon-

larıyla hesaplanmasıdır. 

 

 

ġekil 2. 2. Düğüm noktalarının gösterimi [Smith, 1985] 

U , ,x t  bağımsız değiĢkenine bağlı bir fonksiyon olsun. Sonlu fark yöntemle-

rinde, 
i

x i x  , 0,1,2,...,Mi   Ģeklinde tanımlı eĢit aralıklı düğüm doğruları Oy  ekse-

nine paralel ve 
j

t j t   , 0,1,2,...,j N  ile tanımlı eĢit aralıklı düğüm noktaları ile  

Ox  eksenine paralel olacak Ģekilde x t  düzlemi kenarları x  ve t  olan eĢit dik-

dörtgenler bölünür (Ģekil 2.2.1). U  fonksiyonunun sembolik ( , )K i x j t   düğüm nokta-

sındaki değeri   
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,
( , ) ( , )

K i j
U U x t U i x j t U      

Ģeklinde tanımlanır (Smith, 1985). 

 

Birinci mertebeden türevlere sonlu fark yaklaĢımları  

 

( , )U x x t   ve ( , )U x x t  fonksiyonlarının x civarında Taylor seri açılımları   

     
   2 32 3

2 3
, , ...

2! 3!

x xU U U
U x x t U x t x

x x x

   
       

  
              

   2 32 3

2 3
( , ) ( , ) ( ) ...

2! 3!

x xU U U
U x x t U x t x

x x x

   
       

  
 

Ģeklindedir. Yukarıdaki ifadelerden birinci türevler yalnız bırakılırsa 

   22 3

2 3

U( , ) ( , )
...

2! 3!

xxU x x t U x t U U

x x x x

     
   

   
                    (2.5) 

       22 3

2 3

, ,
...

2! 3!

xU x t U x x t xU U U

x x x x

     
   

   
                  (2.6) 

olarak elde edilir. (2.5) ve (2.6) ifadesinden serinin kalan terimleri ( )O x  ile ifade 

edilirse birinci mertebe türev değerleri  

U( , ) ( , )
( )

U x x t U x t
O x

x x

   
  

 
                                                 (ileri fark yaklaĢımı) 

   , ,
( )

U x t U x x tU
O x

x x

  
  

 
                            (geri fark yaklaĢımı) 

elde edilir. Burada “ O ” ifadesi sonsuz sayıdaki terimleri ifade etmek için kullanılır. 

Ayrıca (i) ve (ii) ifadeleri taraf tarafa toplanırsa birinci mertebeden türev değeri  

2U( , ) ( , )
( )

2

U x x t U x x t
O x

x x

     
  

 
                        (merkezi fark yaklaĢımı) 

Ģeklinde bulunur.  

 Benzer Ģekilde ( , )U x t t   ve ( , )U x t t  fonksiyonlarının t civarında Taylor 

seri açılımları  
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     
   2 32 3

2 3
, , ...

2! 3!

t tU U U
U x t t U x t t

t t t

   
       

  

   2 32 3

2 3
( , ) ( , ) ( ) ...

2! 3!

t tU U U
U x t t U x t t

t t t

   
       

  
 

dır. Yukarıdaki iĢlemlere benzer olarak zamana göre birinci türevlerin değeri         

U( , ) (x, t)
( )

x t t U
O t

t

U

t

  








                                                  (ileri fark yaklaĢımı) 

 

                                              (geri fark yaklaĢımı) 

 

2U( , ) ( , )
( )

2

U x t t U x t t
O t

t t

     
  

 
                                 (merkezi fark yaklaĢımı) 

Ģeklinde ifade edilir. 

 

Ġkinci mertebeden türevlere sonlu fark yaklaĢımları  

 

U ‟nün x ‟e göre ikinci mertebeden türevinin sırasıyla ileri, geri ve merkezi fark 

yaklaĢımları yukarıdakilerine benzer Ģekilde Taylor seri açılımlarından  

   

 

2
2

2 2

2
2

2 2

2
2

2 2

, 2 , ( 2 , )
( )

( )

2 , 2 ( , ) ( , )
( )

( )

( , ) 2 ( , ) ( , )
( )

( )

U x t U x x t U x x tU
O x

x x

U x x t U x x t U x tU
O x

x x

U U x x t U x t U x x t
O x

x x

     
  

 

     
  

 

      
  

 

 

gibi bulunur. ( , )U x t  fonksiyonunun 
i

x i x   ve 
j

t j x  düğüm noktalarındaki de-

ğerleri göz önüne alınarak birinci ve ikinci mertebe türevlerin sonlu fark formüleri  

1, ,
( )

i j i jU UU

t x
O x

 



 


 

, 1,
( )

i j i j

x
x

U U
O

U

t










 

   , ,
( )

U x t U x t tU
O t

t t

  
  

 
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21, 1,

2
( )

i j i jU U
O

t x
x

U  











 

, 1 ,
( )

i j i jU UU

t t
O t

 



 


 

, , 1
( )

i j i jU
O t

UU

t t




 
   

2
, 1, 2, 2

2 2
)

2
(

i j i j i jU U

x x
O

U
x

U   


 
   

2
2, 1,

2 2

2,
(

2
)

i j i j i jU U UU

x x
O x

  


 
   

2
1, , 1,

2

2

2
( )

2i j i j i jU U
O x

UU

x x

  


 
   

elde edilir (Seydaoğlu, 2010). 
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3.  MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Bu kısımda Burgers denklemi üzerinde bilim insanların geçmiĢten günümüze 

kadar yapılan çalıĢmalar ve sonlu farklar yönteminin Burgers denklemine parçalayarak 

uygulanması üzerinde duruldu. 

 

3.1. Burgers Denklemi 

 

1- Boyutlu Burgers denklemi,  

2

2

U U U
U v

t x x

  
 

  
,      ( , ) [0,1] [0, )x t                           (3.1) 

sınır Ģartları  

1

2

( , ) (t)

(b, ) (t)

U a t g

U t g




             0t                                             (3.2) 

ve baĢlangıç koĢuluyla 

0( ,0) (x)U x U ,     a x b                                                (3.3) 

ele alalım. Burada v  kinematik viskozite parametresi, t  zaman ve x  konum değiĢken-

lerini temsil eder. Ek olarak 1g , 2g  verilen fonksiyonlardır ve baĢlangıç değer fonksiyo-

nu 0U  yeterince düzgündür. Burgers denkleminin denge durum çözümleri ilk olarak 

Bateman (Bateman, 1915) tarafından sunulmuĢtur. Burgers (Burgers, 1948) çalıĢma-

sında bu denklemi türbülansın matematik modellenmesinde kullanmıĢtır. Burgers 

denklemi, lineer olmayan terim ve kinematik viskozite parametresi gibi Navier-Stokes 

denklemi ile birçok ortak özelliğe sahiptir. Dolayısıyla türbülans problemini çalıĢmak 

için Burgers denklemi basit bir test problemi olarak kullanılabilmektedir. Burgers 

denklemi, gaz dinamiği, Ģok dalgalarının modellenmesin, trafik akıĢları ve ısı iletimi 

gibi uygulamalı matematik, fizik ve mühendislik alanlarında kullanılmıĢtır. Verilen 

baĢlangıç koĢulları için Burgers denkleminin sonsuz seri çözümleri Hopf-Cole dönüĢü-

mü yardımı ile elde edilmiĢtir (Cole, 1951; Hopf, 1950). Bu denklemin davranıĢı sonlu 

farklar, sonlu elemanlar, sınırlı elemanlar, spektral metotlar, üstel metotlar, homotopi 

analiz metodu ve diferansiyel tümleme metodu gibi birçok nümerik metot ile incelen-

miĢtir (Caldwell ve Smith, 1982; Evans ve  Abdullah, 1984; Mitta ve Singhal, 1993; 
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Kutluay ve ark., 1999; Kutluay ve Esen, 2004; Liao, 2008; ÖziĢ ve Erdoğan, 2009; 

Acedo, 2006; Cordero ve ark., 2015; Jiwari, 2015; Jiwari ve ark., 2013; Rashidi ve 

Erfani, 2009). 

Yazarlar (Jain ve Raja, 1979) çalıĢmasında Burgers denkleminin parçalanması 

sonucu elde edilen iki alt problemi sonlu farklar metodu ile çözmüĢlerdir ve bu 

algoritmayı splitting-up tekniği olarak adlandırmıĢlar. Benzer düĢünceyle kübik spline 

metodu kullanılarak Burgers denklemi nümerik çözümleri için iki-zaman-seviyeli (Jain 

ve Holla, 1978) ve üç-zaman-seviyeli (Jain ark., 1992) olarak adlandırılan parçalama 

(splitting) tekniği önerilmiĢtir. (Saka ve Dağ, 2008)  çalıĢmasında Burgers ve modifiye 

edilmiĢ Burgers denklemlerinin nümerik çözümlerini, her bir alt denkleme kuintik B-

spline kollakasyon metodunu uygulayarak sunmuĢlardır.   

 

3.1.1. Hopf-Cole dönüĢümü 

 

Hopf-Cole dönüĢümü    

  2 xU v



                                                                                                            (3.4) 

Ģeklinde tanımlanır. (3.4) dönüĢümü kullanılarak tU , xUU  ve xxU  terimleri  

 
2

2 t x xt

t

v
U

  




  

 2 2

3

4 x xx x

x

v
UU

  




  

 2 3 2

3

2 2 3x xx x xxx

xx

v
vU

    



 
  

 gibi elde edilir. Elde edilen bu sonuçları (3.1) denkleminde yerine yazılır 

  
 

3

2
0 0

xt x t xx xxx

xt x t xx xxx

v v v
v v

    
    



   
      

 

                                                            x t xx xt xxx t xx x
v v v              . 
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 Eğer  , 0t xxv   , x R  ısı denkleminin bir çözümü ise (3.4) dönüĢümü ile verilen 

( , )U x t  fonksiyonu (3.1) Burgers denkleminin bir çözümü olur. (3.4) ifadesi  

 2 log
x

U v    

gibi yeniden yazılabilir. O halde  

( , )

2( , )

U x t
dx

vx t e
 
 
 


  

ya da  

0

(y, )

2

( , )

x
U t

dy
v

x t e

 
 
 
 


                            (3.5) 

ifadeleri yazılabilir. 

Burada (3.3) baĢlangıç koĢul 

0

0

(y)

2

0( ,0) ( ) ( , )

x
U

dy
v

x x x t e  

 
 
 
 


  
 

olur. 

Sonuç olarak (3.1) problemi  

(y)0

20

0

0

( ,0) ( ) ( , )

x U
dy

v

t xxv

x x x t e

 

  

 
  
 
 

 


   

,  x R , 0t  , 0v           (3.6) 

denklemine indirgenir. 

 

Isı denklemi: Isı denklemi genel çözümü değiĢkenlerine ayrılabilir çözüm yöntemiyle 

elde edilebilmektedir. (3.6)  denkleminin x  değiĢkenine göre Fourier dönüĢümü uygula-

nırsa  

 

2

0

;

( ,0) ( );

t v  

   

 




 ,R  0t  , 0v                                                            (3.7) 

olur ve burada ( , t) ( , ) i xx t e dx  




   olur.  Bu problemin çözümü; 

2

0( , t) ( ) vte     

Ģeklinde verilir. ( , )x t  ifadesi ters 
1F 
 Fourier dönüĢünü kullanılarak 
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2 21 1 1

0 0( , ) [ ( , )] [ ( )e ] (x)*F (e )vt vtx t F t F             

gibi elde edilir ve burada * konvolüsyon çarpımıdır. 

 

Öte yandan  

2

21 4
1

F (e )
2

x

vt vte
vt






   

dir ve (3.6) baĢlangıç değer probleminin analitik çözümü  

2( )

4
0

1
( , ) ( )

2

x

vtx t e d
vt



   







   

olur. (3.4)  dönüĢümünde (3.1) Burgers denkleminin problemin analitik çözümü   

2

2

( )

4
0

( )

4
0

( )

U( , )

( )

x

vt

x

vt

x
e d

t
x t

e d






  

  


















                                                                                (3.8) 

formülü ile elde edilir (Landajuela, 2011). 

 

3.2. BCH Formülü 

 

Konuda kullanacağımız Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) metodunu ve komü-

tatörün tanımlarına değinilmiĢtir. A ve B  kare matrisi ve burada Komütatörü [.,.]  Ģek-

linde ya da A  ve B operatörleri için [ , ]A B AB BA   biçimde tanımlanır. BCH da 

(A B) Ce e   

olarak alınır. 

 
2

log ( ,B)
k

k

C bch A A B C




   

     
1 1 1

, ,[ , ] ,[ , ] ...
2 12 12

C A B A B A A B B A B     
 

1
C A B 

 

 
2

1
,

2
C A B  

   
3

1 1
, , , ,B

12 12
C A B A A B        
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 
4

1
, ,B ,

24
C A B A       

Farklı k değerleri için 
k

C  değerleri yazılabilir (Seydaoğlu, 2016).   

 

3.3. Pertürbe EdilmiĢ Sistemler Ġçin Parçalama (Splitting) Metotları 

 

Bir boyutlu Burgers denklemi küçük viskozite v  parametresini içerir. Bu neden-

le Burgers denkleminin hassas çözümleri pertürbe edilmiĢ sistemlere uygun olarak üre-

tilmiĢ parçalama (splitting)  metotları ile elde edilebilir. Lineer olmayan 

( ( )) B(u(t))
du

A u t
dt

    ,  0(0)u u                                                                           (3.9) 

denklemi ele alalım. Burada   küçük parametre olmak üzere ,A B  ve A B  opera-

törleri t  pozitif değeri için sonsuz ya da sonlu Banach uzayında 0C  yarı-grubunu gerer-

ler. 1-Boyutlu Burgers denklemi (3.1) formuna bir örnek oluĢturmaktadır. Kolaylık sağ-

laması için lineer olmayan denklemi, lineer formda (görünüĢte) yazılabilir.  

( ( )) B(u(t))( ) ( )A u t

du
L u t L u t

dt
                                                                                      (3.10) 

Burada (t)u  fonksiyonuna uygulanan Lie- operatörleri  

( ( )) ( ( ))A u tL A u t
u





,  

B( ( )) ( ( ))u tL B u t
u





                                                   (3.11) 

Ģeklinde ifade edilir. Bu durumda (3.10)‟nun formal çözümü  
( ( )) B( ( ))( )

0( ) A u t u tt L L
u t e u




Ģeklindedir (Hairer ve ark., 2006). 

Parçalama (splitting)  metodu uygulanırken (3.10) denklemi aĢağıdaki gibi iki 

ayrı alt probleme parçalanır. 

( )
( ( ))

du t
A u t

dt
     ve       

( )
( ( ))

du t
B u t

dt
                                                                (3.12) 

 Parçalanan bu denklemler ardıĢık olarak çözülerek (3.10) denklemini yaklaĢık 

çözümleri elde edilir (Holden ve ark., 2013). 

Bunun yanı sıra lineer olmayan durumlarda (3.10) denkleminin formal çözümü 

 A B
t L

e  , akıĢ dönüĢümü 
 A B

t L
   ile yer değiĢtirilebilir.  Ayrıca h  zaman adımı yeterince 
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küçük olmak üzere (3.12)‟deki her bir denklemin h  akıĢları, A
L

h
 , 

L
B

h



  olarak tanımla-

nır. Bu durumda birinci mertebe Lie- Trotter parçalama (splitting) metodu   

A B
L L

h h h
T


       ya da        B A

L L

h h h
T


                                                                (3.13) 

Ģeklindedir. Burada 
( ) 2( )A B
L

h h
T O h    Ģeklinde denkleminin çözümü birinci merte-

beden bir yaklaĢım olduğu görülmektedir. Ġkinci dereceden zamana göre simetrik metot-

ları Lie-Trotter metodunun ve eĢleniğinin * B A
L L

h h h
T


   yarı zaman adımında bileĢkesi 

alınarak  

/2 /2

A B A
L L L

h h h h
S


         ya da      

/2 /2

B A B
L L L

h h h h
S

 
                                                (3.14) 

biçiminde elde edilir ve Strang  parçalama (splitting) metodu olarak adlandırılır (Hairer 

ve ark., 2006; Blanes ve Casas, 2016). 

(3.14) formundaki Strang parçalama (splitting)  metodu  

 
3 , 31 1

, .....
2 2 24 12

L L L
A A B

A A A B B A BB

h h
L L h L h h L L Lh L

e e e e




 

  
  


    

  
                                 (3.15) 

üstel Ģekilde eĢitliği yeniden yazılabilir. (3.15)„teki eĢitliğin sol tarafına BCH formülü-

nün uygulanması ile eĢitliğin sağ tarafı elde edilir.  

3h ‟ün çarpanları [ ,[ , ]]
A A B

L L L  ve 2[ ,[ , ]]
B A B

L L L  göz önüne alınırsa (3.14) 

denkleminin lokal kesme hatasının 3 2 3( )O h h   mertebesinde olduğu görülür. Öte 

yandan herhangi mertebeden ABA kalıbında bir parçalama (splitting) metodu 1 0pb    

olmak üzere  

1( ) ...p A p B
ha L hb L

h e e


  2 1 1A B A
ha L hb L ha L

e e e


                                                                    (3.16) 

Ģeklinde elde edilebilir. Ya da 1 0pa    olmak üzere BAB kalıbında bir parçalama 

(splitting) metodu  

1( ) ...p B p A
hb L ha L

h e e


  2 1 1B A B
hb L ha L hb L

e e e
 

                                                                   (3.17) 

olarak ifade edilir (Creutz ve Gocksch, 1989; Suzuki, 1990; Yoshida, 1990). Bunun 

yanı sıra, 
2 1lh 

  0,1,2,3,...,l s  mertebesinin terimleri sıfır olarak alınırsa efektif 

mertebesi (2 ,2)s  olan pozitif ve reel katsayılı ikinci mertebeden simetrik metotlar elde 

edilir. Bu simetrik metotlar Burgers denklemi gibi terslenemeyen sistemler için iyi 
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tanımlıdırlar ve hata 2 1 2 3( )sO h h    mertebesindedir. Pozitif reel katsayılar için 5s   

ile (2 ,2)s  mertebesinde simetrik metotlar sunulmuĢtur (Mclachlan, 1995). Strang 

parçalama (splitting) metodu ile bulunan sonuçların yaklaĢık olarak üç kat daha fazla 

hassas olduğu görülmektedir. (Laskar ve Robutel, 2001)‟deki çalıĢmalarında (2 ,2)s  

metodunun sistematik bir analizini sunmuĢlar ve 10s 
‟
a kadar pozitif katsayılar için 

yeni metotlar önermiĢler. Sunulan bu metotların ikinci mertebeden klasik simetrik me-

totlardan daha avantajlı olduğu görülmektedir. 

 

3.4. Burgers Denklemi Ġçin Parçalama (Splitting) Yöntemi 

 

1-boyutlu Burgers denklemi (3.1)  

t xU UU                                                                                                                   (3.18) 

t xxU vU                                                                                                                    (3.19)   

iki ayrı alt problem olarak parçalanır. Burgers denklemine parçalama (spliting) metodu, 

ayrı alt problemlerin (kesin ya da nümerik) çözümlerini birleĢtirmede kullanılır. (3.18) 

ve (3.19) alt denklemlerinin kesin çözümlerini veren dönüĢümleri (ya da yeterince has-

sas sayısal yaklaĢımları) A
L

h
  ve B

L

h


  dir. Burada Burgers denkleminin yaklaĢık çözüm-

leri 

0
( , ) ( )

h
U x h u x     (3.20) 

olarak elde edilir. Burada 
h

 , yeterince küçük h  değerleri için (3.16) veya (3.17) 

denklem kalıplarından biridir.  

Lineer denklemler için üstel parçalama (splitting)  metotlarının yakınsaklık 

özellikleri (Hansen ve Ostermann, 2009) çalıĢmasında analiz edilmiĢtir. Üstel ifadeler 

uygun nonlineer akıĢlarla değiĢtirilerek Hansen (2009)‟daki sonuçlar lineer olmayan 

denklemlere formal olarak geniĢletilebilir. (Holden ve ark., 1999) genelleĢtirilmiĢ 

Korteweg-De Vries (KdV) denklemi için Lie-Trotter ve Strang parçalama (splitting) 

metotlarının yakınsaklık analizini sunmuĢlardır. (Holden ve ark., 2011) Kdv denklemi 

için Lie-Trotter ve Strang parçalama (splitting) metodunun mertebelerinin beklenen 

hassasiyette  olduğunu göstermiĢlerdir. Ek olarak (Holden ve ark., 2013) makalesinde 

Burgers nonlineerliğe sahip  bazı özel kısmi diferansiyel denklemler için  Strang parça-



20 

 

 

 

lama (splitting) metodunun yakınsaklığı sunulmuĢtur. Bu yüzden benzer yakınsaklık 

sonuçları (2s,2) mertebeden simetrik metotlar için de beklenebilir. 

 

3.5. ParçalanmıĢ Burgers Denklemine Sonlu Farklar Yönteminin Uygulanması 

 

Bu kısımda Kapalı ve Crank-Nicolson sonlu fark yöntemlerini kullanarak, sabit 

iterasyon yöntem ile (Ames, 1977) lineerleĢtirilmiĢ (3.18) ve lineer olan (3.19) denk-

lemlerinin sayısal çözümleri incelenecektir. (3.18) denklemi için sabit nokta iterasyon 

yaklaĢımı  

1 (uu )n n

t xu                0,1,2,j  …                                                                           (3.21) 

Ģeklinde verilir. Burada u  fonksiyonunun n ‟inci adımdaki değeri 
( )nu ve baĢlangıç 

değeri 
(0)u olarak tanımlanmaktadır.  ( )nu  dizisinin içerdiği fonksiyonlar u  için verilen 

sınır koĢullarını sağlamaktadır. Sabit iterasyon yöntemiyle elde edilen  ( )nu  dizisi 

lineer olmayan problemin çözümüne doğrusal olarak yakınsamaktır (Ames, 1977). 

    , : 0,1 , (0, )x t x t   çözüm bölgesi, x ; x yönünde konum adım uzunluğu, t ; t  

yönünde zaman adım uzunluğu olmak üzere (i , )x j t  düğüm noktaları için 

ayrıklaĢtırılsın. Burada 
i

x i x  , 0,1,2,...,Mi  , 
j

t j t   , 0,1,2,...,j N  dir.  

 

3.5.1. Kapalı sonlu fark yöntemi  

 

 ParçalanmıĢ Burgers denkleminde elde edilen alt problemler için ,
t

U
xx

U ve 

x
UU terimleri yerine sonlu yaklaĢımları                                           

2

i, j i, j 1 i, j

1
( ) ( ) O( t )tU U U

t
   


                                                                             (3.22) 

2

i, j 1 i, j 1 1, j 1 1, j 1

1
( ) ( ) ( )

2
x i iUU U U U O x

x
        


                                                    ( 3.23)                                       

2

i, j 1 1, j 1 i, j 1 1, j 12

1
( ) ( 2 ) ( )

( )
xx i iU U U U O x

x
         


                                             ( 3.24) 
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yazılsın. O halde (3.5.1) denklemi için kapalı sonlu fark yaklaĢımı,                             

 1

i, j 1 i, j , 1 1, j 1 1, j 1

1 1
( )

2

jnn n n n

i j i iU U U U U
t x



        
 

                                                       (3.25) 

 Ģeklinde olur.  

 

3.5.2. Filtreleme tekniği 

 

Sonsuz serilerin yavaĢ yakınsamalarından dolayı Burgers denkleminin tam 

çözümleri 0.01v   değerleri için bozulmaktadır. Küçük viskozite değeri için genellikle 

salınımlar ve doğrusal olmayan kararsızlıklar ortaya çıkmaktadır. Uygun filtreleme tek-

niği kullanılarak ortaya çıkan bu tür durumları etkisi azaltılabilmektedir. Bu çalıĢmada, 

(Iskanda ve Müh.sen, 1992; Kaosla ve Rupin, 1979)‟da sunulan filtreleme tekniğini 

kullanarak lineer olmayan terimde 
,i j

U  değeri 

1, j i, j 1, j

,
2

i i

i j

U U U
U





  



       

4

2

v x

x v


 

 

                                                              (3.26) 

Ģeklinde alınır. 

 Yukarıdaki denklemin sağ tarafındaki 
,i jU  terimi yerine (3.26) filtreleme tekniği 

kullanılırsa  

   1, j 1 , 1 1, j 11

, 1 , 1, 1 1, j 1

1 1
( )

2 2

j

n n n

n i i j in n n

i j i j i j i

U U U
U U U U

t x





    

    

  
    

    

                          

 1

, 1 , 1, j 1 , 1 1, j 1 1, 1 1, j 1( )
2 (2 )

jnn n n n n n

i j i j i i j i i j i

t
U U U U U U U

x






         


    

 
                    

ifadesi elde edilir. Burada 
j

n  terimi,  

1 8

, ,
max 10j

nn

i j i ji
U U      ,     1 i M                                                                       (3.27) 

koĢulu dikkate alınarak 
,i j

U  değerinin yaklaĢımı için gereken son iterasyon sayısını 

temsil eder (Iskandar ve Mohsen, 1992). 

 Burgers denkleminin difüzyon kısmı için  
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i, j 1 i, j 1, j 1 i, j 1 1, j 12
( ) ( 2 )

( )
i i

v t
U U U U U

x
     


   


                                                        (3.28)

i, j 1 i, j 1, j 1 i, j 1 1, j 12
( 2 )

( )
i i

v t
U U U U U

x
     


   


 

i, j 1, j 1 , 1 1, 12 2 2
(1 2 )

( ) ( ) ( )
i i j i j

v t v t v t
U U U U

x x x
    

  
    

  
            

olarak yazılır. 

 

Algoritma: Kapalı sonlu fark metodu ve (3.16)  parçalama metodu kullanılarak Burgers 

denkleminin yaklaĢık çözüm algoritması.  

1:  1i   den 1p   e 

2: 0j   dan N  e yap  

3: Verilen baĢlangıç koĢulları için  (3.25) denklemini 
i

t a t     zaman adımı için çöz. 

 Tüm i  değeri için 1

, 1 ,

j
nn

i j i j
U U


  olsun. 

 (3.27) koĢulu sağlandığında yap. 

 (3.25) denkleminden 1

, 1

n

i j
U 


 değerlerini hesapla. 

 Tüm i  değeri için  1

, 1 , 1

j
n n

i j i j
U U 

 
  olsun. 

 (3.25) „den 1

, 1

n

i j
U 


geliĢmiĢ değerleri hesapla. 

 bitir; 

4: Eğer 0
i

b   ise 

5: Hesaplanan 1

, 1

n

i j
U 


 değerini (3.28) denklemi için baĢlangıç koĢulu al ve bu denklemi    

, 1i j
U


 değerini bulmak için 

i
t b t    zaman adımında çöz.  

6: bitir; 

7: bitir; 

8: bitir;          

 

3.5.3. Crank-Nicolson sonlu fark yöntemi 

 

(3.18) ve (3.19) alt denklemlerinden yerine yazılabilecek sonlu fark yaklaĢımı 

sırasıyla aĢağıdaki gibidir. 

 1

i, j 1 i, j 1 i, j

1
( ) ( ) ( )

2

jnn n

t x x
U UU UU

 
                                                            (3.29) 

 1

i, j 1 i, j 1 ,

1
( ) ( ) ( )

2

n

t xx xx i jU U U
R



                                                                      (3.30) 
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Buradan nonlineer kısım için Crank–Nicolson sonlu fark yöntemine uygulayalım.   

1

i, j 1 i, j , 1 1, j 1 1, j 1 i, j 1, j 1, j

1 1
( ) ( ) (

4

j j j jn n n nn n n n

i j i i i iU U U U U U U U
t x



       
      
  

                      (3.31) 

(3.26) filtreleme tekniği kullanılırsa 

1, j 1 i, j 1 1, j 1 1, j i, j 1, j1

i, j 1 i, j 1, j 1 1, j 1 1, j 1, j( ) (
4 2 2

j j j

i i i ij j j

n n nn n n

n n nn n n

i i i i

U U U U U Ut
U U U U U U

x

 

 

      

      

    
     

   
 

1, j 1 i, j 1 1, j 1 1, j , 1, j1

i, j 1 , 1, j 1 1, j 1 1, j 1, j( ( )
4 2 4 2

j j j

i i i i j ij j j

n n nn n n

n n nn n n

i j i i i i

U U U U U Ut t
U U U U U U

x x

 

 

      

      

      
      

      
   

 

 1, j 1 i, j 1 1, j 1

1

i, j 1 i, j 1, j 1 1, j 1( )
4 (2 )

j

i i

nn n n n n n

i i

t
U U U U U U U

x


     



    


    

 
 

 
1, j , 1, 1, j 1, j( )

4 (2 )

j j j j j

i

n n n n n

i j i j i i

t
U U U U U

x


    


   

 
 

olarak elde edilir. Benzer Ģekilde difüzyon kısmı için Crank-Nicolson sonlu fark yönte-

mi 

   , 1 , 1, j 1 i, j 1 1, j 1 1, j , 1,2

1 1
( ) 2 2

2 ( )
i j i j i i i i j i jU U U U U U U U

t R x
       

       
  

            (3.32) 

 

1, j 1 i, j 1 1, j 1 1, j 1, j 1, j2 2 2 2 2 2
(1 2 ) (1 2 )

2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )
i i i i i

t t t t t t
U U U U U U

R x R x R x R x R x R x
       

     
       

     
 

olarak elde edilir.   

Diğer taraftan Crank-Nicolson sonlu fark yönteminin difüzyon kısmı yani (3.19)  

denklemini ele alırsak 

     , 1 1, 1 1, 1 , 1, 1,
4

i j i j i j i j i j i j
aU b U U a b U b U U

      
                                     (3.33) 

olarak yazılır. Burada 
2

1 1
a v

t x
 
 

, 
2

1

2
b v

x



 ve 

j
n  terimi kapalı sonlu fark yön-

temlerinde olduğu gibi (3.27) koĢulu 
,i j

U ‟nin yaklaĢık değeri için gereken son iterasyon 

sayısını temsil eder  (Iskandar ve Mohsen, 1992) . 
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Algoritma: Crank-Nicolson sonlu fark metodu ve (3.16)  parçalama metodu kullanıla-rak 

Burgers denkleminin yaklaĢık çözüm algoritması (Seydaoğlu, 2018). 

1:  1i    den 1p   e 

2: 0j   dan N  e yap 

3: Verilen baĢlangıç koĢulları için  (3.31) denklemini 
i

t a t    zaman adımı alarak 

çöz. 

 Tüm  i  değeri için  1

, 1 ,

j
nn

i j i j
U U


  olsun. 

 (3.27) koĢulu sağlandığında yap. 

 (3.31) denkleminden  1

, 1

n

i j
U 


  değerlerini hesapla. 

 Tüm  i  değeri için  1

, 1 , 1

j
n n

i j i j
U U 

 
  olsun. 

 (3.31) „de 1

, 1

n

i j
U 


 geliĢmiĢ değerleri hesapla. 

 bitir; 

4: Eğer 0
i

b    ise  

5: Hesaplanan 1

, 1

n

i j
U 


 değerini 1

, 1

n

i j
U 


 değeri için  (3.33) denklemi için baĢlangıç koĢulu 

olarak al ve bu denklemi 
, 1i j

U


 değerini bulmak için 
i

t b t    zaman adımında çöz. 

6: bitir; 

7: bitir; 

8: bitir;        

 

3.5.4. Kararlılık analizi 

 

i.  (3.18)  denklemini yani                                     

t xU UU                                                

denkleminin Kapalı sonlu fark yöntemin kararlılığı için, doğrusal olmayan (3.25) 

formunda Von-Neumann kararlılık analizini kullanılmaktadır. Kararlılık analizinde 

çözüm formu olarak p ,q

q i p xU e    , 1i    alınır.   

 , 1 , , 1 1, j 1 1, j 1

1 1
( )

2
m j m j m j m mU U U U U

t x
        

 
 

kararlılık analizi için yukarıdaki denklemin yerine p ,q

q i p xU e    yazılırsa; 

1 1 1 ( 1) 1 ( 1)( )
2

j i m x j i m x j i m x j i m x j i m xt
e e e e e

x

                  
   


 

1 1 1 ( 1) 1 ( 1)

1 1

( )

2

j i m x j i m x j i m x j i m x j i m x

j i m x j i m x

e e t e e e

xe e

    

 

    

 

          

   

   
   

  
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11
1 ( )

2

j i m x i x i xt
e e e

x

  


    
   


 

11
1 ( )

2

j i m x i x i xt
e e e

x

  


    
  


 

1

1

1 ( )
2

j i m x i x i xt
e e e

x

  



     




 


 

olur ve sin( x)
2

i x i xe e

i

 


  

   ve cos( x)
2

i x i xe e 


  

   olduğundan; 

1

1 1

2
1 sin( )1 ( )

2 2

i x i x
j i m x

ti t e e
iC xe

xx i

 





  

 

 
 

 


                                      (3.34) 

elde edilir. Burada 1j i m xe     ifadesi  yerine  C sabit sayısı alınmıĢtır. 

ii. (3.19) ile verilen  

t xxU vU  

denkleminin Kapalı sonlu fark yöntemin kararlılığı için, (3.28) lineer denklem 

formunun  

m, j 1 m, j 1, j 1 m, j 1 1, j 12
( ) ( 2 )

( )
m m

v t
U U U U U

x
     


   


 

kararlılık analizi için p ,q

q i p xU e    olarak tanımlanırsa; 

1 1 ( 1) 1 1 ( 1)

2
( 2 )

( )

j i m x j i m x j i m x j i m x j i m xv t
e e e e e

x

                  
   


 

1 1 ( 1) 1 1 ( 1)

1 2 1

2
( )

( )

j i m x j i m x j i m x j i m x j i m x

j i m x j i m x

e e v t e e e

e x e

    

 

    

 

          

   

   



 

2

2

1 1
1 ( 2 )

( )
1 ( 2 )

( )

i x i x

i x i x

v t
e e

v tx
e e

x

 

 




  

  


     


  



 

cos sini xe x i x        ve 2cos 1 2sin
2

x
x





    olduğunda  



26 

 

 

 

2

2 2

1 1

1 (2cos 2) 1 2(1 2sin 2)
( ) 2( )

v t v t x
x

x x






 
   

         

2

2

1

4
1 sin

2( )

v t x

x





  

  
  

                                                                                          (3.35) 

olur. Yöntemin kararlı olması içinin yine gerek ve yeter koĢul 1  olmasıdır. Bu koĢul 

her 0r  için sağlandığından kapalı sonlu fark yöntemi koĢulsuz kararlıdır. 

iii.  (3.18)  denklemini yani                                     

t xU UU                                                 

denklemi için Crank-Nicolson sonlu fark yöntemin kararlılığı, doğrusal olmayan (3.31) 

formunun  

m, j 1 , , 1 m 1, j 1 1, 1 , m 1, j 1,

1 1
( ) ( ) ( )

4
m j m j m j m j m jU U U U U U U U

t x
       

        
 

 kararlılık analizi için p ,q

q i p xU e    olarak tanımlanırsa; 

1 1 ( 1) 1 ( 1)

1

( 1) ( 1)

( )

4 ( )

j i m x j i m x j i m x

j i m x j i m x

j i m x j i m x j i m x

e e et
e e

x e e e

  

 

  

  
 

  

       

  

    

 
    

   
 

1 1 1 ( 1) 1 ( 1)( )
4

j i m x j i m x j i m x j i m xt
e e e e

x

               
   

 

 ( 1) ( 1)( )
4

j i m x j i m x j i m x j i m xt
e e e e

x

           
     

 

   1 11 1
4 4

j i m x j i m x i x i x j i m x j i m x i x i xt t
e e e e e e e e

x x

                         
       

    
 

 

 

 

 

1 1

1 1

1 1
4 4

1 1
4 4

j i m x j i m x i x i x j i m x j i m x i x i x

j i m x j i m x i x i x j i m x j i m x i x i x

t t
e e e e e e e e

x x

t t
e e e e e e e e

x x

       

       

   

   

           

           

    
      

    


    
      

    

 

 1

1
4

1
4

j i m x i x i x

j i m x i x i x

t
e e e

x

t
e e e

x

  

  







   

    

 
  

 


 
  

 

 



27 

 

 

 

 

 

 

1 s i n
2

1 s i n
2

t
i C x

x
t

i C x
x








 




 


                                                                                      (3.36) 

olarak elde edilir. Burada  (3.5.3.3) ifadesinin sağ tarafındakileri lineerleĢtirerek C sabiti 

olarak alınmıĢtır. 

iv. (3.19) ile verilen  

t xxU vU  

denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yönteminin 

   m, 1 m, 1, j 1 m, j 1 1, j 1 1, j m, 1,2

1
( ) 2 2

2( )
j j m m m j m j

v
U U U U U U U U

t x
       

       
  

 

 kararlılık analizi için p ,q

q i p xU e    olarak tanımlanırsa; 

1 ( 1) 1 1 ( 1)

1

2 ( 1) ( 1)

( 2 )

2 ( 2 )

j i m x j i m x j i m x

j i m x j i m x

j i m x j i m x j i m x

e e et
e e

x e e e

  

 

  

  
 

  

       

  

    

  
   

   
 

1 1 ( 1) 1 1 ( 1)

2
( 2 )

2

j i m x j i m x j i m x j i m xt
e e e e

x

               
  


 

               ( 1) ( 1)

2
( 2 )

2

j i m x j i m x j i m x j i m xt
e e e e

x

           
     

 

1

2 2
1 ( 2 ) 1 ( 2 )

2 2

j i m x i x i x j i m x i x i xt t
e e e e e e

x x

                  
               

 

1

2 2

2 2

1 ( 2 ) 1 ( 2 )
2 2

1 ( 2 ) 1 ( 2 )
2 2

j i m x i x i x j i m x i x i x

j i m x i x i x j i m x i x i x

t t
e e e e e e

x x

t t
e e e e e e

x x

     

     

 

 

        

       

    
              


    

        
    

 

2

2

1 ( 2 )
2

1 ( 2 )
2

i x i x

i x i x

t
e e

x

t
e e

x

 

 



  

  

 
      


 

   
 

 

cos sini xe x i x        ve 2cos 1 2sin
2

x
x





    olduğunda  
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 

 

2

22

2
2 2

1 2 1 2sin 2)1 2cos x 2
222

1 2cos x 2 1 (2 1 2sin 2)
2 22

t xt

xx

t t x

x x







                        
 

                       

             

2

2

2

2

2
1 s i n

2

2
1 s i n

2

t v x

x

t v x

x






  
  
  


  

  
  

                                                                                 (3.37) 

olacak Ģekilde elde edilir. Von Neumann koĢulu ile elde edilen verilerin kararlılık anali-

zi için yeterlidir. Yani tüm   reel sayıları için 1   olduğundan bu yöntem kararlıdır. 
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4. ARAġTIRMA SONUÇLARI VE TARTIġMA 

 

4.1. Nümerik Sonuçlar        

 

Bu bölümde elde edilen nümerik sonuçlar ile analitik çözümler karĢılaĢtırılarak 

yaklaĢımların hassasiyetleri gösterilmektedir. Bunun için  

1/2

2

2

1

N

analitik nümerik

i

L h U U


 
  
 
        ve             max Uanalitik nümerik

i i
i

L U    

olarak tanımlanan hata normları hesaplanmıĢtır.  

 

Tablo 4. 1. Mertebesi (10,2) olan parçalama (splitting)  metodun ABA kalıbının katsayıları 

(Mclachlan, 1995) 

1 6 2
1/ 2a a w   ,                                          

1 5
322 13 70 /1800b b   , 

2 5 2 3
a a w a   ,                                           

2 4
322 13 70 /1800b b   , 

3 4

5 40 / 7

6
a a


  ,                                 

3
64 / 225b  , 

2

5 40 / 7

6
w


 ,                                        

6
0b  , 

 

Bu kısımda kullanılacak parçalama metodu tablo ( 4.1)  de verilmiĢtir. 

Seydaoğlu (2018), çalıĢmasında Crank-Nicolson sonlu fark yöntemine bağlı 

tablo (4.8) ve tablo (4.9)  da verilen mertebesi (10,2) olan parçalama yöntemini 

Mc(10,2) olarak adlandırmıĢtır.  Biz bu çalıĢmada kapalı sonlu fark yöntemleriyle bir-

likte kullandığımız tablolarda mertebesi (10,2) olan parçalama yöntemini KMc(10,2) 

Ģeklinde göstereceğiz.  

Burgers denklemini ( , ) ( , ) 0U a t U b t  , 0t   sınır Ģartları ve iki farklı baĢlan-

gıç koĢulu ele alındı. 

 

Problem 4.1. Bir boyutlu Burgers denklemini, sınır Ģartları 0 1x   ve 0t  , 

(0, ) (1, ) 0U t U t    ve baĢlangıç koĢulu  
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U( ,0) sin( )x x      , 0 1x        

olmak üzere problemin analitik çözümü, 

  
1

1

0

0

exp (2 ) 1 cos( )a v x dx     

  
1

1

0

2 exp (2 ) 1 cos( ) cos( )na v x n x dx           ( 1,2,3,...n  ) 

Fourier katsayıları yardımıyla 

2 2

1

2 2

0

1

2 a exp( ) sin( )

U( , )

exp( )cos( )

n n

n

n

n

v n vt a n x

x t

a a n vt n x

  

 













 




       

olarak verilmektedir (Kutluay ve ark., 1999). 

 

Problem 4.2. Bir boyutlu Burgers denklemini, sınır Ģartları 0 1x   ve 0t  , 

(0, ) (1, ) 0U t U t   ve baĢlangıç koĢulu  

( ,0) 4. (1 )U x x x   

olmak üzere problemin analitik çözümü, 

  
1

2 1

0

0

exp (3 ) 3 2a x v x dx                

  
1

2 1

0

2 exp (3 ) 3 2 cos( )na x v x n x dx         ( 1,2,3,...n  ) 

Fourier katsayıları yardımıyla  

2 2

1

2 2

0

1

2 a exp( ) sin( )

U( , )

exp( )cos( )

n n

n

n

n

v n vt a n x

x t

a a n vt n x

  

 













 




    

olarak verilmektedir (Kutluay ve ark., 1999). 
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Tablo 4. 2. Problem 4.1 için 0.01v  , 0.001t  , 0.1t   değerleri için KMc(10,2) yöntemi ile 

yapılan  nümerik ve analitik çözümlerinin karĢılaĢtırılması 

 

 

Tablo 4. 3. Problem 4.2 için 0.01v  , 0.001t  , 0.1t   değerleri için KMc(10,2) yöntemi ile 

yapılan nümerik ve analitik çözümlerinin karĢılaĢtırılması 

 

Problem (4.1) - (4.2) de 0.01v  , 0.001t  , 0.1t   ve farklı x  değerleri için 

kapalı sonlu fark yöntemiyle elde edilen 
2

L , L


hata normları tablo (4.2) - (4.3) de ve-

rildi. Bu tablolarda konum adım uzunluğu, yani x  değeri küçüldükçe hata normları-

nın da küçüldüğü gözlemlenmektedir.  

 

 

 

 

 

     Nümerik Sonuçlar 

x       0.1x    0.5x     0.025x    0.0125x         Analitik 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

           0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

0.11025 

0.21099  

0.29315 

0.34868 

0.37126 

0.35720 

0.30632 

0.22263 

0.11439 

 0.10974 

 0.21013 

 0.29226 

 0.34817 

 0.37155 

 0.35864 

 0.30906 

 0.22656 

 0.11914 

    0.10959 

    0.20988 

    0.29200 

    0.34800 

    0.37159 

    0.35896 

    0.30971 

    0.22752 

    0.12032 

     0.10955 

     0.20982 

     0.29192 

     0.34795 

     0.37159 

     0.35903 

     0.30986 

     0.22775 

     0.12060 

0.10954 

0.20979 

0.29190 

        0.34792       0.66432 

0.37158 

0.35905 

0.30991 

0.22782 

0.12069 

2
L     2.9490x10

-3
    0.7680x10

-3
   0.1887x10

-3
   0.0458x10

-3
  

L


    6.3016x10
-3

    1.6327x10
-3

   0.4009x10
-3

   0.0989x10
-3

        

  Nümerik Sonuçlar 

x  0.1x   0.5x     0.025x   0.0125x         Analitik 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

           0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

0.11363 

0.21749 

0.30225 

0.35960 

0.38303 

0.36866 

0.31626 

0.22991 

0.11813 

0.11310 

0.21660 

0.30133 

0.35910 

0.38338 

0.37021 

0.31916 

0.23405 

0.12310 

0.11295 

0.21635 

0.30107 

0.35894 

0.38343 

0.37057 

0.31986 

0.23506 

0.12433 

    0.11291 

    0.21628 

    0.30100 

    0.35889 

    0.38343 

    0.37064 

    0.32002 

    0.23530 

    0.12463 

      0.11289 

      0.21625 

      0.30097 

      0.35886       0.66432 

      0.38342 

      0.37066 

      0.32007 

      0.23537 

      0.12472 

   
2

L   3.1000x10
-3

  0.8067x10
-3

  0.1977x10
-3

  0.04792x10
-3

  

L


  6.5895x10
-3

  1.7001x10
-3

  0.4160x10
-3

  0.10239x10
-3

        



32 

 

 

 

Tablo 4. 4. KMc(10,2) için Problem 4.1‟in nümerik ve analitik çözümlerinin farklı zamanlarda ve 

0.0125x  , 0.0001t   değerler için karĢılaĢtırılması 

x  t  0.1v   0.01v   

  Nümerik Analitik Nümerik Analitik 

0.25 

 

 

 

 

0.50 

 

 

 

 

0.75 

 

 

 

 

0.4 

0.6 

0.8 

 1.0 

3.0 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

3.0 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0  

3.0 

0.30898 

0.24079 

0.19570 

0.16256 

0.02712 

0.56973 

0.44720 

0.35913 

0.29174 

0.04005 

0.62457 

0.48623 

0.37296 

0.28660 

0.02960 

0.30889 

0.24074 

0.19568 

0.16256 

0.02720 

0.56963 

0.44721 

0.35924 

0.29192 

0.04020 

0.62544 

0.48721 

0.37392 

0.28747 

0.02977 

0.34180 

0.26888 

0.22143 

0.18815 

0.07511 

0.66048 

0.52925 

0.43902 

0.37433 

0.15017 

0.91010 

0.76701 

0.64722 

0.55592 

0.22481 

0.34191 

0.26896 

0.22148 

0.18819 

0.07511 

0.66071 

0.52942 

0.43914 

0.37442 

0.15018 

0.91026 

0.76724 

0.64740 

0.55605 

0.22481 

 

 

Tablo 4. 5. KMc(10,2) için Problem 4.2‟nin nümerik ve analitik çözümlerinin farklı zamanlarda 

ve 0.0125x  , 0.0001t   değerler için karĢılaĢtırılması 

x  t  0.1v               0.01v            

        Nümerik             Analitik          Nümerik Analitik 

0.25 

 

 

 

 

0.50 

 

 

 

 

0.75 

 

 

 

 

    0.4 

    0.6 

    0.8 

    1.0 

   3.0 

    0.4 

   0.6 

   0.8 

   1.0 

   3.0 

   0.4 

   0.6 

   0.8  

   1.0 

    3.0 

0.31762 

0.24620 

0.19958 

0.16559 

0.02767 

0.58464 

0.45798 

0.36730 

0.29816 

0.04091 

0.64471 

0.50166 

0.38435 

0.29496 

0.03026 

0.31752 

0.24614 

0.19956 

0.16560 

0.02776 

0.58454 

0.45798 

0.36740 

0.29834 

0.04106 

0.64562 

0.50268 

0.38534 

0.29586 

0.03044 

0.36197 

0.28183 

0.23031 

0.19458 

0.07612 

0.68336 

0.54804 

0.45349 

0.38550 

0.15215 

0.92032 

0.78271 

0.66247 

0.56910 

0.22772 

0.36226 

0.28204 

0.23045 

0.19469 

0.07613 

0.68368 

0.54832 

0.45371 

0.38568 

0.15218 

0.92050 

0.78299 

0.66272 

0.56932           

0.22774 

 

Tablo (4.4) - (4.5) de problemler için değiĢik v  katsayısı ve 0.0125x  ,

0.0001t   değerler ile farklı zaman adımlarıyla yapılan nümerik hesaplamaların 

analitik çözüm ile uyumlu olduğu görülmektedir.  
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Tablo4. 6. Problem 4.1‟in 0.01v  , 0.001t  , 0.1t  , 0.0125x   değerleri için kapalı sonlu 

fark yöntemine bağlı Lie -Trotter AB ve BA kalıpları ve Strang ABA ve BAB kalıpları  

ile elde edilen nümerik çözümlerin var olan analitik çözümler ile karĢılaĢtırılması 

                           Nümerik Sonuçlar 

 
x  

     

   AB 

        

BA 

 

        

ABA 

 

      

BAB 

 

      

       Analitik   

 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

 

0.23600 

0.46128 

0.66429 

0.83165 

0.94701 

0.98973 

0.93407 

0.75205 

0.42874 

0.23601 

0.46130 

0.66431 

0.83167 

0.94702 

0.98973 

0.93405 

0.75200 

0.42868 

0.23593 

0.46119 

0.66422 

0.83167 

0.94716 

0.98996 

0.93425 

0.75198 

0.42848 

0.23600 

0.46129 

0.66430 

0.83166 

0.94702 

0.98973 

0.93406 

0.75203 

0.42871 

 

 

 

 

 

 

0.23594 

0.46122 

0.66432 

0.83186 

0.94741 

0.99016 

0.93413 

0.75133 

0.42786 

 

 

Tablo 4. 7. Problem 4.2‟nin 0.01v  , 0.001t  , 0.1t  , 0.0125x   değerleri için kapalı sonlu 

fark yöntemine bağlı Lie -Trotter AB ve BA kalıpları ve Strang ABA ve BAB kalıpları ile elde 

edilen nümerik çözümlerin var olan analitik çözümler ile karĢılaĢtırılması 

                                  Nümerik Sonuçlar 

 
x  

 

AB 

 

BA 

 

 

ABA 

 

          BAB 

 

    

     Analitik 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

 

0.26601 

0.50284 

0.70135 

0.85508 

0.95564 

0.99163 

0.94679 

0.79653 

0.50010 

0.26604 

0.50287 

0.70137 

0.85510 

0.95565 

0.99163 

0.94677 

0.79649 

0.49999 

0.26594 

0.50275 

0.70131 

0.85512 

0.95578 

0.99182 

0.94696 

0.79653 

0.49983 

0.26603 

0.50285 

0.70136 

0.85509 

0.95564 

0.99163 

0.94678 

0.79651 

0.50005 

   0.26613 

   0.50293 

   0.70150 

   0.85534 

   0.95601 

   0.99199 

   0.94690 

   0.79588 

   0.50024 

 

 

Tablo (4.6) - (4.7) de 0.01v  , 0.001t  , 0.1t  , 0.0125x   değerleriyle 

Strang splitting ve Lie –Trotter metotları ile elde edilen nümerik sonuçların, analitik 

sonuçları ile tutarlı olduğu açıkça görülmektedir. 
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Tablo 4. 8. Problem 4.1 için nümerik ve analitik çözümleri farklı zamanda ve 0.01,v 

0.0125x  ,  0.01t   değerleri için karĢılaĢtırılması 

 
x  

 

 

t  

 

[Kadalbajoo 

ve 

Awasthi,2006] 

[Pandey ve 

ark., 2009] 

 

KMc(10,2) 

 

Mc(10,2) 

 

Analitik 

0.25 

 

 

 

0.50 

 

 

 

0.75 

 

 

 

0.4 

0.6 

1.0 

3.0 

0.4 

0.6 

1.0 

3.0 

0.4 

0.6 

1.0 

3.0 

0.34229 

0.26902 

0.18817 

0.07511 

0.66797 

0.53211 

0.37500 

0.15018 

0.93680 

0.77724 

0.55833 

0.22485 

0.34267 

0.26908 

0.18806 

0.07505 

0.67588 

0.53678 

0.37671 

0.15022 

0.95424 

0.79252 

0.56535 

0.22528 

0.34250 

0.26948 

0.18856 

0.07522 

0.66118 

0.53014 

0.37507 

0.15039 

0.90886 

0.76732 

0.55678 

0.22511 

0.34187 

0.26893 

0.18818 

0.07511 

0.66065 

0.52936 

0.37439 

0.15017 

0.91035 

0.76722 

0.55601 

0.22485 

0.34191 

0.26896 

0.18819 

0.07511 

0.66071 

0.52942 

0.37442 

0.15018 

0.91026 

0.76724 

0.55605 

0.22481 

 

Tabloda(4.8) de KMc(10,2) metodu kullanılarak elde edilen çözümlerin analitik 

ve literatürde var olan çözümler ile uyumlu olduğu görülmektedir.  

 

 

Tablo 4. 9. Problem 4.2 için nümerik ve analitik çözümlerinin farklı zamanda ve 0.01,v 

0.0125x  0.01t  değerleri için karĢılaĢtırılması 

 
x  

 

 

 

t  

 

 

(Kadalbajoo         

ve 

Awasthi,2006) 

 

(Pandey  ve 

ark., 2009) 

 

 

KMc(10,2) 

 

 

Mc(10,2) 

 

 

Analitik 

 

0.25 

 

 

 

0.50 

 

 

 

0.75 

 

 

 

0.4 

0.6 

1.0 

3.0 

0.4 

0.6 

1.0 

3.0 

0.4 

0.6 

1.0 

3.0 

0.36273 

0.28212 

0.19467 

0.07613 

0.69186 

0.55125 

0.38627 

0.15218 

0.94940 

0.79399 

0.57170 

0.22778 

0.36339 

0.28228 

0.19458 

0.07607 

0.70088 

0.55671 

0.38826 

0.15223 

0.96667 

0.81017 

0.57942 

0.22824 

0.36274 

0.28249 

0.19503 

0.07623 

0.68393 

0.54889 

0.38626 

0.15238 

0.91909 

0.78288 

0.56993 

0.22802 

0.36215 

0.28196 

0.19465 

0.07613 

0.68357 

0.54821 

0.38560 

0.15217 

0.92054 

0.78293 

0.56924 

0.22776 

0.36226 

0.28204 

0.19469 

0.07613 

0.68368 

0.54832 

0.38568 

0.15218 

0.92050 

0.78299 

0.56932 

0.22774 

 

Tabloda(4.9) de KMc(10,2) metodu kullanılarak elde edilen çözümlerin analitik 

ve literatürde var olan çözümler ile uyumlu olduğu görülmektedir.  
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ġekil 4.1. 0.1v  , 0.0001t  , 0.0125x   değerleri için problem 4.1 'in 

KMc(10,2) ile elde edilen nümerik sonuçların farklı zaman değerleri için 

gösterimi 

 

 

 
ġekil 4. 2. 0.01v  , 0.0001t  , 0.0042x  değerleri ile problem 4.1‟in KMc(10,2) 

ile elde edilen nümerik sonuçların farklı zaman değerleri için gösterimi 
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ġekil 4. 3. 0.01v  , 0.01t  , 0.0031x   değerleri ile problem 4.1‟in KMc(10,2) 

ile elde edilen nümerik sonuçların farklı zaman değerleri için gösterimi 

 

 

 
ġekil 4. 4. 0.1v  , 0.0001t  , 0.0125x   değerleri ile problem 4.1‟in KMc(10,2) ile 

elde edilen nümerik sonuçların farklı zaman değerleri için gösterimi 
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ġekil 4. 5. 0.01v  , 0.0001t  , 0.0063x   değerleri ile problem 4.1‟in KMc(10,2) 

ile elde edilen nümerik sonuçların farklı zaman değerleri için gösterimi 

 

 

 
ġekil 4. 6. 1v  , 0.0001t  , 0.0125x   değerleri ile problem 4.2‟nin KMc(10,2) ile 

elde edilen nümerik sonuçların farklı zaman değerleri için gösterimi 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER  

 

Bu çalıĢmada, kapalı sonlu fark yaklaĢımlarına bağlı pertürbe edilmiĢ sistemler 

için üretilen parçalama (splitting) metodu kullanılarak Burgers denklemi sayısal olarak 

çözülmüĢtür. Burgers denkleminin lineer olmayan kısmını lineerleĢtirmek için sabit 

nokta iterasyonu ve küçük viskozite değerleri için ortaya çıkan salınımları dengelemek 

için filtreleme tekniği kullanıldı. 

KMc(10,2) olarak adlandırılan algoritma ile Burgers denkleminin baĢarılı ve 

etkili bir Ģekilde çözülebildiği ve hesaplanan sonuçların analitik çözümler ile uyum 

içinde olduğu görülmektedir. Öte yandan elde edilen sayısal sonuçların literatürde mev-

cut olan bazı nümerik sonuçlarla da uyum için de olduğu hatta bazılarından daha da 

hassas olduğu görülmüĢtür. 

Nümerik hesaplamalar da hassas sonuçlar veren lineer ve lineer olmayan 

problemler için uygulanan parçalama metodu oldukça iyi sonuçlar vermekte ve Burgers 

tipi denklemlere de kolayca uygulanabileceği görülmektedir. 
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