T.C.
MUS ALPARSLAN UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

1-BOYUTLU BURGERS DENKLEMININ PERTURBE EDILMi$ SISTEMLER
ICIN URETILEN PARCALAMA (SPLITTING) METODU ILE SAYISAL
COZUMLERI
Giilsen BAYAR
YUKSEK LISANS TEZI

Matematik Anabilim Dah

Haziran - 2019
MUS
Her Hakki Sakhdir



T.C.
MUS ALPARSLAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

1-BOYUTLU BURGERS DENKLEMININ PERTURBE EDILMi$ SISTEMLER
ICIN URETILEN PARCALAMA (SPLITTING) METODU iLE SAYISAL
COZUMLERI
Giilsen BAYAR
YUKSEK LiSANS TEZi
Matematik Anabilim Dah

__ DANISMAN 5
Dr. Ogr. Uyesi Muaz SEYDAOGLU

Haziran - 2019
MUS
Her Hakki Sakhdir



TEZ KABUL VE ONAYI

Giilsen BAYAR tarafindan hazirlanan “1-Boyutlu Burgers Denkleminin Pertiir-
be Edilmis Sistemler Igin Uretilen Pargalama (Splitting) Metodu ile Sayisal Coziimleri”
adl1 tez ¢alismasi 18/ 06/ 2019 tarihinde agagidaki jiiri tarafindan oy birligi / excokdugu
ile Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisti Matematik Anabilim Dali’nda
YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri

imza
Baskan
Dog¢. Dr. Erdal KORKMAZ
Mus Alparslan Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik
Danisman i
Dr. Ogr. Uyesi Muaz SEYDAOGLU
Mus Alparslan Universitesi, Fen Edebiyat Fakiltesi, Matematik
Uye
Dr. Ogr. Uyssi Erkan CIMEN o
Van Yiizlincti Y1l Universitesi, Egiti Fakiiltesi, MFBE, Matematik «
Egitimi

Yukaridaki sonug; .
Enstitli Yonetim Kurulu L/../.Qé./;zp./..alTarih ve fﬁ}/)( ..... nolu

ile onaylanmistur.

Do¢. Dr. S

FBE Miidiirti




TEZ BIiLDIRIMI

Bu tezdeki biitiin bilgilerin etik davranig ve akademik kurallar cergevesinde elde
edildifini ve tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu caligmada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigin: bildiririm.

DECLARATION PAGE

I hereby declare that all information in this document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. 1 also declare that, as
requiréd by these rules and conduct, I have fully cited and referenced all material and

results that are not original to this work.

b G,

Giilsen BAYAR

18/06/2019



OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

1-BOYUTLU BURGERS DENKLEMININ PERTURBE EDILMIi$ SISTEMLER
ICIN URETILEN PARCALAMA (SPLITTING) METODU ILE SAYISAL
COZUMLERI

Giilsen BAYAR

Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah
Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Muaz SEYDAOGLU
2019, 42 sayfa

Jiiri
Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Muaz SEYDAOGLU
Jiiri Uyesi: Dr. Ogr. Uyesi Erkan CIMEN
Jiiri Uyesi: Dog¢. Dr. Erdal KORKMAZ

Bu tezde, 1- boyutlu Burgers denkleminin pertiirbe edilmis sistemler i¢in iiretilmis par¢alama
(splitting) metodu ile sonlu fark yaklasimlar: birlestirilerek elde edilen algoritma ile yaklasik ¢dziimleri
dort boliim halinde incelenmistir.

ilk boliim de 1- boyutlu Burgers denkleminin literatiirde var olan calismalarinin kisa bir
derlenmesi verilmistir.

Ikinci bélimde bazi temel kavramlar, klasik sonlu fark ydntemleri ve sabit nokta iterasyonu
hakkinda bilgi sunulmustur.

Tezin tglincii bolimiinde Burgers denklemi tamitild1 ve iki farkli baslangi¢ ve sinir kosulu i¢in
lineerlestirilmis Burgers denkleminin Fourier seri ¢oziimleri verildi. Pertiirbe edilmis sistemler igin
tiretilmis parcalama (splitting) metodlar1 tamtilmistir. Ek olarak filtreleme teknigiyle kapali sonlu fark
semasina dayali par¢alama (splitting) metodunun uygulamasi verilmistir.

Son bolimde ise Burgers denkleminin kapali sonlu farklar semasina bagli pertiirbe edilmis
sistemler icin {retilen parcalama (splitting) metodu ile elde edilen sayisal sonuglar1 verilmistir. Elde
edilen ¢oziimler, analitik ve literatiirde var olan ¢oziimler ile karsilagtirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Burgers denklemi, Par¢alama(splitting) metotlari, Sabit nokta iterasyonu,
Sonlu fark yontemleri.
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NUMERICAL SOLUTION OF THE 1-DIMENSIONAL BURGERS EQUATION
WITH SPLITTING METHOD DERIVED FOR PERTURBED SYSTEMS
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In this thesis, the numerical solutions of the 1-dimensional Burgers equation obtained by
splitting method based on implicit finite difference scheme have been analyzed in four chapter.

In the first chapter, a brief review of the literature about 1-dimensional Burgers equation has
been given.

In the second chapter, some fundamental concepts, information about clasiccal finite difference
methods and fixed point iteration have been presented.

In the third chapter, Burgers equation has been introduced and the Fourier series solutions of
the linearized Burgers equation for two different inital and boundary conditions have been given.
Splitting methods obtained for perturbed system have been introduced. Additionally, the application of
splitting method based on implicit finite difference scheme with filtering technique has been given.

In the fourth chapter, the numerical solutions of Burgers equation with splitting method derived
for perturbed system based on implicit finite difference scheme have been obtained . These solutions have
been compared with their analytical solutions and some existing results in literature.

Keywords: Burgers Equation, Splitting Methods, Fixed Point Iteration, Finite Difference
Methods



ONSOZ

Degisen giinliikk olaylar, teknolojiyle birlikte bilimsel calismalarda yeni bir
donem baslatmaktadir. Bu bilimsel c¢alismalarda en ¢ok etkilenen alanlardan biride
siiphesiz matematik bilimi olmaktadir. Ozellikle matematikte gelisen bilgisayar prog-
ramlari, daha 6nceden hesaplamasi gii¢c ve biiylik maliyetlere sebep olan problemlerin,
daha az maliyet ile kisa bir zamanda ¢6ziilmesi avantajini saglamaktadir. Bu gelismeler
bilim insanlarimin da bu alandaki ¢alismalarda daha basarili sonuglar veren niimerik
hesaplama matematigini gelistirmelerini saglamaktadir. Bu hesaplama teknikleri tekno-
loji gelistikge gelisme gostermeye devam etmektedir. Bu nedenleler giin gegtikce yapi-
lan ¢aligmalarda artmaktadir. Benim de bu alandaki ¢alismam da bana verdigi destegi ve
bilgileriyle degerli Danismanim Dr. Ogr. Uyesi. Muaz Seydaoglu’na ve bugiine kadar
her tiirlii destegini esirgemeyen, bu giinlere gelmeme vesile olan degerli abim M. Emin
Bayar’a tesekkiirlerimi sunarim.

Giilsen BAYAR
MUS-2019
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

K(iAx, jat) : Diigiim noktasi

[,-] : Komiitator

At : t zaman yoniindeki adim uzunlugu

AX : X konum adim uzunlugu

Kisaltmalar

BCH : Baker- Campbell- Hausdorff

Mc(10,2) : Crank-Nicolson sonlu fark yonteminin mertebesi

KMc(10,2) : Kapali sonlu fark yonteminin mertebesi
KdV : Korteweg-De Vries

Re . Reynold sayisi



1. GIRIS

Diferansiyel denklem, fonksiyon ve bu fonksiyonlarin tiirevlerini i¢ceren denk-
lemlerdir. Diferansiyel denklemler fonksiyonlarin tiirevlerini igermesi nedeniyle uygu-
lamada cebirsel farkliliklar gosterir. Giinliik hayatta 6zellikle mithendislik ve fizik bi-
limleri alaninda karsilastigimiz birgok olaylarin ¢esitli basitlestirici kabuller altinda mo-
dellenmesi genellikle diferansiyel denklemler ile gergeklestirilir. Ayrica biyoloji, tip,
sosyal bilimler gibi alanlarda da ¢ok sayida olayin matematiksel denklemler seklinde
ifade edilmesi, yeni ¢oziilmesi gereken diferansiyel denklemleri ortaya g¢ikarir (Pala,
2006). Ornegin 1s1 akisi, dalga hareketi, katilarin titresimi, molekiillerin yapisi, foton ve
elektronlarin iliskisi, elektromanyetik dalgalarin radyasyonu, akigkan akilari ve trafik
modellerinde karsilasilan pek ¢ok fiziksel sistemin ve ekolojideki pek ¢cok olayin mate-
matiksel modellenmesinde kismi diferansiyel denklemler kullanilir. Bunlar gibi temel
olaylar1 kavrayabilme ilgili kismi diferansiyel denklemleri iyi analiz etmeyi gerektir-
mektedir. Bu kismi diferansiyel denklemlerden biride Burgers denklemidir (Zeytinoglu,
2010). Burgers denklemi ilk olarak Bateman (1915), tarafindan incelenmistir. Daha
sonra Burgers tarafindan tiirbiilans problemi i¢in matematiksel bir model olarak ele
alinmis ve bu denklem Burgers denklemi olarak adlandirilmistir. Burgers denklemi 1s1
iletimi, gaz dinamigi, esneklik, sok dalgalari, sayilar teorisi modellenmesi gibi bir¢ok
uygulama alaninda kullanilmistir. Burgers denkleminin seri ¢6ziimleri farkli baslangic
kosullar icin Hopf-Cole doniisiimii yardimi ile elde edilmistir (Cole, 1951; Hopf, 1950).
Burgers denklemi, analitik ¢oziimleri bilindiginden bir¢ok niimerik metodun test edil-
mesinde kullanilmistir. Dolayisiyla Burgers denklemi iizerinde ¢aligmalar yapan birgok
bilim insan1 analitik ¢ézlimlere yakin sonuglar veren, sonlu farklar, sonlu elemanlar ve

sinir elemanlar yontemleri gibi ¢esitli nlimerik metotlari uygulamislardir.

Parcalama (splitting) metotlari, genellikle ele alinan denklemlerin ¢esitli uygula-
ma alanlarinda sonlu fark ve sonlu eleman yontemleri gibi yontemler ile birlikte kullani-
lir. Problemlerin daha kolay ¢6ziilebilir alt denklemlere ayrilarak daha hassas ¢6ziimiiler
elde edilmesi amaglanmaktadir. Pargalama (splitting) metotlarinin daha hassas sonuglar
vermesi ve denklemlere kolay uygulanabilir olmalar1 genis bir alanda kullanilmasini
saglamaktadir. Pargalama (splitting) metodu problemin tam ¢oziimlerinin niteliksel

ozelliklerini korumaktadir (Seydaoglu, 2010).



Bu ¢alismada Burgers denklemi pertiirbe edilmis sistemler i¢in iiretilmis Parga-
lama (splitting) metodunu sabit nokta iterasyonu ile lineerlestirme yapilarak kapali
sonlu fark yontem kullanilarak sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Bu algoritmalar 6rnek prob-
lemler i¢in Matlab programlama dilinde kodlanarak Burgers denkleminin yaklasik
¢oziimleri farkli Reynolds sayilar1 (Re =1/v) ve farkli zaman degerleri i¢in hesaplan-
mistir. Bu sonuglar analitik ve literatlirde var olan yaklasik ¢oziimlerle karsilastirilmis-

tir. Elde edilen ¢oziimlerin bu sonuglarla uyumlu oldugu gosterilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI
2.1. Temel Tamim ve Kavramlar

Tanmm 2.1. f: X >R, ae X ve f(X), X’ te tammlanan bir fonksiyon olsun.

i 10-1@

X—a

] f(a+Ax)— f(a)
veya lim
X—a y Ax—0 AX

ifadeleri bir limite sahip ise f(X), a noktasinda tiirevlenebilirdir. Tiirevi simgelerken

genellikle f'(x) veya Z—f ifadeleri kullanilir.
X

Tanmm 2.2, f fonksiyonu herhangi bir agik aralik {izerinde alinan a dege-ri i¢in her

mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.

g_f Dix-ay

serisine f fonksiyonun a noktasindaki Taylor serisi denir (Balci, 2009).

Tamm 2.3. F j (u) =0, tam ¢6ziimii U olan bir kismi diferansiyel denklemin (i, j) -inci

diigiim noktasindaki fark denklemi olsun. U, fark denkleminin diiglim noktalarindaki

kismi diferansiyel denklemin tam ¢dziimii U ile yer degistirilse, F j(U) degeri (i, j) -

inci diigiim noktasinda T jyerel kesme hatasi olarak tanimlanir (Smith, 1985).

Tamm 2.4. AX —> 0, At — 0 iken lokal kesme hatasinin limit degeri sifir oluyorsa fark

denklemi tutarlidir denir. Yani
lim T.=0

AXAt—0 i,j

olmasidir (Smith, 1985).

2.1.1. Fourier seri ( Von Neumann ) yontemi



N >0, AX—>0, At >0 T sonlu olmak tizere 0<t<T =NAt, T zaman
araliginda U(X,t) ’nin lineer iki zaman seviyeli fark denkleminin kararlilig1 ile ilgilendi-
gimizi varsayalim. Fourier serisi veya Von Neumann metodu ilk olarak (O’Brien ve
ark., 1915) detayh sekilde incelenmistir. Bu ¢alismada t =0 boyunca diigiim noktala-
rindaki baslangi¢ degerleri bir sonlu Fourier serisi cinsinden ifade edilir. Daha sonra
“degiskenlere ayirma” metoduyla t =0 igin bu seriye indirgenen bir fonksiyonun biiyii-

mesi ele alinir.

Fourier serileri siniis ve kosiniis fonksiyonlar1 cinsinde formiile edilebilir, ancak

tistel bicimde kullanilirsa cebirsel olarak kolaylik saglar. Bu nedenle
> a, cos(@) veya > b, sin(@)

ifadeleri yerine bu denklemlere esdeger olan
2Ae "
listel ifadesi yazilabilir. Burada i=+/-1 ve | fonksiyonun tanimlandigi Xaraligidir.

U(pAx,gAt) =U o seklinde tanimlanirsa

inzx inz pAX i3, pAX

Ae'l =Ae N —Ae |

olur. Burada B =nmlNAX ve NAX =1 olarak tanimlanmistir. t=0 boyunca pivot

noktalarinin baglangi¢ degerleri U(pAx,0) =U 00 ile gosterilsin.

Ae” ™ p=012..,N

M=

U,o=

Il
o

n

olur. Denklemleri (N +1) tane bilinmeyen AL A,.., A sabitlerini tek tiirlii belirlemek

icin yeterlidir. Sadece lineer fark denklemleriyle ilgilenildigi i¢in €™ baslangic

degerinin yayilmasinin arastirilmasi gerekmektedir. An katsayisi sabit oldugu i¢in thmal
edilebilir. Bu terimin t arttik¢a yayilimi

U 0 — eiﬂxeat — eiﬂpreant — eiﬂpmgq

ifadesinden aragtirilir. Burada & =e*" ve a genellikle karmagik bir sabittir. £ ifadesi
yiikseltme faktorii olarak adlandirilir. Eger ‘U 0 ‘ ,AX —> 0, At — Oiken biitin g < N

igin sinirl kaliyor ve tim [ degerleri baslangi¢ kosullarini sagliyor ise Lax-Richtmyer



tanimina gore sonlu fark denklemleri kararli olacaktir. Eger fark denklemlerinin tam

¢Oziimii zamana gore {istel artmazsa kararlilik i¢in gerek ve yeter kosul |£| <1olmalidir,
Yani; —-1< £ <1 dir. Ancak ‘U p’q‘ zamana bagli olarak artiyorsa kararlilik i¢in yeter ve

gerek kosul

|£] <1+ KAt =1+O(At)

dir. K pozitif sayis1 Ax, At, S degerlerinden bagimsizdir (Smith, 1985).

Tanmm 2.5. X ve t bagimsiz degiskenlerine bagli U fonksiyonu kismi diferansiyel
denklemin tam ¢oziimii ve U kismi diferansiyel denklemin yaklasimi i¢in kullanilan
fark denklemlerinin tam ¢6ziimii olsun. Eger sabit noktada veya AXx — 0, At — 0 iken
sabit t seviyesinde U fonksiyonu, U fonksiyonuna yaklasiyor ise fark denklemi yakin-

saktir denir. Yani
lim u.=U

i,j—0 ij ij

olmasidir (Smith, 1985).

2.1.2. Sabit nokta iterasyonu

Bir fonksiyonun sabit noktasinit bulma problemi matematigin diferansiyel denk-
lemler, optimizasyon teorisi gibi bir ¢ok alaninda siklikla karsilagilmaktadir (Kincaid ve
Cheney, 2012).

Lineer olmayan f(x)=0 denklemi

x=g(x) (2.1)

seklinde yeniden yazilabilsin. X = X, baslangi¢ kosulu secilerek
x =g(x), n=12.. (2.2)

formunda bir ardisik yenilenme baglantisi ile f (X) = 0denklemini saglayan {xn} kokleri

bulunur.

Teorem 2.1. Ortalama deger teoremi



[a,b] araliginda siirekli ve bu araligin her noktasinda tiirevi mevcut olan bir

g(x) fonksiyonu i¢in a <& <b olsun. O halde

(s 90) - 9(a)
9'6)=T==2

olacak sekilde en az bir 6 degeri vardr.

Sekil 2. 1. Ortalama deger teoreminin gosterimi (Cagal, 1989)

Teoremin geometrik yorumu (Cagal, 1989) calismasinda (sekil 2.1) deki gibi
verilmistir. Burada g(x) fonksiyonu x =a, X =b noktalari arasinda tanimli bir fonksi-

yondur. Sekilde ¢izilen BB' kiriginin egimi

g(b)-9(@)
b-a

formiilii ile verilir. (a,b) araligi igerisinde en az bir & nokta vardir ki bu noktadan egri-

ye ¢izilen teget BB' kirisine paraleldir. Ortalama deger teoremini
g(b) —g(a) =g'(6)(b-2a) (2.3)

Seklinde yeniden ele alalim. Bu teoreme ardisik iterasyon igslemi uygulanirsa;

X =g(x)
X, =g(x)
X =9(x_) (2.4)

., = (%)



a=x_,b=x

elde edilir. (2.4) ifadesi (2.3) denkleminde yerine yazilirsa;
g(x)-g(x ) =g'@G)(X —X )

olur ve burada x <o <x dir.

X =9(x), X, =9(x)

oldugundan

X, —x|=|g'@)x x|

i+1

ifadesi yazilir. (2.4)’teki her bir denkleme ayr1 ayr1 ortalama deger teoremini uygula-
narak

| % = x| =|g"(&)]]x = %,

| X3 — X2| = g’(52)||X2 - X1|

| X — Xi—1| = g,(5i—l)||xi—l - Xi—2|
| X — Xi| = g,(é‘i)”Xi - Xi—1|

ifadeleri elde edilir. Burada &,,5,,...,5 degerleri birbirinden farklidur. g'(x) fonksiyo-

nu sinirli oldugunu varsayilsin. O halde herhangi bir [Xi , Xi+1} araliginda
o) <K

esitsizligi yazilabilir. Buradan

| %, — x| < K|x — X

| X3 — % | <K%, — x|



% -

= X S KX, = X

| X — X | <K% = x4

ifadeleri elde edilir. Bu esitsizliklerden

|Xi+1_ Xi|S Ki|x1_ Xo|

yazilir. Yontemin gergek koke yakinsamasi i¢in | — oo iken

-x%)—0

i+1

lim(x
I—0

olmasi gereklidir. Yani K <1 olmalidir. O halde sabit iterasyon yonteminin gergek

koke yakinsamasi i¢in yeterli kosul
‘g © )\ <K <1

seklinde verilir (Cagal, 1989).
2.1.3. Yakinsama mertebesi

Yenileme bagintisindaki hata
e =X —X
I I

seklinde tanimlansin. Ote yandan g (x) degeri

—\2
x_—x)

g(xi)z g(>_<)+ g (>_<)(xi —>_<)+ g ()_()(IT+

ya da

g(xi)— g(>_<) =g (>_<)(xi —>_<)+ g ()_()(IT-F

seklinde elde edilir. O halde
X = g(xi), X = g(>_<) vee =x —X

oldugunda,

_ _ _.e? _.e’
X, —X= g'(x)ei + g"(x)§+ g(X)?'F

ifadesi yazilir. Sonug olarak (i +1). adimdaki hata



e? e3

60 =9 (x)e + 0 (x) 7+ 0" (x) 5+
seklinde i. adimdaki hata cinsinden elde edilir. Goriildiigii gibi X ¢dziimii i¢in g(X)

fonksiyonunun sifir olmayan en kiigiik tiirevinin mertebesi yakinsama mertebesini verir

(Cagal, 1989).
2.2. Sonlu Fark Yontemi

Sonlu fark yontemi, analitik ¢ozlimleri agik¢a ifade edilemeyen problemlerin
yaklagik ¢oziimlerini elde etmek icin siklikla kullanilan sayisal bir yontemdir. Sonlu
fark yonteminde temel mantik, tiirevlerin ayriklagtirilmis fonksiyon degerlerinin dogru-
sal kombinasyonlariyla yer degistirmesidir. Sonlu fark yontemleri sade olduklarindan
uygulamalarda siklikla kullanilan yaklasik metotlardandir. Sonlu fark yontemlerinin
amaci tiirevlerin diigim noktasindaki fonksiyon degerlerinin dogrusal kombinasyon-

lariyla hesaplanmasidir.

i, jt1
K (iAx __iﬁf}
- .
A i1, j i1, ]
-
i,-1
At
x
Ax i Ax

Sekil 2. 2. Diigiim noktalarinin gosterimi [Smith, 1985]
U, X, t bagimsiz degiskenine bagl bir fonksiyon olsun. Sonlu fark yontemle-
rinde, X = iAx, 1=0,12,...,M seklinde tanimli esit aralikli diigiim dogrular1 Oy — ekse-
nine paralel ve tj = jat ,]=012,..,N ile taniml egit aralikli diigiim noktalar1 ile

Ox —eksenine paralel olacak sekilde X —1t diizlemi kenarlart AX ve At olan esit dik-

dortgenler boliiniir (sekil 2.2.1). U fonksiyonunun sembolik K(iAX, jAt) diigiim nokta-

sindaki degeri
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U, =U () =U(iax jA) =U,

seklinde tanimlanir (Smith, 1985).

Birinci mertebeden tiirevlere sonlu fark yaklasimlar

U(x+ Ax,t) ve U(x—Ax,t) fonksiyonlarinin x civarinda Taylor seri agilimlari

ou (&) sy (&)U
U(x+Ax,t)=U(x,t)+(Ax)&+ TR TR

AX?) A2 AXC 3
U(X—Ax,t):U(x,t)_(Ax)Q+( )aLZJ_( ) 8L:+
OX 21 ox 3! OX

seklindedir. Yukaridaki ifadelerden birinci tiirevler yalniz birakilirsa

U Ux+AG)-UD) (M) au (&) au
ox AX o ¢ 3 o

4 (2.5)

aUzu(x,t)_u(x—Ax,t) (Ax) 6°U (AX2)83U .

< + - 2.6
OX AX 21 ox? 31 o8 (26)

olarak elde edilir. (2.5) ve (2.6) ifadesinden serinin kalan terimleri O(Ax) ile ifade
edilirse birinci mertebe tiirev degerleri

oy _ U(x+ Ax,t) —U (x,t)

+ O(AXx ileri fark yaklasim
P> ~ (AX) ( yaklagimi)

U U (xt)-U(x-Axt)
ox AX

+ O(AX) (geri fark yaklagimi)

elde edilir. Burada “O” ifadesi sonsuz sayidaki terimleri ifade etmek i¢in kullanilir.
Ayrica (i) ve (ii) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa birinci mertebeden tiirev degeri

U _ U(x+Ax,t) —U (x—Axt)

+0O(AX? merkezi fark yaklasimi
ax ™ (AX7) ( yaklagimi)

seklinde bulunur.

Benzer sekilde U(x,t+ At) ve U(X,t—At) fonksiyonlarinin t civarinda Taylor

seri agilimlari
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At?) A2 At?) A3
U(x,t+At):u(x,t)+(At)@+( )5LZJ+( )6L3J N
ot 21 ot 31 ot
U (af)au (ar) oy
U(x,t—At) =U(x,t) — (At) —+ — +
( )=V (M)t T e

dir. Yukaridaki islemlere benzer olarak zamana gore birinci tiirevlerin degeri

U _UXt+AY=UXY | 5 Gleri fark yaklagimi)
ot At

U U(xt)-U(xt-At

i ( AT ) +0(At) (geri fark yaklasimi)
. = Ulxt+A1) —U (xt - At) +O(At?) (merkezi fark yaklagimi)
ot 2At

seklinde ifade edilir.

ikinci mertebeden tiirevlere sonlu fark yaklasimlari

U ’niin X ’e gore ikinci mertebeden tiirevinin sirastyla ileri, geri ve merkezi fark

yaklasimlar1 yukaridakilerine benzer sekilde Taylor seri agilimlarindan

82U _ U (x,t)—2U (x+ AXx,t) —U (X + 2AX, 1) L O(AX?)

ox*> (AX?)

2 U (X—2AX%,t)—2U (X — AX,t) +U (x,t
aLZJ: ( ) (2 ) ( )+O(AX2)
OX (AX?)

2 [— [—

8LZJ :U(x AX, 1) 2U(x2,t)+U(x+Ax,t)+O(AX2)
OX (AX?)

gibi bulunur. U(x,t) fonksiyonunun X =iAx ve t = jAx diigiim noktalarindaki de-

gerleri géz Oniine alinarak birinci ve ikinci mertebe tlirevlerin sonlu fark formdiileri

Uit -V,
N i +O(AX)
ot AX

U, U,
Gl i =] +O(AX)
ot AX



U Ui -Uy

L1 1 O(AX?)
ot 2AX
u ..-U. .
N T TTu L oAt
ot At
u . -U. .
N T oy
ot At
ou U —2U,,,-U,, 2
=— : = + O(AX
ox? AX? (ax7)
U U, —2U,; -U;; 2
= : : = + O(AX
ox? AX? (ax7)
52U _ Ui—l,j _2Ui,j _Ui+1,j +O(AX2)

OX? AX?

elde edilir (Seydaoglu, 2010).

12
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu kisimda Burgers denklemi {izerinde bilim insanlarin ge¢misten giliniimiize
kadar yapilan ¢aligmalar ve sonlu farklar yonteminin Burgers denklemine parcalayarak
uygulanmasi tizerinde duruldu.

3.1. Burgers Denklemi

1- Boyutlu Burgers denklemi,

oJ ou o°U

EJFU&:VE)?’ (x,t) €[0,1]<[0, o) (3.1)
sinir sartlari

U(a,t)=g,(t

0 Eb’t; _ gl(a; t>0 (3.2)
ve baslangic kosuluyla

U(x,0)=U,(x), a<x<b (3.3)

ele alalim. Burada vV kinematik viskozite parametresi, t zaman ve X konum degisken-

lerini temsil eder. Ek olarak g,, g, verilen fonksiyonlardir ve baslangi¢ deger fonksiyo-
nu U, yeterince diizgiindiir. Burgers denkleminin denge durum ¢o6ziimleri ilk olarak

Bateman (Bateman, 1915) tarafindan sunulmustur. Burgers (Burgers, 1948) calisma-
sinda bu denklemi tiirbiilansin matematik modellenmesinde kullanmistir. Burgers
denklemi, lineer olmayan terim ve kinematik viskozite parametresi gibi Navier-Stokes
denklemi ile bir¢ok ortak 6zellige sahiptir. Dolayisiyla tiirbiilans problemini ¢aligsmak
icin Burgers denklemi basit bir test problemi olarak kullanilabilmektedir. Burgers
denklemi, gaz dinamigi, sok dalgalariin modellenmesin, trafik akislar1 ve 1s1 iletimi
gibi uygulamali matematik, fizik ve miihendislik alanlarinda kullanilmistir. Verilen
baslangi¢ kosullari i¢in Burgers denkleminin sonsuz seri ¢oziimleri Hopf-Cole dontisii-
mii yardimu ile elde edilmistir (Cole, 1951; Hopf, 1950). Bu denklemin davranist sonlu
farklar, sonlu elemanlar, sinirli elemanlar, spektral metotlar, tistel metotlar, homotopi
analiz metodu ve diferansiyel tiimleme metodu gibi birgok niimerik metot ile incelen-

mistir (Caldwell ve Smith, 1982; Evans ve Abdullah, 1984; Mitta ve Singhal, 1993;



14

Kutluay ve ark., 1999; Kutluay ve Esen, 2004; Liao, 2008; Ozis ve Erdogan, 2009;
Acedo, 2006; Cordero ve ark., 2015; Jiwari, 2015; Jiwari ve ark., 2013; Rashidi ve

Erfani, 2009).

Yazarlar (Jain ve Raja, 1979) ¢alismasinda Burgers denkleminin par¢alanmasi

sonucu elde edilen iki alt problemi sonlu farklar metodu ile ¢ozmiislerdir ve bu

algoritmay1 splitting-up teknigi olarak adlandirmiglar. Benzer diigiinceyle kiibik spline

metodu kullanilarak Burgers denklemi niimerik ¢éztimleri igin iki-zaman-seviyeli (Jain

ve Holla, 1978) ve iig-zaman-seviyeli (Jain ark., 1992) olarak adlandirilan par¢alama

(splitting) teknigi onerilmistir. (Saka ve Dag, 2008) calismasinda Burgers ve modifiye

edilmis Burgers denklemlerinin niimerik ¢oziimlerini, her bir alt denkleme kuintik B-

spline kollakasyon metodunu uygulayarak sunmuslardir.
3.1.1. Hopf-Cole doniisiimii

Hopf-Cole doniistimii

U =—2vﬂ

seklinde tanimlanir. (3.4) doniisiimi kullanilarak U, , UU, ve U, terimleri

U = 2V(¢t¢x _¢¢xt)

t ¢2
UUX _ 4v ¢x (¢?xx_¢x )
¢
b 2260300, + ')

XX ¢3
gibi elde edilir. Elde edilen bu sonuglari (3.1) denkleminde yerine yazilir

ZV(_¢¢xt+¢x (¢t —V XX)+V¢¢XXX)
¢3

=0 _¢¢xt+¢x (¢t -V xx)+v¢¢xxx =0

(3.4)

S @ (d —Vdy ) = (B — Vo) = H(4 — VB, ), -
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Eger ¢, ¢ —Vg,, =0, X R 1s1 denkleminin bir ¢dziimii ise (3.4) doniisiimii ile verilen

U (x,t) fonksiyonu (3.1) Burgers denkleminin bir ¢6ziimii olur. (3.4) ifadesi

U =-2v(logg),
gibi yeniden yazilabilir. O halde
B U(x,t)dx
s =d T
ya da
[_I U dy]
pxty=e ° ~ (3.5)
ifadeleri yazilabilir.
Burada (3.3) baslangi¢ kosul
e
2v
#(x,0) =4 () = p(x,t) =€ °
olur.
Sonug olarak (3.1) problemi
¢t _V¢xx =0
[,?ut;imdy], XeR,t>0,v>0 (3.6)

#(x,0) =g () =g(xt)=e *

denklemine indirgenir.

Is1 denklemi: Is1 denklemi genel ¢oziimii degiskenlerine ayrilabilir ¢6ziim yontemiyle
elde edilebilmektedir. (3.6) denkleminin x degiskenine gore Fourier doniisiimii uygula-
nirsa

{é = &4,

~ _ teR, t>0,v>0 (3.7)
HE0 =4 -

olur ve burada ¢(&,t) = I #(x,t)e'*dx olur. Bu problemin ¢oziimii;

—00

F(E1) = (H)e "

seklinde verilir. ¢(x,t) ifadesi ters F ™ Fourier doniisiinii kullanilarak
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#(x,1) = F A&, 0] = F'[4(E)e ™ = 4, () *F (™)

gibi elde edilir ve burada * konvoliisyon ¢arpimidir.

Ote yandan

XZ

z 1 X
F_l (eg Vt) ES——" 4vt
2wt

dir ve (3.6) baslangi¢ deger probleminin analitik ¢6ziimii

_(x=¢)°

1 7
1) = X at g
#(x,1) zmjwmé)e &

olur. (3.4) donisiimiinde (3.1) Burgers denkleminin problemin analitik ¢6ziimii

+o _(x=¢)?
[ h@e ™ de
Ult) === ey

[h©e = de

(3.8)

formiili ile elde edilir (Landajuela, 2011).
3.2. BCH Formiilii

Konuda kullanacagimiz Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) metodunu ve komii-

tatoriin tanimlarina deginilmistir. Ave B kare matrisi ve burada Komiitatori [.,.] sek-

linde yada A ve B operatorleri i¢in [A, B] = AB — BA bigimde tanimlanir. BCH da
e+ L oC

olarak alinir.

C = log(bch(A,B)) = A+ B +3C,
k=2

1 1 1
C:A+B+§[A,B]—E[A,[A,B]]+E[B,[A,B]]+...
C1=A+B
1
Cz:E[A'B]
C, =——[[AB].A]+ S[[AB] B]
s ettt d 28
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1

C, :z[[[A, B].B].A]

Farkli k degerleri i¢in C, degerleri yazilabilir (Seydaoglu, 2016).

3.3. Pertiirbe Edilmis Sistemler i¢in Parcalama (Splitting) Metotlar

Bir boyutlu Burgers denklemi kiigiik viskozite V parametresini igerir. Bu neden-
le Burgers denkleminin hassas ¢oziimleri pertiirbe edilmis sistemlere uygun olarak iire-
tilmis parcalama (splitting) metotlar1 ile elde edilebilir. Lineer olmayan

‘;—‘t‘ = A(u(t)) + £ BQu(t)) , u(0)=u, (3.9)

denklemi ele alalim. Burada ¢ kiigiikk parametre olmak iizere A, B ve A+&B opera-
torleri t pozitif degeri i¢in sonsuz ya da sonlu Banach uzaymda C, yari-grubunu gerer-

ler. 1-Boyutlu Burgers denklemi (3.1) formuna bir 6rnek olusturmaktadir. Kolaylik sag-

lamasi i¢in lineer olmayan denklemi, lineer formda (goriiniiste) yazilabilir.

du
at La@ayU() + &Lggeu(t) (3.10)
Burada u(t) fonksiyonuna uygulanan Lie- operatorleri
L = A 0 L =B 0 3.11
AQU() — (U(t))a, BU(t) — (U(t))a (3.11)

seklinde ifade edilir. Bu durumda (3.10)’nun formal ¢oziimii u(t) = et(L“‘“‘”’”LB(““”)uO

seklindedir (Hairer ve ark., 2006).
Parcalama (splitting) metodu uygulanirken (3.10) denklemi asagidaki gibi iki

ayr alt probleme parcalanir.

% = A(u(t)) ve % =¢B(u(t)) (3.12)

Pargalanan bu denklemler ardisik olarak ¢oziilerek (3.10) denklemini yaklasik
coztimleri elde edilir (Holden ve ark., 2013).

Bunun yani sira lineer olmayan durumlarda (3.10) denkleminin formal ¢6ziimii

(aves)

et(LA”B) , akis doniistimi ¢t ile yer degistirilebilir. Ayrica h zaman adimi yeterince
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kiiciik olmak tizere (3.12)’deki her bir denklemin h akislari, ¢hLA : ¢;LB olarak tanimla-

nir. Bu durumda birinci mertebe Lie- Trotter par¢alama (splitting) metodu

T =g*og™ yada T =g¢"op> (3.13)

h h h

seklindedir. Burada T = ¢"»~’ +O(sh?) seklinde denkleminin ¢dziimii birinci merte-
beden bir yaklasim oldugu gériilmektedir. Ikinci dereceden zamana gore simetrik metot-

sl
B o

lar1 Lie-Trotter metodunun ve esleniginin Th* =4 ¢hLA yar1 zaman adiminda bileskesi

alinarak
LA gLB LA _ ‘ELB LA sLB
Sh - ¢h/2 ° ¢h ° ¢h/2 ya da Sh - ¢h/2 ° ¢h ° ¢h/2 (3.14)

bi¢iminde elde edilir ve Strang parcalama (splitting) metodu olarak adlandirilir (Hairer
ve ark., 2006; Blanes ve Casas, 2016).
(3.14) formundaki Strang pargalama (splitting) metodu

h L h h(LAHB)—Z%‘h3[LA[LA'£LBH+$h3[5LB[LA,gLBﬂ+ .....

g2 oe™Boe? "t =g (3.15)

tistel sekilde esitligi yeniden yazilabilir. (3.15) teki esitligin sol tarafina BCH formiilii-

niin uygulanmasi ile esitligin sag tarafi elde edilir.

h*’{in carpanlar e[l [L,.L 1] ve gZ[LB,[LA, L, 1] gbz 6niine alimirsa (3.14)
denkleminin lokal kesme hatasmin O(sh® +&°h®) mertebesinde oldugu gériiliir. Ote
yandan herhangi mertebeden ABA kalibinda bir pargalama (splitting) metodu b,,, =0

olmak lizere
w(h) = ehaMLAehbngB  ahala ghtyely Shal, (3.16)

seklinde elde edilebilir. Ya da a,,, =0 olmak lizere BAB kalibinda bir parcalama

(splitting) metodu
w(hy=e"rieg" Mo gitagiete (3.17)

olarak ifade edilir (Creutz ve Gocksch, 1989; Suzuki, 1990; Yoshida, 1990). Bunun

yani sira, h2'+ (I =0,1, 2,3,...,8) mertebesinin terimleri sifir olarak alinirsa efektif

mertebesi (2s,2) olan pozitif ve reel katsayil ikinci mertebeden simetrik metotlar elde

edilir. Bu simetrik metotlar Burgers denklemi gibi terslenemeyen sistemler igin iyi
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tammlidirlar ve hata O(sh®* + £?h®) mertebesindedir. Pozitif reel katsayilar icin S <5
ile (2s,2) mertebesinde simetrik metotlar sunulmustur (Mclachlan, 1995). Strang
pargalama (splitting) metodu ile bulunan sonuclarin yaklagik olarak ii¢ kat daha fazla
hassas oldugu goriilmektedir. (Laskar ve Robutel, 2001)’deki ¢alismalarinda (2s,2)
metodunun sistematik bir analizini sunmuslar ve s =10 a kadar pozitif katsayilar icin

yeni metotlar 6nermisler. Sunulan bu metotlarin ikinci mertebeden klasik simetrik me-

totlardan daha avantajli oldugu goriilmektedir.
3.4. Burgers Denklemi icin Parcalama (Splitting) Yéntemi

1-boyutlu Burgers denklemi (3.1)
U, =-Uu (3.18)
=vU (3.19)

iki ayr1 alt problem olarak parcalanir. Burgers denklemine parcalama (spliting) metodu,
ayr1 alt problemlerin (kesin ya da niimerik) ¢6ziimlerini birlestirmede kullanilir. (3.18)

ve (3.19) alt denklemlerinin kesin ¢6ztimlerini veren dontisiimleri (ya da yeterince has-

sas sayisal yaklasimlari) ¢hLA ve ¢:LB dir. Burada Burgers denkleminin yaklasik ¢6ziim-

leri

U(x,h) = whuo(x) (3.20)

olarak elde edilir. Burada w, , yeterince kiigik h degerleri i¢in (3.16) veya (3.17)

denklem kaliplarindan biridir.

Lineer denklemler i¢in listel parcalama (splitting) metotlarmin yakinsaklik
ozellikleri (Hansen ve Ostermann, 2009) calismasinda analiz edilmistir. Ustel ifadeler
uygun nonlineer akiglarla degistirilerek Hansen (2009)’daki sonuglar lineer olmayan
denklemlere formal olarak genisletilebilir. (Holden ve ark., 1999) genellestirilmis
Korteweg-De Vries (KdV) denklemi i¢in Lie-Trotter ve Strang pargalama (splitting)
metotlarinin yakinsaklik analizini sunmuslardir. (Holden ve ark., 2011) Kdv denklemi
icin Lie-Trotter ve Strang pargalama (splitting) metodunun mertebelerinin beklenen
hassasiyette oldugunu gostermislerdir. Ek olarak (Holden ve ark., 2013) makalesinde

Burgers nonlineerlige sahip bazi 6zel kismi diferansiyel denklemler i¢in Strang parca-
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lama (splitting) metodunun yakinsakligi sunulmustur. Bu ylizden benzer yakinsaklik

sonugclar (2s,2) mertebeden simetrik metotlar i¢in de beklenebilir.
3.5. Parc¢alanmis Burgers Denklemine Sonlu Farklar Yonteminin Uygulanmasi

Bu kisimda Kapali ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemlerini kullanarak, sabit
iterasyon yontem ile (Ames, 1977) lineerlestirilmis (3.18) ve lineer olan (3.19) denk-
lemlerinin sayisal ¢6ziimleri incelenecektir. (3.18) denklemi igin sabit nokta iterasyon

yaklagimi

u™ =—(uu,)" j=012, ... (3.21)
seklinde verilir. Burada U fonksiyonunun n’inci adimdaki degeri u™ ve baslangig
degeri u®olarak tanimlanmaktadir. {u(“)} dizisinin igerdigi fonksiyonlar U igin verilen

sinir kosullarin1 saglamaktadir. Sabit iterasyon yontemiyle elde edilen {u(”)} dizisi

lineer olmayan problemin ¢dziimiine dogrusal olarak yakinsamaktir (Ames, 1977).
{(X,t) :x€[0,1],t € (0, oo)} ¢oziim bolgesi, AX ;X yoniinde konum adim uzunlugu, At ;t

yoniinde zaman adim uzunlugu olmak iizere (iAX, jAt) diigim noktalari igin

ayriklastirilsin. Burada X =iAx, 1=0,12,...M, tj = jat ,J=012,..,N dir.

3.5.1. Kapali sonlu fark yontemi

Par¢alanmis Burgers denkleminde elde edilen alt problemler igin U,u ve

UUXterimIeri yerine sonlu yaklasimlari

1

Ui :E(Ui,jﬂ _Ui,j)+O(At2) (3.22)
1

UU,)iju = Eui,jﬂ Uinjn—VYigu)+ O(Ax?) (3.23)
1

Uy Ui =2 +U ) + O(Ax?) (3.24)

)i,j+1 = M
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yazilsin. O halde (3.5.1) denklemi i¢in kapali sonlu fark yaklagimi,

1 n+ n; 1 n n n
E(U iU )=- Ui Ui — Uil ) (3.25)

ij+l i )— E

seklinde olur.
3.5.2. Filtreleme teknigi

Sonsuz serilerin yavas yakinsamalarindan dolayr Burgers denkleminin tam
¢oziimleri v < 0.01 degerleri i¢in bozulmaktadir. Kiiciik viskozite degeri i¢in genellikle
salinimlar ve dogrusal olmayan kararsizliklar ortaya ¢ikmaktadir. Uygun filtreleme tek-
nigi kullanilarak ortaya ¢ikan bu tiir durumlar etkisi azaltilabilmektedir. Bu ¢alismada,
(Iskanda ve Miih.sen, 1992; Kaosla ve Rupin, 1979)’da sunulan filtreleme teknigini

kullanarak lineer olmayan terimde U. J_ degeri

U :Ui-l,j+¢ui,j+ui+1,j ¢_4V—AX

h 2+¢ T AX-2v

(3.26)

seklinde alinir.

Yukaridaki denklemin sag tarafindaki U, ; terimi yerine (3.26) filtreleme teknigi

kullanilirsa

1/ N, 1 Uin—l,j+1 + ¢Uir,]j+1 +Uin+1,j+1 n n
A_t<Ui’j+1 _Ui’j) ZAXL 2+¢ (Ui+1,j+1 _Ui—l,j+1)

n+1 n; At n n n n n
Ui,j+1 :Ui,j _m<ui—1,j+l +¢Ui,j+1 +Ui+1,j+1)(Ui+l,j+l _Ui—l,j+l)

ifadesi elde edilir. Burada nj terimi,
max‘ui”j+1 —Uinlj_‘glo‘8 , 1<isM (3.27)

kosulu dikkate alinarak Uij degerinin yaklasimi igin gereken son iterasyon sayisini

temsil eder (Iskandar ve Mohsen, 1992).

Burgers denkleminin difiizyon kismi i¢in
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VAt
(Ui,j+l _Ui,j) = M(UH,H - 2Ui,j+l +Ui+1,j+l) (3-28)
VAL
Ui,j+1 = Ui,j + M(Ui—l,m - 2Ui,j+1 +Ui+1,j+1)
VAL VAL VAt
ii=— 7 Yigjut L+ 2—2)Ui,j+1 T aViaja
(AX?) (AX7) (AX?)

olarak yazilir.

Algoritma: Kapali sonlu fark metodu ve (3.16) parcalama metodu kullanilarak Burgers
denkleminin yaklasik ¢6ziim algoritmasi.

1. i=1den p+1le
2: j=0dan N evyap
3: Verilen baslangig¢ kosullari igin (3.25) denklemini At = aAt zaman adimi i¢in ¢Oz.
e Tim i degeri i¢in Ui”;'il =Uin’j olsun.
e (3.27) kosulu saglandiginda yap.
e (3.25) denkleminden Ui”ﬁl degerlerini hesapla.
e Tim i degeri i¢in Uin’j " =Ui";il olsun.
e (3.25) ‘den Ui”j*il gelismis degerleri hesapla.
e Ditir;
4:Eger b #0 ise
5: Hesaplanan Ui”JTil degerini (3.28) denklemi i¢in baslangi¢ kosulu al ve bu denklemi
Ui i degerini bulmak i¢in At = bi At zaman adiminda ¢o6z.
6: bitir;
7: bitir;
8: bitir;

3.5.3. Crank-Nicolson sonlu fark yontemi

(3.18) ve (3.19) alt denklemlerinden yerine yazilabilecek sonlu fark yaklagimi
sirastyla asagidaki gibidir.

n+l 1 n nj
(Ut)i,j+1 = _E((qu)i,jﬂ + (UUx)i,j ) (3.29)

i _ L
(Ut)i,j+11 = ﬁ((u xx)i,j+l +U xx)i,j) (3.30)
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Buradan nonlineer kisim i¢in Crank—Nicolson sonlu fark yontemine uygulayalim.

1

_(UInJ:ll_ IJj = 4A[ J+1(UI+1j+1 Uin-1,j+1)+U (UH—lJ —11] (3.31)

(3.26) filtreleme teknigi kullanilirsa
Un+1 _Unj At [Uin 1+ +¢LJ N +¢LJ +U nj

ij+1 T IAx (U], Uin—l,j+l)+ n ¢ = (U|+1j —Uk;

2+¢ i+1,j+1 :l
) u" +g4u" +U" ¢U' "
U|nj++11 _U JJ At e - — (U|+11+l Un—lj+1 ll] l . (UHlj —1])
U aax 2+¢ 4Ax 2+¢

n+ nj At n n n
U'J+11 :Uivj _M(U”M +¢U”+1 (U|+1 j+l U 1j+l))
At 3
_4AX(2+¢) (UH,; +¢Ui I+1J(U|+l] —1]))

olarak elde edilir. Benzer sekilde difiizyon kismi i¢in Crank-Nicolson sonlu fark yonte-

mi
1 1
E(Ui,jﬂ_ui,j):m[(ui—uﬂ 2UI]+1 Ui+l,j+1)+(Ui—lj 2U +U. 1,)} (3-32)
—LZUHHﬁ(l—Z A 7 )Uij+1_ = 2 Ui+1j+1:L2Uiflj+(l_2 A 3 )Ui—1j+ = Ui
2R(AX%) 2R(AX°)" ™ 2R(AXx°) 2R(AX%) 2R(AX°)" ™ 2R(AX) T

olarak elde edilir.

Diger taraftan Crank-Nicolson sonlu fark yonteminin difiizyon kismi1 yani (3.19)

denklemini ele alirsak

an,j+1 —b(Um’j+1 +UH’H) = (a—4b)Ui‘j + b(Um’j +UH’J_ ) (3.33)
1 1 - ;
olarak yazilir. Burada a=—+v—;:, b=v > Ve n_ terimi kapali sonlu fark yon-
AX 2AX ]

temlerinde oldugu gibi (3.27) kosulu U ‘nin yaklasik degeri igin gereken son iterasyon

sayisini temsil eder (Iskandar ve Mohsen, 1992) .
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Algoritma: Crank-Nicolson sonlu fark metodu ve (3.16) pargalama metodu kullanila-rak
Burgers denkleminin yaklasik ¢oziim algoritmasi (Seydaoglu, 2018).

1: i=1 den p+le
2: j=0dan N eyap
3: Verilen baslangi¢ kosullart i¢in (3.31) denklemini At = a At zaman adim1 alarak
¢oz.
e Tiim i degeriigin Ui”ﬁl =Uin’j olsun.
e (3.27) kosulu saglandiginda yap.
e (3.31) denkleminden Ui"ﬁl degerlerini hesapla.
e Tim i degeriigin Uin’j+l =Ui";il olsun.
e (3.31)°‘de Ui"ﬁl gelismis degerleri hesapla.
e Ditir;
4:Eger b #0 ise
5: Hesaplanan Ui”;il degerini Ui”il degeri i¢in (3.33) denklemi i¢in baslangi¢ kosulu
olarak al ve bu denklemi U " degerini bulmak i¢in At = bi At zaman adiminda ¢oz.
6: bitir;
7: bitir;
8: bitir;

3.5.4. Kararhhk analizi

i. (3.18) denklemini yani

denkleminin Kapali sonlu fark yontemin kararliligi i¢in, dogrusal olmayan (3.25)

formunda Von-Neumann kararlilik analizini kullamilmaktadir. Kararlilik analizinde

¢oziim formu olarak U, , = £%P** | i= J-1 alinr.
1 1
E(Um,jﬂ _Um,j ) = _Eum,m(umﬂ,m _Um—1,1+1)

Kararlilik analizi i¢in yukaridaki denklemin yerine U = = E9PM% yazilirsa;

At

j+14imAX jalfMAX
€ —g'e =
d d 2AX

§j+leiﬁmAx (é;j+lei/3(m+1)Ax _ §j+1eiﬁ'(m—l)AX)

§j+leiﬁ’mAx _égjeiﬂmAx . At |:§j+leiﬂmAx (§j+leiﬂ(m+1)Ax _§j+leiﬂ(ml)AX):|

é:j‘*'leiﬂmAX - 2AX §j+leiﬂmAx
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_é - _ ZAAt §j+leiﬂmAx (eiﬂAx _ e—i,BAX)
X
é — 1+ zi: §j+leiﬂmAx (eiﬂAx _ e—iﬂAX)
X
1
§ B At JHL A1 BMAX ¢ A1 BAX —i8AX
1+I§ e (e —e™)
X
iIpAX _ A—ifAX 18AX —iSAX
olur ve sin(SAXx) :% ve Ccos(fAX) = % oldugundan;
i
1 1
= : : - 3.34
d 20AL i ipmax 87 — 7T At. . (3.34)
1+ Eirgipma =~ ) 1+-—iCsin(BAx)
2AX 2i AX

elde edilir. Burada &'*'e"”™ ifadesi yerine C sabit sayis1 almmustir.

i. (3.19) ile verilen

U, =vU

t XX

denkleminin Kapali sonlu fark yontemin kararliligr igin, (3.28) lineer denklem

formunun

VAL

Upjr —Yn)) = M(Um_l'm —2U

m,j+1 + U m+l,j+1)

kararlilik analizi i¢in U, , = £9'PPAX olarak tanimlanirsa;

S S VAL S S S
gﬁlelﬁmAx —éjelﬂmAX — (sz) (§J+le|ﬁ(m—l)Ax _ 2§j+le|ﬁ'mAx +§]+lelﬂ(m+l)AX)
§j+1eiﬁmAx _é;jeiﬂmAx B VAt §j+leiﬁ(m—1)Ax _ 2§j+leiﬂmAx + §j+leiﬁ(m+1)Ax

§j+lei,8mAx - (AXZ) §j+leiﬂmAX )
1_£:V—At(e—iﬂAX_2+eiﬂAX):>§: 1
2 VAt i i
5 (AX ) _ (e—lﬁAx _ 2+e|ﬁA><)
(Ax*)
PAX

e = cos SAX +isin SAX Ve cos SAX =1—2sin? = oldugunda
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1 1
§= =
VAt VAt 2 PAX
1 (O )(Zcos,b’Ax 2) 1 % ){2(1 2sin’ 5 2)}
1
£= (3.35)
1. Avat Sinz(ﬂij
(AX?) 2

olur. Yontemin kararli olmasi i¢inin yine gerek ve yeter kosul |§| <lolmasidir. Bu kosul
her r > Oi¢in saglandigindan kapali sonlu fark yontemi kosulsuz kararlidir.

iii. (3.18) denklemini yani
U, =-uu

X

denklemi i¢in Crank-Nicolson sonlu fark yontemin kararliligi, dogrusal olmayan (3.31)

formunun
1 1
E (Um,j+1 _Um,j) = _E[Um,jﬂ(u m-1, j+1 _Um—l,j+l) +Um,j (Um+1,j _Um—l,j )}

kararlilik analizi i¢in U, , = £9e'#P2% olarak tanimlanirsa;

§j+1ei,gmAx ~ gjewmAX A At §J+le|ﬂmAx (§j+1elﬂ(m+l)AX _ é;ﬁlelﬂ(m—l)AX)
4AX +§jeiﬁmAx (éjeiﬁ(m-#l)Ax _ gjeiﬁ(m—l)AX)

é;j+1eiﬂmAx 4§ I:é:Hl |ﬁmAX(§J+1 i (m+1)Ax §j+l ig(m— 1)AX)]

o At o o o
_ é:JelﬂmAX _ I I:_'_é;JelﬂmAx (é;]elﬂ(m+1)Ax _ é;]elﬂ(m—l)AX):I

§j+1eiﬂmAx [1+ §J+l imAx (eiﬁAx . e—iﬁAx )j _ gjeiﬂmAx (l 4AA 5] |ﬂmAx (eiﬂAx . e—iﬂAx )j

§j+lei,6’mAx [1+ é;JJrl i mAx (eiﬁ'Ax _ e—i/)’Ax )j gjeiﬁmAx (1_ 4it é;jeiﬁ'mAx (eiﬂAx _e—iﬁAx )j
X

gjeiﬂmAx 1+ §]+1 ipmAx (eiﬂAx _e—iﬁ’Ax) é;jeiﬁ'mAx 1+ At é;jJrlei/}mAx (eiﬁ’Ax _e—i/iAx)
4AX

(l_ A 5 elﬁmAx (eiﬂAx _ e—iﬂAx )j

¢= e
1+ — j+1eiﬂmAx eiﬂAx _ e_iﬁAX
( 4AX d ( )
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1—£iCsin(ﬂAx)
£= ZAAtX (3.36)
1+E|C3|n(ﬂAx)

olarak elde edilir. Burada (3.5.3.3) ifadesinin sag tarafindakileri lineerlestirerek C sabiti
olarak alinmistir.

iv. (3.19) ile verilen

U, =vU

t XX
denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yonteminin

1(U Y

E m, j+1 _Um,j) ZM[(Um—Ljﬂ _2Um,j+1 +Um+l,j+1)+(um—1,j _2Um,j +Um—1,j)]

kararlilik analizi i¢in U, , = £9'PPA% olarak tanmimlanirsa;

At (§j+leiﬂ(m—l)Ax _ 2§j+1eiﬁmAx + é;j+lei/5’(m+1)AX)

§j+1eiﬂmAx _gjeiﬁmAx —
2 AX> (éjeiﬂ(m—l)AX A 2§jeiﬁmx + gjeiﬁ(mﬂ)AX)

§j+1eiﬁmAx _ At (§j+leiﬂ(m—1)Ax _ 2§j+1eiﬁmAx + §j+leiﬁ'(m—l)AX)

2AX?

— gjeiﬁmAx n Zitz [(gjei/}(m—l)Ax _ 2§jeiﬂmAx +§jeiﬂ(m+l)AX):|
X

gh—leiﬁmAx (l_ Zitz (efiﬂAx _24 eiﬁAX)J _ é:jeiﬁmAx (l+ Zitz [(efiﬂAx _24 eiﬁAX)}]

X X
j+1 41 8mAX At —ipAX i j A1AMAX At —ipAX i

girtghm (1—2AX2 e —2+eﬁ“)j glghma (1+2AX2 [ —2+eﬂAX)])

éfieiﬂmAx (1_ 2it2 (efiﬂAx 24+ eiﬁAX)) é:ieiﬁmAx (l_ zit ; (efiﬁAx —24 eili’Ax)j
X X

(1+ 22:(2 [(e‘iﬁAX -2+ eiﬂAx)]j
é: - At —iBAX iSAX
1- A (e —-2+e")

e = cos SAX +isin SAX Ve cos SAX =1—2sin? % oldugunda
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At At _9ain2 PAX)
o ] o o2 ]

§:
(1— 22:(2 [ZCOSﬂAX—Z]j (1_ At {(2(1—2sin2ﬂ§xj—2)D

2AX?

2
1 ZAtVsin(ﬁAXj

A X2 2
&= > (3.37)
2Atv . ( BAX
1+ >-sin
AX 2

olacak sekilde elde edilir. Von Neumann kosulu ile elde edilen verilerin kararlilik anali-

zi i¢in yeterlidir. Yani tiim f reel sayilari i¢in |.§| <1 oldugundan bu yontem kararlidir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

4.1. Niimerik Sonuclar

Bu boliimde elde edilen niimerik sonuglar ile analitik ¢6ziimler karsilastirilarak

yaklasimlarin hassasiyetleri gosterilmektedir. Bunun i¢in
N 2
2 litik tmerik
LZ = |:hZ|U analitik _UnUmerik| } 4 Loo = mf':lx Uianan - Uinumerl
i1
olarak tanimlanan hata normlar1 hesaplanmustir.

Tablo 4. 1. Mertebesi (10,2) olan pargalama (splitting) metodun ABA kalibinin katsayilari
(Mclachlan, 1995)

a =a =1/2-w, b, =b, =(322-13J70)/1800,
a =a =w-a, b, =b, :(322+13ﬁ)/1800,
a —a =¥2-NI0/7 ‘240/7, b, =64/225,

Bu kisimda kullanilacak par¢alama metodu tablo (4.1) de verilmistir.

Seydaoglu (2018), c¢alismasinda Crank-Nicolson sonlu fark yontemine baglh
tablo (4.8) ve tablo (4.9) da verilen mertebesi (10,2) olan pargalama yontemini
Mc(10,2) olarak adlandirmistir. Biz bu galigmada kapali sonlu fark yontemleriyle bir-
likte kullandigimiz tablolarda mertebesi (10,2) olan pargalama yontemini KMc(10,2)

seklinde gosterecegiz.

Burgers denklemini U (a,t) =U(b,t) =0, t >0 sinir sartlar1 ve iki farkl baglan-

gic kosulu ele alindi.

Problem 4.1. Bir boyutlu Burgers denklemini, smir sartlarr 0<Xx<1 ve t>0,
U(0,t) =U(Lt) =0 ve baslangi¢ kosulu
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U(x,0) =sin(zx) ,0<x<1

olmak tizere problemin analitik ¢oziimii,

a, = jexp {~(27v) ™ [1- cos(zx)]}dx

a = 2J1'exp{—(27rv)l [l—cos(nx)]}cos(nzzx)dx (n=123..)

Fourier katsayilar1 yardimiyla

27v)_a, exp(—n’z’vt)a, sin(nzx)
u(x,t) = —=

a, + i a, exp(—n®z*vt) cos(nzx)
n=1

olarak verilmektedir (Kutluay ve ark., 1999).

Problem 4.2. Bir boyutlu Burgers denklemini, smir sartlarr O0<x<1 ve t>0,
U(0,t) =U (L t) =0 ve baslangi¢ kosulu

U(x,0) =4.x(1—x)

olmak iizere problemin analitik ¢6ziimii,

a, = jexp {=x* (3v) ™ [3-2x]}dx

1

a = 2'[exp{—x2 (Bv)*[3- 2x]}cos(n7zx)dx (n=12.3,...)
0

Fourier katsayilar1 yardimiyla

27vY a, exp(-n*z’vt)a, sin(nzx)
U(x,t) = —

a, + i a, exp(—n’z>vt) cos(nzx)
n=1

olarak verilmektedir (Kutluay ve ark., 1999).
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Tablo 4. 2. Problem 4.1 i¢in v=0.01, At =0.001, t =0.1 degerleri icin KMc(10,2) yontemi ile
yapilan niimerik ve analitik ¢6ziimlerinin karsilagtirilmasi

Niimerik Sonuglar

X Ax=0.1 Ax=0.5 Ax=0.025 | Ax=0.0125 Analitik
0.1 0.11025 0.10974 0.10959 0.10955 0.10954
0.2 0.21099 0.21013 0.20988 0.20982 0.20979
0.3 0.29315 0.29226 0.29200 0.29192 0.29190
0.4 0.34868 0.34817 0.34800 0.34795 0.34792
0.5 0.37126 0.37155 0.37159 0.37159 0.37158
0.6 0.35720 0.35864 0.35896 0.35903 0.35905
0.7 0.30632 0.30906 0.30971 0.30986 0.30991
0.8 0.22263 0.22656 0.22752 0.22775 0.22782
0.9 0.11439 0.11914 0.12032 0.12060 0.12069
L, 2.9490x10°° 0.7680x10° | 0.1887x10° | 0.0458x10°

L 6.3016x10° 1.6327x10° 0.4009x10° | 0.0989x107

Tablo 4. 3. Problem 4.2 igin v=0.01, At =0.001, t=0.1 degerleri igin KMc(10,2) yontemi ile
yapilan niimerik ve analitik ¢éziimlerinin karsilagtiriimasi

Niimerik Sonuglar

X Ax=0.1 Ax=05 Ax=0.025 | Ax=0.0125 Analitik
0.1 0.11363 0.11310 0.11295 0.11291 0.11289
0.2 0.21749 0.21660 0.21635 0.21628 0.21625
0.3 0.30225 0.30133 0.30107 0.30100 0.30097
0.4 0.35960 0.35910 0.35894 0.35889 0.35886
0.5 0.38303 0.38338 0.38343 0.38343 0.38342
0.6 0.36866 0.37021 0.37057 0.37064 0.37066
0.7 0.31626 0.31916 0.31986 0.32002 0.32007
0.8 0.22991 0.23405 0.23506 0.23530 0.23537
0.9 0.11813 0.12310 0.12433 0.12463 0.12472
L, 3.1000x10°® 0.8067x10°° 0.1977x10° | 0.04792x103

L 6.5895x10°° 1.7001x10° 0.4160x10° | 0.10239x10°

Problem (4.1) - (4.2) de v=0.01, At =0.001, t=0.1 ve farkli Ax degerleri i¢in

kapali sonlu fark yontemiyle elde edilen Lz, L hata normlari tablo (4.2) - (4.3) de ve-

rildi. Bu tablolarda konum adim uzunlugu, yani Ax degeri kiigiildiikge hata normlari-

nin da kiiciildiigii g6zlemlenmektedir.



Tablo 4. 4. KMc(10,2) i¢in Problem 4.1’in niimerik ve analitik ¢6ziimlerinin farkli zamanlarda ve

Ax =0.0125, At =0.0001 degerler i¢in karsilastirilmast

X t v=0.1 v=0.01

Niimerik Analitik Niimerik Analitik

0.25 0.4 0.30898 0.30889 0.34180 0.34191
0.6 0.24079 0.24074 0.26888 0.26896

0.8 0.19570 0.19568 0.22143 0.22148

1.0 0.16256 0.16256 0.18815 0.18819

3.0 0.02712 0.02720 0.07511 0.07511

0.50 0.4 0.56973 0.56963 0.66048 0.66071
0.6 0.44720 0.44721 0.52925 0.52942

0.8 0.35913 0.35924 0.43902 0.43914

1.0 0.29174 0.29192 0.37433 0.37442

3.0 0.04005 0.04020 0.15017 0.15018

0.75 0.4 0.62457 0.62544 0.91010 0.91026
0.6 0.48623 0.48721 0.76701 0.76724

0.8 0.37296 0.37392 0.64722 0.64740

1.0 0.28660 0.28747 0.55592 0.55605

3.0 0.02960 0.02977 0.22481 0.22481

Tablo 4. 5. KMc(10,2) i¢in Problem 4.2’nin niimerik ve analitik ¢6ziimlerinin farkli zamanlarda

ve Ax=0.0125, At =0.0001 degerler i¢in karsilastirilmast

X t v=0.1 v=0.01

Niimerik Analitik Niimerik Analitik

0.25 0.4 0.31762 0.31752 0.36197 0.36226
0.6 0.24620 0.24614 0.28183 0.28204

0.8 0.19958 0.19956 0.23031 0.23045

1.0 0.16559 0.16560 0.19458 0.19469

3.0 0.02767 0.02776 0.07612 0.07613

0.50 0.4 0.58464 0.58454 0.68336 0.68368
0.6 0.45798 0.45798 0.54804 0.54832

0.8 0.36730 0.36740 0.45349 0.45371

1.0 0.29816 0.29834 0.38550 0.38568

3.0 0.04091 0.04106 0.15215 0.15218

0.75 0.4 0.64471 0.64562 0.92032 0.92050
0.6 0.50166 0.50268 0.78271 0.78299

0.8 0.38435 0.38534 0.66247 0.66272

1.0 0.29496 0.29586 0.56910 0.56932

3.0 0.03026 0.03044 0.22772 0.22774
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Tablo (4.4) - (4.5) de problemler i¢in degisik Vv katsayist ve Ax =0.0125,

At =0.0001 degerler ile farkli zaman adimlariyla yapilan niimerik hesaplamalarin

analitik ¢6ziim ile uyumlu oldugu goriilmektedir.



Tablo4. 6. Problem 4.1°in v=0.01, At =0.001, t =0.1, Ax=0.0125 degerleri i¢in kapali sonlu
fark yontemine bagl Lie -Trotter AB ve BA kaliplar1 ve Strang ABA ve BAB kaliplari
ile elde edilen niimerik ¢ézlimlerin var olan analitik ¢ézlimler ile karsilagtirilmast

Niimerik Sonuglar
X AB BA ABA BAB Analitik
0.1 | 0.23600 0.23601 0.23593 0.23600 0.23594
0.2 | 0.46128 0.46130 0.46119 0.46129 0.46122
0.3 | 0.66429 0.66431 0.66422 0.66430 0.66432
0.4 | 0.83165 0.83167 0.83167 0.83166 0.83186
05| 0.94701 0.94702 0.94716 0.94702 0.94741
0.6 | 0.98973 0.98973 0.98996 0.98973 0.99016
0.7 | 0.93407 0.93405 0.93425 0.93406 0.93413
0.8 | 0.75205 0.75200 0.75198 0.75203 0.75133
0.9 | 0.42874 0.42868 0.42848 0.42871 0.42786

Tablo 4. 7. Problem 4.2°nin v=0.01, At =0.001, t=0.1, Ax=0.0125 degerleri igin kapali sonlu
fark yontemine bagh Lie -Trotter AB ve BA kaliplar1 ve Strang ABA ve BAB kaliplart ile elde

edilen niimerik ¢6zlimlerin var olan analitik ¢oziimler ile karsilastirilmasi

Niimerik Sonuglar
X AB BA ABA BAB Analitik
0.1 0.26601 0.26604 0.26594 0.26603 0.26613
0.2 0.50284 0.50287 0.50275 0.50285 0.50293
0.3 0.70135 0.70137 0.70131 0.70136 0.70150
0.4 0.85508 0.85510 0.85512 0.85509 0.85534
0.5 0.95564 0.95565 0.95578 0.95564 0.95601
0.6 0.99163 0.99163 0.99182 0.99163 0.99199
0.7 0.94679 0.94677 0.94696 0.94678 0.94690
0.8 0.79653 0.79649 0.79653 0.79651 0.79588
0.9 0.50010 0.49999 0.49983 0.50005 0.50024

sonuglart ile tutarl oldugu agikg¢a goriilmektedir.
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Tablo (4.6) - (4.7) de v=0.01, At=0.001, t=0.1, Ax =0.0125 degerleriyle

Strang splitting ve Lie —Trotter metotlar1 ile elde edilen niimerik sonuglarin, analitik



Tablo 4. 8. Problem 4.1 i¢in niimerik ve analitik ¢6ziimleri farkli zamanda ve v =0.01,
Ax=0.0125, At=0.01 degerleri i¢in karsilastirilmasi

[Kadalbajoo [Pandey ve
X t ve ark., 2009] KMc(10,2) Mc(10,2) Analitik
Awasthi,2006]
025 | 04 0.34229 0.34267 0.34250 0.34187 0.34191
0.6 0.26902 0.26908 0.26948 0.26893 0.26896
1.0 0.18817 0.18806 0.18856 0.18818 0.18819
3.0 0.07511 0.07505 0.07522 0.07511 0.07511
050 | 0.4 0.66797 0.67588 0.66118 0.66065 0.66071
0.6 0.53211 0.53678 0.53014 0.52936 0.52942
1.0 0.37500 0.37671 0.37507 0.37439 0.37442
3.0 0.15018 0.15022 0.15039 0.15017 0.15018
075 | 04 0.93680 0.95424 0.90886 0.91035 0.91026
0.6 0.77724 0.79252 0.76732 0.76722 0.76724
1.0 0.55833 0.56535 0.55678 0.55601 0.55605
3.0 0.22485 0.22528 0.22511 0.22485 0.22481

ve literatiirde var olan ¢oziimler ile uyumlu oldugu goriilmektedir.

Tablo 4. 9. Problem 4.2 i¢in niimerik ve analitik ¢oziimlerinin farkl: zamanda ve v =0.01,
Ax =0.0125 At =0.01degerleri igin karsilagtiriimasi

(Kadalbajoo | (Pandey  ve
X t ve ark., 2009) KMc(10,2) Mc(10,2) Analitik
Awasthi,2006)

0.25 0.4 0.36273 0.36339 0.36274 0.36215 0.36226
0.6 0.28212 0.28228 0.28249 0.28196 0.28204

1.0 0.19467 0.19458 0.19503 0.19465 0.19469

3.0 0.07613 0.07607 0.07623 0.07613 0.07613

0.50 0.4 0.69186 0.70088 0.68393 0.68357 0.68368
0.6 0.55125 0.55671 0.54889 0.54821 0.54832

1.0 0.38627 0.38826 0.38626 0.38560 0.38568

3.0 0.15218 0.15223 0.15238 0.15217 0.15218

0.75 0.4 0.94940 0.96667 0.91909 0.92054 0.92050
0.6 0.79399 0.81017 0.78288 0.78293 0.78299

1.0 0.57170 0.57942 0.56993 0.56924 0.56932

3.0 0.22778 0.22824 0.22802 0.22776 0.22774
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Tabloda(4.8) de KMc(10,2) metodu kullanilarak elde edilen ¢6ziimlerin analitik

Tabloda(4.9) de KMc(10,2) metodu kullanilarak elde edilen ¢oziimlerin analitik

ve literatiirde var olan ¢oziimler ile uyumlu oldugu goriilmektedir.



Sekil 4.1. v=0.1, At =0.0001, Ax = 0.0125 degerleri i¢in problem 4.1 'in
KMc(10,2) ile elde edilen niimerik sonuglarin farkli zaman degerleri igin
gosterimi
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Sekil 4. 2. v=0.01, At =0.0001, Ax = 0.0042 degerleri ile problem 4.1’in KMc(10,2)
ile elde edilen niimerik sonuglarin farkli zaman degerleri i¢in gosterimi
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gerleri ile problem 4.1°in KMc(10,2)

At =0.01, Ax=0.0031 de
ile elde edilen niimerik sonuglarin farkli zaman degerleri icin gdsterimi

0.01,

Sekil 4. 3. v

0.0125 degerleri ile problem 4.1’in KMc(10,2) ile

, AX

0.1, At=0.0001
elde edilen niimerik sonuglarin farkli zaman degerleri igin gdsterimi

Sekil 4. 4. v
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Sekil 4. 5. v=0.01, At =0.0001, Ax=0.0063 degerleri ile problem 4.1’in KMc(10,2)

Ulxt)

ile elde edilen niimerik sonuglarin farkli zaman degerleri icin gdsterimi

Sekil 4. 6. v=1, At =0.0001, Ax =0.0125 degerleri ile problem 4.2°nin KMc(10,2) ile
elde edilen niimerik sonuglarin farkli zaman degerleri i¢in gosterimi
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada, kapali sonlu fark yaklasimlarina bagli pertiirbe edilmis sistemler
igin tretilen par¢alama (splitting) metodu kullanilarak Burgers denklemi sayisal olarak
¢ozilmiistiir. Burgers denkleminin lineer olmayan kismini lineerlestirmek igin sabit
nokta iterasyonu ve kiigiik viskozite degerleri igin ortaya ¢ikan Salinimlart dengelemek

i¢in filtreleme teknigi kullanildi.

KMc(10,2) olarak adlandirilan algoritma ile Burgers denkleminin basarili ve
etkili bir sekilde ¢oziilebildigi ve hesaplanan sonuglarin analitik ¢oziimler ile uyum
icinde oldugu goriilmektedir. Ote yandan elde edilen sayisal sonuglarin literatiirde mev-
cut olan bazi niimerik sonuglarla da uyum i¢in de oldugu hatta bazilarindan daha da

hassas oldugu goriilmiistiir.

Niimerik hesaplamalar da hassas sonuglar veren lineer ve lineer olmayan
problemler i¢in uygulanan parcalama metodu oldukca iyi sonuglar vermekte ve Burgers

tipi denklemlere de kolayca uygulanabilecegi goriilmektedir.
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