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Bu çalışmanın amacı, diferansiyel geometride bildiğimiz birçok eğrinin Fermi-Walker türevi ile 

yeniden tanımlanabileceğini ifade etmektir. Bu tanımlar geometriye sağlayacağı yararlar bakımından 

önemlidir. Diferansiyel geometride en dikkat çekici konuların başında eğriler gelmektedir. Bu eğrilerden 

özel olarak tanımlanan W-yön eğrisinin Fermi-Walker türevini ifade ederek W-yön eğrisine yeni bir tanım 

getirmiş olduk. Ayrıca hareketli çatıya alternatif bir yaklaşım olan Bishop çatısının Fermi-Walker türevi 

ifade edildi. Böylece Bishop çatısının Fermi-Walker paralel çatı olduğu gösterilmiş olup Frenet çatı yerine 

Fermi-Walker paralel çatısının kullanılabileceği ifadesi diferansiyel geometri çalışmaları için önemli bir 

kaynak olmuştur. 

Bu tez çalışmasında Fermi-Walker türevi tanımı ile yeni ilişkili eğrilerin bazı özel 

karakterizasyonlarından yaralanılmıştır.  

.  

Anahtar Kelimeler: Bishop Çatısı, Frenet Eğrisi, Fermi-Walker Türevi, W-Yön Eğrisi. 
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 The aim of this study is to state that many curves in differential geometry can be redefined by 

Fermi-Walker derivative. These definitions are important in terms of their benefits to geometry. Curves are 

the most striking subjects in differential geometry. We have introduced a new definition to the W-direction 

curve by expressing the Fermi-Walker derivative of the W-direction curve defined specifically from these 

curves. Also, the Fermi-Walker derivative of the Bishop Frame, an alternative approach to the moving 

frame, was expressed. Thus, the Fermi-Walker parallel frame has been shown to be the Bishop frame, and 

the Fermi-Walker parallel frame can be used instead of the brake frame. 

 In this thesis, some special characterizations of new associated curves were used with the 

definition of Fermi-Walker derivative. 

. 

Keywords: Bishop Frame, Frenet Curves, Fermi-Walker Derivation, W-Direction Curves.  
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1. GİRİŞ 

 

Bu çalışmada yönlendirilmiş bir yüzey ve yay uzunluğu ile verilen regüler bir 

eğrinin Frenet çatısı ve Frenet formülleri yardımıyla ifade edilen bazı yeni ilişkili 

eğrilerden biri olan W-yön eğrisi ve W-doğrultman eğrisi tanımından W-yön eğrisinin 

teğet, normal ve binormal vektör alanları; 

 

𝑻 = (
𝜏

√𝜅2+𝜏2
𝑻 +

𝜅

√𝜅2+𝜏2
𝑩) , 

𝑵 = (
−𝑘

√𝜅2+𝜏2
𝑻 +

𝜏

√𝜅2+𝜏2
𝑩) , 

𝑩 = 𝑻 × 𝑵 = −(
𝜏2

√𝜅2 + 𝜏2
+

𝜅2

√𝜅2 + 𝜏2
)𝑵 = −𝑵 

ifadelerinin Fermi-Walker türevi ifade edilmiştir. Fermi-Walker türevi verilen bu 

ifadelerin asli, normal ve binormal vektör alanlarının Fermi-Walker anlamında paralel 

olması için gerekli durumlar incelendi. Daha sonra haraketli bir çatıya alternatif bir 

yaklaşım olan Bishop çatısının tanımı göz önüne alınarak W-yön eğrisi ile özel olarak 

tanımlanan; 

𝑻(𝑠) = 𝑴1(𝑠) 

𝑴1(𝑠) = − 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) + 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠), 

𝑴2(𝑠) = 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) + 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) 

eğrilerinin Fermi-Walker türevi verildi. Fermi-Walker türevi verilen 𝑴1-yön eğrisi ve 

𝑴2-yön eğrilerinin Fermi-Walker anlamında paralel olması için gerekli durumlar ifade 

edilmiştir. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

Hacısalihoğlu (2000), bir uzay eğrisinin Frenet üç ayaklısının haraketini 

açıklayarak teğet, normal ve binormal vektörlerini vermiştir. 1977’de n-boyutlu Öklid 

uzayında haraket geometrisi üzerinde durmuştur.  

Hacısalihoğlu (2000), bir uzay eğrisinin Frenet çatısının eğri boyunca haraketi 

esnasında rektifiyan düzleminde açılamayan bir yüzey üzerine çizilmiş parametre 

eğrilerinin özelliklerini incelemiştir. Benn and Tucker (1989), Fermi-Walker türevini 

vermiştir. 

Karakuş (2012), Öklid uzayında Fermi-Walker türevi ve geometrik 

uygulamalarını vermiştir. Fermi-Walker anlamında paralel olmayı ifade etmiştir. 

Haraketlerin modellenmesinde Frenet çatısı yerine Fermi-Walker paralel çatı 

kullanılabileceğini belirtmiştir. 

Ayrıca diferansiyel geometride Öklid 3-uzayında eğriler teorisi ana çalışma 

alanlarından biridir. Irsland and Nesovic (2008),  doğrultucu eğriyi, konum vektörlerini 

her zaman asli normal vektör alanının ortogonal tamamlayıcısı içinde bulunan bir eğri 

olarak tanımlamıştır. 

Choi and ark.’nın (2012) 𝐸3 minkowski uzayında Frenet eğrisinin asli yönlü eğri 

ve asli (binormal) eğrisi kavramını tanıttı. Körpınar T. ve ark.’nın (2013) 𝐸3 de Bishop 

çatısını kullanarak yeni ilişkili eğrileri ifade etmişlerdir. 

Bütün bu bilgilerden yola çıkarak çalışmamızda özel olarak tanımlanan eğrilerden 

W-yön eğrisinin Fermi-Walker türevi verilerek, Fermi-Walker anlamında paralel olması 

için gerekli durumlar incelenmiştir. Daha sonra Bishop çatısına göre tanımlanmış 

eğrilerinde Fermi-Walker türevi ifade edilmiştir. Fermi-Walker anlamında paralel 

olmaları için gerekli durumlar incelenmiştir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

İlk olarak Hacısalihoğlu (2000), afin uzay, Öklid uzay, Frenet üç ayaklısının teğet, 

normal, binormal vektörlerinin tanımları verilecektir. Daha sonra Benn ve Tucker  

(1989), Fermi-Walker türevi tanımı verilecektir. Sonrasında Karakuş ve Körpınar’ın 

(2011) araştırmalarından faydalanılarak W-yön eğrilerinin Fermi-Walker türevi 

verilecektir. Fermi-Walker türevi verilen bu ifadelerin paralel olma durumlarını 

vereceğiz. Ayrıca Körpınar ve ark’nın (2013) Bishop çatısına göre tanımladıkları 𝑴1-yön 

eğrisi ve 𝑴2-yön eğrilerinin Fermi-Walker türevini vereceğiz ve bu eğrilerin Fermi-

Walker anlamında paralel olmaları için gerekli durumların neler olduğunu ifade edeceğiz. 

3.1. Temel Tanımlar 

Tanım 3.1. 𝐴  boş olmayan bir cümle ve 𝐾  cisimi üzerindeki vektör uzayı 𝑽 

olsun.Aşağıda verilen önermeleri doğrulayan bir 

𝑓: 𝐴 × 𝐴 → 𝑽 

fonksiyonu varsa, 𝐴 ya 𝑽 ile birleşen afin uzay denir. 

(i) ∀𝑃, 𝑄, 𝑅 ∈ 𝐴 için 

𝑓(𝑃, 𝑄) + 𝑓(𝑄, 𝑅) = 𝐹(𝑃, 𝑅) 

(ii) ∀𝑃, 𝑄, 𝑅 ∈ 𝐴 ve 𝛼 ∈ 𝑽 için 

𝑓(𝑃, 𝑄) = 𝛼 

olacak şekilde bir tek 𝑄 ∈ 𝐴 noktası vardır (Hacısalihoğlu, 2000). 

Tanım 3.2. Bir reel afin uzay 𝐴 ve 𝐴 ile birleşen bir vektör uzayıda 𝑽 olsun. 𝑽 vektör 

uzayında, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ve 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) olmak üzere, 

⟨, ⟩: 𝑽 × 𝑽 → 𝑅 

(𝑥, 𝑦) → ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 

şeklinde bir iç çarpım tanımlanırsa, 𝐴  afin uzayına Öklid uzay denir (Hacısalihoğlu, 

2000). 

Tanım 3.3. n-boyutlu Öklid uzay 𝐸𝑛 ve 𝐼, 𝑅 nin irtibatlı açık alt cümlesi olmak üzere, 
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 𝛼: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝐸𝑛 

dönüşümü diferansiyellenebilir ise 𝛼(𝑡) cümlesine 𝐸𝑛 de bir e𝑔̆ri ve 𝑡 ∈ 𝐼 de𝑔̆işkenine 

de eğrinin parametresi denir (Hacısalihoğlu, 2000). 

Tanım 3.4. 𝑀  e𝑔̆risi(𝐼, 𝛼)koordinat komşulu𝑔̆u ile verilmiş olsun. Bu durumda𝛹 =

{𝛼′, 𝛼′′, 𝛼′′′, . . . , 𝛼𝑟} sistemi lineer ba𝑔̆ımsız ve ∀𝛼(𝑘), 𝑘 > 𝑟  için 𝛼(𝑘) ∈ 𝑆𝑝{𝛹} olmak 

üzere 𝛹 den elde edilen {𝑉1, . . . , 𝑉𝑟} ortonormal sistemine, 𝑀 e𝑔̆risinin Frenet r-ayaklısı 

alanıve 𝑚 ∈ 𝑀 için  {𝑽1(𝑚), . . . , 𝑽𝑟(𝑚)} ye ise 𝑚 ∈ 𝑀 noktasındaki Frenet r-ayaklısı 

denir. Her bir 𝑽𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 ye Frenet vektörü denir (Hacısalihoğlu, 2000). 

Tanım 3.5. 𝛼: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝐸3 eğrisi, 𝑡 ∈ 𝐼 için eğrinin teğet vektör alan   

𝑻(𝑡) =
1

∥𝛼′(𝑡)∥
𝛼′(𝑡), 

eğrinin asli normal vektör alan 

𝑵(𝑡) =
𝛼′′(𝑡)

∥𝛼′′(𝑡)∥
 , 

eğrinin binormal vektör alan 

𝑩(𝑡) =
𝛼′(𝑡) ∧ 𝛼′′(𝑡)

∥ 𝛼′(𝑡) ∧ 𝛼′′(𝑡) ∥
 

olmak üzere bu vektörlerden oluşan {𝑻, 𝑵, 𝑩} sistemine Frenet 3-ayaklısıdenir.{𝑻, 𝑵, 𝑩} 

Frenet 3-ayaklısı ortonormal bir çatıdır (Hacısalihoğlu, 2000). 

Tanım 3.6. 𝑀  eğrisi (𝐼, 𝛼)  koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. 𝑠 ∈ 𝐼  ya karşılık 

gelen 𝛼(𝑠) noktasındaki Frenet r-ayaklısı {𝑉1(𝑠), . . . , 𝑉𝑟(𝑠)} olsun. Buna  

𝑘𝑖: 𝐼 → 𝑅, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 

𝑠 → 𝑘𝑖(𝑠) = ⟨𝑉𝑖
′(𝑠), 𝑉𝑖+1(𝑠)⟩ 

şeklinde tanımlı 𝑘𝑖  fonksiyonuna 𝑀  eğrisinin i-yinci eğrilik fonksiyonuve 𝑠 ∈ 𝐼  için 

𝑘𝑖(𝑠) reel sayısına da 𝛼(𝑠) noktasında 𝑀 nin i-yinci eğriliğidenir (Hacısalihoğlu, 2000). 

Tanım 3.7. 𝛼: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝐸3 

 𝑠 → 𝛼(𝑠) = (𝛼1(𝑠), 𝛼2(𝑠), 𝛼3(𝑠)) 
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𝑠 yay parametresi ile verilen bir eğrinin 𝛼(𝑠) noktasındaki Frenet 3-ayaklısı {𝑻, 𝑵, 𝑩} 

olsun. 

𝑻′(𝑠) = 𝑘1(𝑠)𝑵(𝑠), 

𝑵′(𝑠) = −𝑘1(𝑠)𝑻(𝑠) + 𝑘2(𝑠)𝑩(𝑠), 

𝑩′(𝑠) = −𝑘2(𝑠)𝑵(𝑠) 

denklemlerine Frenet formülleri denir (Hacısalihoğlu, 2000).  

Tanım 3.8. 𝛼: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝐸3 eğrisi için   

𝜅(𝑠) = 𝑘1(𝑠) =    ⃦ 𝛼′′(𝑠)   ⃦

değerine 𝛼(𝑠) e𝑔̆risinin s-noktasındaki eğriliğidenir (Carmo, 1976). 

Tanım 3.9. 𝛼: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝐸3 eğrisi yay parametresi ile verilmiş olsun. 𝛼′′(𝑠) ≠ 0 olmak 

üzere 

𝑩′(𝑠) = 𝜏(𝑠)𝑵(𝑠) 

eşitliği ile tanımlı 𝜏(𝑠)  sayısına 𝛼(𝑠)  eğrisinin 𝑠 -noktasındaki burulması denir 

(Hacısalihoğlu, 2000). 

Tanım 3.10. Normal vektör alanı sabit bir doğrultuyla sabit açı yapan eğriye slant helis 

denir (Izumiya and Takeuchi, 2004). 

Tanım 3.11. 𝐸3 Öklid uzayında bir 𝛼(𝑠) eğrisinin birim  teğet vektör alanı 𝑻 = 𝛼′(𝑠) 

olsun. T vektör alanı belirli bir 𝒖 vektörü ile sabit açı yapıyorsa 𝛼(𝑠) eğrisine genel helis 

denir (Izumiya and Takeuchi, 2004). 

Tanım 3.12. 𝑋  , 𝑠  yay parametreli 𝛼: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝐸𝑛  uzay eğrisi boyunca herhangi bir 

vektör alanı olmak üzere; 

𝛻̃𝑇̅𝑋 = 𝛻𝑻𝑋 − ⟨𝑻, 𝑋⟩𝐴 + ⟨𝐴, 𝑋⟩𝑻 

şeklinde tanımlanan 𝛻̃𝑇̅𝑋  türevine 𝛼(𝑠)  uzay eğrisi boyunca vektör alanının Fermi-

Walker türevi denir (Benn and Tucker, 1989). Burada 𝑻 =
𝑑𝛼

𝑑𝑠
 , 𝐴 =

𝑑𝑻

𝑑𝑠
 dir. 

Tanım 3.13. 𝑋  , 𝑠  yay parametreli 𝛼: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝐸𝑛  uzay e 𝑔̆ risi boyunca herhangi bir 

vektör alanı olmak üzere eğri boyunca vektör alanının Fermi-Walker türevi 
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𝛻̃𝑇̅𝑋 = 0 

ise 𝑋 vektör alanına 𝛼(𝑠) uzay eğrisi boyunca Fermi-Walker anlamında paraleldir denir 

(Benn and Tucker, 1989). 

Tanım 3.14. Bir 𝛾: 𝐼 → 𝐸3 eğrisinin konum vektörü daima kendi rektifyan düzleminde 

kalıyorsa bu eğriye rektifiyan eğri denir (Chen, 1966). 

Tanım 3.15. s yay parametreli 𝛼(𝑠) uzay eğrisi boyunca 

𝛻̅𝑻𝑻 = 𝑤∗ ∧ 𝑻, 

𝛻̅𝑻𝑵 = 𝑤∗ ∧ 𝑵, 

 𝛻̅𝑻𝑩 = 𝑤∗ ∧ 𝑩 

olacağından 

𝑤∗ = 𝜏𝑻 

vektörüne {𝑻, 𝑵, 𝑩} Frenet çatısına göre Fermi-Walkeranlamında Darboux vektörü denir 

(Karakuş ve Yaylı, 2012). 

Tanım 3.16. 𝛾: 𝐼 → 𝐸3 birim hızlı eğrisinin Frenet elemanları{𝑻, 𝑵, 𝑩, 𝜅, 𝜏} olsun. 

𝜛 = 𝜏𝑻 + 𝜅𝑩 vektör alanına 𝛾 eğrisinin Darboux vektör alanı denir. 

𝑾(𝑠) =
𝜛(𝑠)

𝑃𝜛(𝑠)𝑃
=

1

√𝜅2(𝑠) + 𝜏2(𝑠)
(𝜏(𝑠)𝑻(𝑠) + 𝜅(𝑠)𝑩(𝑠)) 

vektörüne ise 𝛾 eğrisinin Darboux göstergesi denir. Bu vektör {𝑻, 𝑵, 𝑩} üç ayaklısının 

her s anında bir ani helis haraketi yaptığı eksenidir (Karakuş ve Yaylı, 2012). 

Tanım 3.17. 𝐸3 Öklid uzayında birim hızlı𝛼: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝐸3 eğrisinin teğet vektör alanı 𝑻 

olsun. Eğri boyunca 

⟨𝑻, 𝑵1⟩ = ⟨𝑻, 𝑵2⟩ = ⟨𝑵1, 𝑵2⟩ = 0 

şartını sağlayan vektör alanları 𝑵1 ve 𝑵2 = 𝑻 ∧ 𝑵1 olmak üzere 𝑻, 𝑵1, 𝑵2vektör alanları 

hareketli 𝛼 eğrisi boyunca ortonormal bir çatı oluşturur. Bu {𝑻, 𝑵1, 𝑵2} çatısına Bishop 

Çatısı denir (Bishop, 1975). 
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3.2. Frenet Eğrisinin Bazı Yeni Eğrilerinin İlişkileri 

M yönlendirilmiş bir yüzey ve 𝛽 = 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝑀 yay uzunluğu ile verilen regüler 

bir eğri olsun. Eğer {𝑻, 𝑵, 𝑩} eğri boyunca Frenet formülleri  

𝑻′ = 𝜅𝑵, 

𝑵′ = −𝜅𝑻 + 𝜏𝑩, 

𝑩′ = −𝜏𝑵 

ile verilir. Burada 𝑻 birim tanjant vektör, 𝑵 asli normal vektör, 𝑩 binormal vektör,𝜅 ve 

𝜏, 𝛽'nın eğriliği ve burulmasıdır. 𝑀 üzerinde bulunan 𝛽 eğrisinden başka bir eğri daha 

vardır. Burada eğri boyunca {𝑻, 𝑽, 𝑼} Darboux çatısı olarak adlandırılır. Bu çatıda 𝑻 

eğrinin birim teğeti, 𝑼  eğriyle sınırlanan yüzeyin birim normali ve 𝑽 = 𝑼 × 𝑻  birim 

vektörü ile verilir. 

Darboux Çatısının türev formülü; 

[
𝑻′

𝑽′

𝑼′
] = [

0 𝜅𝑔 𝜅𝑛

−𝜅𝑔 0 𝜏𝑔

−𝜅𝑛 −𝜏𝑔 0
] [

𝑻
𝑽
𝑼

] 

dir. Burada 𝜅𝑔 geodezik eğrilik, 𝜅𝑛 normal eğrilik ve 𝜏𝑔 de 𝛽' nın geodezik burulmasıdır. 

Geodezik eğrilik, geodezik burulma, normal eğrilik ve 𝜅 ve 𝜏 arasındaki ilişki aşağıdaki 

gibi verilir. 

𝜅𝑔 = 𝜅 𝑠𝑖𝑛 𝜙 ,        𝜅𝑛 = 𝜅 𝑐𝑜𝑠 𝜙 ,       𝜏𝑔 = 𝜏 +
𝑑𝜙

𝑑𝑠
. 

Burada 𝜙, 𝑼 ve 𝑵 vektörleri arasındaki açıdır. 

Yüzeylerin diferansiyel geometrisinde 𝑀  yüzeyinde bulunan 𝛽  eğrisi için 

aşağıdakiler verilir. 

i) 𝜅𝑔 = 0 ise ancak ve ancak 𝛽 asimptotik bir eğridir. 

ii) 𝜅𝑛 = 0 ise ancak ve ancak 𝛽 asimptotik bir doğrudur. 

iii) 𝜏𝑔 = 0 ise ancak ve ancak 𝛽 asli doğrudur. 

𝛼: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝑬4 parametrik yay uzunluğu ile verilen keyfi bir eğri olsun. Eğer 𝛼 

boyunca haraketli Frenet çatısı {𝑻, 𝑵, 𝑩1, 𝑩2} ise Frenet formülleri aşağıdaki gibi verilir; 
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𝑻′ = 𝜅1𝑵,    

𝑵′ = −𝜅1𝑻 + 𝜅2𝑩1,   

𝑩1
′ = −𝜅2𝑵 + 𝜅3𝑩2,    

                                             𝑩2
′ = −𝜅3𝑩1.                                                   (3.18) 

Burada 𝑻, 𝑵, 𝑩1  ve 𝑩2  teğet, binormal, asli normal ve ikinci normali temsil eder. 

(𝑘𝑖 = 1,2,3) 𝛼 eğrisinin (𝑘1, 𝑘2 > 0) eğrilik fonksiyonları ile tanımlanır (Gluck, 1966). 

Tanım 3.18. 𝛾, 𝐸3  de bir eğri olsun. Eğer rektifiyan düzleminde baz doğrularının 

vektörel konumu 𝛾 ise 𝛾 rektifiyan eğri olarak tanımlanır (Chen, 2003). 

 

Tanım 3.19. 𝐶𝑛 sınıfının birim hızlı eğrisi 𝛽: 𝐼 → 𝐸𝑛  bir Frenet eğrisi ise 

𝛽′(𝑠), 𝛽′′(𝑠), . . . , 𝛽(𝑛−1)(𝑠)  vektörleri eğri boyunca her noktada lineer 

bağımsızdır. {𝑻, 𝑵, 𝑩} Frenet çatısı ile 𝛾: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝐸3  Frenet eğrisi için 𝑉(𝑠) =

𝑢(𝑠)𝑻(𝑠) + 𝑣(𝑠)𝑵(𝑠) + 𝑤(𝑠)𝑩(𝑠)  ile verilen V vektör alanını düşünelim. Burada 

𝑢, 𝑣, 𝑤 

𝑢2(𝑠) + 𝑣2(𝑠) + 𝑤2(𝑠) = 1 

𝛾 eğrisine cevap veren fonksiyondur. O zaman 𝑉  nin 𝛾(𝑠)  inteğral eğrisi 𝐸3  de  𝐼 

üzerinde bir birim hızlı eğridir. 

Tanım 3.20. 𝛾 , 𝐸3 de Frenet eğrisi ve 𝑤, 𝛾'nin birim Darboux vektör alan olsun. 𝛾'nin 

𝑊-yönlü eğrisi 𝑤(𝑠)'nin inteğral eğrisi olarak tanımlanır. Yani 𝛾(𝑠) eğrisi 𝛾 nin W-

yönlü  eğrisi ise 𝑤(𝑠) = 𝛾
′
(𝑠) dir. Burada  

𝑊 =
1

√𝜅2 + 𝜏2
(𝜏𝑻 + 𝜅𝑩) 

dir. 

Tanım 3.21. 𝛾 ve 𝛾 için bazı s yay uzunluğu parametresi kullanabiliriz. W-yön eğrisinin 

tanımından  

𝑤(𝑠) = 𝛾
′
(𝑠) = 𝑻(𝑠)                                     (3.21) 

elde edilir. 𝛾  nin 𝑩 binormal vektör alan ve 𝑵 asli normal vektör alan olmak üzere; 
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𝑻 = (
𝜏

√𝜅2+𝜏2
𝑻 +

𝜅

√𝜅2+𝜏2
𝑩), 

𝑵 = (
−𝑘

√𝜅2+𝜏2
𝑻 +

𝜏

√𝜅2+𝜏2
𝑩), 

𝑩 = 𝑻 × 𝑵 = −(
𝜏2

√𝜅2 + 𝜏2
+

𝜅2

√𝜅2 + 𝜏2
)𝑵 = −𝑵 

Verilir (Macit ve Düldül, 2014). 

3.3. Öklid Uzayında Bishop Çatısına Göre Eğriler 

Bishop çatısı  haraketli bir çatının tanımına alternatif bir yaklaşımdır. İyi 

tanımlanmış bir eğrinin ikinci türevi olmayabilir. Bir çatının her bileşeninin paralel 

dönüşümü ile sadece bir eğri boyunca ortonormal çatının paralel bileşeni ifade edilebilir. 

Çatının geri kalan kısmı için uygun keyfi bir baz ve teğet vektör kullanılır. Bishop çatısı 

𝑻′ = 𝑘1𝑴1 + 𝑘2𝑴2 

𝑴1
′ = −𝑘1𝑻 

𝑴2
′ = −𝑘2𝑻 

şeklinde verilir. {𝑻, 𝑴1, 𝑴2} kümesinde 𝑘1 ve 𝑘2 Bishop eğrilikleridir. 𝛾: 𝐼 → 𝑴 Frenet 

eğrisi için bir 𝑉 vektör alan  

𝑽(𝑠) = 𝑢(𝑠)𝑻(𝒔) + 𝑣(𝑠)𝑵(𝑠) + 𝑤(𝑠)𝑩(𝑠) 

ile verilir (Choi and Kim, 2012). 

Önerme 3.22. 𝛾, 𝐸3 de bir Frenet eğrisi ve 𝛾 de bir inteğral eğrisi olsun. 𝛾 dönüşümüne 

kadar𝛾 nin asli yön eğrisidir ancak ve ancak 

𝑢(𝑠) = 0, 𝑣(𝑠) = − 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝜏(𝑠)𝑑𝑠) ≠ 0 , 𝑤(𝑠) = 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝜏(𝑠)𝑑𝑠), 

dir (Körpınar, Sarıaydın ve Turhan, 2013). 

Tanım 3.23. 𝛽, 𝐸3 de bir Frenet eğrisi olsun. 𝑴1 in inteğral eğrisi Bishop çatısına göre 

𝛽  nın 𝑴1 -yön eğrisi olarak adlandırılır. O zaman 𝑴1 -yön eğrisi 𝑢(𝑠) = 𝑤(𝑠) =

0, 𝑣(𝑠) = 1 ile 

𝑽(𝑠) = 𝑢(𝑠)𝑻(𝒔) + 𝑣(𝑠)𝑴1(𝑠) + 𝑤(𝑠)𝑴2(𝑠) 

ifadesinin bir integral eğrisidir (Körpınar, Sarıaydın ve Turhan, 2013). 

Teorem 3.24. 𝛽, 𝜏 burulma ve 𝜅 eğriliği ile 𝐸3 de bir Frenet eğrisi ve 𝛽, 𝜏 burulma ve 𝜅 

eğriliği ile 𝛽 nın 𝑴1-yön eğrisi olsun. O zaman 𝛽 nın Frenet çatısı 
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𝑻(𝑠) = 𝑴1(𝑠) 

𝑵(𝑠) = −𝑻(𝑠) 

𝑩(𝑠) = 𝑴2(𝑠) 

ile verilir. 𝜅(𝑠) = 𝑘1(𝑠) ve 𝜏(𝑠) = −𝑘2(𝑠) alınabilir (Choi ve Kim, 2012). 

Sonuç 3.25. 𝛽, 𝜏 burulma ve 𝜅 e𝑔̆riliği ile 𝐸3 de bir Frenet eğrisi ve 𝛽, 𝜏 burulma ve 𝜅 

eğriliği ile 𝛽 nın 𝑴1-yön eğrisi olsun. 𝛽 nın Bishop çatısı ; 

𝑻(𝑠) = 𝑴1(𝑠) 

𝑴1(𝑠) = − 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) + 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) 

𝑴2(𝑠) = 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) + 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) 

ile verilir (Körpınar ve ark., 2013). 
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4. ARAŞTIRMA VE BULGULARI 

 

4.1. W-Yön Eğrilerinin Fermi-Walker Türevi 

Teorem 4.1. Bir w-yön eğrisinin teğet, normal ve binormal vektör alanlarının Frenet 

eğrilikleri yardımıyla Fermi-Walker türevi aşağıdaki şekilde verilir. 

𝛻̃𝑻𝑻̅=[(
𝜏

√𝜅2+𝜏2
)′(

𝜏2

√𝜅2+𝜏2
)]𝑻 + [(

𝜅

√𝜅2+𝜏2
)′(

𝜅2

√𝜅2+𝜏2
)]𝑩, 

𝛻̃𝑇̅𝑵̅ = [(
−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′ + (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
) 

+(
𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑻, 

−[(
𝑘2

√𝜅2 + 𝜏2
+

𝜏2

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑵 + [(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) 

+(
𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) + (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑩, 

𝛻̃𝑇̅𝑩̅ = 𝜅𝑻 − 𝜏𝑩.  

İspat: W-yön eğrisinin tanımından 𝑤(𝑠) = 𝛾
′
(𝑠) = 𝑻(𝑠) olduğu (3.4) denkleminde 

verildi. Burada 𝐓 ifadesi  

𝑻 = (
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
𝑻 +

𝜅

√𝜅2 + 𝜏2
𝑩) 

eşitliği ile tanımlandı. 𝑇 ifadesinin Fermi-Walker türevi 

                           𝛻̃𝑻𝑻 = 𝛻𝑻𝑻 − ⟨𝑻, 𝑻⟩𝛻𝑻𝑻 + ⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑻⟩𝑻                    (4.1) 

𝛻̃𝑻𝑻 = 𝛻𝑻𝑻 − 𝛻𝑻𝑻  + ⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑻⟩ 

𝛻̃𝑻𝑻 = ⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑻⟩𝑻 

dir. Burada ilk olarak Fermi-Walker tanımı gereği 𝛻𝑻𝑻 türevini bulalım. Buna göre 

𝛻𝑻𝑻 = (
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
𝑻 +

𝜅

√𝜅2 + 𝜏2
𝑩)′

 

= (
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′𝑻 + (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)𝑻′ 
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                          +(
𝜅

√𝜅2+𝜏2
)′𝑩 + (

𝜅

√𝜅2+𝜏2
)𝑩′                                              (4.2) 

elde edilir. (4.2) denkleminde 𝑻′ ve 𝑩′ ifadeleri yerine yazılırsa 

  𝛻̃𝑻𝑻 = (
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′𝑻 + (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)(𝜅𝑵) 

+(
𝜅

√𝜅2 + 𝜏2
)′𝑩 + (

𝜅

√𝜅2 + 𝜏2
)(−𝜏𝑵) 

 bulunur. Gerekli sadeleştirmeler yapıldıktan sonra  

 𝛻𝑻𝑻 = (
𝜏

√𝜅2+𝜏2
)′𝑻 + (

𝜅

√𝜅2+𝜏2
)′𝑩                         (4.3) 

elde edilir. Ayrıca iç çarpım yardımıyla 

⟨𝛻̃𝑻𝑻, 𝑻⟩𝑻 = ⟨(
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′𝑻 + (

𝜅

√𝜅2 + 𝜏2
)′𝑩, (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)𝑻 + (

𝜅

√𝜅2 + 𝜏2
)𝑩⟩𝑻 

= [(
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
) + (

𝜅

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜅

√𝜅2 + 𝜏2
)] 

[
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
𝑻 +

𝜅

√𝜅2 + 𝜏2
𝑩] 

hesaplanır. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

⟨𝛻̃𝑻𝑻, 𝑻⟩𝑻 = [(
𝜏

√𝜅2+𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2+𝜏2
)]𝑻 + [(

𝜅

√𝜅2+𝜏2
)′(

𝜅

√𝜅2+𝜏2
)]𝑩                         (4.4) 

eşitliği elde edilir. (4.3) ve (4.4) eşitlikleri (4.1) denkleminde yerine yazılırsa 

𝛻̃𝑻𝑻 = [(
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏2

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑻 + [(

𝜅

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜅2

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑩 

denklemi elde edilir. 

 Benzer şekilde 𝛾 nin 𝑵 asli normal vektör alanı 

𝑵 = (
−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
𝑻 +

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
𝑩) 

eşitliği ile tanımlandı. 𝑵 nın Fermi-Walker türevi: 

𝛻̃𝑻𝑵 = 𝛻𝑻𝑵 − ⟨𝑻, 𝑵⟩𝛻𝑻𝑻 + ⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑵⟩𝑻 

= 𝛻𝑻𝑵 + ⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑵⟩𝑇                                      (4.5) 
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dir. Fermi-Walker tanımı gereği 𝛻𝑻𝑵 türevini bulalım. Buna göre 

𝑵 = (
−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
𝑻 +

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
𝑩)′ 

  𝛻̃𝑻𝑵 = (
−𝑘

√𝜅2+𝜏2
)′𝑻 + (

−𝒌

√𝜿𝟐+𝝉𝟐
) 𝑻′, +(

𝜏

√𝜅2+𝜏2
)′𝑩 + (

𝜏

√𝜅2+𝜏2
)𝑩′                (4.6) 

elde edilir. (4.6) denkleminde 𝑻′ ve 𝑩′ ifadeleri yerine yazılırsa 

𝛻̃𝑻𝑵 = (
−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′𝑻 − (

𝑘2

√𝜅2 + 𝜏2
)𝑵 + (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′𝑩 − (

𝜏2

√𝜅2 + 𝜏2
)𝑵 

bulunur. Gerekli sadeleştirmeler yapıldıktan sonra 

𝛻̃𝑻𝑵 = (
−𝑘

√𝜅2+𝜏2
)′𝑻 − (

𝑘2

√𝜅2+𝜏2
+

𝜏2

√𝜅2+𝜏2
)𝑵 + (

𝜏

√𝜅2+𝜏2
)′𝑩                                    (4.7) 

elde edilir. Ayrıca iç çarpım yardımıyla 

⟨𝛻𝑇𝑻, 𝑵⟩ = ⟨(
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′𝑻 + (

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′𝑩, (

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)𝑻 + (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)𝑩⟩ 

= (
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)⟨𝑻, 𝑻⟩ + (

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)⟨𝑩, 𝑻⟩ 

+(
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)⟨𝑻, 𝑩⟩ + (

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)⟨𝑩, 𝑩⟩ 

hesaplanır. Gerekli düzenlemeler yapılırsa  

⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑵⟩ = (
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) + (

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
) 

eşitliği elde edilir. 

⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑵⟩𝑻 = [(
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) + (

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′ 

(
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)][(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)] 

= [(
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) + (

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)] 

(
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)𝑻 + [(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) 

                                 +(
𝑘

√𝜅2+𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2+𝜏2
)](

𝑘

√𝜅2+𝜏2
)𝑩                                     (4.8) 
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bulunur. (4.7) ve (4.8) ifadeleri (4.5) denkleminde yerine yazılırsa 

𝛻̃𝑻𝑵 = (
−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′𝑻 − (

𝑘2

√𝜅2 + 𝜏2
+

𝜏2

√𝜅2 + 𝜏2
)𝑵 

+(
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′𝑩 + (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
+ (

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′ 

(
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)](

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
) + (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) 

+(
𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)](

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)𝑩 

gerekli düzenlemeler yapılırsa 

𝛻̃𝑻𝑵 = [(
−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′ + (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
) 

+(
𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑻 − [(

𝑘2

√𝜅2 + 𝜏2
 

 

+
𝜏2

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑵 + [(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) 

 

+(
𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) + (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′]𝑩 

elde edilir. 

Son olarakda 𝛾 nin 𝐵 binormal vektör alan 

 𝑩 = −𝑵 

eşitliği ile tanımlandı. 𝐵 nın Fermi-Walker türevi: 

𝛻̃𝑻𝑩 = 𝛻𝑻𝑩 − ⟨𝑻, 𝑩⟩𝛻𝑻𝑻 + ⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑩⟩𝑻 

= 𝛻𝑻𝑩 + ⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑩⟩𝑻                                                            (4.9) 

dir. Fermi-Walker türevi tanımı ğereği 

𝛻𝑻𝑩 = −(−𝜅𝑻 + 𝜏𝑩) 

= 𝜅𝑻 − 𝜏𝑩                                                    (4.10) 

elde edilir. İç çarpım yardımıyla 
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⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑩⟩𝑻 = ⟨(
𝜏

√𝜅2+𝜏2
)′𝑻 + (

𝑘

√𝜅2+𝜏2
)′𝑩, −𝑵⟩ = 0                  (4.11) 

bulunur. (4.10) ve (4.11) ifadeleri (4.9) denkleminde yerine yazılırsa 

 𝛻̃𝑻𝑩 = 𝜅𝑻 − 𝜏𝑩 

elde edilir. Böylece ispat biter.  

Sonuç 4.2. 

 

i. 𝑻 Fermi-Walker anlamında paralel ise o zaman 

𝜅 = 𝜏 = 0 

ii. 𝑵 Fermi-Walker anlamında paralel ise o zaman 

 
−𝜏

𝑘
= [(

𝜏

√𝜅2+𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2+𝜏2
) + (

𝑘

√𝜅2+𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2+𝜏2
)] 

iii. 𝑩 Fermi-Walker anlamında paralel ise o zaman  

𝜅 = 𝜏 = 0 

eşitlikleri sağlanır. 

İspat: Teorem (4.1) ifadesinde elde ettiğimiz 𝛻̃𝑻𝑻, 𝛻̃𝑻𝑵, 𝛻̃𝑻𝑩  ifadelerinin Fermi-Walker 

anlamında paralel olduğunu 

𝛻̃𝑻𝑻 = 0 

𝛻̃𝑻𝑵 = 0 

𝛻̃𝑻𝑩 = 0 

eşitlikleri ile gösterelim. 

i. 𝛻̃𝑻𝑻 türevinin Fermi-Walker anlamında paralel olduğunu ifade edelim. 

𝛻̃𝑻𝑻 = [(
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏2

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑻 + [(

𝜅

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜅2

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑩 

0 = [(
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏2

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑻 + [(

𝜅

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜅2

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑩 

dır. Buradan 𝑻 ifadelesini sıfıra eşitlersek 

0 = (
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏2

√𝜅2 + 𝜏2
) 
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𝜏 = 0, 𝜏′ = 0, 𝜅 = 0 ve 𝜅′ = 0 

olur. Aynı şekilde 𝑩 ifadelesini de sıfıra eşitlersek 

0 = (
𝜅

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜅2

√𝜅2 + 𝜏2
)  

𝜏 = 0, 𝜏′ = 0, 𝜅 = 0 ve 𝜅′ = 0 

elde edilir ve 𝛻̃𝑻𝑻 = 0  bulunur. 

ii. 𝛻̃𝑻𝑵 türevinin Fermi-Walker anlamında paralel olduğunu gösterelim 

0 = [(
−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′ + (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
) 

+(
𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑻 − [(

𝑘2

√𝜅2 + 𝜏2
 

+
𝜏2

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑵 + [(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) 

+(
𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) + (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑩 

ifadesinde 

 0 = (
−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′ + [(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)           

+ (
𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑻 

olduğundan 

(
𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′ = (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)[(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)  

+(
𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)] 

 

eşitliği bulunur. Benzer şekilde 

0 = −[(
𝑘2

√𝜅2 + 𝜏2
+

𝜏2

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑵 

için 
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𝑘2

√𝜅2 + 𝜏2
=

−𝜏2

√𝜅2 + 𝜏2
 

𝑘2 = −𝜏2 

𝑘 = 𝜏 

elde edilir. Son olarak 

0 = [(
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) + (

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′ 

(
𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)(

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) + (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)]𝑩 

denkleminden 

0 = (
𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)[(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) 

+(
𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)] + (

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
) 

−𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
= (

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)[(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) 

+(
𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)] 

eşitliğinden 

−𝜏

𝑘
= [(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

−𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
) + (

𝑘

√𝜅2 + 𝜏2
)′(

𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
) 

bulunur. 

iii. 𝛻̃𝑻𝑩 türevinin Fermi-Walker anlamında paralel olduğunu gösterelim. 

0 = 𝜅𝑻 − 𝜏𝑩 

𝜅 = 0 ve 𝜏 = 0 

olur. Böylece 𝛻̃𝑻𝑩 = 0 elde edilir. 
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4.2. Bishop Çatısına Göre Frenet Vektörlerinin Fermi-Walker Türevi 

Bu bölümde Bishop çatısına göre özel olarak tanımlanan 𝑴1-yön eğrisi ve 𝑴2-

yön eğrilerinin Fermi-Walker türevi incelendi. Bu eğrilerin Fermi-Walker anlamında 

paralel olması için gerekli durumlar verilmiştir. 

Teorem 4.3. (3.25) ifadesinde verilen 𝑻(𝑠), 𝑴1(𝑠), 𝑴2(𝑠)  eğrilerinin Fermi-Walker 

türevi aşağıdaki şekilde verilir 

𝛻̃𝑻𝑻 = 0 

𝛻̃𝑻𝑴1 = 𝑘1 cos(∫ 𝑘2 (𝑠)𝑑𝑠) 𝑻 + 𝑘2cos(∫ 𝑘2 (𝑠)𝑑𝑠)𝑀2(𝑠) 

−𝑘̅1 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) + 𝑘̅1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) 

              =𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) + 𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) 

𝛻̃𝑻𝑴𝟐 = [−𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) + 𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)]𝑻(𝑠) 

−[𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫( 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)) − 𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫( 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠))]𝑴2(𝑠). 

İspat: 

𝑻(𝑠) = 𝑴1(𝑠) 

in Fermi-Walker türevi 

𝛻̃𝑻𝑻 = 𝛻𝑻𝑻 − ⟨𝑻, 𝑻⟩𝛻𝑻𝑻 + ⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑻⟩𝑻                           (4.3) 

dir. Burada ilk olarak 

𝛻̃𝑇̅𝑴1 = −𝑘1𝑻                    (4.4) 

ile verilir. İç çarpım yardımıyla 

⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑻⟩𝑻 = ⟨−𝑘1𝑻, 𝑴1⟩𝑻 

= 0                                                               (4.5) 

elde edilir. (4.4) ve (4.5) ifadelerini (4.3) denkleminde yerine yazılırsa 

𝛻̃𝑻𝑻 = 0 

elde edilir. 

Benzer şekilde sonuç (3.25) de verilen 𝑴1(𝑠)  ifadesinin Fermi-Walker türevi; 
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𝛻̃𝑻𝑴𝟏 = 𝛻𝑻𝑴1 − ⟨𝑻, 𝑴1⟩𝛻𝑻𝑻 + ⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑴1⟩𝑴1                          (4.6) 

ile verilir. Öncelikle  

𝛻𝑻𝑴1 = [− 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) + 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠)]′ 

türevi alınırsa 

𝛻𝑻𝑴1 = 𝑘2(𝑠) 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝒔) − 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻′(𝑠) 

+𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) + 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2
′ (𝑠) 

denkleminde 𝑻′(𝑠) ve 𝑴2
′ (𝑠) ifadeleri yerine yazılırsa 

𝛻𝑻𝑴1 = 𝑘2(𝑠) 𝑠𝑖𝑛(∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝒔) + 𝑘1 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝒔) 

 +𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) − 𝑘2(𝑠) 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) 

                   = 𝑘1 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝒔) + 𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠)             (4.7) 

elde edilir. İç çarpım yardımıyla 

⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑴1⟩ = ⟨𝑘1𝑴1 + 𝑘2𝑴2, 𝑴1⟩ 

= 𝑘1 

elde edilir. 

⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑴1⟩𝑴1 = 𝑘1[− 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) + 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠)] 

= −𝑘1 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) 𝑻(𝑠) 

+𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠)                                               ( 4.8) 

olur. (4.7) ve (4.8) ifadeleri (4.6) denkleminde yazılırsa 

𝛻̃𝑻𝑴̅1 = 𝑘1 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝒔) + 𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) 

−𝑘1 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) + 𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) 

= 𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) 

+𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠)                                                (4.9) 
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elde edilir. 

 Son olarakda 𝑴2 ifadesinin Fermi-Walker türevi; 

𝛻̃𝑻𝑴̅2 = 𝛻𝑻𝑴2 − 〈𝑻, 𝑴2〉𝛻𝑻𝑻 + ⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑴2⟩𝑴2 

dir. 

𝛻̃𝑻𝑴̅2 = [𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) + 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2]′
 

= 𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) + 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻′(𝑠) 

−𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) + 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2
′ (𝑠) 

= 𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) − 𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻 

−𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) − 𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) 

= −𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝒔) − 𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) 

elde edilir. 

⟨𝛻𝑇𝑇, 𝑀2⟩ = ⟨𝑘1𝑀1 + 𝑘2𝑀2,𝑀2⟩𝑀2 

= 𝑘2[𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑇(𝑠) + 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑀2(𝑠)] 

olur. 

⟨𝛻𝑻𝑻, 𝑴2⟩𝑴2 = 𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) 

+𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠)                          (4.10) 

elde edilir. (4.7), (4.8) ve (4.10) ifadelerini (4.6) denkleminde yerine yazarsak 

𝛻̃𝑻𝑴̅2 = −𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) − 𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) 

+𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑻(𝑠) + 𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) 

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

𝛻̃𝑻𝑴̅2 = [−𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) + 𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)]𝑻(𝑠) 
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−[𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) − 𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)]𝑴2(𝑠) 

elde edilir. 

Sonuç 4.4.  

i. 𝑻 Fermi-Walker anlamında paralel ise o zaman 

𝛻̃𝑻𝑻   =  0 

ii. 𝑴̅1Fermi-Walker anlamında paralel ise o zaman 

−𝑘2

𝑘1

=
𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)

𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)
 

iii. 𝑴̅2 Fermi-Walker anlamında paralel ise o zaman 

𝑘1 = 𝑘2 

𝑘2 = 𝑘2 

eşitlikleri elde edilir. 

İspat: 

i. Teorem (4.3) den elde ettiğimiz 

𝛻̃𝑻𝑻 = 0 

olduğunda Fermi-Walker anlamında paraleldir. 

ii. (4.9) denkleminden 𝛻̃𝑻𝑴1  ifadesinin Fermi-Walker anlamında paralel olduğunu 

gösterelim;    

𝛻̃𝑻𝑴1 = 𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) + 𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) 

bu denklemi sıfıra eşitlersek 

0 = 𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) + 𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) 

−𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) = 𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)𝑴2(𝑠) 

eşitliği elde edilir ve  

−𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) = 𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) 
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−𝑘2

𝑘1

=
𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)

𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)
 

bulunur. 

iii. (4.10) denkleminden 𝛻̃𝑻𝑴2  ifadesinin Fermi-Walker anlamında paralel olduğunu 

gösterelim; 

 𝛻̃𝑻𝑴2 = [−𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) + 𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)]𝑻(𝑠) 

 −[𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) − 𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)]𝑴2(𝑠) 

eşitliğini sıfıra eşitlersek 

0 = [−𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) + 𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)]𝑻(𝑠) 

−[𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) − 𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠)]𝑴2(𝑠) 

olduğundan 

0 = −𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) + 𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) 

0 = −𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) + 𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) 

eşitlikleri bulunur. Böylece gerekli düzenlemeler yapıldığında 

𝑘1 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) = 𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) 

𝑘1 = 𝑘2 

ve 

𝑘2 𝑠𝑖𝑛( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) = 𝑘2 𝑐𝑜𝑠( ∫ 𝑘2(𝑠)𝑑𝑠) 

𝑘2 = 𝑘2 

elde edilir. 
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5. SONUÇ 

Bu çalışmada üç boyutlu Öklid uzayında Frenet eğrisinin W-yön eğrisi ve W-

doğrultman eğrisinden bahsedildi. Üç boyutlu Öklid uzayında yönlendirilmiş bir yüzey 

üzerinde bulunan bir eğri ile W-yön eğrisinin bazı ilişkilerinden söz edilerek W-yön 

eğrisinin teğet, normal ve binormal vektör alanlarının Fermi-Walker türevi verildi. Bu 

vektör alanlarının Fermi-Walker anlamında paralel olması için gerekli durumlar 

incelendi. 

Daha sonra Öklid uzayında özel olarak tanımlanan Frenet eğrisinde -yön ve 

𝑴2-yöneğrisinin Bishop çatısına göre Fermi-Walker türevi verildi. Bu ifadelerin Fermi-

Walker türevi verildikten sonra Fermi-Walker anlamında paralel olması için gerekli 

durumlar incelendi. 
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