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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

BAZI YAKINSAK KUME DIiZILERININ FARKLARI

Esra AYTEPE

Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Harun POLAT
2019, 45 Sayfa

Jiiri

Baskan: Prof. Dr. Metin BASARIR
Jiiri Uyesi: Prof. Dr. Harun POLAT

Jiiri Uyesi: Dr. Ogr. Uyesi Giilcan ATICI TURAN

Bu tezin amaci kiime dizilerinin bazi yakinsaklik ¢esitlerini ¢alismak. Bu kiime dizilerinin farkin
alarak yeni kiime dizilerini olusturmak. Bu fark kiime dizilerinin yakinsaklik ¢esitlerinin olup olmadigini
incelemektir. Bu ¢alisma ii¢ bolimden olugsmaktadir. Birinci bolimde, simdiye kadar galisilan yakinsak
kiime dizi tiirleri kisaca anlatild1. Tkinci béliimde bu galismada kullanilan temel tanimlar verildi. Ugiincii
boliimde, Mosco, Kuratowski, Wijsman, Haussdorff ve Fisher anlaminda yakinsak kiime dizisi ¢esitleri
tamimlandi. Tlgili 6rnekler ve bu yakinsaklik cesitleri arasindaki iligkileri gdsteren agiklamalar verildi.
Dordiincii boliimde ise yakinsak kiime dizilerinin farklarindan olusturulan kiime dizilerinin yakinsaklik
gesitleri calisildi.

Anahtar Kelimeler: Fisher, Haussdorff, Kuratowski, Kiime Dizisi, Mosco, Wijsman, Yakinsaklik



ABSTRACT

MS THESIS
DIFFERENCES OF SOME CONVERGENCE OF SEQUENCES OF SETS
Esra AYTEPE

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE
OF MUS ALPARSLAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
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Advisor: Prof. Dr. Harun POLAT
2019, 45 Pages

Jury
Supervisor: Prof. Dr. Metin BASARIR

Jury Member: Prof. Dr. Harun POLAT

Jury Member: Dr. Lecturer Giilcan ATICI TURAN

The aim of the this thesis is to study some type of convergence of sequences of sets. Create new
sequences of sets by taking difference of these sequences of sets. This study consist from three chapters. In
first chapter, work done until now was briefly told. In second chapter, basic definitions and theorems used
in the study are given. Some concepts have been studied in the literature for sequences of sets which are
subsets of normed space and metric space. In third chapter, convergence types sense of Mosco, Kuratowski,
Wijsman, Haussdorff and Fisher were defined. Then related examples and theorems showing the relations

between types of these convergence and were given.

Keywords: Convergence, Fisher, Haussdorff, Kuratowski, Mosco, Sequence of set, Wijsman
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

h(A, B) : A ve B kiimeleri arasindaki Haussdorff uzaklik

AA, . A, kiime dizisinin fark dizisi

é : Delta

N : Dogal sayilar Kiimesi

inf : En biiyiik alt sinir

sup : En kii¢iik iist sinir

€ : Epsilon

F

- : Fisher anlaminda yakinsak

H

- : Haussdorf anlaminda yakinsak

K

- : Kuratowski anlaminda yakinsak

M

- : Mosko anlaminda yakinsak

R : Reel Sayilar Kiimesi

B(x,1) : x merkezli r yarigapli kapali yuvar
S(x,1) : x merkezli r yarigapli agik yuvar
D(X) : X metrik uzayin alt kiimeleri

CL(X) : X metrik uzayinin bostan farkli kapali alt kiimeleri
cC(X) : X metrik uzayinin bostan farkli kapali, konveks alt kiimeleri
d(x,A) . x noktasinin A kiimesine olan uzaklig

boy(X) : X uzaymin boyutu

X' : X uzayinin duali

RS

: Wijsman anlaminda yakinsak

- : Zayif yakinsaklik
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1. GIRIS VE KAYNAK ARASTIRMASI

Matematigin giinliik hayatimiz1 kolaylastiran yonii tartisilamaz derecede biiyiik.
Bu kolaylik ¢cogu kez soyut olan diisiincelerin somut bir sekilde kendini gostermesiyle
gerceklesir. Gilinliik yasantimizda, hayatimizin bir¢ok alaninda karsimiza ¢ikan,
matematigin kullanildigr alanlardan biri de dizilerdir. Diziler baslangicta say1 dizleri ile
ortaya ¢ikmis ve belli bir diizene gore hareket eden sirali sayilar1 ifade etmistir.
Matematigin gilinliik hayat1 kolaylastiran ve hayatta siklikla kullanilan bir diger konusu
da kiimelerdir. Gerek bir gruplagsma gerek bir toplulugu ifade eden kiimeler matematigin

temel konularindan olup, diger bir¢ok konuyla ilgilidir.

Bu ¢alismada diziler ve kiimelerin birlesiminden olusan kiime dizileri ve bu kiime
dizilerinin baz1 yakinsaklik cesitleri ele alindi. Yakinsak bir kiime dizisinin fark dizisinin
de yakinsak olup olmadigi incelendi. Literatiirde yakinsak kiime dizileri ile ilgili bir¢ok

calisma vardir.

Dizilerin yakinsaklik kavrami. Wijsman (1964), Effros (1965), Holmes (1966),
Mosco (1969), Salinetti ve Wets (1979), Beer (1985), Baronti ve Pappini (1986),
Uthayakumar (1999), Wills (2007), Nuray ve Rhoades (2012), Papini ve Wu (2015)
tarafindan kiime dizilerinin yakinsakligi kavramina biiytikletildi. Kiime dizilerinin
yakinsaklig1 fikri Archimed’ e kadar dayanir. 1910°da Haussdorff iki kiime arasindaki

uzaklig1 tanimladi.

Konveks kiime dizilerinin ve konveks fonksiyonlarin yakinsakligi 1960 larda
birgok kisi tarafindan calisildi. Wijsman 1964 yilinda “Konveks kiime dizilerinin
yakinsaklig1, koniler ve fonksiyonlar” adli makalesinde bir Oklid m-uzayindaki konveks
fakat smirli olmas1 gerekmeyen kiime dizilerini ¢alisti. Effros 1965°te bir topolojik
uzayda kapali alt kiimelerin yakinsakligini calisti. Holmes 1966 yilinda “En iyi
yaklagimlara yaklasma” adli makalesinde normlu uzayda yakinsaklik tiirlerinden

bazilariin saglanmasi i¢in uzayin sonlu boyutlu olmasi gerektirdigini gosterdi.

Salinetti ve Wets 1979 yilinda “Sonlu boyutlarda konveks kiime dizilerinin yakinsakligi
tizerine” adli makalesinde noktasal yakinsaklig1 iceren konveks fonksiyonlarin dizisi i¢in
cesitli yakinsaklik tiirleri arasindaki iliskiyi ¢alisti. 1985 yilinda Beer tarafindan kapali
olmayan bir X metrik uzayimnin alt kiimelerinden olusan {C,,} kiime dizisinin Kuratowski
anlaminda X metrik uzayinin bostan farkli kapali bir A altkiimesine yakinsak oldugu ve

Wijsman ile Kuratowski anlaminda yakinsakliklar arasindaki iligski gosterildi. 1986 da



Baronti ve Pappini “Kiime dizilerinin yakinsaklig1” isimli ¢alismalarinda Kuratowski,
Haussdorff, Fisher, Mosco ve Wijsman yakinsakliklar1 arasindaki iliski gosterildi.
Uthayakumar 1999 yilinda “Optimizasyon problemlerinin yakinsakligi izerine ¢alisma”
calismasinda sonlu boyutlu uzaylardaki kiime dizilerinin yakinsakliklarinin cesitli
notasyonlar1 arasindaki iligkiyi bir ag seklinde sundu ve ¢alisti. 2007 yilinda Wills
“Haussdorff uzaklik ve konveks kiimeler”” makalesinde normlu bir uzayda alinan sinirli,
kapali, bostan farkli ve konveks iki kiimenin Haussdorff uzakliginin, bu iki kiimenin
siirlar1 arasindaki Haussdorff uzakligi ile ayni oldugunu gosterdi. 2012 de Nuray ve
Rhoades tarafindan kiime dizileri i¢in sinirli dizi kavrami verildi. Papini ve Wu 2015
yilinda “I¢ ice kiime dizileri, yuvarlar, Haussdorff yakinsaklik” adli makalelerinde

Kuratowski ve Haussdorff anlaminda yakinsaklik ¢esitlerini ¢alisti.



2. MATERYAL VE METOD

2.1. Temel Tanimlar

Tamm 2.1 Iyi taniml1 nesneler topluluguna kiime denir (Dénmez, 1987).
Tamm 2.2 Tanim kiimesi dogal sayilardan ibaret olan fonksiyona dizi denir.

Tamim 2.3 (x,,) bir dizi olsun. Her € > 0 ve keN i¢in |x,, — £| < € olacak sekilde n(e) >

k dogal sayisinin olmasi halinde (x,,) dizisi € sayisina yakinsar denir.

Tamim 2.4 (x,,) bir dizi olsun. Her € > 0 ig¢in m,n > 0 oldugunda |x, — x,,,| < € olacak

sekilde n = n(e) sayisi1 varsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Knopp, 1954).

Tamm 2.5 (x,,) bir dizi olsun. Eger her n, meZ*i¢in n < m iken x,, < x,, ise (x,,) dizisi
diizglin artan dizi, her n, meZ™* i¢in n > m iken x,, > x,, ise (x,,) dizisi diizgiin azalan
dizi denir. Bir dizi diizgiin artan ya da diizgilin azalan ise diziye diizgiin monoton dizidir

denir (Mostafazadeh, 2013).
Tanim 2.6 (x,,) bir dizi olsun. Her keN i¢in n;, < n;,; olmak tizere (n;) bir dizi olsun.

(xn, ) = (n,, Xn,, ... ) dizisine (x,,) dizisinin alt dizisi denir (Balc, 2009).

Tamim 2.7 X # @ bir kiime F reel ya da kompleks sayilar cismi olmak lizere,+: X X X —
X ve = F X X — R doniisiimleri verilsin. Her x,y, zeX ve A, u skalerleri i¢in asagidaki

sartlar1 saglayan X kiimesine lineer(vektor) uzay denir.
Ll x+ yeX
L2. x+ (y+z)=(x+y)+z
L3.x+6 = 6 +x = x olacak sekilde 8eX mevcut
L4 x+ (—x) = (—x) +x = 0 olacak sekilde (- x)e X olmal,
LS. x+y=y+x
L6. AxeX
L7. 1x = x olacak sekilde 1€X vardir.
L8. A(x +y) =Ax + Ay

L9. (A + w)x = Ax + ux (Maddox, 1970).



Tanim 2.8 X # @ bir kiime d: X X X — X uzaklik fonksiyonu olmak tizere her x, y, zeX
icin asagidaki sartlar1 saglayan d fonksiyonuna X te bir metrik (X, d) ikilisine de bir

metrik uzay denir.
Ml.d(x,y) =0 x=y
M2.d(x,y) = d(y,x)
M3. d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (Bayraktar, 2006).

Tamim 2.9 X bir lineer uzay olmak tizere x noktasinin || ||: X - R fonksiyonu altindaki
degerini ||x|| ile gosterelim. Her x,yeX ve aeR i¢in asagidaki sartlar1 saglayan || ||

fonksiyonuna X tizerinde bir norm ve (|| ||, X) ikilisine de bir normlu uzay denir.
Nl x|l =0 x=0
N2.[|ex|| = [alllx|l
N3. [[x + || < [|x|[ + |ly]| (Maddox, 1970)

Tamim 2.10 X bir metrik uzay olsun. X de alinan her Cauchy dizisi X uzayinda bir noktaya

yakinsiyorsa X e tam uzay denir (Goldberg, 1976).

Tamim 2.11 X bir lineer uzay olsun. X {izerinde tanimli olan norm metrigine gore tam ise

X e Banach uzay1 denir (Cakar, 2007).

Tamim 2.12 (X, d) ve (Y, d") metrik uzaylari verilsin. f : X — Y doniisiim ve x,€X olsun.
Her € > 0 i¢in en az bir § > 0 sayist var Oyleki her xeX i¢in d(x,x,) < & oldugunda
d’( f),f (xo)) < ¢ oluyorsa f doniisiimii x, noktasinda siireklidir denir (Musayev ve
Alp, 2000).

Tamm 2.13 X bostan farkli bir kiime ve 7, X in alt kiimelerinden olusan bir aile olsun.
Eger T asagidaki 6zellikleri saglarsa, 7 ailesinin her elemanina, X iizerinde topolojik yap1

ya da kisaca topoloji, (X, ) ikilisine de bir topolojik uzay denir
T1. X, Pet
T2. Her ieN i¢in sonlu ya da sonsuz sayida A; lerin birlesimi t ya ait

T3. Her ieN i¢in sonlu sayida A; lerin kesigimi t ya ait (Yiiksel, 2002).



Tamim 2.14 (X, 1) bir topolojik uzay olsun. X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir
(A;) e ailesi verilsin. Eger X = U;; 4; 1€, (4;);¢; ailesine X kiimesinin bir ortiisti denir
(Yiiksel, 2002).

Tamm 2.15 X bir metrik uzay M c X olsun. M, M nin kapanisini gostersin. Eger M = X
ise M kiimesi X de yogun denir (Bayraktar, 2006).

Tamm 2.16 V kiimesi R veya C lizerinde bir lineer uzay1 ve A € V olmak iizere x, yeA

ve) <A< 1icin
(1—-2Dx+ AyeA
gercekleniyor ise A kiimesine bir konveks kiime denir.

Tamim 2.17 X bir metrik uzay olsun. X deki her dizi yakinsak bir alt diziye sahipse X
uzay1 kompakttir denir (Cakar, 2007).

Tamim 2.18 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X in her agik ortiisii sonlu bir alt ortiiye
sahipse, (X, t) uzaymna kompakt uzay denir (Yiiksel, 2002).

Tamim 2.19 (X, d) bir metrik uzay ve G c X olsun. Her aeG i¢in B(a, &) c G ise G ye
acik kiime denir (Maddox, 1970).

Tamim 2.20 X metrik uzayinda tiimleyeni agik olan kiimeye kapali kiime denir (Maddox,

1970).

Tamim 2.21 (X, d) ve (Y,d") metrik uzaylar verilsin. f : X = Y donitisiimii uzakliklar
koruyorsa yani her x, yeX i¢in d’(f ), f (y)) =d(x,y) ise f doniisiimiine izometrik
doniisiim denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tanmm 2.22 (X, t) bir topolojik uzay olsun. d metrigine gore agik kiimelerin ailesi T

olacak sekilde X de bir d metrigi tanimlanabilirse (X, 7) uzaymna metriklenebilir uzay
denir (Balci, 2009).

Tanim 2.23 X, K cismi iizerinde normlu uzay olsun. X iizerinde tanimli tiim sinirli lineer
fonksiyonellerin Banach uzayina X in siirekli diiali denir ve X' ile gosterilir (Musayev ve

Alp, 2000).

Tanmm 2.24. (X, || . ||) uzayinda bir (x,,) dizisi verilmis olsun. Eger her feX' i¢in

lim f(xa) = (%)



olacak sekilde xy€X elemani varsa (x,,) dizisi x, noktasina zayif yakinsar denir (Musayev

ve Alp, 2000).

Tanmm 2.25 X normlu uzay ve X = X"’ ise X e yansimali(yansimali) uzay denir (Musayev
ve Alp, 2000).

Tamm 2.26 R Reel sayilar kiimesinin bir E alt kiimesinde tanimli fonksiyonlarin dizisi

(f,) olsun. Her xeE igin (f;,(x)) say1 dizisi yakinsak olsun. Bu takdirde her xeE igin
lim f,(0) = ()

seklinde bir f fonksiyonu tanimlanabilir. Bu durumda (f;,,) fonksiyon dizisi E tizerinde

noktasal yakinsaktir denir ve f fonksiyonuna dizinin noktasal limiti denir (Cakalli, 2001).

Tanmm 2.27 X # @ bir kiime, P(X) X in kuvvet kiimesi ve N dogal sayilar kiimesi olmak
tizere f: N — P(X) seklinde tanimlanan her f fonksiyonu her neN i¢in P (X) kiimesinde
bir f(n) = A, kiimesini gosterir. Bu sekilde tanimli f fonksiyonunun goriintii kiimesini
olusturan A4, A,, As, ... kiimelerinden olusan {A,} = {4, 4,, A5, ... } dizisine bir kiime
dizisi denir.
Tamim 2.28 X bir kiime ve (4,,), X in elemanlarindan olusan kiimelerin bir ailesi olsun.
lir{n sup An = Npm=1(Unzm 4n)
lir{n inf Ay = Um=1(Nn=m 4n)

kiimelerine sirasiyla (4,,) kiime dizisinin tist limiti ve alt limiti denir.

Tamim 2.29 (4,,) kiime dizisi eger her n i¢in A,, € A, ise (4,) artan kiime dizisi, her

nigin A, 41 € A, ise (4,) azalan kiime dizisidir denir (Balci, 2009).

Tamim 2.30 X bir kiime ve (4,,), X in elemanlarindan olusan alt kiimelerinin bir kiime

dizisi olsun. Eger liminf A,, = lim sup A,, = A ise (4,) kime dizisi A kiimesine
n n

yakinsar denir (Nuray ve Rhoades, 2012).

Tamim 2.31 (X, d) bir metrik uzay ve A,,, X in bostan farkli alt kiimeleri olsun. Eger her

xeX icin

supd(x,A,) < ©
n

oluyorsa, (4,) kiime dizisine siirhdir denir (Nuray ve Rhoades, 2012).



Tamm 2.32 X metrik uzayimin sayilabilir yogun alt kiimesi varsa X e ayrilabilir metrik

uzay denir (Musayev ve Alp, 2000).

Onerme 2.1 (Musayev ve Alp, 2000) Yansimali bir Banach uzayinin her alt uzay: da

yansimalidir.
Onerme 2.2 Boy(X) < oo ise lim x, = x olmas1 i¢in gerekli ve yeterli sart w —
n—-oo

lim x,, = x olmasidir.

n—->oo

Kuvvetli ve zayif yakinsakligin denk oldugu sonsuz boyutlu normlu uzaylar da
vardir. Bunlardan biri 1921 yilinda I.Schur tarafindan verilen l; uzayidir (Musayev ve
Alp, 2000).

2.2. Kiime Dizilerinin Yakinsakhg ile Tlgili Ornekler

Simdi ilerideki ¢alismalarimizda kullanacagimiz yakinsak kiime dizi 6rneklerini

verelim (Balci, 2009).
1. a. (4,) artan bir kiime dizisi ise

lim A, = UnenA4n

n—-oo

olur.
Bunun i¢in lign inf A, = lign sup A, = Unen 4, oldugunu gosterelim. (4,,)
artan dizi oldugundan
lign sup Ap = Np=1(Unzm 4r) = Np=1(Un=14,) = U= 4y
ve
lir?l inf Ap = Up=1(NRzm An) =Upo1(Am N Ay N ) =Unzy Am
olur.
b. (B,,) azalan bir kiime dizisi ise

lim B, = Npen By

n—-oo

olur.



Bunun ig¢in liminf B, = lim sup B,, = Npey B, oldugunu gosterelim. (Bj,)
n n
artan dizi oldugundan

lirzn sup B, = Np=1(Ui=m Br) = Nip=1 B

ve
lim inf By = Us—1(Nim Bn)
=Ume1(Bp N By N L)
=Up-1(Bi1NB,Nn..NB,N..)
= Um=1(NpZ1 Bp) = N3Z1 By
olur.

2. (A,), herhangi X kiimesinin alt kiimelerinin ayrik bir dizisi ise
lim A, =0

n—-oo

olur.
m#*n olmak iizere her m,neN icin A, NA, =0 dir. liminf A, =
n

lim sup A,, = @ oldugunu gosterelim. (4,,) dizisi ayrik oldugundan
n
ll;?;n inf Ap = U1 (Npzm An) =0

saglanir. lim sup A,, = Np=1(Un=m 4,) # 0@ olsun. Bu durumda her meN igin en az bir
n

Xo€ Up=m Ay vardir. Bu ise her meN icin en az bir myeN (my, = m) 3 xeA,,, olmasin
gerektirir. Arakesit islemini m = my + 1 igin baglatirsak x elemanm1 m, + 1 ve daha
sonraki indislere sahip bir kiimenin elemani olmak zorundadir. Bu ise (4,,) dizisinin ayrik

olmasuyla gelisir. Dolayistyla lim sup A,, = @ olmak zorundadir. Sonug olarak lim A,, =
n n—-oo
@ elde edilir.

3. Genel terimleri ile verilen asagidaki kiime dizilerinin yakinsakligini inceleyelim.
11
a. A, = [—;,;] olsun.

Her neN igin —~ < — — < — < = oldugundan (A,,) dizisi azalan bir dizidir. O halde
n n+1 n+1 n

lim Ap = Npen4n

n—0oo

olur.



nneNAn = Al nAz N ﬂAn n..

=[-1,1]n [—%ﬂ N..N [—1,1] n..

nn

= {0}

oldugundan n — oo igin lim A,, = {0} elde edilir.

b. B,={-n,..,—2,-1,0,1,2,...,n} ise
Her neN i¢in B,, € B, oldugundan {B,,} dizisi artan bir dizidir. O halde

lim B, = U%., By,

n—oo

olur.
U®, B, = {-1,0,1}U {-2,-1,0,1,2}U .. = Z

oldugundan n — oo igin lim B,, = Z elde edilir.

L g _{(0,%); n tek ise
oo [%, 1) ; ngiftise

ile tanimlanan (E,,) dizisinin yakinsaklik durumunu inceleyelim.

(4n) = (0’ 2n1— 1)

50 = [31)

olmak tizere (A,) ve (By) dizileri (E,) dizisinin alt dizileridir.
(A,) azalan dizi oldugundan

limA, =Ny=14, =0

n—oo

olur.

(B,,) artan dizi oldugundan

lim B, = U7_, B, = (0,1)
olur.

(E,,) dizisinin alt dizilerinin limiti birbirinden farkli oldugundan (E,,) dizisinin
limiti yoktur.

5. (Ey) herhangi bir dizi ve F herhangi bir kiime olsun.
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a. F\lim sup E, = liminf (F\ E,)
n n

F\ limsup En = F \ (Nin=1(Uz=m En))

= F 0 {Nm=1(Uszm EDY
= F 0 {Unm=1(Us=m En)"}
=F 0 (USoi N2y Enb)

= U2, (F N (n;‘{;lEnt))

= Upoi Npem(F NELY) = lim inf (F \ Ep)

2.3. Kiime Dizilerinin Baz1 Yakinsaklik Tiirleri

Calismamizin bu kisminda Baronti ve Pappini’nin “Convergence of sequence of
sets” makalesinde gecen, kiime dizilerinin Mosco, Kuratowski, Wijsman, Haussdorff ve

Fisher anlaminda yakinsak cesitleri ¢alisildi.

X bir metrik uzay ve 2%, X in elemanlarmdan olusan alt kiimeleri gostermek iizere,
2% deki kiime dizilerinin sadece yakinsak olanlar1 alinacaktir. Ayrica kiime dizilerinin
terimleri ve limiti (mevcutsa) kapali (bos kiime dahil) kiimeler olarak alinacaktir. xeX ve

r > 0 i¢in,

B(x,r) = {yeX| d(x,y) <r}
ve

S(x,r) ={yeX| d(x,y) <71}

kiimeleri sirastyla x merkezli r yarigapli kapali ve agik yuvarlari belirtir. Ayrica® # A C

X ise x noktasinin A kiimesine uzakligi
d(x,A) = inf{d(x,y)| yeA}

ve
d(x,9) =

ile tanimlanir (Baronti ve Pappini, 1986).

A ve B bostan farkli iki kiime olmak {izere
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d(A,B) = inf {|la — b|||aeA, beB}
ve her € > 0 i¢in
A = {xeX| d(A,{x}) <¢e}
yazilir. Daha kolay olarak,
AC B = A* C B*
olur. A ve B kiimeleri arasindaki Haussdorff uzakligi
h(A,B) = inf {¢ > 0|A € B%,B C A%}
ile tanimlanir. dA4, A nin siirin1 gostermek iizere, A ve B konveks ise,
h(A,B) = h(0A,dB)

olur. A ve B konveks olmadiginda bu yanlistir. Son zamanlarda bu yeniden tartisiimakta
(Wills (2007) ’* in ¢alismasinda bu durum detayli sekilde ¢alisilmistir) (Papini ve Wu,
2015).

2.3.1. Kuratowski yakinsakhik

Simdi D (X), X metrik uzayinin alt kiimelerini gostermek {izere kiime dizileri i¢in

Kuratowski anlaminda yakinsaklig1 inceleyelim.

K
Tanmm 2.33 A, » A ya da K — lim A,, ile gosterilen neN olmak tizere {4, } kiime

dizisinin A € D(X) kiimesine Kuratowski anlaminda yakinsakligi;

lim A, = limA,, = lim A,
n n n

ile tanimlanir (Baronti ve Pappini, 1986). Burada

lim A,, = {xeX|bir {x,} dizisi mevcut 3 her neN i¢gin x,€4,, x, = x}
n

@An = {x6X|{Ank}, {xnk} diziler ve en az bir keN i¢in x,, €4y, , x5, — x}
ve

limsup A, c A climinfA,
n n

dir.
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Ornek 2.1 4, = (—o0,—1—=|U[2+ 2, 0) ve

A= (o, —1]] U[2, )
R nin alt kiimeleri ise,
Ay = (=0,—1-1/1]U[2 + 1/1, ),
Ay = (=0,—3/2] U[5/2, ),

Az = (—00,—4/3]U[7/3, ),

Ay =(—o0,—1-2|U[2+3,00)

olur.n » w0 i¢in K —lim A,, = A = (—o0,—1] U [2, ) olur (Uthayakumar, 1999).

2.3.2. Haussdorff yakinsakhk

Simdi CL(X), X metrik uzayinindaki bostan farkli kapali alt kiimeleri gostermek

tizere kiime dizileri i¢in Haussdorff anlaminda yakinsaklig1 inceleyelim.

Tanim 2.34 A, A Ayada H —lim A, ile gosterilen neN olmak tizere {4, } € CL(X)
kiime dizisinin A € D (X) kiimesine Haussdorff anlaminda yakinsakligi;
7gl_)rg)h (4,4 =0
ile tanimlanir. Burada,
h(4, B) = max(5(4, B),8(B, 4))
ve 6(@,B) =0,A # Qise

6(A,B) = supd(x,B)

X€EA

olur (Baronti ve Papini, 1986).

Bostan farkli kiimelerin bir {A,, } dizisi igin bir A kiimesine (bos olmayan)

Haussdorff anlaminda yakinsaklig1

lim h(4,,A) =0
n

ile tanimlidir (Papini ve Wu, 2015).
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Ornek 2.2 4, = {(x,y)| nx + y < 0} ise,
Al = {(x;Y)l x+y < O}!
Ay ={(x,y)| 2x +y < 0},

A; ={(x,y)|3x + y < 0},

Ap ={(x,y)|nx +y < 0}
olur. e = (1,0) alinirsa h(A,&) =0 olur. Ancak her n € N i¢in h(A,,&) = o dur
(Wijsman, 1964).

2.3.3. Wijsman yakinsakhik

Simdi kiime dizileri i¢in Wijsman anlaminda yakinsaklik ¢esidini inceleyelim.

w
Tanmm 2.35 A,, > A ya da W — limA,, ile gosterilen neN olmak tizere {4, } c CL(X)

kiime dizisinin A € CL(X) kiimesine Wijsman anlaminda yakinsakligi her x € Xigin;

d(x,A) = lim d(x, 4,)
n—oo
ile tanimlanir (Baronti ve Pappini, 1986).

Ornek 2.3 4, = {(x,y)|x* + y?> — 2ny = 0} ve A = {(x,0)|x € R} ise,
A ={Gx? +y? =2y =0} ={(x,»Ix* + (y - 1)? = 1},
Ay = {(x, )x* +y* — 4y = 0} = {(x, ) |x* + (y — 2)* = 27},

Az = {(x,y)|x* + y* — 6y = 0} = {(x, )|x* + (y — 3)* = 3%},

Ay, = {(x,y)|x* + y* = 2ny = 0} = {(x, ) |x* + (y — n)? = n?}
olur.n -» o i¢in W —lim A, = A = {(x,0)|x € R} olur (Uthayakumar, 1999).
Ornek 2.4 X = (0,2) reel eksenin alt uzay1 olsun ve C,, = (0,1]U{2 — 1/n} olsun.
c,; = (0,1]U{2 — 1/1}=(0,1],

C; = (0,1]U{2 — 1/2}=(0,1]U{3/2},
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C; = (0,1]U{2 — 1/3}=(0,1]U{5/3},

C, = (0,1]U{2 — 1/n}

K
olur. Acikga C,, — (0,1] dir. Buna karsilik

711_{120 d(7/4,C,) =1/4<3/4=d(7/4,(0,1])

olur (Beer, 1987).

2.3.4 Mosco yakinsakhk

X, R reel cismi lizerinde normlu lineer uzay olmak {lizere Mosco anlaminda

yakinsaklig1 inceleyelim.

M
Tanmim 2.36 A, > A yada M — lim A,, ile gosterilen neN olmak tizere {A,, } dizisinin A

kiimesine Mosco anlaminda yakinsakligi

lim A, =w —limA, = lim A,
n n n

ile tanimlanir. Burada
w — lim A, = {xeX|{4,, },{xn, }diziler ve en az bir keN icin x,, €A, Xn, = X}
n

dir. X bir normlu uzay, boy(X) < oo (sonlu boyutlu) ve bir konveks kiimedir (Baronti ve
Pappini, 2012).

Ornek 2.5 X = R* ve 4, = {(x.y)|0 <x<n, 0<y S%x} ise.
A ={(xyI0<x<1, 0<y <},

Azz{(x,y)|0SxS2, OSySE},

A ={Geyfosx<3, 0<y<i

An={(x,y)|OSxSn, OSyS%x}
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M
olur.n - o igin A, > A = {(x,y)|x =0, y = 0} olur (Baronti ve Papini, 1986).

Ornek 2.6 4, = {(x,y)|y = */5,} ise,
Ay ={(x, )y = x},
A, ={, M|y =%/5},

Az = {(, ]y =%/3},

Ay = {0,y =*/n}

olur.n - o i¢in M — lim A,, = A = {(x, 0)|xeR} olur (Uthayakumar, 1999).

2.3.5. Fisher yakinsakhk

Simdi son zamanlarda tanimlanan yeni bir kiime dizisi yakinsaklik ¢esidi olan

Fisher anlaminda yakinsaklig1 inceleyelim.

F

Tanmm 2.37 A, > A, F —lim A, ya da Z-lim A,, ile gosterilen neN olmak iizere
{A, } € D(X) kiime dizisinin A € D(X) kiimesine Fisher anlaminda yakinsaklig1 (Z-
yakinsaklik) her € > 0 i¢in

i. n>n,icin S(x,7) < € olacak sekilde bir n, sayisi,

ve

ii. xeAiginn > n(g, x) i¢in S(x, A,) < € olacak sekilde n(g, x) sayis1 vardir

ile tanimlanir (Baronti ve Pappini, 1986).

Ornek 2.7 R de A,, = [—n,n] genel terimiyle verilen {4,,} kiime dizisinin terimleri

Al = [_1,1],
AZ = [_2!2]1
A3 = [_3,3],
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olur. Oyleyse {A,} kiime dizisi Mosco anlaminda A = R kiimesine yakinsar.

A, = [—n,n] kime dizisi A = R kiimesine Haussdorff anlaminda yakinsak

degildir. Ciinkii,

h([—n, n],R) = sup|d(x,R) — d(x, [—n,n])|

xeR

olur. Burada xeR oldugundan d(x, R) = 0 olur. Supremum 6zelligi ve uzakligin pozitif

degerli olmasindan dolay1

h([-n,n], R) = sup d(x, [-n, n])=co

xeR
olur.
A,, = [—n,n] kiime dizisi A = R kiimesine Fisher anlaminda yakinsaktir. Ciinkii,
@An = @ [-n,n] = R oldugundan @An C A olur. Dolayistyla i. sarti saglanir.

F
limd(x, [—n, n]) = 0 oldugundan ii. sart1 da saglanir. A, > A = Rolur.
n

Ayrica A,' = [n, +) alirsak,

A1, = [1' -|-OO),
AZI = [2, +OO)1
An’ = [n, +o0)

olur.

h([n, +0),®) = supld(x, ) — d(x,[n, +))| = 0

xeR

oldugundan A,," = [n, +) kiime dizisi A = @ kiimesine Haussdorff anlaminda yakinsak

olur. Ileride ispat1 verilen “Haussdorff yakinsak = Fisher yakinsak = Wijsman

K w
yakinsak = Kuratowski yakinsaktir” onermesinden dolay1 4,' - @, A4, - @ olur

(Baronti ve Pappini, 1986).

2.4. Kiime Dizilerinin Yakinsaklik Cesitleri Arasidaki iliski

Bu kisimda Mosco, Kuratowski, Wijsman, Haussdorff ve Fisher anlaminda

yakinsaklik ¢esitlerinin bazi 6zellikleri ve bu yakinsak ¢esitleri arasindaki iliski incelendi.



17
1. Yakmsaklik normlu bir uzayda alinirsa bostan farkli A,, ve A kiimeleri genelde
(aksi belirtilmedikge) smirli ve konveks kiimeler olarak alinmayacak.

2. Fisher veya Haussdorff yakinsakliklar diistiniildiigiinde, A,, = @ yakinsakligi,
yeterli derecedeki biiyiik n ler i¢in A, = @ oldugunu gosterir. Agik¢a bunun tersi

dogrudur.

{A,,} kiime dizisinin her bir terimi tek elemanl ve tiim yakinsaklik ¢esitleri, limiti
bostan farkli ise alisilmis anlamda dizi yakinsakligina indirgenir. Mosco, Wijsman,

Kuratowski yakinsakliklarina gére X = R ve x,, = too ise {x,,} = 0 olur.

3. Mosco yakinsakligi 6zellikle konveks kiimeler iizerinde incelenir.
4. A herhangi bir kiime, A" kiimesi A nin y1gilma noktalarinin kiimesi ve € > 0

olmak tizere A% = {xeX| d(x,A) < &} dir.
A% C UyeaS(x,€) € Uyea B(x, &) € {xeX| d(x,A) < e} = A'®
yazilabilir. A% konveks ise A’® de konvekstir. Ayrica
A= NesoA® = Nesg A" = Neso AF = (N0 A49) ™
yazilir. Herhangi B € X i¢in
8(B,A) = inf{e > 0|B c A%} = inf{e > 0|B < A’¥}
dur. Agikca A, i A ve Fisher yakinsakligin i. sart1 olan n > n, i¢in 6 (4, A,,) < € olacak
sekilde n, sayisinin olmasi ve
(j) Herhangi € > 0, n > n, i¢in §(4, 4,) < € olacak sekilde n, sayisi1 vardir

sartlarina denktir.

5. xelim A, olmasi lim d(x, A,) = 0 limitine denk oldugunda xelim A, olmasi
n n n

genelde lim d(x, A,;) = 0 oldugunu belirtir. Ayrica
n

h(A,A,) = supld(x,A) — d(x,A,)|

xeX

olur.

6. {A,} kiime dizisinin A kiimesine Fisher anlaminda yakinsakligi tanimindaki



18

ii. sart1 her xeA igin lim d(x, A,) = 0 oldugunu gosterir. Yani A C lim A,, olur. Ayrica
n n

[. sartindan lim A, € A olur. Clinkii xe lim A, ve x,, € Ay, ise li;n Xn, = x olur. Bir alt
n n
e 1/ 1/ _
dizi i¢in A,, < A’k sartim olusturursak xe Nx A 'k = A olur.

Onerme 2.3 (Baronti ve Pappini, 1986) Daima Haussdorff yakinsak = Fisher
yakinsak = Wijsman yakinsak = Kuratowski yakinsaktir. Ayrica normlu uzaylarda

Mosco yakinsak =Kuratowski yakinsaktir.

. H
Ispat Haussdorff yakinsak = Fisher yakinsaktir: Yukaridaki 4. maddede A, — A
olmasi

Fisher anlaminda yakinsakligin i. sart1 ve
(j) Herhangi € > 0 igin n, sayist mevcuttur ki n > n, i¢in 6 (4,4,) < &
sartin1 saglar. Bu da Fisher anlaminda yakinsakligin tanimindaki i. ve ii.sartlarina denktir.
Bu durumda A4,, A Aise A, i A olur.
Fisher yakinsak = Wijsman yakinsaktir: A, 5 A olsun. A =0 ise yeterli

biiyiikliikteki her n icin A,, = @ olur, istenen saglanir. A # @ olsun. € > 0 ve xeX icin

d(x,A) = d olsun. Her n > n, icin 4,, € A® oldugundan
d(x,A,) = d(x,A%)

olur. Artik kolaylikla herhangi bir A kiimesi, xeX ve € > 0 icin
d(x,A%) = max(0,d(x,A) — &)

oldugu gorulir. Dolayisiyla her n>n, icin d <d(x,4,)+ ¢ olur, buradan

xelim d(x, A,,) olur.
n

Tersine; yeA ve d(x,y) < d + & olsun. Oyle bir 7 mevcuttur ki n > 7 igin

d(x,Ay) < € olur. € keyfi,
d(x,A,) < d(x,y) +d(y,A,) <d+ 2¢
ve

limd(x,4,) < d+ 2¢
n

oldugundan lim d(x, 4,,) < d olur.
n
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w
Wijsman yakinsak = Kuratowski yakinsaktir: A,, = A olsun. A = @ ise her x igin
_ K
lim (x,A,) = o olur. limA,, = @ olup, A, > A olur. A+ @ ise xeA var ve 0 =
n n

d(x,A) = limd(x, A,) olur. Boylece yukaridaki 5. maddedeki agiklamadan xelim 4,
n

n

olur. Su halde A c lim A,, olur.
n

R w
xe lim A,, alalim. Yine A,, = A oldugundan yukardaki 5. maddedeki agiklamadan
n

limd(x,A,) = 0.Egerd(x,A) = limd(x, A,) = 0ise xeA olur. O halde limA,c Ac
n n

n

K
lim A,, olur, dolayisiyla A, = A olur.
n

Simdi X bir normlu lineer uzay olsun.

Mosco yakinsak = Kuratowski yakinsaktir: %An climA, c ﬁAn cCw-—
n n n

EAn = A = lim A,, oldugundan agiktir.
n

2.5. Kiime Dizilerinin Yakinsag ile ilgili Baz1 Ozellikler

X uzayma bazi Ozellikler ekleyerek, kiime dizilerinin yakinsaklik cesitleri

arasindaki iliskiler incelendi..

Eger n = 1,2,3, ... i¢in bir kiime dizisindeki her C, kiimesi konveks ise lim C,
n

konvekstir.

Onerme 2.4 (Baronti ve Pappini, 1986) X bir yansimali normlu uzay olsun. O zaman
limiti ve kendisi bostan farkli olan kiimelerin bir dizisi Mosko anlaminda yakinsak ise

Wijsman anlaminda yakinsaktir.

Onerme 2.5 (Baronti ve Pappini, 1986) {C,} bir X normlu uzaymnin konveks bir alt kiime
K

dizisi olsun. Eger {C,} kiime dizisi Kuratowski anlaminda C, - C ise Fisher

M
yakinsakligin i. sart1 saglanirsa C,, = C saglanir.

. K . —_— . .
Ispat C, - Cise lim C,, = C olur. xew — lim C, ise her keN i¢in x,,, — x olacak
n n

sekilde x,,, €C,,, elemanlarindan olugan {xn k} dizisi vardir. € > 0 ve yeterli derecede
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biiylik her k i¢in i. sart saglandigindan x,,eC® olur. Ama ce kapali ve konveks

oldugundan bu kapalilik zayiftir. Yani her € > 0 i¢in xeC¢ olur, buradan xe QO cE=C
&

— M
olur. Béylece w — lim C,, € C = lim C,, oldugundan C,, = C olur.
n n

Sonu¢ {C,}, X normlu uzaydaki konveks kiimelerin bir dizisi olsun ve bir C
kiimesi i¢in Fisher yakinsakligin i. sartt saglansmm. O zaman C kiimesine olan

yakinsaklikla ilgili olarak

Fisher yakinsaktir < Kuratowski yakinsaktir <& Mosco yakinsaktir & Wijsman

yakinsaktir

olur. Haussdorff anlaminda yakinsaklik bu sartlar géz Oniline alindiginda diger
yakisaklik cesitlerinden farklidir. C,, = [—n, n] kiime dizisinin ele alindig1 2.7 Ornegi
buna 6rnek olarak gosterilebilir. Ornekte normlu lineer uzayda ele alman {C,,} kiime dizisi
Fisher yakinsakligin i. sartin1 saglar. {C,,} Fisher, Wijsman ve Mosco anlaminda R ye

yakinsak olmasina karsin, Haussdorff anlaminda yakinsak degildir.

2.6. Monoton Kiime Dizileri i¢cin Yakinsakhk

{A,.} azalan bir kiime dizisi olsun. O halde Kuratowski anlaminda {A,} kiime
K w
dizisinin yakinsakligr A, = A = Ny~ 4, olur. Genelde Wijsman anlaminda A, — A
M
yakinsak degil ya da X normlu uzayinda Mosco anlaminda A,, = A limiti mevcut degildir.

Onerme 2.6 (Baronti ve Pappini, 1986) {C,} bir X normlu uzayindaki konveks kiimelerin
herhangi bir azalan dizisi olmak tizere {A,} kiime dizisinin Mosco anlaminda
yakinsakligi,
M
Ch—=C= Np=1Cy
olur.

Holmes (1966) calismasinda normlu bir X uzayinda yakinsaklik tiirlerinden
bazilariin saglanmasi i¢in normlu uzaymin sonlu boyutlu olmasi gerektigini géstermeye

calist1. Ispat asagidaki iki adima dayanir:

(p) {C,,} konveks, smirl1 ve bostan farkli kiimelerin azalan bir dizisi olmak iizere,
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W [ee]
Cn -»(C= nn=1 Cn
olur.

(s1) Eger boy(X) = o ise her n,m i¢in ||x,|| = 1 — [|x,, — x,,|| olacak sekilde

bir {x,,} dizisi se¢ilebilir.
(s,) A = {x,,|neN} kiimesi ve (s;) deki gibi {x,} dizisi verilsin. xeX \ B(6,1)
alalim. 4,,, S (JE, %) U (x;|i > n) kiimesinin kapali ve konveks ortiisiinii belirtsin. O zaman
n?lo=1An = {f}
olur.

Eger (s;) dogru ise her n,m i¢in ||x, — x,,||€[1,2] reel sayis1 olacak sekilde

B(6,1) de {x,} dizisi segmek mimkiindiir.

Aksine X yansimali oldugunda (s,) dogru olmaz. Ciinkii bu Nilman’ in asagidaki

sonucu ile ¢elisir.

(s3) Bir Banach uzay1 yansimali olmasi igin gerekli ve yeterli sart X in bostan

farkli kapali konveks, sinirli ve azalan bir dizisi bostan farkl bir kesisime sahip olmasidir.
(s,) sartiyla ilgili Drop Teoremi olarak bilinen asagidaki teorem verildi.

Onerme 2.7 (Baronti ve Pappini, 1986) Sonsuz boyutlu bir Banach uzaymin yansimali

olmast i¢in gerekli ve yeterli sart (p) nin saglanmasidir.

Ispat X yansimali Banach uzay1 olsun. (p) deki sart1 saglayan bir dizi i¢in (s3)
ten X yansimali Banach uzay1 X in kapali konveks, sinirli ve bostan farkli azalan bir
dizisi bostan farkli bir kesisime sahiptir. Onerme 2.6 dan X bir normlu uzay oldugundan

konveks kiimelerin herhangi bir azalan {C,,} dizisi i¢in

M [oe]
Ch—>C = Np=1Cy

olur. Onerme 2.4 ten X bir reflexif normlu uzay icin limiti ve kendisi bostan farkl1 olan

kiimelerin bir dizisi Mosco anlaminda yakinsak ise Wijsman anlaminda yakinsaktir. Ve

w 0o
Cn = Np=1 Gy

olur. Boylece (p) saglanir.
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Tersine, X yansimali olmasin. O zaman (s3) ten kapali konveks sinirli ve bostan
farkli kiimelerin bir {C,} dizisi vardir ki Njy-;C, # @ yazilabilir. Boylece verilen

herhangi bir neN ve xeX igin
d(x,Cy) < d(x,C;) +¢ap(Cy) < d(x,0) =
olur.
Onerme 2.8 (Baronti ve Pappini, 1986) {4,,} kiime dizisi normlu bir X uzayindaki
konveks kiimelerin artan bir dizisi ise
woo _
An - (Un=1 ATL)

dir.

2.7. Yakinsak Kiime Dizilerinde Kompakthgin Rolii

Simdiye kadar ¢aligmalarda konveks, kapali, monoton kiime dizilerinin
yakinsakligi caligildi. Burada ise bu kiime dizilerinin kompakt olmast durumu incelendi.
o0 uf I o F -
Onerme 2.9 (Baronti ve Pappini, 1986) Eger A kompakt ve Fisher anlaminda A4,, — A ise

H
o zaman Haussdorff anlaminda A,, — A dir. Eger Fisher yakinsakligin i. sart1 saglanir ve
K M

Kuratowski anlammda A, - A ve A kompakt ise Mosco anlaminda A, — A olur.

) F M
Ogzellikle Fisher anlaminda A,, = A ve A kompakt ise Mosco anlaminda A,, = A olur.

. F
Ispat A,, > A ve € > 0 olsun. Fisher anlaminda yakinsakligin i. sartindan yeterli
biiytikliikteki her n i¢in S(A,, A) < € dur. Sonsuz ¢okluktaki her neN i¢in A & (A4,)¢
oldugunu kabul edelim. Herhangi bir n i¢in d(x,, A,) = € olacak sekilde x,€A

secilebilir. A nmin bazi x elemanlari igin x;,, — x elde ederiz. Boylece yeterli derecede
biiyiik k lar igin d(x, Ank) > £/2 olur. Bu ise Fisher yakinsakligin ii. sart1 ile ¢elisir.
Dolayisiyla yeterli derecede biiyiik n ler i¢in A € (4,)¢ saglanir. Boylece Haussdorff
anlaminda 4, i A olur.

Simdi ikinci kismi g6z niine alalim. Diyelim ki x,,, €A, olsun. Yeterli derecede

bityiik n ler igin 4,, < A® (¢ > 0) oldugundan ||xnk - ank” — 0 olacak sekilde a,, €A
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secilebilir. Eger a, (an k) nin da bir kiime noktasi ise o zaman {xn k} nin da bir noktasidir.

_— M
Dolayisiyla w — lim A,, € lim A,, = A olur, bdylece 4, > A dir.
n n

Asagida verilen (a) ve (b) varsayimlari yukaridaki sonuglarin gegerli olmasi igin
yeterli degildir.
(a) C, kiimeleri konveks ve kompakt ise C U Uy~ Cp, sinirhdir.

Limitin kompakthgmin baska imalara yol agtigi goriilmez. Mosko
yakinsak#Wijsman yakinsak, ayrica konveks ve kompakt kiimelerin dizileri i¢in benzer
varsayimlar  altinda  Kuratowski  yakinsak#Mosko yakinsak ve  Wijsman

yakinsak#Fisher yakinsak olur.
Diger bir 6nerme farkli varsayimlar altinda ispatlanabilir.
. K
Onerme 2.10 (Baronti ve Pappini, 1986) A,, = A olsun ve asagidaki sartin saglandigini
varsayalim.

(b) Kompakt K ve her biiyiik n igin A, € K dur.
H
O zaman Haussdorff anlaminda 4,, — A dur.

. K
Ispat Eger Kuratowski anlaminda A,, = @ ise yeterli derecede biiyiik n ler igin 4,,

= @ olur. Gergekten (b) nin anlami: her keN igin x,,, €A, olacak sekilde K da bir x,,,

dizisi vardir. Fakat ﬁAn = (@ kiimesinde bir xeK limit noktas1 olmasi gerekir. Bu ise
n

H
bir ¢eliskidir. O halde Hausssdorff anlaminda A,, — A olur.
Simdi A bostan farkli kompakt olsun ve (b) saglansin. € > 0 olmak iizere, A C
Ui, S(x;,€/2) olacak sekilde A kiimesinde sonlu bir {x;,x,,x3, ..., x,} alt kiimesi
alinsin. x;€A oldugundan lim d(x;, A,) < /2 olur (i = 1,2,3, ...,n ). Boylece her i ve
n
n > ni¢in d(x;, A,) < €/2 olacak sekilde n vardir. Béylece n > 1 ve herhangi bir yeA

icin d(y, A,) < ¢ elde ederiz. Boylece yeterli derecede biiyiik n ler igin A < (4,)¢ olur.

Simdi baz1 € > 0 ve sonsuz ¢okluktaki n ler i¢in A4, € A* olmadigin1 kabul
edelim. Boyle n ler i¢in d(x,, A) = € olacak sekilde x, €A, alalim. {x, } dizisinden

baska x e yakinsayan bir dizi vardir ((b) den dolay1). Bu durumda xeA olmas1 d(x, A) =

H
€ olmasiyla celisir. O halde Haussdorff anlaminda 4,, — A dir.
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Ornek 2.8 Eger x; # x;, Ay = (x5} ve Aypyq = {x1} ise limA, = @ olur ve (b)

n

H
saglanir. Haussdorff anlaminda 4,, = A = @ olur.

Simdi X normlu uzay ve boy(X) < oo olsun. O zaman basit¢ge Mosko yakinsak

& Kuratowski yakinsaktir.

Hatta boylece Kuratowski yakinsak&Wijsman yakinsak (Holmes, 1966, Teorem 5(b);
Wijsman, 1966, Teorem3.1; Salinetti ve Wets, 1979, Teoreml; Beer, 1985, Teorem 1)
Ornek 2.5 ve Ornek 2.7 gosterir ki diger ifadelerin higbiri saglamaz.

Onerme 2.11 (Salinetti ve Wets, 1979, Onerme 3) {C,}, sonlu boyutlu X uzayinin

K
konveks alt kiimelerinin bir dizisi olsun. Eger C kompakt ve C,, = C # @ ise 0 zaman

U=, Cy, stirsizdir.

C nin kompaktligi, bostan farkli olmas1 ve her n icin C, lerin konveks olmasi
varsayimlarinin hepsi yukaridaki onermenin dogrulugu icin gereklidir. Bu durum

asagidaki ornekte goriilebilir.

Ornek 2.9 R de asagidaki genel anlamda yakinsak kiime dizileri alinsn.
C,=[nn+1], ¢, =[0,n], C, ={6}u[nn+1]

Her durumda U~ C,, smirhidir.
Onerme 2.10 ve Onerme 2.11 sonucunda asagidaki énerme verilebilir.

Onerme 2.12 (Salinetti ve Wets, 1979, Onerme 13) {C,} konveks kiimelerin bir

dizisi Boy(X) < oo olsun. C bostan farkli ve kompakt olmak {iizere Kuratowski
K H
anlaminda C,, = C ise, o zaman Haussdorff anlaminda C,, — C dir.

Yine C = @ icin Ornek 2.9 da goriildiigii gibi yukaridaki dnerme yanlistir. Sonlu
boyutlu uzaylarda bazi sartlar Kuratowski yakinsakligina denktir (Salinetti ve Wets,
1981, Teorem 2.2).

2.8. Bir Metrik Uzaydaki Kapah Kiimelerin Yakinsakhg:
X metrik uzayindaki kapali kiimelerin uzay1 CL(X) deki bir C kiimesi i¢in uzaklik

fonksiyonu d(.,C):X - [0,), d(x,C) = inf {d(x,2)|zeC} ile tamimlanir. Eger
F;, F,eCL(X) ise F; ve F, arasindaki Haussdorff uzaklik
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hq(Fy, F3) = sup ({d(x, Fy)|xeF,} U {d(x, F;)|xeF;})

ile tamimlanir. Bu sekilde tanimlanan uzaklik CL(X) tizerinde sonsuz degerli bir metrik

belirler.

Simdi “Hangi uzaylarda CL(X) deki bir C,, dizisinin bos olmayan bir C kiimesine
noktasal yakinsakligi, dizideki kiimeler i¢in uzaklik fonksiyonlarinin C igin uzaklik

fonksiyonuna denktir?” sorusuna cevap aranacaktir.

Burada kendine yakinsayan kiimelerin dizilerinin yakinsakligi ile uzaklik

fonksiyonlarmin bir dizisinin yakinsaklig1 arasindaki iliski incelenmistir.

Tanmm 2.38 {C,},X metrik wuzayinda kapali kiimelerin bir dizisi ise
liminf C,(yadalim sup C,), limitine karsilik gelen y deki tim komsuluklarinda
bulunan noktalarin kiimesidir. Fakat {C,} kiimelerinin ¢ogu sonlu (ya da sonsuz)

cokluktadir.
Acikga lim infC, c limsup C, dir. Hem lim inf C,, hem de lim sup C,, kapali
kiimelerdir (bos olmasi miimkiin). Eger
liminfC, = limsupC, =C
ya da denk bir ifadeyle
limsup C, c C c liminf C,
oldugunda C,, dizisi kapal1 C kiimesine Kuratowski yakinsar denir (Beer, 1985).

X yerel kompakt ve ayrilabilir ise Kuratowski yakinsakligi CL(X) tizerindeki belli

bir metriklenebilir topolojiye gore yakinsaktir.
{C,C,Cy, ...} € CL(X) ve {d(x,Cy)},d(x,C) ye noktasal yakinsak olsun. Her
xeC igin il_)rg d(x,C,) = 0 sarti xelim inf C,, oldugunu gosterir, ¢iinkii C c liminf C,
dir.
Ote yandan eger xelim sup C,, ise bir {x,,} — x dizisi ve her x i¢in tamsayilarin
artan bir {n,} dizisi vardir. Il{l_r)rolo d(x, an) =0 saglanir. Bu durum uzaklik

fonksiyonlarnin xeC ye noktasal yakinsakliklarindan kaynaklanmaktadir. Yani,
lim sup C,, c C dir. Boylece {d(x, C,)}, d(x,C) ye noktasal yakinsakligi C, in C ye

Kuratowski yakinsakligini gerektirir (Tersi genelde yanlistir).

Ornek 2 .10 X = (0,2) reel eksenin altuzayi olsun ve C,, = (0,1]U{2 — 1/n} olsun.
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K
Acik¢a C,, — (0,1] dir. Buna karsilik

711_1)120 d(7/4,C,) =1/4<3/4=d(7/4,(0,1])

olur (Beer, 1987).
Onerme 2.13 (Beer, 1985) (X, d) bir metrik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) X metrik uzayinin kapali ve bostan farkl altkiimelerinin bir {C,,} dizisi, kapali
ve bostan farkli C kiimesine Kuratowski yakinsak oldugunda o zaman {d(x,C,)},

d(x, C) ye noktasal yakinsar.

(2) Her peX igin eger {x,} dizisi X de hig¢bir kiime noktas1 olmayan bir dizi ise o
zaman her xeX igin

d(p,x) < liminf d(p, x,)
olur.

Ispat (1) = (2): Diyelim (2) yanlistir. X uzaymda lim inf d(p, x,,) < d(p, x)
ifadesini saglayan p ve x noktalar1 ve X de hicbir kiime noktasi olmayan bir {x,,} dizisi
secilsin. Bir alt diziye gegilerek baz1 € > 0 ve her bir n i¢in d(p, x,) < d(p,x) = ¢
oldugu varsayilabilir. Her n igin C,, = {x, x,,} olsun. A¢ik¢a lim infC,, = limsup C,, =
{x} dir. Ancak C = {x} ile

liminf d(p,C,) = limsupd(p,x,) < d(p,x) —e =d(p,C) — ¢
yazilir. Dolayisiyla {d(x, C,,)} dizisinin {d(x, C)} ye noktasal yakinsaklig1 yanlistir.

(2) = (1):{C,}, CL(X) de bir dizi ve bostan farkli C kiimesine Kuratowski
anlaminda yakinsak ve peX sabit olsun. Clinkii C c liminf C, dir. Geriye d(p,C) <
lim inf d(p, C,) oldugunu gostermek kalir. Bunun i¢in her n igin x,€C,, secilsin dyle ki

d(p,x,) <d(p,Cp) +1/n

olsun. O zaman

lim d(p, xnk) =liminf d(p, C,)

k—oo

olacak sekilde {x,} in bir {xnk} alt dizisi vardir. Eger {xnk} bir x kiime noktasina sahipse

0 zaman xelim sup C,, = C ve d nin siirekliligi ile

d(p,C) <d(p,x) = liminf d(p, C,)
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olur. Aksi halde her xeX i¢in
d(p,x) < liminf d(p,x,) = liminf d(p, C,)
dir. Ozellikle bu her xeX i¢in dogrudur. Béylece d(p, C) < lim inf d(p, C,) olur.

Kolayca gozlemlenir ki eger C yukaridaki (2) sartin1 saglarsa o zaman X yerel
kompakt ve tam olmalidir. Ayrica X in her bir kapali ve sinirli alt kiimelerinin kompaktligi

(2) yi garantiler.

Onerme 2.14 (Papini ve Wu, 2015) {A,, } kapali, konveks ve sinirl kiimelerin bir dizisi

ve
liminf A, = A
n
ise A konveks bir kimedir.

Ispat x ve y, A da iki nokta ve 1€(0,1) keyfi bir say1 olsun. O zaman her neN igin

lim x, =x
n—oo
limy,=y
n—-oo

Ve x,, yn€4, olacak sekilde {x,,} ve {v,} gibi iki dizi mevcuttur. O zaman

A+ (11— ADy= Alimx, + (1 — D) lim y,
n—oo n—oo
= lim(Ax, + (1 — Dy,)
n—oo

olur. Her neN i¢in A,, konveks oldugundan Ax,, + (1 — A)y, €4, yazilabilir. Dolayisiyla
Ax + (1 — A)yeA olur. Boylece A konvekstir.

3. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

3.1. Kiime Dizilerinin Farklarmin Yakinsakhg:

w tiim say1 dizilerin kiimesini gostermek tizere,
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lo, = {x = (xk)ew’sup || < 00}
k
c= {x = (xk)ea)| lgim X, =1, le(C}

Co = {x = (xk)ew| lgll(r)lo Xy = 0}

kiimeleri sirasiyla sinirli, yakinsak ve sifira yakinsak dizilerin kiimesini belirtir. Bu
kiimeler birer vektor uzayidir. Kizmaz (1981) yaptigi ¢calismada X = [, ¢, ¢, olmak

lizere,
X(A) = {x = (xp)ew| AxpeX }

kiimesi ile fark dizi uzaylarini tanimladi. Bu dizi uzaylarinin bazi topolojik yapilarini
inceledi. Burada Ax, = x;, — x;4, dir. Ardindan Kizmaz (1981) ve Sarigol (1987)
calismalarinda X (A) fark uzaylarini

X(4y) = {x = ()ew| Apx = {k" (X — xi41)}€X, 7 < 1icin}
ile taniml uzaylara genisletti ve X (A,) uzayimin a—, f—,y — duallerini hesapladilar.
Ahmad ve Mursaleen (1987) bu uzaylar1 X (p, A) uzaylarina genislettiler.

Malkowsky (1989) [, (p,A) ve cy(p,A) kiimelerinin Ko6the-Toeplitz duallerini
belirledi.

Choudhary ve Mishra (1993) r > 1 igin ¢y (4,) dizi uzaylarinin baz1 6zelliklerini
calistilar. Mursaleen ve digerleri (1996)

leo(p, Br) = {x = (xp)ew|Drxele, (p)},  (r>0)
dizi uzayini tanimladi ve bu dizi uzaylarinin baz1 6zelliklerini incelediler.

Yine son zamanlarda 0 < p < 1 durumu i¢in Altay ve Basar (2003) ve 0 < p <
oo durumu i¢in Malkowsky ve digerleri (2004), (xj — xk4+q) seklindeki x = (x;)

dizilerinden olusan p —smurlt degiskenli dizilerinin by, fark uzaylarim tanimladi.

bvp = {x = (xp)ew| Yylxx — xp41|P < 00}, (0 <p < )

by, = {x = (xy)ew iuNplxk — Xg41l < 00}
€
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Biz de bu ¢alismada ad1 gegen say1 dizileri yerine yakinsak kiime dizileri aldik. {4,, }
bir kiime dizisi olmak iizere bu kiime dizisinin fark dizisini, P,, = (A4,) = A,, — A,_1

ve A, = {0} alacagiz (n = 0,1,2,3, ...). Burada

P, =A; — A
P, =A;, — A
P; =A;— A,
P,=4,— A,

olur.

{A,, } kiime dizisi A kiimesine yakinsak iken {AA,, } kiime dizisi A kiimesine yakinsak

midir? Yani,

lim sup A, = lim sup A, = Aise lim sup AA, = lim sup AA, = A
n n n n

muidir? Acaba lim P,, mevcut mudur? Kuratowski, Haussdorff, Mosco, Wijsman ve Fisher

n—oo
anlaminda yakinsak kiime dizilerinin fark kiime dizisinin de adi1 gegen anlamda nereye

yakinsak oldugu calisildu.

{A, } kime dizisinin her bir terimi ayrik ise Bolim 1°deki ayrik kiime dizisi
orneginden lim sup A,, = liminf A, = @ idi. Simdi {AA,, } kiime dizisini g6z Oniine

alalim:
Pl = Al - A0:A1
P, =4,— A, =4,

P; =A; — A; = A

Pp=A4n —Apn1 =4y
ve A, ler ayrik oldugundan her n, meN i¢in A, N A, = @ dir. Buradan,
P,=4,

P2 =A2
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bulunur. Yani {B, } = {4,, } olur. O zaman lim A,, = lim B, = @ dir. Gergekten {B, }
dizisi ayrik oldugundan m # n olmak iizere her m, neN i¢in B, N B,, = @ olur hatta daha

genel bir yazilimla Ny, B, = @ ve buradan
lim inf B, = Uy (Nizm B) =0
olur.
lir{nsup P, = Npm=1(Up=m B) # @ oldugunda Ujy-,, B, # @ olur. Yani her meN
i¢in en az bir xo€ UpZ,, B, vardir. Bu ise her meN igin xy€P,;, olacak sekilde en az bir
mgeN (my = m) vardir. Arakesit tanimindan x elemant Pp, 11, P41, - terimlerinin

elemanidir. Bu {B, } dizisinin ayrik kiimelerin dizisi olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla

lim sup B, = @ olmak zorundadir. Yani lim B, = @ olur.
n

n—-oo

{A,, } kime dizisinin her terimi ortak bir kesisime sahip olsun. Bu durumda
Nien An # @ olur. Diyelim ki N;.y A, = P olsun. Bu sekildeki bir kiime dizisinin limitini

bulalim. k > m olmak tizere (k, m, neN),

lizn sup B, = llzn sup A, = Np=1(Upzm(4n — An-1))

= n%:l((Am —Ap_ 1) U@ —Ap) U (A — Appp) U-- U
(Ax — A1) U )
=[(A4; =4 U4, —A)DU(A3—A) U ]
N[(A; —A;)) U (A3 —A3) U (A, —A3) U -]
N[(A3 —A4) U Ay —A3)U(As —ApU-—-]Nn--
N [(Ax — Ak-1) U (Ags1 — A U (Agyz — A1) U]
n oo
=[(A; UA, UA3U ) — N1 Ap] N[(A, UA3 UAL U ) —
Nm=2Am]l N [(A3UA,UAs U ) — Nz Al NN [((Ak UAgy1 U

Agsz V) = N A )] 00
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=[(A41 VA UA3U ) = N1 Al N[(A2 VA3 U A, 0 ) —
Nm=1Am]l N [(A3U A, UAsU ) — Ny Al N eeen [((Ak UAgs U
Agsz U ) = Ny A )] 0

=[(A;UA, UA3U--)N (A, UA3UA,U---)N(A3UA, U4 U )N
<N (A U Agaq Udgaz U-) 0] = Ny Ay

=limsup A, — P = limsup A,, — Ny=14n
n n

Burada, P = Npm=14m = Npm=24m = Ni=3Am = = Nzt A = -+ Olur.

Ciinkii dizinin tiim terimleri aynmi kesisime sahiptir. Yukaridaki esitlikteki her bir ifade

yerine Np=1 4, yazdik.

lizln inf B, = lir{n inf AAn = Up=1(Na=m(4n — 4n-1))

= U??L:l((Am - Am—l) n (Am+1 - Am) n (Am+2 o Am+1) n--N
(Ag — Ag-1) N )
=[(A4;1 =4 N (A, —A) N (A3 —Ay) N -]
U[(42 —A4) N (43 —A) N (A, —A3) N -]
U[(A3 —A) N (A —A3) N (As —A) N--]U -
U [(Ax — Ag-1) N (Ags1 — Ar) N (Agz — Agg) N0 ]
U coe
=[(A1NA;NA30 ) = Npo1 Ap] U[(A2 N A3 N AN ) —
Nm=2Am]U[(A3NAsNnAsN-) = NpozAp] U U [((Ak NAgy N
Apsz N =) = N Am)| U -+
=[(41NnA; NA3N ) =N Ap] VU [(Az N A3 N A N ) — Nipog Ap] U
[(A3NAsNn A5 ) = Nog Ap] U U [((Ai 0 Agyy N Aggz 0e) =
n?ﬁ:ﬂ‘lm)] U---
=[(A4;NA,NA;Nn---)UA,NA;NnA, N )U(A3NA,NAsN-)U
Y (Ak n Ak+1 n Ak+2 n )] - n?rO1=1Am
= U?L:l(n;?zmAn) - r]?rizlAm

=liminf A, — P = liminf A, — Np=14m
n n
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Sonug olarak {4, } kiime dizisi yakinsak ve limsup A, = limsup A,, = A ise
n n

{A,, } kiime dizisinin fark dizisinin limiti de mevcuttur. Bu limit
limsup (A, — Ap-1) = liminf (A4y = An-1) = A= Np=y An

seklindedir.

Ornek 3.1 X = R?ve 4, = {(x, y)| y = %,xeR, neN} ise,

A ={(x,¥)|y = x, xeR},
A, = {(x,y)| y = g,xe]R{},

45 ={Gey)|y =5, xeR |,

an = {Cey)|y =%, xer }

olur. n » o igin A, > A = {(x,y)| y = 0,xeR} olur. N;-; 4, = {(0,0)} oldugundan
{A,, } kiime dizisinin terimleri ortak bir kesisime sahiptir. A, = @ olmak tiizere {4, }
dizisinin fark dizisi olan {AA,;} kiime dizisini bulahm. (AA4,) = (B,) = (4, — 4A,—1)

oldugundan,

Py =A;— Ay ={(x, )|y =% xeR} — @
X
P, =A;,— A, = {(x,y)| y = ;,xeR} —{Co )y =% xeR}

Py=4As— Ay = {(xy)|y =] xeR |~ (1) y = xeR |

Po= Ay — Anoy = {G0)|y =2 xeR} = {(x, )| y = = xeR |
olur. Buradan,
Py ={(x,y)|y = x,xeR} — 0 = A,

P, ={(xy)|y =3 xeR } - {(0,0} = 4, - {(0,0)}

Py = Ay ={(x)|y =%, xeR } - {(0,0)} = 4; — {(0,0)}
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P = An = Anoy = {(67)|y = 5, xeR | = {000} = 4, ~ {(0,0)}

elde edilir. Simdi (B,) fark dizisinin limitinin A — N;-; 4, = {(x,0)| xeR} — {(0,0)}
oldugunu kiime dizilerinin limitini kullanarak bulalim.
Bunun igin limsup (A, — Ap_1) = liminf (A, —Ap_1) =A— Ny, 4,
n n
oldugunu gostermeliyiz.

ll;?Ln sup Pn = ll;?ln sup (An - An—l) = n?ri:l(u;?:m(An - An—l))

= n??t:l((Am —Ap_1) U@y —An) U (A2 — A1) U+ U
(Ax — Ap-1) U -+)
=[(4; -4 VU, —ADU (A3 -4 U--]n[(A; —A) U
(A3 —Ax) U4y —A3)U-—]Nn[(A3 —A4) U (4, —A3) U (45 —
A U--1n-n[(Ag = Ag—1) U (A1 — Ar) U (Agyz —
Ak+1) U ] n---
=[(4; —0) U (4, = {(0,00) U (45 — {(0,00H U -] N [(4; —
{(0,00H U (45 —{(0,00H U (4, = {(0,00HD U -] N [(4A3 —
{(0,00H U (4, = {(0,00H U (45 —{(0,0)D U -] n--n [(Ay —
{(0,00D) U (A1 —{(0,00D U (Ags2 —{(0,00H U -] N
=[(A4;UA, UA; U ) = {(0,0)}] n[(A, UA3 UA, U ) —
{(0,0}]1Nn[(A3U A, UAs U ) —{(0,0)}] NN
[((Ak U Ay Uy U ) = {(0,00})] N -
=[(A44 VA, UA3U ) — N1 Al N [(A, VA3 UAL U ) —
Nm=1Am]l N [(A3UAL, UAs U ) — N1 Al N o0
[((Ak U Agsq UAgi U-) = Ny Ap) 0
=[(A;UA,UA3U---)N(A,UA3UA,U---)N(A3UA, UA U
)N N (A UAgpr U U )N = Nipeg A

= li%n sup Ap — N1 A = A—{(0,0)} = {(x,0)| xeR} —
{(0,0)}

lizn inf B, = Upo1(Na=m(4y — 4Ap-1))
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= Up=1((Am = Am-1) 0 Ay — Am) N Az — Apgg) NN
(Ax — Ax_1) N )

=[(41 =4 NA; —A4) N (A3 —4) N ]U[(4; —A4;) N (A3 —
AN Ay —A3) N JU[(A3—A,) N (A, —A3) N (As— A N
= JU U [(Ag — Ag-1) N (Ags1 — Ar) N (Agaz — Agr) N
wJue

=[(4; - 0) N (42 —{(0,00) N (43 —{(0,0)D N--JU[(A; -
{(0,00) n (A3 —{(0,00}) N (A4, —{(0,00}) N ---JU [(Az —
{(0,00) n (A, —{(0,00}) N (As —{(0,00}) N ---JU - U [(Ax —
{(0,00}) N (Ak+1 —{(0,00}) N (Ag42 —{(0,00) N

=[(A1NnA;NnA;Nn-)—{(0,0)}JU[(A, NAsNA, N ) —
{(0,0)}JU[(A3nA4sNnAsn-)—{(0,0}U--U
[((Ak 0 Apyq N Ay 0 -) = {(0,00})] U -

=[(A4.NA;NA;N---)U(A,NAsNA,N--)U(A3NA,NA: N
e )U U (A NAgsr N Agiz N--)] = {(0,0)3

=[(A41NA;NA;N-)UA,NA3NnA, N )U(A3NnA,NAs N
YU U (A NAggr N Az N )] = NSy Ay

= Um=1(Nnzm An) — Nip=1 4m

= liminf A, — Ng=14Am = A—{(0,0)}

Ornekten goriildiigii gibi liminf A,, = limsup A, = A ={(x,0)| xeR} iken
n n

liminf AA,, = limsup AA, =A — N;-1 4, = {(x,0)| xeR} — {(0,0)} olur.
n n

3.2. Monoton Kiime Dizilerinin Fark Dizilerinin Yakinsakhg:

Azalan kiime dizilerinin fark fizilerinin limiti
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{A,,} azalan kiime dizisi olsun. O halde monoton azalan kiime dizisi tanimindan
Apiqi €A, dir. Ay = @ ve B, = AA,, = A,, — A,_; olmak lizere, -+ C A, C -+ C A3 C

A, € A; oldugundan,
Pl = Al - AO = A1
P2 = Az - Al = Q)

P3=A3_A2=Q)

P,=4,—A4,_.1=0
oldugundan

ll;lm B, = lignAn —Np=14n = Np=14p —Np=1 4, =0
olur.

Ornek 3.2 Genel terimi 4,, = [—%,ﬂ ile verilen kiime dizisini géz 6niine alalim. Bu

azalan bir kiime dizisi olup,

A1=[_1'1]
2 _[ 11
27 22
2 _[ 1 1]
"l n'n

ve lim A, = Ny=1 A, ={0} olur. Simdi B, = AA4,, = A,, — A,_, genel terimiyle verilen
n

fark dizisinin limitini bulalim. Ay = @ olmak {izere,

B,=A4,—A,_1 = _%'_] - [_L L] =0

1
n n-1’n-1
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olur. lim B, = @ bulunur.
n

Artan kiime dizilerinin fark dizilerinin limiti

{A,,} artan kiime dizisi olsun. O halde monoton artan kiime dizisi tanimindan A,, C
A dir. Ag =0 ve P, = AA, = A, — A,,_; olmak iizere, A; C A, C A3 C - C A C

.-+ oldugundan,

P1=A1_A0=A1

P2=A2_A1
P; = A3 — A,
Py =An — An—1

kiimeleri ayriktir. O halde her n, meN i¢in n # m olmak iizere A, N A, = @ dir. Simdi

dizinin limitini bulalim:
llzn inf P, = U1O:l=1(n$10=mpn) = U1O$l=1(Pm NPyt NPy )
= U?ﬁl=1(®) =0

Ayrik kiime dizileri i¢in limsup P, = @ oldugunu gostermistik. Dolayisiyla
n

limsup B, = lim inf B, = @ olup {B,} fark dizisi i¢in lim B, = @ olur.
n n n

Ornek 3.3 A,, = [—n, n] artan kiime dizisi i¢in

A =[-11]
A, = [-2.2]
Az = [-3,3]
An = [—n, n]

velimA, = N;-1 A4, ={0}olur. B, = AA,, = A,, — A,_; i¢in A, = @ olmak iizere,
n
Py =4, — Ay =[-11]

P,=A,—A, =[-22]-[-1,1] = [-2,—-1) U (1,2]
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P;=A4;—-A, =[-33]-[-22] =[-3,-2) U (2,3]

P,=4,—-A,_;=[-nn]—-[-n+1,n—-1]=[-n,—n+ 1)U (n—1,n]
olur. Her neN igin B, kiimeleri ayrik oldugundan li;n P, = @ olur. Gergekten de
llzn sup P, = Np=1(Un=m B) = Nip=1(Br U Prayy U Py U =)
=P,uP,UP;U---)N(P,UP;UP,U---)N(P;UP,UP; U
= ([_1,1] U ([_2'_1) U (1'2]) U ([_3: _2) U (le]) U )
N (([—2, ~1)u (1,2]) U (([-3,-2) U (2,3])
U([-4-3)U (34D U-)
n(([-3,-2)u (23] U ([-4,—-3) U (34D
U([-5-4)U@5DU-)n:-
=0
li]ln inf P, = U?l:l(n;.{;m Pn) = U1O$l=1(Pm NPpii NPy N )
=P, NnP,bNnP;Nn--)UP,NP;NP,N--)U(P;NP, NP N
=(-11]n(-2,-DH)u 2D n(-3,-2)u (23D N--)U
(([-2,-Du@2Dn(-3,-2)u 23D n([-4-3)V)n
~JU(([-3,-2)u 23D n([-4-3)u (B4 n
([-5-H U 5D N )u--
=0

olur. lim sup B, = lim inf B, = @ olup {B,} fark dizisi i¢in lim P, = @ olur.
n n n

Elde Edilen Bazi Genel Sonuclar
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1. Genel olarak {4,, } kiime dizisi bir A kiimesine yakinsak ise fark dizisi olan
{AA,} kiime dizisi A — N, A, kiimesine yakinsar.

2. {A, }artan yakinsak kiime dizisi ise fark dizisi {AA,,} terimleri ayrik bir kiime
dizisi oldugundan bos kiimeye yakinsar.

3. {A4,, } azalan ya da ayrik kiimelerin yakinsak kiime dizisi ise fark dizisi {AA,}
sonsuz sayida terimi bos kiime olan bir kiime dizisi oldugundan bos kiimeye

yakinsar.

3.3. Kiime Dizilerinin Fark Dizileri I¢in Bazi Yakinsaklik Cesitleri

Simdiye kadar yakinsak bir {4, } kiime dizisinin fark dizisi olan {AA,} kiime
dizisinin de yakinsak olup olmadigini inceledik. Eger yakinsak ise bu yakinsamanin {A,, }
kiime dizisinin yakinsakligina bagli olup olmadigini inceledik. Simdi bir X metrik
uzayinda alinan {AA,} fark kiime dizisi i¢in yakinsaklik gesitlerini tanimlayacagiz. Ve

bunlar arasindaki iligkileri inceleyecegiz.

3.3.1. Kuratowski yakinsakhk

K
Tanmm 3.1 AA, - P ile gosterilen {AA,} kiime dizisinin P kiimesine Kuratowski

anlaminda yakinsakligi;

lim AA,, = lim AA,, = lim AA,
n

n n
ile tanimlanir. Burada,

lim AA,, = {xeX|bir {x,} dizisi mevcut 3 her neN i¢in x,€AA4,, x, = x}
n

lirtn AA, = {x6X|{Ank}, {xnk} diziler ve en az bir keN i¢in x,,, €AAy,, X, — x}
ve
lim sup AA,, € P c liminf AA,
n n
dir.

3.3.2. Haussdorff yakinsakhk
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Simdi CL(X), X metrik uzayinindaki bostan farkli kapali alt kiimeleri gostermek

tizere kiime dizileri i¢in Haussdorff anlaminda yakinsaklig1 inceleyelim.

H
Tamim 3.2 AA,, - A ile gosterilen {AA,, } € CL(X) kiime dizisinin P € D(X) kiimesine
Kuratowski anlaminda yakinsaklig1;

lim h (A4,,P) =0

n—->oo

ile tanimlanir. Burada

6(P,B) = supd(x,B) ;P + Qise

X€eP
6(0,B)=0 ;P=0ise
ve
h(P, B) = max(&(P, B),5(B, P))

olur.
3.3.3. Wijsman yakinsakhik

Simdi kiime dizilerinin farklar1 i¢in Wijsman anlaminda yakinsaklik cesidini

inceleyelim.

w
Tamim 3.3 A, — A ile gosterilen neN olmak tizere {AA,, } € CL(X) kiime dizisinin P €

CL(X) kiimesine Wijsman anlaminda yakinsakligi her x € Xi¢in;

d(x,P) = lim d(x,AA,)
n—-oo
ile tanimlanir.
3.3.4. Mosco yakinsakhk

X, Rreel cismi tlizerinde normlu lineer uzay olmak iizere kiime dizilerinin farklari

icin Mosco anlaminda yakinsakligi inceleyelim.

M
Tanim 3.4 AA,, - P ile gosterilen neN olmak tizere {AA,, } dizisinin P kiimesine Mosco

anlaminda yakinsaklig

lim AA, = w — lim AA,, = limAA,, = P
n n

n

ile tanimlanir. Burada
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w— W AA, = {xeX|{AAnk}, {xnk}diziler ve en az bir keN i¢in x,,, A4y, Xy, — x}
dir. X bir normlu uzay, boy(X) < oo (sonlu boyutlu) ve bir konveks kiimedir.
3.3.5. Fisher yakinsakhik
Simdi son yakinsaklik ¢esidi Fisher anlaminda yakinsaklig1 inceleyelim.
Tamm 3.5 4, ki A ile gosterilen neN olmak tizere {AA,, } € D(X) kiime dizisinin P €

D (X) kiimesine Fisher anlaminda yakinsakligi her € > 0 i¢gin

i. n>n,icin S(AA,, P) < € olacak sekilde bir n, sayisi vardir
ii. xePiginn > n(e, x) igin S(x,AA,) < € olacak sekilde n(g, x) sayisi
vardir

sartlarinin saglanmasi ile tanimlanir.

i. sart1 lim AA,, c P olmasina, ii. sart1 ise her xeP icin lim d(x, A4,) = 0 yani
n n

P c lim AA,, olmasina denktir.
n
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Kiime dizilerinin yakinsaklik durumlarini, Kuratowski, Wijsman, Haussdorff,
Mosco ve Fisher anlaminda yakinsaklik ¢esitlerini ve bu yakinsaklik ¢esitleri arasindaki
iligkileri inceledik. Kiime dizisindeki kiimelerin 6zelliklerine gore yakinsaklik durumlari
tizerinde durulmustur. Kiime dizilerinin fark dizilerini tanimladik. Yakinsak olan kiime
dizilerinin arakesitlerinin bostan farkli olmasi, monoton artan ve azalan olmasi
Ozelliklerine gore farkini alarak olusan yeni fark dizilerinin de yakinsak oldugu gosterdik.
Buradan fark dizileri i¢cin Kuratowski, Wijsman, Haussdorff, Mosco ve Fisher anlaminda

yakinsaklik ¢esitlerini tanimladik.
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