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1. GİRİŞ 

 

Yaklaşım teorisi matematik analizin bölümlerinden biridir. Yaklaşım teorisinde 

belli özelliklere sahip fonksiyon uzaylarının elemanlarına, bu uzayın bir alt uzayından 

olup daha iyi özelliklere sahip olan fonksiyonlarla yaklaşım problemleri incelenir. 

Genellikle bu alt uzay olarak, özellikleri çok iyi bilinen, polinomlar yada rasyonel 

fonksiyonlar ailesi alınmaktadır. Temel problemlerden biri, verilen fonksiyona alt 

uzaydan en iyi yaklaşan elemanın varlığı problemidir. Özel halde, alt uzay olarak 

cebirsel polinomlar veya (periyodik halde) trigonometrik polinomlar kümesi alındığında 

Banach uzaylarında en iyi yaklaşım elemanının varlığı iyi bilinmektedir. Yaklaşım 

teorisinde verilen fonksiyonla buna en iyi yaklaşan eleman arasındaki hatanın, 

fonksiyonunun belli karakteristikleri (örneğin, düzgünlük modülü) yardımıyla 

değerlendirilmesi probleminin çözümü önem arz etmektedir. En iyi yaklaşım hatasının 

üstten değerlendirilmesi ile ilgili problemlere yaklaşım teorisinin düz problemleri, elde 

edilen teoremlere ise düz teoremler denir. Bunun tam zıttı olan problemler ise yaklaşım 

teorisinin ters problemleri olarak bilinmektedir. Bu durumda, düzgünlük modülü üstten 

en iyi yaklaşım sayısı yardımıyla değerlendirilir ve fonksiyonun yaklaşım özelliklerine 

göre hangi sınıfa ait olduğu hakkında bilgi edinme amacı güdülür. En ideal durum, belli 

bir sınıfta elde edilen düz ve ters yaklaşım teoremlerinin bir birini karşılamasıdır. Yani, 

yaklaşım hızına dayanarak bu fonksiyonun hangi sınıftan olduğuna kesin karar 

verilmesidir. Bu durumda verilen fonksiyonlar sınıfının yapısal karakterizasyonu elde 

edilebilir denir. 

  kompleks düzlemde, 2N    olacak şekilde 
1 2 3, , ... Na a a a  köşeli bir D açık 

konveks(dış bükey) çokgenini göz önüne alalım. Orjin noktasının  D ’ye ait olduğunu 

kabul edelim. D ’nin ja  köşelerini dikkata alarak,  
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biçiminde L  kvazipolinomu tanımlayalım, burada  \ 0 , 1,...jd j N  ’  ve   L z ise 

sinüs tipinde bir tam fonksiyondur (Lewin ve Ljubarskiĭ 1975).   ile  L z tam 

fonksiyonunun köklerinin dizisini gösterelim.  pE D , 1 p    Smirnov 

fonksiyomlar sınıfı olmak üzere  pf E D fonksiyonlarını,    : ze
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Dirichlet serisini göz önüne alalım, burada, 
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biçiminde ifade edilen Leont’ev katsayılarıdır. Burada, 
la  tepe noktası keyfi seçilmiştir, 

fakat sabittir.  

Yeteri kadar büyük C  için
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biçiminde gösterilebilir. 

Ağırlıklı genelleştirilmiş Jackson çekirdeği yardımıyla  
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biçiminde Dirichlet serilerinin kısmi toplamlarını tanımlayalım. Burada, 
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genelleştirilmiş Jackson çekirdeğinin katsayılarını belirtir ve ,n k öyle seçilir ki,  
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şartı sağlansın. ,n kK  ise derecesi n ’yi aşmayan çift negatif olmayan trigonometrik 

polinomdur (De Vore ve Lorentz, 1993). 
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         (1.2)     

    

 şekilinde kvazipolinomu gözönüne alalım. 

Bu tez çalışmasının ikinci bölümünde yaklaşım teorisi ve üzerinde çalışılan 

problemle ilgili kaynak araştırması incelenmektedir. Bu tez çalışmasının Material ve 

Yöntem diye adlandırılan üçüncü bölümünde Kompleks Fonksiyonların Teorisi ile ilgili 

bazı temel tanımlar ve teoremler ve esas sonuçların ispatı için gerekli tanımlar ve 

yardımcı sonuçlar verilecektir. Ayrıca, Fourier ve Leont’ev katsayıları arasındaki 

bağıntı ile ilgili sonuçlar ifade edilmiştir. Tez çalışmasının dördüncü bölümünde tezin 

esas sonuçları ifade edilmektedir. Ayrıca, D  konveks çokgenlerde  pE D  Smirnov 

sınıflarına ait fonksiyonların Dirichlet serilerinin (1.1) biçiminde kısmi toplamları ile 

yaklaşımı üzerine yaklaşım teorisinin düz problemleri incelenmektedir. Daha sonra ise 

D  konveks çokgenlerde  pE D  Smirnov sınıflarına ait fonksiyonların (1.2) biçiminde 

kvazipolinomlarla yaklaşımı ile ilgili yaklaşım teorisinin ters teoreleri verlecektir.  

Bu tez çalışmasında dördüncü bölümünde ilave olarak, Dini-düzgün eğri ile 

sınırlanmış bölgelerde tanımlanmış  ME G  Smirnov-Orlicz sınıflarında, yaklaşım 

teorisinin ters teoremi ispatlanmaktadır. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

Yaklaşım teorisinin temeli Chebyshev (1854) tarafından atılmıştır. Daha sonra 

alman matematikçi Weirstrass'ın sonucu (1885) yaklaşım teorisinde önemli bir yer 

edinmiştir. 

Yaklaşım teorisi (Lebesgue, 1898;  Vallée-Poussin, 1910, 1911; Jackson, 1911, 

1912, 1924; Bernstein, 1912;  Favard, 1936, 1937, 1949;  Kolmogorov, 1935;  Nikolski, 

1946; Timan, 1950)  ve daha birçok bilim adamı tarafından çalışılmıştır. 

Trigonometrik fonksiyonlar için Lebesgue uzaylarında polinomlarla yaklaşımın 

hızı pek çok matematikçi tarafından araştırılmıştır. Stechkin (1951) yaklaşım teorisinin 

düz teoremini ispatlanmış. Timan (1966) tarafından bu teoremin iyileştirmesi 

yapılmıştır. Bu uzayda ters teorem Timan (1950) tarafından verilmişdir. Timan (1958) 

tarafından bu ters teoremin iyileştirmesi ispatlanmıştır. 

Cebirsel polinomlar yaklaşım teorisinin temel taşlarından birisidir ve bu teorinin 

gelişmesinde önemli yere sahiptir. Bunun en güzel örneği, reel eksenin herhangi bir 

sonlu ve kapalı alt kümesi üzerinde tanımlı, sürekli fonksiyonların veya kompakt küme 

üzerinde tanımlı analitiik fonksiyonların polinomlarla  en iyi yaklaşmanın mümkün 

olması ile ilgili Weierstrass ve Runge teoremleridir. Bu ise bir yandan verilmiş 

fonksiyonun analitik şeklinin belirlenmesi, diğer yandan bu fonksiyonun polinomlar 

dizisinin düzgün limiti şeklinde gösterilmesi demektir. 

Farklı normlarda periyodik ve periyodik olmayan fonksiyonlar sınıfında 

fonksiyonların yakınlaşımı ile ilgili araştırmalar (La Vallée-Poussin, 1919; Jackson, 

1930, 1941;  Natanson, 1949; Zygmund, 1959; Timan, 1994; Bary, 1964; Akhiezer, 

1965; Lorentz, 1966) ve buna benzer bilim adamlarının kitaplarinda mevcuttur. Klasik 

ve son on yıllarda elde edilen sonuçlar (De Vore ve Lorentz, 1993; Stepanets, 1995; 

Mhaskar, 1996; Trigub ve Belisky, 2004; Dzyadyk ve Shevchuk, 2009; Andrievskii ve 

ark., 1995; Andrievskii ve Blatt, 2002)  kitaplarında yer almaktadır. 

Ağırlıklı ve ağırlıksız Smirnov uzaylarda yaklaşım teoprisinin düz problemleri 

bir çok yazar tarafından incelenmiştir. Örneğin, (Al’per, 1960; Andersson, 1977; 

Andrasko, 1963; Ibragimov ve Mamedhanov, 1976; Kokilashvili, 1969; Dyn’kin, 

1979,1980; Israfilov, 1987; Israfilov, 2001;  Israfilov, 2004;  Israfilov ve Guven, 2005). 

Dzjadyk (1974) çalışmasında (1.1) Dirichlet serilerinin noktasal ve düzgün 

yakınsaması için şartlar verilmiştir.  Lewin ve Ljubarskiĭ (1975) çalışmasında     
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ailesinin  2E D ’nın ( 2p   hali için)  bir Riesz bazını oluşturduğu ispatlamış ve 

böylece, bu seriler Hilbert uzayındaki norma göre yakınsaktır.    ,  pE D ’de bir 

Schauder bazı oluşturduğundan, Sedletskii’nin (1979) çalışmasında keyfi 1 p   için  

(3.1) Dirichlet serilerinin düzgün yakınsaklığı ispatlanmıştır.  

Bu serilerin yakınsaklık oranını değerlendirmek için, Yu. I. Mel’nik Fourier 

katsayıları ve Leont’ev katsayıları arasındaki bağlantı üzerinde çalıştı. Onun düşüncesi, 

Jackson ve Bernstein’nin Fourier serilerinin yakınsaklık oranı ve yaklaşımı ile ilgili iyi 

bilinen sonuçlarından faydalanmaktır (Timan, 1994; Mel’nik, 1985; Mel’nik, 1988) 

çalışmalarında gösteriyor ki, belli koşullar altında  pf E D ’nın Leont’ev katsayıları, 

bazı   0,2pF L   fonksiyonlarının Fourier katsayılarıdır. Bu çalışmalarda, birinci 

süreklilik modülü teriminin de F ’in düzgünlüğü değerlendirilmektedir. Birinci modül 

için Smirnov uzaylarında Dirichlet serileri için düz ve ters yaklaşım teoremlerini 

ispatlamak için Mel’nik (1988) kendi çalışmalarındaki verilen sonuçları kullanmıştır. 

Bu tez çalışmasında yukarıdaki çalışmalardan esinlenerek,   pE D  Smirnov 

sınıflarında tanımlanmış fonksiyonların Dirichlet serilerini kullanarak, yaklaşım 

teorisinin düz ve ters teoremleri konveks çokgenler üzerinde incelenmektedir. 

Fonksiyonların yakınsaklığının ve düzgünlüğünün derecesi k  mertebeden modüle göre 

değerlendirilmektedir. Ayrıca, diferensiyellenebilirlik şartının yaklaşım hızına olan 

etkisi ve bu durumun tersi incelenmektedir.  Elde edilen sonuçların, sadece birinci 

modülü kullanarak, Mel’nik (1988)’deki sonuçtan, yaklaşım oranı ile ilgili daha iyi bir 

değerlendirme verdiği bir örnek ile gösterilir. Forster (2004) çalışmasında keyfi 

mertebeden modül için Leont’ev ve Fourier katsayıları arasındaki değerlendirilme 

genelleştirilmiştir. Forster (2004) çalışmasındaki sonuçlar kullanılarak, bu tez 

çalışmasında Dirichlet serileri için düz ve ters yaklaşım teoremlerinin, keyfi k N  

mertebeden modül’e genelleştirilmesi ile ilgili sonuçlar elde edilmiştir. Böylece, 

fonksiyonların Dirichlet serilerinin yaklaşım oranından yaralanarak, bir  pf E D  

fonksiyonun diferansiyellenebilirliği ile ilgili bilgi elde etmiş oluruz. Elde edilen 

sonuçlar, Mel’nik (1988) sonuçlarını genelleştirmektedir. 

Orlicz uzayları Bimbaum ve Orlicz (1931) tarafından tanımlanmıştır. Orlicz 

uzayları klasik , 1pL p   Lebesgue uzaylarının genelleştirilmesidir. Orlicz uzayının 

tanımında  M x  konveks fonksiyonu    , : ,1pM x M x p x p      olarak alınırsa, 
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bu durumda Orlicz uzayı,  , 1pL p   Lebesgue uzayı ile çakışmaktadır. Orlic uzayı ve 

özelliklerile ilgili bilgiler bir çok yazar tarafından incelenmiştir (Bimbaum ve Orlicz, 

1931; Orlicz, 1931;  Krasnoselskii ve Rutickii, 1961;  Rao ve Ren, 1991; Rao ve Ren, 

2002; Karlovich, 1996, 2002; Boyd, 1967, 1969, 1971; Bennett ve Sharpley, 1988; 

Maligranda, 1985;  Böttcher ve Karlovich, 1997;  Matuszewska ve Orlicz, 1960). 

Orlicz uzayının görüntü işlemlerinde, akışkan dinamiğinde, diferansiyel 

denklemlerde bir çok uygulamaları bulunmaktadır (Alaouia ve ark., 2014; Chen ve ark., 

2006; Colombo ve Mingione, 2015; Giannetti ve ark., 2013; Harjulehto ve ark., 2013; 

Świerczewska Gwiazda, 2014; Wróblews- Kamińska, 2014). 

Smirnov-Orlicz sınıfları Smirnov sınıflarının genelleşmesi olarak Kokilashvili 

(1968) tarafından tanımlanmıştır. G , kompleks düzlemde bir bölge olmak üzere 

 ME G  Smirnov-Orlicz sınıfının tanımında  M x  konveks fonksiyonu 

   , : , 1pM x M x p x p      olarak alınırsa, bu durumda  ME G  Smirnov-Orlicz 

sınıfı  ME G  Smirnov sınıfı ile çakışmaktadır. 

Ağırlıklı, ağırlıksız Orlicz uzaylarında ve ağırlıklı, ağırlıksız Smirnov-Orlicz 

sınıflarında yaklaşım teorisinin düz ve ters problemleri bir çok yazar tarafından 

incelenmiştir (Ramazanov, 1984; Wu, 1991; Ponomarenko, 1966; Gavrilyuk, 1963; 

Israfilov ve Guven, 2006; Guven ve Israfilov, 2011; Akgün ve Israfilov, 2006, 2008, 

2010, 2011; Khabazi, 2002; Runovski, 2001; Guven ve Israfilov, 2002; Israfilov ve 

Akgün, 2006; Israfilov ve ark., 2005; Jafarov, 2011, 2012, 2013, 2018; Jafarov ve 

Mamedhanov, 2012). 

Ayrıca, bu tez çalışmasında, ağırlıklı ve ağırlıksız Smirnov-Orlicz sınıflarında 

fonksiyonların yaklaşımı ile ilgili yukarıdaki çalışmalardan esinlenerek,   kompleks 

düzlemde bulunan  G  bölgesinin sınırı Dini-düzdün eğri olduğunda  ME G  Smirnov-

Orlicz sınıflarında, yaklaşım teorisinin ters teoremi ispatlanmaktadır. Başka deyişle, f  

fonksiyonunun türevinin süreklilik modülü ile ilgili değerlendirme elde edilmiştir. Elde 

edilen sonuç, Alper (1960) sonucunun  ME G  Smirnov-Orlicz sınıflarına 

genelleştirilmesidir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

3.1. Temel kavramlar 

Biz bu bölümde temel tanımları teoremleri vereceğiz.  ile kompleks düzlemi 

göstereceğiz. 

Tanım 3.1 a)  ,a b   olmak üzere sürekli bir  

 : ,a b   

fonksiyonuna  düzlemde bir eğri denir. Burada  a  ve  b  noktalarına sırasıyla 

eğrinin başlangıç ve bitim noktaları denir. 

b)  Bir   eğrisi verildiğinde      a b   ise,  ’ya kapalı eğridir, denir. 

c)  Bir   eğrisi sadece 
1 2t t  için    1 2t t   oluyorsa basit eğridir, denir. Bazen basit 

eğrilere Jordan eğrisi de denir.     basit bir eğri ve      a b   ise basit kapalı eğri 

(kapalı Jordan eğrisi) denir. 

d)  Bir   eğrisi verildiğinde    türevi var ve sürekli ise   diferansiyellenebilir eğri 

(yay) diye, adlandırılır. 

e)   diferansiyellenebilir bir eğri olsun. Eğer   0t    ise,  ’ya düzgün eğri (regüler 

eğri) denir. 

f)  ,a b  aralığının sonlu tane noktası hariç ,   eğrisi diferansiyellenebiliyorsa ve bu söz 

konusu noktalarda  ’nın sağdan ve soldan türevleri var ve bunlar   ’nün bu 

noktalardaki sağ ve sol limitlerine eşitse   parçalı diferansiyellenebilir eğridir, denir. 

g)   parçalı diferansiyellenebilir eğri olsun. Eğer her  ,t a b  için   0t    ise,   

parçalı düzgün eğridir, denir (Baskan, 1998). 

Tanım 3.2    : ,z t a t b    komleks düzlemde bir eğri ve 

  0 1 2 0 1 1: , , ,..., : ... ,n n nt t t t a t t t t b         ,a b  kapalı aralığının bir bölüntüsü 

olsun. Eğer 

   1

1

sup
n

v v

v

z t z t 



    

ise   eğrisine sonlu uzunluklu eğri denir. Burada supremum   kümesi üzerinden alınır 

(Markushevich, 1985). 
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Tanım 3.3 G   kümesi için 

a) G  açık bir küme; 

b) 
1 2,z z G   için bu noktaları birleştiren ve G   olacak şekilde bir  1 2: ,z z   

eğrisi varsa, G  kümesine kompleks düzlemde bir bölge denir ( Zill ve Shanahan, 

2003). 

Tanım 3.4 Eğer bir G  bölgesinin sınırı olan   bağlantılı ise G bölgesine basit 

bağlantılı bölge denir (Markushevich, 1985). 

Tanım 3.5  Her G  açık kümesi  

,k

k

G G
kG ayrık bölgeler 

kG G    

şeklinde yazılabilir. Bu sayılabilir 
kG bölgelerine G ’nin bileşenleri denir(Mel’nik, 

1988). 

Tanım 3.6 *,D D   ve *:f D D  tanımlı bir fonksiyon ve 
0z D  olsun.      

)a   0f z  tanımlı, 

)b   
0

lim
z z

f z


 var  ve 

)c     
0

0lim
z z

f z f z


  

şartları sağlanırsa, bu durumda  f  fonksiyonuna 
0z z  noktasında süreklidir, denir 

(Wunsch, 2005). 

Fonksiyonun sürekliliği ile ilgili tanım    tekniğiyle, aşağıdaki şekilde de 

verilebilir: 

f  fonksiyonu 
0z  noktasında süreklidir demek, 0   verildiğinde, 

00 z z     iken     0f z f z    olacak şekilde bir  0 , 0z     sayısının 

bulunması demektir. Eğer f  fonksiyonu bir D  kümesindeki her bir noktada sürekli ise 

f ’ye D   üzerinde süreklidir denir. 

L eğrisi üzerinde sürekli fonksiyonların kümesini  C L  ile göstereceğiz. 

Tanım 3.7 L  bir küme ve :f L   bir fonksiyon olsun. 
1 2,t t L  için, 0 1   

olmak üzere,  

   1 2 1 2 ,f t f t A t t


   0A sabit   
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şartı sağlanırsa, f  fonksiyonu Hölder (Lipshitz)   sınıfı’na aittir denir ve 

   ( )f H L f Lip L    ile gösterilir (Rudin, 1974). 

L  eğrisi üzerinde sürekli fonksiyonların kümesini  C L  ile göstereceğiz. 

Aşağıdaki özellikler verilebilir: 

1)     f H L f C L   ; 

2)     olmak üzere f H f H    dir. Yani H H  dir;  

3)     ,f H L g H L   olmak üzere, 

          , , 0
f

f g H L fg H L H L g
g

      

dir (Rudin, 1974). 

Tanım 3.8  w f z  bir E   kümesinden F   kümesine bire-bir sürekli bir dönüşüm 

olsun.   f z ’nin tersi  1f w
 fonksiyonu F  kümesi üzerinde sürekli ise o zaman bu 

dönüşüme bir  homeomorfizm denir (Baskan, 1998). 

Aralarında bir homeomorfizma bulunan topolojik uzaylara  “ birbirine 

hemeomorfiktir’’  denir.  Eğer :f X Y  fonksiyonu homeomorfizm ise X uzayı Y  

uzayına homeomorfiktir denir ve X Y gösterilir (Baskan, 1998). 

Tanım 3.9 Kompleks düzlemde birim çemberin homeomorfik bir dönüşüm altındaki 

görüntüsüne Jordan eğrisi denir (Karlovich ve Böttcher, 1997).
 

Tanım 3.10 Kabul edelim ki, 
0,f z  noktasının belli bir komşuluğunda tanımlanan 

kompleks değerli bir fonksiyondur. Eğer 

 
   0 0

0
0

lim
z

f z z f z
f z

z 

 
 


 

limiti var ve sonlu ise, bu durumda   0f z ’a  f ’in 
0z  noktasındaki türevi denir. 

G  olsun. Eğer, f  fonksiyonu her 
0z G   noktasında türevlenebilirse o 

zaman  f  fonksiyonuna G ’de türevlenebilirdir, denir (Başkan,1998).  

Tanım 3.11 f  fonksiyonun  
0z G   noktasında      0 0,

f f
z z

x y

 

 
  kısmi türevleri 

mevcut olsun. Bu durumda  0

f
z

z




  ve    0

f
z

z




  türevleri aşağıdaki gibi tanımlanır: 

       0 0 0 0

1
: : ,

2
z

f f f
z z i z f z

z x y
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       0 0 0 0

1
: : .

2 z

f f f
z z i z f z

x yz

   
   

   
 

Eğer, özel olarak       , ,f z u x y iv x y    alınırsa,  

   
1

,
2 2

z x y x y

i
f u v v u     

   
1

,
2 2

x y x yz

i
f u v v u     

elde edilir (Ahlfors, 1979). 

Tanım 3.12 Eğer f  fonksiyonu 
0z noktasında  türevlenebilirse,  

     0 0 0, 0
f f

f z z z
z z

 
  

 
 

olur (Ahlfors, 1979). 

Teorem 3.13 f  fonksiyonu 
0z G  noktasında türevlenebilirse, 

 0

f
z

x




ve  0

f
z

y




 

kısmi türevleri mevcut olup bu kısmi türevler, 

     0 0 0'
f f

f z z i z
x y

 
  
 

 

koşulunu sağlar (Ahlfors, 1979). 

Tanım 3.14 Eğer f  fonksiyonu verilmiş bir 
0z  noktasının herhangi bir 

komşuluğundaki bütün noktalarda türevlenebiliyorsa, f   fonksiyonuna  
0z  noktasında 

analiktir, denir (Zill ve Shanahan, 2003). 

Eğer f  fonksiyonu her z G  noktasında analitik ise, f   fonksiyonuna G  de 

analitiktir denir. 

G ’de  analitik tüm fonksiyonların kümesini  A G   ile,  G  de analitik ve G ’da 

sürekli olan fonksiyonların kümesini ise  A G  ile göstereceğiz. 

  , G bölgesinde yerleşen kapalı ölçülebilir Jordon eğrisi olsun.   eğrisini içi 

Int  ile,   eğrisinin dışı ise  Ext  ile gösterilir. 

Teorem 3.15 (Cauchy Teoremi) G   bir bölge,  f A G  olsun.   ise G de 

yerleşen kapalı ölçülebilir Jordon eğrisi ise, 
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  0f z dz


  

dır (Saff  ve Snider, 1993). 

Teorem 3.16 (Cauchy İntegral Formülü) G   bir bölge,  f A G  olsun.  ise 

G ’de yerleşen kapalı ölçülebilir Jordon eğrisi ise z Int   için, 

 
 1

2

f
f z d

i z





 


  

dır (Saff  ve Snider, 1993). 

Teorem 3.17 (Cauchy Türev Formülü) G   sonlu sayıda parçalı düzgün eğri ile 

sınırlı bölge olsun. Kabul edelim ki G D  ve f  fonksiyonu ise D  de analitik 

fonksiyondur.  Bu durumda z G   ve her 0,1, 2,...n  için 

   
 

 
1

!
,

2

n

n

G

fn
f z d G

i z


 

 




 


  

dır (Saff  ve Snider, 1993). 

 Teorem 3.18 (Maksimum-Modülüs Prensibi) G  ,  :L G  Jordon eğrisiyle 

sınırlı sonlu bir bölge olsun. Eğer ,f G  de analitik ve  G  da sürekli ise  f , maksimum 

değerini G  de alır (Saff ve Snider, 1993). 

Tanım 3.19 X  boş olmayan bir küme ve :d X X R   bir fonksiyon olsun. 

, ,x y z X  için, 

  
 , 0d x y  ; 

  
 , 0d x y x y   ; 

  
   , ,d x y d y x ; 

     , , ,d x y d x z d z y   

şartını sağlayan d  fonksiyonuna X  üzerinde bir metrik veya uzaklık fonksiyonu, 

 ,X d  ikilisine ise metrik uzay denir (Kreyszıg, 1978). 

Tanım 3.20 L  boş olmayan bir küme ve F  bir cisim olsun. : L L L    ve 

: F L L    işlemleri tanımlansın. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa L ’ye  F cismi 

üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) denir. 

A) L , + işlemine göre değişmeli bir gruptur. Yani,  

,x y L   için x y L   ; 
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 , ,x y z L   için    x y z x y z      ; 

 x L   için x x x      olacak şekilde, L   vardır; 

 x L   için    x x x x        olacak şekilde,  x L   vardır; 

 ,x y L   için  x y y x   ; 

B) ,x y L ve , F    olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır; 

x L    ; 

  ;x y x y        

  x x x          ; 

   .x x       ; 

I x x   . 

F   ise L ’ye reel lineer uzay,  F   ise, L ’ye kompleks lineer uzay 

denir (Maddox, 1970). 

Tanım 3.21 L  bir lineer uzay ve A L  olsun. ,x y A   için, 

  : 1 , 0 1B z L z x y A           ise, A  kümesine konveks küme denir 

(Kreyszıg, 1978). 

Tanım 3.22 X  bir lineer uzay olsun ve F  cismi  olmak üzere, 

: X F  fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlarsa,   fonksiyonuna X  üzerinde bir 

norm,  ,X    ikilisine ise bir normlu uzay denir (Kreyszıg, 1978). 

,x y X   ve F   için, 

                     0 0x x   ; 

.x x  ; 

x y x y   .   

Tanım 3.23 X  bir normlu lineer uzay olsun. Eğer X  uzayı, 

   , ,d x y x y x y X    

ile verilen norm metriğine göre tam ise, bu durumda X uzayına Banach uzayı denir.  

X uzayının kompleks veya reel lineer uzay oluşuna göre, Banach uzayı kompleks veya 

reel Banach uzayı olarak adlandırılır (Kreyszıg, 1978). 
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Tanım 3.24 G ,  kompleks düzlemde bir bölge ve 
0z G olsun. Ayrıca,  w f z  ise 

G bölgesinde tanımlı kompleks bir dönüşüm olsun. Eğer G bölgesinin içinde de olan ve 

0z  da kesişen her  
1C  ve 

2C   düzgün eğri çifti için 
0z  da 

1C  ve 
2C    eğrileri arasındaki 

açı,  0f z  da bu eğrilerin görüntüleri olan   1 1C f C   ve   2 2C f C   eğrileri 

arasındaki açıyla aynı büyüklükte ve yöndeyse   0,w f z z  noktasında da konform bir 

dönüşümdür, denir (Zill ve Shanahan, 2003). 

Teorem 3.25 f , 
0z ’ı içeren D  bölgesinde analitik bir fonksiyon ve   0 0f z   

olsun. Bu durumda   0,w f z z   da konform bir dönüşümdür (Zill ve Shanahan, 2003). 

Teorem 3.26 (Riemann Dönüşüm Teoremi) G  basit bağlantılı bir bölge ve 

0z G  tespit edilmiş bir nokta olsun. G bölgesini  : : 1D w w   birim dairesine 

dönüştüren ve    0 00, 0z z    koşullarını sağlayan bir tek  w z konform 

dönüşümü vardır (Goluzin, 1968). 

Teorem 3.27 : \G    ve   : : 1w w    olmak üzere 

      ve
 

lim 0
z

z

z


  

olacak şekilde bir tek :   konform dönüşümü vardır (Markushevich, 1985). 

Teorem 3.26 daki   fonksiyonu    bölgesinde   noktası dışında analitiktir ve   

noktası   nin basit kutup noktasıdır. Bu durimda  

 
lim
z

z
a

z


  

olmak üzere, 

  1 2
0 2

...
a a

z az a
z z

        

biçiminde olur.   fonksiyonunun tersi   olsun.  Bu durumda   fonksiyonu   

bölgesinde   noktası dışında analitik olur. Bu durümda   fonksiyonunun   noktası 

dışındaki  Laurent seri acılımı 
1

b
a

  olmak üzere, 

  1 2
0 2

...
b b

w bw b
w w

        

biçimindedir, burada b  sayısına G  bölgesinin kapasitesi denir ( Gaier, 1987). 
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 kompleks düzlemdeG bölgesi verilmiş olsun.   fonksiyonu G  bölgesini 

birim çemberine konform dönüştürsün. G bölgesinin dış kısmını  ile gösterelim.   

fonksiyonu ise   bölgesini birim çemberinin dış kısmına konform dönüştürsün. 

Tanım 3.28 0 1r R      olsun. 

  : : ,rL z G z r     : : ,RL z z R   
1L L  

eğrilerine sırasıyla iç ve dış seviye eğrileri denir (Markushevich, 1967). 

 

3.2. Bazı Analitik Fonksiyonlar sınıfı 

Tanım 3.29 G  sonlu uzunluklu bir L Jordon eğrisiyle sınırlı bölge ve  1 p    

olsun. L ’de Lebesgue ölçülebilir ve 
p

f nin yay uzunluğuna göre Lebesgue 

integrallenebilir olduğu komleks değerli  f  fonksiyonların kümesine Lebesgue Uzayı 

denir.  pL L ile gösterilir (Andrievskii ve Pritsker, 2000). 

Tanım 3.30   0,2 , 1p pg L L p     , için 

     

1
2

0
0

, : sup

p

p

p
h

g g x t g x dx





 
 

 
   

 
  

fonksiyonuna g ’nin .p dereceden integral süreklilik modülü denir (Andrievskii ve 

Pritsker, 2000). 

Tanım 3.31 , 1,r o r   D  diskinin G bölgesi üzerine konform dönüşümü altında 

 : ,0 1w w r r    çemberinin görüntüsü ve 1 p    olsun. G  bölgesinde analitik 

olan ve  

 
0 1

sup

r

p

r

f z dz
 



   

koşulunu sağlayan f  fonksiyonlarının kümesine  pE G  Smirnov sınıfı denir (Timan, 

1963). 

          Her  pf E G  fonksiyonu   üzerinde hemen hemen (h.h.) her yerde açısal 

limit değerine sahiptir ve eğer  f ‘nin açısal limiti için aynı notasyon kullanılırsa, 

 pf L  dır. Ayrıca G D  olduğu durumda,    :p pH D E D olarak tanımlanan 

uzaya Hardy uzayı denir (Timan, 1963). 

Uyarı:  pL L  ve  pE G  uzayları 1p   olduğunda,     
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1

:p p

p
p

E G L L

L

f f f z dz
 

   
 
  

normuna göre Banach uzayıdırlar. 

 ,  komleks düzleminde sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi olsun. Bu eğri, 

düzlemi :G Int   ve :G Ext   şeklinde iki bölgeye ayırır. Genelliği bozmadan 0 G  

olduğunu kabul edelim. D  birim dairesi,  :T D   ,  :D extT   olsun.   ise, 

      ve  lim / 0
z

z z


  şartı altında, G 
nin   D  ye konform dönüşümü olsun. 

 w  ise   z ’nin tersi olsun. h ,  0, 2  aralığında bir sürekli fonksiyon olsun ve 

onun süreklilik modülü         

        1 2 1 2 1 2, : sup : , 0,2 , ,t h h t h t t t t t t          0t   

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 3.32   eğrisinin parametrik denklemi                  

 0: ,s              0 2s    

şeklinde olsun. Eğer    0 0s  ve  0 s  fonksiyonu Dini-süreklilik şartını, yani, 

 0

0

,t
dt

t

  
  , 

 şartını sağlıyorsa, bu durumda  eğrisi Dini-düzgün eğri adlandırılır (Pommerenke, 

1992). 

  Dini-düzdün eğri olduğunda, aşağıdaki eşitsizlikler sağlanır, 

 1 2 ,c w c           1,w   

 3 4 ,c z c           ,z G    (3.1) 

burada 1 2,c c  ve 3 4,c c  sabitleri sırasıyla w  ve z ’den bağımsızdırlar (Warschawski, 

1932). 

Konveks ve sürekli bir    : 0, 0,M     fonksiyonu için  0 0,M    0x   

için    0M x    ve 

 
0

lim 0,
x

M x

x
   

 
lim
x

M x

x
   

şartları sağlanırsa, M fonksiyonu  N - fonksiyon olarak adlandırılır. M fonksiyonunun 

tamamlayıcı fonksiyonu  
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0

: max ,
x

N y xy M x


   0.y   

şeklinde tanımlanır. 

M bir N - fonksiyon ve N ise onun tamamlayıcı fonksiyonu olsun. 0   için  

   M f z dz


      

koşulunu sağlayan, Lebesgue ölçülebilir :f   fonksiyonlarının doğrusal uzayını 

 ML  ile gösterelim.  ML   de f  fonksiyonunun donatılmış normu 

 
       : sup : , , 1

M
NL

f f z g z dz g L g N




 
    

 
  

şeklinde tanımlanır, burada  

    , : ,g N N g z dz


   

dir,  ML    uzayı bir Banach uzayıdır (Rao ve Ren, 1991). 

 ML 
   normu,  Orlicz normu,  ML   Banach uzayı da Orlicz uzayı olarak adlandırılır. 

 Bilindiği gibi  ML  uzayındaki  her fonksiyon   de integrallenebilir, yani,  

   1 .ML L    

dir.  

M bir N fonksiyon olmak üzere 
 

 

2
limsup
x

M x

M x
   ise,  M fonksiyonu 2 - 

koşulunu sağlar denir. 

 ML   Orlicz uzayının yansımalı (refleksif) olması için gerekli ve yeterli koşulun M ve 

onun tamamlayıcı fonksiyonu N in, her ikisinin de birlikte 2 - koşulunu sağlamasıdır 

(Rao ve Ren, 1991). 

Orlicz uzayı hakkındaki önceki bilgiler Krasnoselskii ve Rutickii (1961)  ve Rao ve Ren 

(1991)  kaynaklarında bulunabilir.  

M  bir N - fonksiyon ve    1 : 0, 0,M     ise M nin ters fonksiyonu olsun. 

   : 0, 0, ,h      
 1

1

: limsup
t

M t
h x

t
M

x







 
 
 

,  0x   

fonksiyonunu tanımlayalım.  ML  Orlicz uzayının M  alt indisi ve M  üst indisi  
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0

log
: lim ,

log
M

x

h x

x



   

 log
: lim

log
M

x

h x

x



  

şeklinde tanımlanır  (Karlovich, 1996). Bu indisler ilk kez Matuszewska ve Orlicz 

(1960) tarafından düşünülmüştür ve  ML   Orlicz uzayının Boyd indisleri olarak 

adlandırılmıştır. Bilindiği gibi 

0 1M M     

ve  

1,N M     1.M N    

Eğer  0 M  ve  1M    ise  ,M   M   Body indisleri, trivial (aşikar) değildir 

denir.  ML   Orlicz uzayının yansımalı olması için gerekli ve yeterli koşulun    

0 1M M     şartının sağlanmasıdır, yani, eğer Body indisleri trivial değil ise, bu 

durumda   ML  uzayı yansımalıdır. 

Tanım 3.33 M bir N  fonksiyonu, f ise G  bölgesinde analitik fonksiyon olsun. 

  
r

M f z dz


   i 

şartı sağlanırsa, bu durumda :f G   fonksiyonlarının sınıfı  ME G  ile gösterilir, 

burada r , 1w   dairesinin G  bölgesine konform dönüşümü altında,  

 : , 0 1w w r r    çemberinin görüntüsüdür (Kokilashvili, 1968). 

Tanım 3.34  ME G  sınıfı Smirnov-Orlicz sınıfı olarak adlandırılır. 

Eğer  
p

M u u  1 p   , ise  ME G  sınıfı iyi tanımlanmış  pE G  Smirnov sınıfı 

ile çakışır. 

Açıktır ki,  ME G  sınıfına ait herhangi bir  f z  analitik fonksiyonu, aynı 

zamanda  1E G  sınıfına da ait olacaktır, yani, 

 
r

f z dz c


  , 

yakınsaması, r , ( 0 1r  ) ye göre düzgün yakınsamadır.    1ME G E G  

olduğundan,  ME G  sınıfındaki her fonksiyon,   üzerindeki (h.h.) her yerde açısal 

yollar boyunca sınır değerlerine sahiptir ve sınır değer fonksiyonu  ML   ye aittir 

(Kokilashvili, 1968).  
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 Bu yüzden  ME G  de norm  

   
:

M ME G L
f f


 . 

olarak tanımlanabilir. 

Tanım 3.35   Mg L T  olsun. g  nin süreklilik modülü  

      
 

, , : sup
i h i

T M
LM Th

g g e g e
 



 




   

olarak tanımlanır. 

     r

rf w f w     şeklinde gösterelim.  
     r

Mf z L   için süreklilik 

modülünü  

         
 

, ,, : , sup
r i h i

M T M r r r
LM Th

f f f e f e
 



   





   . 

şeklinde tanımlayalım 

 

3.3. Dirichlet Serileri ve Özellikleri 

 kompleks düzlemde, 2N    olacak şekilde 
1 2 3, , ... Na a a a  köşeli bir D açık 

konveks(dış bükey) çokgenini göz önüne alalım. D  ise D ’nin kapanışı ve  DD
D

   

ise D ’nin sınırını gösterir. Orjin noktasının  D ’ye ait olduğunu kabul edelim. 

D ’nin ja  köşelerini dikkata alarak,  

     
1

jz

N
a

j

j

L z d e


  

biçiminde L  kvazipolinomu tanımlayalım, burada  \ 0 , 1,...jd j N  ’dir. Buradan 

 L z  sinüs tipinde bir tam fonksiyondur (Lewin, Ljubarskiĭ, 1975).  ile  L z tam 

fonksiyonunun köklerinin dizisini gösterelim.  Pf E D
 

fonksiyonlarını, 

   : ze





  kompleks üsteller ailesine göre genişletebiliriz. Bu aile, aslında 

  , 1pE D p    nın Jchauder temelini oluşturur.  Bu  

                                
 

,
'

z

f

e
f z k

L








      (3.2) 

Dirichlet serisini verir, burada, 
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1

j

j

l

a
N

a

f j

j a

k d e f e d   



        (3.3) 

biçiminde ifade edilen Leont’ev katsayılarıdır. Burada, 
la  tepe noktası keyfi seçilmiştir, 

fakat sabittir. Bu serilerle ilgili bir çok sonuçlar Leont’ev (1967) tarafından elde 

edilmiştir ve bu sonuçlar onun kitabında bulunabilir. Özellikle, Leont’ev (1967) bu 

kitapta bizim ispatlarımız için çok önemli olan   kökler kümesinin ve   
 
kompleks 

usteller ailesinin özelliklerini incelemiştir. 

(A) Yeterli kadar büyük C  için
 j
n C  olmak üzere L ’ nın  j

n  

kökleri  
 

 
j

j j

n n     şeklindedir, burada 
 

1

2
j

i j

j

j j

ni
q e

a a






 


 ve 
 

.
j an

n e   

Burada 0 ja sabit  , 1,...,j N ,
0n n , ve 

1 1:Na a  dir. j  ve jq  parametreleri 

1 1:Nd d  olmak üzere 
 1

1

j j jq a a i j j

j

d
e e

d
 



   şartını sağlamaktadırlar. Bu yüzden bu 

 j
n   kökleri tektir.   köklerinin kümesi  

    
   01,..., , 1,...

1

.
N

j

n nn n n n j n j
j

 
  



 
   

 
 

biçiminde  gösterilebilir. 

Kolaylık olsun diye L ’nın tüm köklerinin tek olduğunu kabul edelim. 

(B) 
1A  ve 

1C  pozitif sabitleri vardır öyle ki tüm  n n j  ve  
j, ka a      için 

   
 
  1

1.
jj

n k kna a c n
e e A e

       
   

eşitsizliği elde edilir. Burada, 
j, ka a  kompleks düzlemde 

ja  ve 
ka    köşeleri 

arasındaki doğru parçasını gösterir. 

(C) Aşağıdaki eşitsizlik tüm z D  için doğrudur. Bir 
2c  pozitif sabiti vardır, öyle ki 

her 
0k N  ve tüm 

0n n  için 

  
 

  
 

   
  

 1 2
/ 2

1
'

j
n

j
n j j

k kj z

jn z a an c n
njj

n

e
B e A k e

L
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eşitsizliğini sağlayan bir   0A k   sabiti vardır, burada tüm 0jB  1,...,j N , 

sabitlerdirler. 

 pf L D   fonksiyonu ve I D  yayı verilmiş olsun. 
0k N  için I  yayı 

üzerinde cebirsel en iyi yaklaşım, 

 , inf
k

k k p
P

E f I f P L  (I) 

biçiminde tanımlanır.  Burada infimum derecesi k ’nı aşmayan tüm 
kP  cebirsel 

polinomları üzerinden alınmaktadır.  .k  mertebeden modül aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

Dördüncü bölümde aşağıdaki şekilde tanımlanan .k cı mertebeden modülü kullanacağız. 

Tanım 3.36 0h  için / 2 jh I h   olmak üzere 
1

n

j jD I   tüm parçaları  göz önüne 

alalım.  pf E D , 1 p    fonksiyonunun  .k  metrik düzgünlük modülü,  

  

     

 

,
1

1

, : , : sup inf

sup ,

n
p

k k jk pp p
j

n

k j

j

f h f h f P L I

E f I

 




 
   

 

 
  

 





 

biçiminde tanımlanır, burada supremum tüm parçalar üzerinden alınmaktadır 

Bu modüllerin, sonlu aralıkta tanımlı düzgünlük modüllerine denk olduğu 

gösterilebilir (Brudnyi, 1976). 

 

3.4. Yardımcı sonuçlar 

Biz bu bölümde dördüncü bölümde esas sonuçların ispatında kullanılan temel 

lemmalar, önermeler ve teoremleri verecğiz. 

Önerme 3.37     
     

0

, , ,

0 1

m mm z zN n

n m n j m n

m j m n jm m

e e
z x x

L L

 

   

  
 

        (3.4) 

şeklindeki her 
n  

kvazipolinomu ve her 1 p    için aşağıdaki eşitsizlik  pE D  

normunda geçerlidir: 

  ,n np p
c p n      

burada  c p , sadece p ’ye bağımlı bir pozitif sabittir (Mel’nik, 1988). 

Lemma 3.38   , 1Pf E D p        ve     1 j N    sabit olsun. Bu durumda 

    ,f mk j m n j 
 
Leont’ev katsayıları, bir   0,2p

jF L   fonksiyonun Fourier 

katsayılarıdır: 
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2

0

1
: .

2

im

f m j m jk j F e d c F



  


    

 jF ’nin .k cı modülü aşağıdaki gibi majorik edilebilir; 

 ,k j p
F h  const     , , ,k kp p

f h f h     (3.5) 

burada,  

 

1 1

2
1 1

1 1 0 2

, : .
2 2

p pp p
nhN k

j j j j

k j jp
j n nh

a a a ak
f h f a d f a d

n





  
 

 

  

                                        

  

 

 ,k p
f h  fonksiyonu, 0 2/ 2h    için sürekli, azalmayandır ve  

0
lim , 0k ph

f h


  

şartı sağlanır.  (3.5)’deki sabit sadece ,p k ’ya ve 
1,..., ka a  köşelerine bağlıdır.  

Bu lemma, Mel’nik (1988)’deki sonucunu genişletmektedir. Bu lemma Forster 

(2004)’de çalışmasında ispat edilmiştir. Dikkat edelim ki   ,k p
f h  terimi (3.2)’den 

çıkarılamaz. Bu nedenle Forster (2004)’de bir örnek vermiştir. 

Lemma 3.38 den (3.2) Dirichlet serilerindeki (3.3) Leont’ev katsayılarının, belli 

F  fonksiyonlarının Fourier katsayılarına dönüştürmesini sağlar.  Lemma 3.38 de 

F ’nin düzgünlüğü ile ilgili bilgi verildiğine göre klassik Jackson ve Bernstein 

teoremleri uygun Fourier serilerine uygulanabilir. Bu teoremleri aşağıdaki bölümlerde 

düz ve ters yaklaşım teoremlerini ispatlamak için uygulayacağız. 

D ’nin sınırlarında diferansiyellenebilen  pf E D  fonksiyonları için 

yaklaşım tertibi yükseltilebilir. Bunu göstermek için, kısmi integrasyon metodu ile 

ispatlanabilen aşağıdaki lemmadan yararlanılacaktır (Mel’nik, 1985). 

Lemma 3.39  , ,rf AC D r   ve 0,..., 1s r   için 

   
1

0
N

s

k k

k

d f a


  

olsun. Bu durumda (3.1) Dirichlet serilerinin katsayıları için aşağıdaki doğrudur: 

 
 

 

( )

.
r mf

f m r

m

k
k





  

Tanım 3.40  düzeltilebilir Jordan eğrisi olsun.   1f L   fonksiyonun bir z  

noktasındaki Cauchy singüler integrali, 
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0

\ ,

1
: lim ,

2
D z

f
S f z d z

i z





 





 
  

olarak tanımlanır, buradaki  ,D z  , z  merkezli   yarıçaplı disktir. :S f S f   

lineer operatörüne Cauchy singüler operatörü denir (Böttcher ve Karlovich, 1997). 

Kabul edelim ki,  düzeltilebilir Jordan eğrisi ve : , :G Int G Ext    dir. 

 1f L    olsun.  

 
 1

,
2

f s
f z ds

i s z






   z G  

ve 

 
 1

,
2

f s
f z ds

i s z






   z G  

şeklinde tanımlanan f 
 ve  f 

 fonksiyonları, sırasıyla  G  ve  G 
’de analitiktirler ve   

  0f    dır. 

Privalov’un teoremine göre   f z
  ve   f z

 fonksiyonlarından her hangi biri,  

  üzerinde hemen hemen her yerde açısal yollar boyunca sınır değere sahipse, bu 

durumda   üzerinde hemen hemen her yerde  S f z  vardır ve aynı zamanda   f z
 

yada   f z
 fonksiyonlarından diğerinin de    üzerinde h.h. her yerde açısal yollar 

boyunca sınır değeri vardır. Tersine, eğer,   üzerinde hemen hemen her yerde  S f z  

mevcutsa, bu durumda  f z
  ve   f z

 fonksiyonlarının da    üzerinde hemen 

hemen her yerde açısal yollar boyunca sınır değeri vardır. Her iki durumda da    

üzerinde hemen hemen her yerde  

      
1

,
2

f z S f z f z

          
1

2
f z S f z f z

   

formülleri geçerlidir (Goluzin, 1968).   

 ,  komleks düzleminde sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi olsun. Bu eğri, 

düzlemi : intG    ve :G ext   şeklinde iki bölgeye ayırır. Genelliği bozmadan 0 G  

olduğunu kabul edelim. D  birim dairesi,  :T D   ,  :D extT   olsun.   ise, 

      ve  lim / 0
z

z z


  şartı altında, G 
nin   D  ye konform dönüşümü  olsun. 

 w  ise   z ’nin tersi olsun. 
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Aşağıdaki lemmalar, temel sonuçların ispatlanmasında büyük rol oynayacaktır. 

Lemma 3.41  ML   bir yansımalı Orlicz uzayı ve M ise bir N  fonksiyon olsun. Bu 

durumda n .dereceden her bir nT  trigonometrik polinomu için,  

            
   8

M M
n nL T L T

T c n T              (3.6) 

eşitsizliği geçerlidir, burada 8c  sabiti n ’ den bağımsızdır (Israfilov ve Güven, 2006).  

Lemma 3.42   bir Dini-düzdün eğri olsun ve   ML  ise   üzerinde yansımalı Orlicz 

uzayı olsun. Bu durumda n . dereceden bir  nP z  polinomu için n  den bağımsız öyle 

bir 9c  sabiti var ki ,  

     
 

 
 9

M M
n nL L

P z c n P z
 

              (3.7) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: nT  trigonometrik polinomu için bu eşitsizlik (Israfilov ve Guven, 2006) 

çalışmasında elde edilmiştir. 
iz e   için  

                         n nP z T    ve          i

n nP z ie T   . 

elde edilir.   nP z  polinomu için Faber polinomlara göre  

           
0 0 0

1

2

n n n
k k

n k k k k

k k k

d
P z a z a z a

i z


   

   

        
   ,    z ext    (3.8) 

açılımı geçerlidir. Bu durumda z Ext   için şunu elde ederiz: 

          
1 1

1 0

1
.

2

n n
k k

n k k

k k

d
P z ka z z ka

i z


     

 

 

 

         
            (3.9) 

     ,0n n MP P L T       fonksiyonunu dikkate alalım. 

 ,01

2

n

T

P
d

i w




    

Cauchy tipi integrali, D  ve  D ’de sırasıyla  ,0nP
  ve  ,0nP

 analitik fonksiyonlarını 

açıklar.  w T   için, 

 ,0

0

n
k

n k

k

P w a w



  

eşitsizliğini elde ederiz. (3.1)  gereğince,   

 
 

 
 10

MM
n n LL T

P c P z 


       (3.10) 

olur.  (3.10) ve singüler integralin sınırlı olmasını kullanılırsa, şunu elde ederiz: 
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   ,0

MM
T n n LL T

S P w c P


                     (3.11) 

(3.10), (3.11)  ve Minkowski eşitsizliği gereğince   

         
 

  
 ,0 ,0

M M
n T nL T L T

P w S P w              

        
 

 
 

 
 ,0 ,0 11

1

2 n
M MM

T n n L T LL T
S P w P w c P z


     (3.12)           

bulunur.  

Bu durumda T  üzerindeki açısal yollar boyunca  limitler için  (3.6) ve 

(3.12)’den   

  
 

 
 ,0 13

M

M

n L
L T

P w c n P z




  

elde edilir.  (3.1) yardımıyla, 

   
   

 
 

1 1

14 15

1 1
M M

n n
k k

k k n LM
k kL L T

ka z z c ka w c n P z 
 


 

          (3.13) 

elde ederiz. 

 (3.13)’u, Minkowski eşitsizliğini ve Orlicz uzayında S  singüler operatörün 

sınırlılığını kullanarak, (3.9) deki sağ taraftaki integralin   üzerindeki açısal yollar 

boyunca limitleri için  

       
 

1 1

1 1

1

2
M

n n
k k

k k

k k L

ka z z S ka z z   
 



  

   
         

   
    (3.14) 

     
 

 
 

1

16 17

1
M

M

n
k

k n L
k L

c ka z z c n P z 



 

     

bulunur. (3.9),  (3.13)  ve  (3.14)’den (3.7)  eşitsizliği elde edililir. 
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4. ARAŞTIRMA SONUÇLARI VE TARTIŞMA 

 

4.1. Konveks çokgenler üzerinde tanımlanmış  Smirnov sınıflarında fonksiyonların 

yaklaşımı (Düz ve Ters Teoremler) 

Tüm   , 1pf E D p     için, 

   
 

  
 

 

  

0

1 1

:

j
m mn z zN n

j

n f m f m j
m j m n jm m

e e
S f k k

L L

 

 
   

 
 

     (4.1) 

Dirichlet serilerinin kısmi toplamlarının yaklaşım oranını göz önüne alalım. Bilindiği 

gibi    : p p

nS E D E D  operatörü aşağıdaki özelliklere sahiptir (Leont’ev, 1976; 

Mel’nik, 1983, 1988; Sedletskii, 1979). 

    ,ni S f  pE D  deki norma göre f ’ye yaklaşır : n için   0n p
f S f  .  

  nii S   kvazipolinomlara göre değişmezdir, yani,    

 
 

  
 

 

  

0

, , ,

1 1

: ,

j
m mn z zN n

j

n m n j m n m j
m j m n jm m

e e
P z y y

L L

 


   

 
 

      (4.2) 

için  n n nS P P , n dir, burada , , ,,m n j m ny y   dir. 

 iii  Pozitif bir pC  sabiti vardır, öyle ki tüm n  için 
n pp

S C ’dir. 

 iv
nP , (4.2) şeklinde kvazipolinomlar olmak üzere  pf E D fonksiyonunun en iyi 

yaklaşmı   : inf
nn P np p

E f f P   olarak tanımlanır. Bu durumda,  

         1 1 . .n n n p np ppp
f S f S E f C E f       

Böylece, Fourier serilerinin kısmi toplamları ile ilgili esas özellikler, Dirichlet 

serilerin kısmi toplamları içinde geçerlidir. Bu nedenle şunu sormamız doğaldır. 

Fourier serileri için Jackson tipli teoremlerde olduğu gibi, (i)’de keyfi modül için 

yaklaşım hızı ile ilgili değerlendirme yazmak mümkün mü? 

Fourier serileri durumunda olduğu gibi, yakınsama hızını yükseltmek için (4.1) 

de uygun toplam çekirdeğine ihtiyaç vardır. Ağırlıklı genelleştirilmiş Jackson çekirdeği 

yardımıyla,  

    
 

 
 

  
   

  

0

1

, , , ,

1 1

: . 1 ,

j

m m
zn z N n

js

n k s f m n k m f m j
m j m n jm m

e e
S f z k x k

L L



 
 



  

  
 

    (4.3) 

biçiminde Dirichlet serilerinin kısmi toplamlarını tanımlayalım. Burada, 
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 , , , , ,

0

1
k

k

n k m n k mp

p

k
x J

p

 
   

 
  

dir, , ,n k mpJ  ise  , 2, : / 1n N k M n k     olmak üzere  

 

2

, ,0

, , ,,
1

sin / 2
: cos ,

/ 2 2

k n
n k

n k n k ln k t
l

JMt
K J lt

t




 
   

 
  

genelleştirilmiş Jackson çekirdeğinin katsayılarını belirtir ve ,n k  öyle seçilir ki,  

 
2

,

0

1
1.

2
n kK t dt




  

şartı sağlansın. ,n kK  ise derecesi  n ’yi aşmayan çift negatif olmayan trigonometrik 

polinomdur (De Vore ve Lorentz, 1993). 

Teorem 4.1   , 1pf E D p     olsun. Bu durumda Dirichlet serilerinin (4.3) 

eşitliğindeki  , ,0n kS f  kısmi toplamları ile f  fonksiyonu arasında  

 , ,0 ,

1 1
. , ,n k kk Dp

p p

f S f const f f
n n

 
     

      
     

 

değerlendirilmesi geçerlidir. Bu sonuç, Mel’nik (1988)’deki sonucu kapsar ve onu 

genişletir. 

İspat: Bölüm 3’de verilen L ’nin köklerinin  C  özelliğini kullanarak, f ’nin Dirichlet 

serilerine açılımını yazalım: 

     
1

,
N

j

j

f z z z


       (4.4) 

burada

 

   
 

  
 

 

  
 

    0
1 / 2

1 1

. . 1

j

m m j
j jn

zn z N
z a amj

f m f m jj
m j m n jm m

e e
z k k B e

L L


 

 




 

  

 
       
  
 

   (4.5 

            

ve 

      
    

 

1 / 2
1 ,

j
m j jz a amj

j j f m

m n j

z B k e






 



        (4.6) 

1,...,j N . 

Aynı işlemi    , ,0n kS f z  kısmi toplamları için de yapabiliriz: 
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        , ,0 , ,0 , ,0

1

: ,
N

n k n k n k j

j

S f z S z S z


     

burada,  , ,0n kS   (4.5) serisinin .n  kısmi toplamını ve  , ,0n k jS   (4.6)‘ın uygun  

toplamını belirtir. Bazı pozitif C  sabitleri ve tüm z D ’ler için Dirichlet serilerle ilgili 

Bölüm 3 deki  C  özelliğinden yararlanarak,  şunu elde ederiz: 

    , ,0n kz S z    

  
 

 

  
 

    1 / 2

, ,

1

1

j
jm

m j j

zN n
z a amj

n k m f m jj
j m n j m

e
x k B e

L







 

 

 
   
 
 

   

  
 

  
 

    1 / 2

1 1

. 1
'

j

jm
m j j

m

zN
z a amj

f jj
j m n m

e
k B e

L











 

  

 
     
 
 

   

  
 

      , ,

1 1 1

0 0
N n N

j jcm cm

n k m f m f m

j m n j j m n

x k A e k A e 


 

    

      

n için  , , /k k

n k mx m n   olduğundan şu değerlendirme doğrudur: 

    , ,0

1 1
, .cn

n k kk

p

z S z C e C f
n n

   
        

   
  (4.7) 

Ayrıca, 

  , ,0

p

j n k j
p

S z    

    
    

1

1 / 2

1

1 .

j j
m j j

m

j

pa

z a am j

j f

m na

const B k e dz








 

 

     

    
 

    1 1

1

2
/ 2 / 2
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.
2

1 .
j

m j j j j j

m

j j

j

p
a a a a am j

f

m n

a a
const B
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1
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2

10

,
m

p

j im

f

m n

const k e d



 


 

         (4.8) 

burada biz tekrar Dirichlet serileri ile ilgil Bölüm 3 deki    ,A B  ve  C  özelliklerini 

kullandık  (Mel’nik, 1981, 1988).  Lemma 3.38  gereğince  

    
 

.
j i

j f m

m n j

F K e  




   

fonksiyonu   0,2pL  ’nın bir elemanıdır ve onun .k  süreklilik  modülü için  

       ,
, , ,k j kk D pp p

F h const f h f h      

eşitsizliği geçerlidir. 

Böylece, Jackson’un ve Stechkin’in Fourier serileri için düz yaklaşım teorimi 

(De Vore ve Lorentz, 1993; Timan, 1994) bizim ifademizin doğru olduğunu gösterir. 

Yani,  

 , ,0

1
,j n k j k j

p
p

S const F
n


 

      
 

 

,

1 1
, ,kk D

p

const f f
n n

 
    

           
. 

olur.  

D ’nin sınırlarında diferansiyellenebilen  pf E D  fonksiyonları için 

yaklaşım tertibinin yükseltilmesini inceliyelim. Bununla ilgili olarak aşağıdaki teoremi 

ifade edebiliriz: 

Teorem 4.2 s  ve 1 .p    için 
   s pf E D  olsun ve tüm  0,1,..., 1s    için 

   
1

0
N

k j

j

d f a




        (4.9) 

şartı sağlansın. Bu durumda tüm 0 s   için  

        
, ,

1 1 1
. , ,

s s

n k s k ks
p

p p

f S f const f f
n n n

 


 



     
      

     
 

değerlendirilmesi doğrudur. 

 İspat: 
   s pf E D için 

 
f


 türevleri 0,1,..., 1s   için D ’de süreklidir ve bu 

durumda (4.9)  formülünun anlamı vardır (Golusin, 1968).   
   s

f z ’yi 
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       ,

1

N
s

s j s

j

f z z z


    

şeklinde ifade edelim, burada  

 

     
 

 

  
 

0

1 1

.
m

s s

n z N
j

s m mf f
k j m n jm

e
z k k

L



 




  

  


  
 

  
 

    1 / 2
1

j
jm

m j j

z
z a am

jj

m

e
B e

L






 
 
   
 
 

 

 ve 

   

  
 

 
    1 / 2

, 1
j

m j j

s

z a amj

j s j mf
m n j

z B k e






 



     . 

dir. (4.4), (4.5) ve (4.6) ile karşılaştırıldığında biz sadece f ’yi
 s

f şeklinde değiştirdik. 

s    için Teorem 4.1 gereğince   

     
, , , ,

1 1
, , .

s s

j s n k s j s k k
p

p p

S const f f
n n

 
     

         
     

 

değerlendirilmesini verir. Şimdi 0 s   için serilerin kısmi toplamlarını göz önüne 

alalım. 
 s

f  integrallenebilir olduğundan, Lemma 3.39  gereğince 

 

  
  

 

  1
s

j j

m msf fj

m

k k 
 




  

olur. Teorem 4.1’in ispatındaki (4.8)’den, biliyoruz ki, 

   

  , , , ,

10

.
p

j im

j n k j mfp
m n

S c k e d



    
 

 

      

eşitsizliği geçerlidir. Şimdi sağ tarafdaki integrale daha ayrıntılı bakalım.  

   

 

  , :
j im

j mf
m n j

F k e



  




   

ve 

    
 

  , : .
j im

n j mf
m n j

S F k e 

 
 





   

gösterelim. Bu durumda tüm Q  için  

                     

  
1

n Q
j im

mf
m n

k e




 

  

    
  

 

  
1
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n Q
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ms fj
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         , 1 , , ,

1
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1
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1
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1
.

n Q

j s m j ss
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F z S F z




 


 



   

  
     , ,

1

1
.

n Q

j s m j ss
j

m n
m

F z S F z







 

   

  
     

  
     , , , ,

1

1 1
. j s n j s j s n Q j ss s

j j

n n Q

F z S F z F z S F z
 

 
 

 

     

     
     , ,

1
1

1 1
( ).

n Q

j s m j ss s
j j

m n
m m

F z S F z
 

 



 
 



    

olur. Böylece, L ’nın sıfırları ile ilgili özellikleri kullanarak ve Teorem  4.1 ve (4.9) dan 

yararlanarak,    
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.

j
mn Q

j

m jf
m n m
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             1 1 1
, ,

s s

k ks

p p

const f f
n n n

 


      
             

 

           
 

   1 1 1
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s s

k ks

p p

f f
n Q n Qn Q


 



    
            

 

 
   

1

1 1 1 1
, ,

1

n Q
s s

k kss
m n p p

f f
m m mm


 




 

     
                 
  

 

sonucunu elde ederiz. Q  giderken 
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j
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, ,

s s
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   1 1 1
, ,

s s

k ks

p p

const f f
n n n

 


      
            

 

   

 1

1 1 1 1
, , .

1

s s

k k ss
m np p

f f
n n m m


 




 

      
                   

  

   1 1 1
, , .

s s

k ks

p p

const f f
n n n

 


    
           

 

bulunur. (4.7) eşitsizliği   için göz önüne alındığında, istenen sonuç elde edilir.  

Biz keyfi mertebeden modüller  için şu genelleştirilmiş düz yaklaşım teoremleri 

ile Dirichlet serilerinin kısmi toplamlarının yaklaşım hızı ile ilgili daha net bilgi elde 

edebiliyoruz. Bunu aşağıdaki örnekle açıklayabiliriz. 

Köşeleri  1 , 1 , 1i i i      ve 1 i olan D  karesi üzerinde  

   
1

1 .ln
1

g z z
z

 
   

 
 

fonksiyonunu göz önüne alalım. g  fonksiyonunun 1.  türevi 1z   ’de bir logaritmik dal 

noktasına sahiptir. Böylece, diferensiyellenebilme şartları, yaklaşımın daha iyi bir 

derecesini sağlayamaz. Burada 0h  için  21,

1
, ln

D
g h O h

h


 
  

 
 olarak 

tanımlanmıştır. Fakat, 0h  için    
2, 2

,
D

g h O h   ve    2 2
,g h O h   olur. Bu 

doğrudan hesaplama ile gösterilebilir. Görüldüğü gibi, söz konusu fonksiyon için 

1.modülün değerlendirilmesinde sağ tarafta 
1

ln
h

 
 
 

var. Fakat 2.modülün 

değerlendirilmesinde ise sağ tarafta 
1

ln
h

 
 
 

bulunmamaktadır. Dolayısıyla, 1.süreklilik 

modülü için Mel’nik (1988)‘deki bilinen sonuçla kıyaslandığında, Teorem 4.2 gereğince 

daha yüksek mertebeden modül,  2E D ’de Dirichlet serilerinin uygun  nS g  

kısmı toplamlarının yakınsaklık hızının değeri için daha iyi sonuç vermektedir. Yüksek 

mertebeden modül  ln n  katsayısının iyileşmesini sağlamaktadır. 

Şimdi konveks çokgenlerde  pE D Simirnov fonksiyonlar sınıfı için ters 

teoremleri inceliyelim. 

Mel’nik (1988) çalışmasında 1.süreklilik modülü için, düz teoremin  ters analoğu 

ispat edilmiştir. Bu çalışmada, modülü değerlendirmek için, normal baskılar 
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kullanılmıştır, yani 0, 1t   , sabit 1   ve 0   üstü için     t t     olmak 

üzere sınırlı, azalmayan    : 0, 0,    fonksiyonunu göz önüne alınmıştır. 

Ters teoremin ispatında kvazipolinomlar için Bernstein tipinde bir eşitsizlikle 

ilgili Önerme 3.37 kullanılmaktadır.  

Brigitte Forster (2006) ve Mel’nik (1988)‘deki ters yaklaşım teoremleri, k  

keyfi modül için genişletilebilir (Forster, 2007). 

Teorem 4.3  k h  , k  üstlü ile birlikte normal bir baskı (mojarant) olsun. 

  ,pf E D 1 .p    ve  n n N
  ise (3.3)  şeklinde kvazipolinomlar dizisi olsun, öyle 

ki: 

1
n kp

f const
n


 

    
 

           (4.10) 

şartı sağlanır. Bu durumda f ’in,  ,k p
f h .k süreklilik modülü için, 

 
 1

1
, .

kk

k kp

h

u
f h const h du

u





    

eşitsizliği doğrudur. 

İspat: 0h  için, k

h ile 

   : . .h f f h f      ve   1 : .k k

h h hf f     

şeklinde ardışık olarak tanımlanan .k  fark operatörünü gösterelim. Tümevarım metodu 

ile kolayca göstermek olur ki,  (Timan, 1994). 

     1

1 1

0 0

tan

... . ... ...

h h
kk

h k k

k e

f x f x t t dt dt          (4.11) 

eşitsizliği geçerlidir, burada ,f k  defa türevlenebilirdir 

         Şimdi  0h   olsun ve bir Q  öyle seçelim ki,
 1

2 2
Q Qh

     şartı sağlansın. 

Bu durumda   

         11 2 2 2
1

.q q Q

Q
k k k k

h h h h

q

f u u u f u



             (4.12) 

olur. (4.10)  eşitsizliği ve 
k ’nın normallık şartı gereğince,  

1 12 2 2 2q q q q
p p p

f f         
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1 1

1 1 1
.

2 2 2
k k kq q q

const const  
 

      
                

   (4.13) 

sonucu elde edilir. 

D  sınırının parametrik denklemini 

1 , 1,..., ,j jT u T j N    için  : 0,z D T  , 

   1

1

1

.
j j

j j

j j

a a
z u a u T

a a








  


 

ile gösterelim, burada 
0 1

1

: 0,
j

j l l

l

T T a a



   ve 
1

1

: :
N

N l l

l

T T a a



    dir. 

(4.11) eşitliği, (4.13) değerlendirilmesi ve Önerme 3.37 kullanılırsa, şu şekilde devam 

ederiz: 

 12 2q q

k

h
p

    

         1

1

1 1 2 12 2

0 0 0

... ... ... ...q q

pT h h p
k k

k k kz x t t z x t t t dt dt dx

 
           

 
  

  

       1

1

1 12 2

0 0 0

...q q

h h T pp
k k

k kz x t t dx dt dt

 
        

 
    

   
1 12 2 2 2

2q q q q

k kk k q

pp
const h const h           

 
 1

2

1

2

1
2 2

2

q

k
q

k k kq

q k

u
const h const h du

u




 





 
       

 
 . 

Burada, biz ek olarak,     2, ,a b c d   kompakt karesi üzerinden tanımlanan  ,g x y  

fonksiyonları için, 

   

1
1

, , , , 1 ,

p pb d d b p
p

a c c a

g x y dy dx g x y dx dy p
   
      
    
     

Genişletilmiş Minkowski eşitsizliği kullanılmıştır (Zygmund,1988). (4.12) eşitliği 

kullanılırsa, 0h   için, 
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1
, .

kk k

k kkp

h

u
f h const h h du h

u


 



 
    

 
  

   
 1

1
,

kk
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h

u
const h du
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elde edilir. Şu ise istenen sonuçtur. 

Diferensiyellenebilir  pf E D  fonksiyonları için yaklaşım hızı ile ilgili 

değerlendirmeni daha da iyileştirebiliriz. 

Teorem 4.4   1 0,1k L  k  üstelli bir normal baskı (majorant) olsun.  pf E D , 

1 .p    ve n n N
  ise (3.3)  biçiminde kvazipolinomlarının bir dizisi olsun, öyle ki 

1 1
n ksp

f const
n n


 

     
 

       (4.14) 

Şartı sağlansın. Bu durumda 
   , 0,..., 1,f z s


    türevleri D ’de süreklidir, 

   s pf E D  ve 

   
1

0,
N

k k

k

d f a




 0,..., 1s k                                           (4.15) 

dir. f fonksiyonunun 
 s

f ,  türevinin   
  ,
s

k
p

f h  , k . modülü için 

  
   1

1

0

, . .

h
s k kk

k k
p

h

u u
f h const du h du

u u

 




 
  

 
   

değerlendirilmesi geçerlidir. 

İspat: z D  için  

        11 2 2
1

.q q

q

f z z z z





          (4.16) 

eşitliği yazılabilir. (4.14) gereğince, seriler,  pE D  normuna göre yakınsaktır. 0a   ve 

w D  olsun, öyle ki,  z D  için z w a   şartı sağlansın. (4.16)’yi  
1

!/ 2
s

s i z w



 

ile çarpalım. D  sınırı boyunca integral alınırsa,  

 

 
1

!

2
sD

f zs
dw

i z w  
  

      
 

11 12 2
1

! 1
. .

2
q q sD

q

s
z z z dw

i z w







 
     

 
  

elde edilir. Böylece,  tüm  w D ‘ler için 

                11 2 2
1

.q q

s s s s

q

f w w w w





             (4.17) 

sonucuna ulaşırız.  

Böylece,  Önerme 3.37 ve  (4.14)  eşitsizliği gereğince: 
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1 12 2 2 2

1
2 .

2
q q q q

s s sq

k qpp
const const  

 
         

 
                            (4.18) 

  1
2

2
.

q

q

k u
const du

u

 


    

elde edilir. 

 
  1 0,1

k u
L

u


  olduğundan dolayı, (4.17) serileri  pE D  de yakınsaktır. Böylece, 

   s pf E D  olur. Q için (4.18) ve (4.18)  gereğince aşağıdakini elde ederiz: 

            
12 2 2

1

Q q q

s s s s

p
q Q

f 



 

     

    1
2 2

2 0
1

.
q Q

q

k k

q Q

u u
const du const du

u u

  





 

       

Teorem 4.3 den  

  

 
01

1
,

u
k

s k

k khp

v
dv

f h const h du
u








 
 
  


  

bulunur. Modül ve normal baskılar  için standart hesaplamalar 

  
   1

1
, .

s k kk

k khp

u u
f h const du h du

u u

 




 
   

 
  

değerlendirilmesini vermektedir (Timan, 1994). 

Diferansiyellenebilme ve  (4.15) eşitliklerini ispatlamak için, tüm z D için  

           
1 12 2 2 20

q q q q

p pz k k k k

p
u u du const       

eşitsizliğini kullanırız, burada integralleme  0, z  doğru parçası üzerinden alınmaktadır 

(4.18) ve Önerme 3.37 kullanılırsa, tüm  z D  için  

                          
       1

1 1

2 2q q

s s
z z
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1 1

2 2 2 20
0 0q q q q

z s s s s
u u du 
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1 1

2 2

2 2

1
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q q

q q

s s

s s

Dp

u u
const u u du
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2 1 1

2 22
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q qq

s sk
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u
const du
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q qq

q sk
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2 2
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     1 1

2 2

2 2

1
.

2

q q

q q

k k

q

u u
const du du

u u

    

 

 
   

 
   

değerlendirilmesi elde edilir. 

 
  1 0,1

k u
L

u


  olduğuna göre 

              1

1 1 1 1

1 2 2
1

q q

s s s s

q

f z z z


   



      

serisi, D  üzerinde mutlak  ve düzgün yakınsaktır. Ayrıca, 0 1s    için 

                11 2 2
1

q q

q

f z z z z
   







      

serisinin mutlak ve düzgün yakınsaklığını tespit edebiliriz. (3.3) şeklinde verilen 

kvazipolinomların (3.4) biçimi nedeniyle  
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j
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LL
x x

L L


 

   

   
 

    

eşitsizliği yazılabilir. Burada n limit alınırsa, (4.15) eşitliğinin doğruluğu 

ispatlanmış olur. 

 

4.2. Smirnov-Orlıcz Sınıflarında Yaklaşma Teorisinin Ters Teoremi 

Teorem 4.5   bir Dini-düzgün eğri olsun,   ML   ise   de yansımalı bir Orlicz uzayı 

olsun. Her n  doğal sayısı için, n . dereceden  öyle bir   nP z  polinomu vardır ki,  

   
 

5

M
n rL

c
f P

n 
 


  ,                         (4.19)                                
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şartı sağlanır, burada,  0 1    ve  r  ise bir negatif olmayan tamsayıdır. Bu durumda  

 Mf E G  dir ve 
  , ,
r

M f 


 süreklilik modülü için, aşağıdaki eşitsizlikler 

geçerlidir (Jafarov, 2012). 

 

  , 6, ,
r

M f c   

                 0 1  ,                  (4.20) 

    , 7, 1 ln ,
r

M f c   

           1                        (4.21) 

    İspat:   

 
 

   
 

 
  18

M M M
n nL L L

P P f f c   
  
                  (4.22) 

 eşitsizliği geçerlidir, burada 18c sabiti n ’den bağımsızdır. 

  nP   dizisi   ML   de yakınsar. Buna bağlı olarak,   nP   dizisi belli bir 

ölçüye göre yakınsar. (4.22) eşitsizliği sağlandığından (Israfilov ve Akgun, 2006), 

(Kokilashvili, 1968) a göre   nP   dizisi, bölgenin içinde    Mf z E G  

fonksiyonuna düzdün yakınsar ve açısal yollar boyunca  f z ’nin sınır değerleri 

( ’nın içinden)   üzerinde hemen hemen her yerde  f   ile çakışır. 

Aşağıdaki biçimde polinomlar dizisini tanımlayalım: 

   0 1 ,T z P z       12 2k kkT z P z P z      ( 1, 2,...)k   

 
0

k

k

T z




 serileri, G  nin içinde  f z  fonksiyonuna düzgün yakınsar. Bu durumda   

 

0

r

k

k

T




 serileri,  G  nin içinde 
   r

f z  fonksiyonuna düzgün yakınsar.  

     
0

n
r

n k

k

K s T s


 . 

şeklinde dizi tanımlayalım. Şimdi   nK s  dizisinin  ML  de yakınsadığını gösterelim. 

(4.19) gereğince 

           
 

   
 

   
   1

19

2 2
2

k k

M M M
k k rL L L

c
T f P f P


       

       (4.23) 

eşitsizliği elde edlir.  (4.23) ve (3.7) ye göre  

   
 

20

2M

r

k n
L

c
T





              (4.24) 

bnulunur. (4.24) kullanılırsa, aşağıdaki elde edilir: 
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21

1 2M M

m
r

m n k nL L
k n

c
K K T


  

 
 

   ,  m n .      (4.25) 

Bu durumda  (4.25)  eşitsizliğine göre,  nK s  dizisi bir Cauchy dizisidir.   ML   bir 

Banach uzayı olduğundan,   nK   dizisi,   ML   de yakınsaktır. Böylece,  nK s  

dizisi belli bir ölçüye göre yakınsaktır. 

 
  22

M
n L

K c

  olduğundan,  nK s  dizisi, belli bir ölçüye göre 

   r
f z  

fonksiyonunun 
   r

f   açısal yollar boyunca sınır değerlerine yakınsar.   nK s  

dizisinin öyle bir  
inK s  alt dizisi vardır ki,   üzerinde h.h. her yerde,  

     
i

r

nK s f s  

dir. Buradan    üzerinde hemen hemen her yerde şunu elde ederiz: 

         
i

r

n n nK K f K       

Fatou lemması ve (4.25) e göre  

     
 

22

2M

r

n n
L

c
f K


 


       (4.26) 

elde edilir, burada  nK  polinomu 2n . dereceden bir polinomdur. 
1

0
2

   şartını 

sağlayan   sayısını seçelim ve m N  sayısını öyle seçelim ki, 1 1
2 2m m



    şartı 

sağlansın. 

Eğer  w  komleks düzlemine geçiş yapılırsa, bu durumda (4.26)  eşitsizliğinden  
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  (4.27) 

elde edilir. Aşağıdaki biçimde polinomlar dizisini tanımlayalım: 

   1 1 ,Q z K z          1 ,k k kQ z K z K z   

burada   kQ z  polinomu 2k . derecedendir. (4.26)’den şunu elde ederiz:  
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   ,    2k        (4.28) 

ixw e  yazarak,     ix

k kQ e v x  
 

 tanımlayalım. Bu durumda şunu elde ederiz: 

   
 M

k k L T
v x h v x   
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           sup : , 1k k N
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v x h v x g x dx g L T N g x dx       

        
0

sup : , 1

h

k N
T T

v x h dt g x dx g L T N g x dx
  

    
  
     (4.29) 

 
 M

k L T
h v x . 

  eğrisi, Dini-düzgün eğri olduğundan,  (3.1) gereğince 
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                  (4.30) 

elde edilir. (4.29)   ve (4.30) kullanılırsa, şunu elde ederiz: 
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(3.7) ve  (4.30) a göre  
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                             (4.32) 

bulunur. (4.27), (4.32) ve (4.28) yi kullanarak, h   için  
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                   (4.33) 

eşitsizliği bulunur. (4.33) den istenen (4.20)  ve (4.21) eşitsizlikleri elde edilir.   

Böylece, Teorem 4.5’in ispatı tamamlanmış olur. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

5.1 Sonuçlar 

D  konveks çokgen olmak üzere   pE D Smirnov sınıflarına ait fonksiyonların  

Dirichlet serilerinin (1.1) biçiminde kısmi toplamları ile yaklaşımı üzerine  yaklaşım 

teorisinin düz problemleri araştırılmaktadır. Daha sonra ise D  konveks çokgenlerde  

 pE D Smirnov sınıflarına ait fonksiyonların (1.2) biçiminde kvazipolinomlarla 

yaklaşımı ile ilgili yaklaşım teorisinin ters teoremleri verilmektedir.  

Ayrıca, ilave olarak, Dini-düzgün eğri ile sınırlanmış bölgelerde tanımlanmış 

 ME G  Smirnov-Orlicz sınıflarında, yaklaşım teorisinin ters teoremi ispatlanmaktadır. 

 

5.2 Öneriler 

Bu tezdeki sonuçlar daha genel özelliklere sahip bölgelerde ve başka uzaylarda 

incelenebilir. 
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