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Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog¢. Dr. Erdal KORKMAZ

Bu calismada, kesirli diferansiyel denklemlerin yeni kararlilik sonuglart ve kullanilan analitik
yontemler hakkinda kisa bir genel bakis verilmistir. Lineer kesirli sistemin 6z degerleri analiz edilerek
kararlilig: tartisilmistir. Ayrica lineer olmayan kesirli dinamik sistemin kararlili1 lineer olmayan terimde
kosullar verilerek analiz edilmistir. Ayrica, kesirli ndtr ve integro diferansiyal sistemlerin kararliligt
incelenmistir. Kesirli diferansiyel denklemlerin uygulanabilirligini gostermek igin bazi Grnekler
sunulmustur.
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STABILITY OF FRACTIONAL INTEGRO DIFFERENTIAL EQUATION
SYSTEMS
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In this study, a brief overview of the new stability results of fractional differential equations and
the used analytical methods is given. The stability of the linear fractional system is discussed by
analyzing the eigenvalues. In addition, the stability of the nonlinear fractional dynamical system is
analyzed in the nonlinear term by giving the conditions. In addition, the stability of fractional neutral and
integro differential systems was investigated. Some examples are presented to demonstrate the
applicability of fractional differential equations.
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1. GIRIS

Kesirli analiz, klasik analizdeki tiirev ve integral kavramlarinin tamsay1 olmayan
mertebeden (karmasik, reel ve rasyonel sayi) tiirev ve integrallere genellemesi olarak
tamimlanir. 19. yiizyildan bu yana, kesirli analiz teorisi, ¢ogunlukla kesirli geometri,
kesirli diferansiyel denklemler ve kesirli dinamikler gibi bir dizi uygulamali disiplinin
temeli olarak hizla gelismistir. Giinlimiizde de kesirli analiz uygulamalar1 ¢ok genistir.
Ornegin, reoloji, viskoelastisite, akustik, optik, kimyasal ve istatistiksel fizik, robotik,
kontrol teorisi, elektrik ve mekanik miihendisligi, biyo miihendislik vb. alanlarda ¢ok
sayida uygulamalart bulunur. Kesirli analizde birden fazla tiirev taniminin olmasi
problemin ¢esidine en uygun olaninin kullanilmasini saglar. Boylelikle problemin en iyi
¢oziimiiniin elde edilmesi imkanmi verir. Riemann-Liouville, Caputo, Griinwald-
Letnikov, Weyl, Hadamard, Riesz ve Marchaud baslica kesirli tiirev g¢esitleridir.
Birbirleri arasinda iliskiler olmasina ragmen tanimlari ve tanimlarinin fiziksel yorumlari
yoniinden farklidirlar (Oldham ve Spanier, 1974; Samko ve ark., 1993a; Miller ve Ross,
1993; Podlubny, 1998; Hilfer, 2000). Kesirli analiz uygulamalarinin basarili olmasinin
temel nedeni, bu yeni kesirli diizen modellerinin genellikle tamsay1 diizenindekilerden
daha dogru olmasidir, yani kesirli diizen modelinde Kklasik modelden daha fazla

serbestlik derecesi vardir.

Integral denklemler bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda ortaya giktig1
diferansiyel denklemler olarak tanmimlanir. integral denklemler ile ilgili ilk bilimsel
gelismeler 19. Yiizyilin ilk yarisinda ortaya c¢ikmustir. Giliniimiizde de integral
denklemlerin pek ¢ok alanda uygulanabilirliginden s6z edilebilir. Fiziksel olaylar ile
ilgili bircok modellemeler integral ve integro-diferansiyel denklemler ile ifade
edilebilmektedir. Integro-diferansiyel denklemler 1930 yilinda ilk olarak Vito Volterra
tarafindan ortaya atilir. Volterra, integro-diferansiyel denklemleri bilinmeyen
fonksiyonun tiirevlerini ya da integral isareti altinda bilinmeyen fonksiyonu, tiirevlerini
veya ikisini birden igeren denklemler olarak tanimlar (Varol Bayram, 2019). Integro-
diferansiyel denklemler, farkli disiplinlerde matematiksel modeller olarak oldukg¢a sik
ortaya ¢ikmaktadir. Integral ve integro-diferansiyel denklemler ¢alismasmin kokenleri
Abel, Lotka, Fredholm, Malthus, Verhulst ve Volterra'nin mekanik, matematiksel

biyoloji ve iktisat problemleri iizerindeki ¢alismalarina dayanir (Lakshmikantham,



1995). Integro-diferansiyel denklemler elektromanyetik teori, termoelastikiyet, biyoloji,

1s1 iletimi, mekanik, ekoloji, dalgalarin kirmnimi1 gibi alanlarda da ortaya ¢ikmaktadir.

Integro-diferansiyel denklem sistemini ¢6zmek igin cesitli yontemler vardir.
Adomian ayrigma yontemi, Galerkin yontemi, rasyonellestirilmis Haar fonksiyonlari
yontemi, Homotopi pertiirbasyon yontemi ve varyasyonel yineleme yontemi bunlardan
bazilaridir. Son yillarda dinamik sistemlerde kontrol teori, mekanik, optik, elektrik, gibi
gercek hayat problemlerinde kesirli integro diferansiyel denklem sistemleri kullanilir.
Diger taraftan iyi bilinmektedir ki kesirli integro diferensiyel denklemlerde kararlilik

analizinin yapilmasi temel problemlerden biri olarak bilinir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Kesirli Diferansiyel Denklemler farkli arastirma alanlarinda ve miihendislik
uygulamalarinda daha sik goriiliir. Bir¢ok fiziksel sistem davranisinin kesirli diizen
teorisi kullanilarak dogru bir sekilde tanimlanabilecegi bulunmustur. Aslinda, gercek
diinya stiregleri(islemleri) genellikle kesirli diizen(dizi) sistemleridir. Kesirli analiz
siireksizlik olusumunun acgiklanmasinda yardime1 olur ve tekillikk olusumu
zenginlestirici bir diislince deneyidir. Kesirli tlirevlerin uzun bir matematiksel tarihi
olmasia ragmen, uzun yillar fizikte kullanilmamislardir. Boyle bir popiilerligin olasi
bir agiklamasi, kesirli tlirevlerin birden fazla esdeger olmayan taniminin olmasi olabilir.
Diger bir zorluk, kesirli tiirevlerin yerel olmayan karakterleri nedeniyle belirgin bir
geometrik yoruma sahip olmamalaridir. Ancak, son 10 yil boyunca kesirli analiz,
fizikciler ve matematikgilerin daha fazla dikkatini cekmeye baslamaktadir. Ozellikle
disiplinler arasi uygulamalarin kesirli tlrevlerin yardimiyla zarif bir sekilde
modellenebilecegi bulunmustur. Tamsay1 sirali modellerin kullanilmasinin ana nedeni
kesirli diferansiyel denklemler i¢in ¢oziim yontemlerinin olmamasidir. Fraksiyonel
diizenin diferansiyel denklemleri, akiskanlar mekanigi, viskoelastisite, biyoloji, fizik ve
miithendislik vb. gibi ¢esitli uygulamalarda siklikla goériinmesi nedeniyle birgok
aragtirmanin odak noktasi olmustur. (Podlubny, 1998; Diethelm ve Ford, 2002; Kilbas
ve ark., 2006). Kesirli diferansiyel denklem kullanmanin en onemli avantaji, yerel
olmayan Ozellikleridir. Tamsay1 sirali diferansiyel operatorii yerel bir operatordiir,
ancak kesirli sirali diferansiyel operatorii yerel degildir. Bu, bir sonraki sistem
durumunun sadece mevcut durumuna degil, ayn1 zamanda tiim tarihsel durumlarina da
bagli oldugu anlamma gelir. Kesirli diferansiyel denklemlerin bu 6zel ozellikleri,
arastirmacilar1 bu alanda ¢alisma yapmak icin cekmistir. Icinde bulundugumuz yiizyilin
ortasina kadar 6nemli katkilar saglayan matematikgilerin bir listesi P.S. Laplace (1812),
J.B.J. Fourier (1822), N. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann
(1847), A.K. Grounwall (1867-1872), A.V. Letnikov (1868-1872), J.Hadamard (1892),
O. Heaviside (1892-1912), G.H. Hardy ve J.E. Littlewood (1917-1928), H. Weyl
(1917), P. Levy (1923), M. Riesz (1949) ve digerleridir. Adi Kkesirli diferansiyel
denklemler i¢in temel varlik ve teklik teoremleri burada sunulmaktadir (Samko ve ark.,
1993b; Podlubny, 1998). Kararlilik analizi kesirli diferansiyel denklemler ¢aligmasinda
merkezi bir gérevdir ve birgok yazar tarafindan kararlilik analizi yapilmistir (Odibat,

2006; Qian ve ark., 2010; Odibat, 2010; Li ve Zhang, 2011).



Hem sistem teorisi hem de kesirli analizin bilgisini zenginlestiren Mittag-Leffler
kararlilig1 ve kesirli Lyapunov direkt metodu tartisilmistir. (Li ve ark., 2009). Mittag-
Leffler kararliligi, tissel kararlilik ve gii¢ yasasi kararliliginin bir genellemesi olup,
yakinsama hizi Ussel kararliliktan daha dogrudur (Li ve ark., 2009). Daha sonra, s-
diizlemini F-diizlemine doniistiirerek lineer kesirli bir diferansiyel denklemin kararlilig
elde edilir (Ran-Chao ve ark., 2013). Son olarak, herhangi bir sayida kesirli elemani
olan bir sistemin kararliligini incelemek i¢in bir yontem ag¢iklanmistir (Radwan ve ark.,
2009). Burada, (Hu ve Blanchini, 2010) bilesik ikinci dereceden fonksiyonlarin,
tartisilan lineer diferansiyel kapanimlarin saglam kararlilik analizi ve saglam dengeleme
icin gerekli ve yeterli kosullar1 sagladigi gosterilmistir (Miller ve Ross, 1993; Li ve ark.,
2009). Son zamanlarda, degisken iterasyon yontemi (varyasyonel yineleme metodu )
(He, 1999b) gibi kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in ¢esitli yaklagik sayisal
yontemler verilmistir. Homotopi pertiirbasyon metodu (He, 1999a), Adomian'in ayrisma
metodu (Jafari ve Daftardar-Gejji, 2006), homotopi analiz metodu (Hashim ve ark.,

2009) ve kollokasyon gibi yontemler verilmistir (Khader, 2011).



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bolimde materyal olarak calismada kullanacagimiz literatiirde mevcut
kararlilik tanimlari, kararlilik teoremleri ve fraksiyonel tiirevde kullanilan fonksiyon

tanimlar1 verilecektir.

3.1 Kararhlik ve Fraksiyonel Tiirev ile Tlgili Temel Kavramlar

Fizik ve miihendislikte en ¢ok tanimlanan matematiksel modeller ya da
denklemler ¢ogunlukla x(ty) = X, baslangig sart1 ile birlikte,

x' = F(t,x) (3.1)
formunda otonom olmayan adi diferansiyel denklemlerdir. Burada D c R", x =0
orijini igeren bir bolge ve F: [0, +oo]xD — R™ fonksiyonu [0, +o0]xD iizerinde x’e gore
Lipchitz sartim1 saglayan ve t’ye gore pargali stirekli bir fonksiyondur. Genellikle tiim
Olctim tiirlerinden kaynaklanan ilk verilerde hata olabileceginden, ilk verilerdeki kiigiik
farkliliklarin (3.1) in ¢6zilimlerinin istenen davranisini ne kadar etkiledigini bilmek
onemlidir. Yani baglangic sartinda yeterince kii¢iik bir degisiklik yapilmasi durumunda,
ilgili ¢oziimde énemli bir sapma gozlenirse, o zaman verilen baslangic verilerinden elde
edilen ¢oziim kabul edilemezdir, ¢iinkii istenen davranig1 yaklasik olarak
tanimlamamaktadir. Cozlimlerin kayda deger bir sekilde istenen davranistan sapmasina
izin vermeyecek kosullarin arastirilmasi problemi, bunun ic¢in O6nemlidir. (3.1) in
¢oziimlerinin davranislariyla ilgili bu tir problemlerle ilgilenen matematik alani
genellikle kararlhilik teorisi olarak tercih edilir. ty = 0 saginda var olan (tg,Xg)
baslangi¢ noktasindan gegen (3.1) in bir ¢oziimii x(t) = x(t, to, Xo) olsun. Simdi (3.1) in
x(t, tg, Xg) ¢0zlimii i¢in ¢esitli kararlilik tanimlar1 verilir.

Teorem 3.1 F(t,x) fonksiyonu B = {(t,x):t, <t <ty + a, ||x — x,|| < b} kiimesinde
stirekli ve (t, x1), (t, x,) € B i¢in,
IF(t,x1) — F(t, x2) |l < Kllx; — x|
Lipschitz sartin1 saglasmm. O zaman X, — X, demek te€E [ty ty + o] icin
X(t,to, Xn) = X(t,to, Xo)
diizgiin demektir (Ahmad ve Rao, 1999).

Tanim 3.1 (3.1) diferansiyel denklem sisteminin herhangi bir ¢oziimii x(t) olsun. Eger
her € > 0 i¢in bir 6 = 8(¢) > 0 vardir ki (3.1) in herhangi bir X(t) = x(t,tg,X,)
¢oziimi icin X, — xoll < & iken her t > t, igin IX(t) — x(t)Il < & oluyorsa (3.1) ‘in

x(t) ¢6ztimiine kararlidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).



Tanmim 3.2 Eger (3.1) in x(t) ¢ozimii kararli ve bir 6 = 8(¢) > 0 var Xy, — x,ll < 6
iken her t >t i¢in IX(t) — x(t)Il > 0 oluyorsa (3.1) ‘in x(t) ¢oziimiine asimptotik
kararlidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).

Tanim 3.3 (3.1) diferansiyel denklem sisteminin herhangi bir ¢oziimii x(t) olsun. Eger
her &> 0 igin bir § = §(¢) > 0 vardir ki (3.1) in herhangi bir X(t) = x(t,tg,X;)
¢oziimli ve t; >ty ig¢in IX(t;) — x(t)Il < & iken her t > t; igin IX(t) —x(Dl < &

oluyorsa (3.1) in x(t) ¢oziimiine diizgiin kararlidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).

Tamim 3.4 Eger (3.1) in x(t), ¢oziimi diizgiin kararli ve bir §, > 0 vardir ve her bir
n> 0 i¢in bir T=T(m) >0 vardir ki t; >t i¢in IX(t;) —x(t)I < 8, iken her
t>t; + Tigin IIX(t) —x(t)Il < n, oluyorsa (3.1) in x(t) ¢éziimiine diizgiin asimptotik
kararlidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).

Tanim 3.5 (3.1) diferansiyel denklem sisteminin herhangi bir ¢6ziimii x(t) olsun. Eger
her € > 0 icin bir § = 8(¢) > 0 vardir ki (3.1) in herhangi bir X(t) = x(t,tg,Xg)
¢oziimii ve t; >ty igin IX(ty) — x(t))I < & iken her t >ty igin IX(t) —x(t)Il < ¢
oluyorsa (3.1) ‘in x(t) ¢ozlimiine kuvvetli kararlidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).
D c R™ olmak tizere f : D - R" lokal lipchitz sartin1 saglayan bir doniisim
olsun.
x = f(x) (3.2)

otonom diferansiyel denklem sistemi verilsin.

Tanmm 3.6 (3.2) diferansiyel denklem sisteminin denge noktast x = 0 olsun. Eger
Ve > 0igin ||x(0)]] < 6 iken V t = 0 i¢in ||x(t)|| < € oluyorsa (3.2) nin x = 0 denge
noktast kararlidir denir. Aksi takdirde kararsizdir. Eger (3.2) nin x = 0 denge noktasi
kararli ve ||x(0)|| < & iken lim;_ x(t) = 0 oluyorsa (3.2) nin x = 0 denge noktasi
asimptotik kararlidir denir (Khalil ve Grizzle, 2002).

Orijini iceren D c R™ Dbolgesinde tanmimlanan V:D — R siirekli

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. V nin (3.2) egrisi boyunca tiirevi

0= 5=V ro
X) = B — = —_f.
pr axi L - axi !

f1(x)

_[oV oV OV] £ (%)
~lox, ox,” ox,lT|

.00



av
=2

olur.

Teorem 3.2 f(t,x) fonksiyonu t ye gore pargali siirekli, D € R™ bolgesinde her x ve
her t > t, icin x e gore lokal Lipchitz saglasin. W kiimesi x, iceren D nin kompact bir
alt kiimesi olsun. Eger x' = f(t,x), x(t,) baslangi¢ deger probleminin her ¢6ziimii
tamamen W da kalirsa o zaman her t > t i¢in baslangi¢ deger probleminin tanimlanan
bir tek ¢oziimii vardir (Khalil ve Grizzle, 2002).

Teorem 3.3 (3.2) diferansiyel denklem sisteminin x = 0 denge noktasini igeren bir
D c R™ bolgesi verilsin. V:D = R siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Eger V(0) =0,D —{0} da V(x) > 0veD'deV(x) <0 ise o zaman (3.2)’nin x = 0
¢oziimii kararhidir. Ayrica eger D — {0} da V(x) <0 ise (3.2) nin x =0 ¢oziimii
asimptotik kararlidir (Khalil ve Grizzle, 2002).

Tanim 3.7 y(0) = 0 ve y:[0,a) — [0,) siirekli fonksiyonu siki artan ise y ya K-
siifina aittir denir. Eger a = o ve r - oo iken a(r) = o ise y ya K, smifina aittir

denir (Khalil ve Grizzle, 2002).

Lemma 3.1 Orijini igeren D € R™ bolgesi iizerinde tanimli, siirekli pozitif taniml
V:D — R fonksiyonu verilsin. Bir r > 0 i¢in B, € D olsun. O zaman her x € B, igin
ar(llxl) < V(x) < ax(llxID
olacak sekilde [0, ] de tammlanan @, ve a, K-fonksiyonlar sinifi vardir. Eger D = R"™
ise @, ve a, fonksiyonlari [0, 0] tanimlanmis olacak ve yukaridaki esitsizlik x € R™
icin saglanacak. Ayrica V(x) radyal smirsiz ise o zaman @, Ve a, fonksiyonlar1 K,

smifindan segilebilir (Khalil ve Grizzle, 2002).
Teorem 3.4 (3.2) sisteminin x = 0 denge noktasini i¢eren bir bolge D < R™ olsun.
V:[0,4+o0]xD — R siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. V¢t > 0veV x € D

icin W, (x) ve W, (x) siirekli pozitif tanimli fonksiyonlar olmak tizere asagidaki

Wi(x) <V(t,x) < W,(x) (3.3)
av oV
E‘i‘af(t,x) <0 (34)

sartlar1 saglaniyor ise o zaman (3.2) sisteminin x = 0 denge noktas1 diizglin kararlidir
(Khalil ve Grizzle, 2002).

Tanmim 3.8 x € R* olmak iizere



I'(x) = fooe_t t*1dt (3.5)
0

seklinde tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir. Gamma fonksiyonun en
temel yorumu basit bir sekilde tiim reel sayilar i¢in faktoriyelin genellestirilmesidir.

Gamma fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir (Kimeu, 2009).

'x+1) =xI'(x) xe€R", (3.6)
F'x)=(x—-1)!, x€N, 3.7
Tamm 3.9 Re v > 0 olmak lizeri
t
* — —X, V-1 3.8
(v, t) F(v)tvj;)e xtdx (3.8)

seklinde tanimlanan fonksiyona tam olmayan gamma fonksiyonu denir (Kimeu, 2009).

Tanm 3.10 x, y € R* olmak lizere

1
peoy) = [ - o (39)

0
seklinde tanimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir. Ayrica Beta fonksiyonu Gamma

fonksiyonu yardimiyla x, y € R* olmak iizere

_TOOr()

" TG +y) (3.10)

B(x,y)

olarak da tanimlanir (Kimeu, 2009).

Tanmm 3.11 a > 0,z € C igin tek parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu agagidaki gibi

tanimlanir.
oo Jk
Eq(2) = z T(ak+1) (3.11)
k=0
a,B > 0,z € Cigin iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir.
oo K
Eqp(z) = Z Fak+ ) (3.12)
k=0
a,B > 0,A € R™™ i¢in bir A matrisinin Mittag-Leffler islevi su sekilde tanimlanir.
2 k
Eqp(At) = % (3.13)
k=0
Mittag-Leffler fonksiyonlarmin Laplace doniisiimii asagida ki gibidir.
{5 E, (-2t} = (Re) > Alz ) (3.14)
@b ST+ A

burada t > 0,1 € R’dir (Podlubny, 1998).



Tammm 3.12 Riemann-Liouville kesirli integral operatori @ >0 ve f € L'(R")
fonksiyonu tarafindan asagidaki gibi tanimlanir.

I19f(t) = Lft(t —5)% 1 f(s)ds (3.15)
r(a)J,

Burada I'(.), Euler gama fonksiyonudur (Podlubny, 1998).
Tamm 3.13 Riemann-Liouville kesirli tirevi sirsiyla «a >0, n—1<a<n, n€N
olmak tizere
1 d\" ¢

DEf () = m(d—t) fo (t — )1 f(s)ds (3.16)
seklinde tanimlanir. Burada D™ adi diferansiyel operator ve f(t) fonksiyonu (n — 1).
mertebeye kadar siirekli tiireve sahiptir. (Podlubny, 1998).
Tammm 3.14 Kaputo kesirli tiirevi sirasiyla ¢ >0, n—1<a<n, n€N  olmak

uzere

1 7 —-a—-1 rn
‘D f(t)zm fo (t—ys) f(s)ds (3.17)

seklinde tanimlanir. f(t) fonksiyonu n — 1 sirasina kadar kesinlikle siirekli tiirev igerir
(Podlubny, 1998).

Tamm 3.15 « kesirli mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi, x(t) € C™[0, t] ve

m—1<a<m € Z* olmak iizere,

xk(o)t—a+k N
i N(—a+k+1) T(m

1 t
aDoex(t) = ) fo (t—1)" e lxM(p)dr  (3.18)

seklinde tanimlanir.

Griinwald-Letnikov kesirli tiirevinin orijinal tanimi bir sinur ile verilir, yani

h—-0,nh=t

oD&x(®) = lim h-“zn:(—nk(Z)x(t—kh)
k=0

seklindedir. Bu smir ifadesi kullanim i¢in uygun degildir, bu nedenle Tanim 3.15

siklikla benimsenir (Li ve Deng, 2007).

3.2 Fraksiyonel Tiirev Uzerine Uyarilar

Bu boéliimde Grunwald Letnikov tiirevi, Riemann Rieouville tiirevi ve Caputo
tirevinin Ozellikleri tartigilmistir. x(t) fonksiyonunun yeterince diizgiin oldugunu

varsayarsak, Griinwald-Letnikov tiirevi Rieman Liouville tiirevine esdegerdir. Burada
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bir grup piiriizsiiz fonksiyonla ¢aligmalarimizi kisitladigimiz igin, Riemann -Liouville
tiirevini Caputo tiireviyle karsilastirmamiz gerekiyor.

Teorem 3.2 Eger x(t) € C™[0,0) vem — 1 < a <m € Z*, 0 zaman
tk
8) D&x(t) = D& (x(1) = Bt =x®(0))
b) DG ¢Docx(t) = rDgDofx(t) = x(t) m = 1igcin gegerlidir.

0) Dof DE&x(t) = x(t) — X olix<k>(0)

-k

d) Do uDex(t) = x(t) — ¥t DS x(0)], F(a k1)

) ruD0tDor x(t) = x(t), Doy riDoex(t) = x(t) — X¥so 1 x(k)(o)
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4. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

4.1 Integral ve Integro Denklemler Hakkinda On Bilgiler
Tanmm 4.1 Bilinmeyen bir u(x) fonksiyonunun integral altinda ortaya c¢iktig
diferansiyel denklemlere integral denklemler denir. Integral denklemlerin genel formu

h(x)

u(x) = f(x) + 7\[ K(x, t)u(t)dt

gx)

ile temsil edilir. Burada K(x,t) iki degiskenli fonksiyonu integralin ¢ekirdegi olarak
adlandirilir. Integral smirlar1 sabit ise denklem Fredholm integral denklemi olarak

adlandirtlir. Fredholm integral denkleminin genel hali

b
ulx) =f(x)+ ?\f K(x, t)u(t)dt

olur. Fredholm integral denkleminde bilinmeyen wu(x) fonksiyonu yalniz integral
simgesi altinda yer aliyorsa bu denkleme birinci tip Fredholm integral denklemi denir.

Genel formu

b

f(x) =j K(x, )u(t)dt

a

ile temsil edilir. Diger taraftan eger bilinmeyen u(x) fonksiyonu Fredholm integral
denkleminde integral simgesinin hem iginde hemde disinda yer aliyorsa bu denklem

ikinci tip Fredholm denklemi olarak adlandirilir. Bu denklemin genel formu

b
ulx) = f(x) + 7\[ K(x, t)u(t)dt

ile temsil edilir. Eger Fredholm integral denklemindeki f(x) fonksiyonu tamamen sifir

ise homojen integral denklemi olarak adlandirilir. Homojen Fredholm integral denklemi

b
u(x) = 7\[ K(x, t)u(t)dt

olarak ifade edilir.
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Integral denklemlerde integral sinirlarindan en az biri degisken olan denklemler
Volterra denklemler olarak adlandirilir (Bocher, 1974). Volterra integral denkleminin

genel hali

ulx) = f(x) + Afo(x, Hu(t)dt

olur.

Bir Volterra integral denkleminde bilinmeyen u(x) fonksiyonu yalniz integral
simgesi altinda yer aliyorsa bu denkleme birinci tip Volterra integral denklem denir. Bu

denklemin genel formu

X

f(x) =f K(x, t)u(t)dt
a

ile temsil edilir. Diger taraftan eger bilinmeyen u(x) fonksiyonu Volterra integral

denkleminde integral simgesinin hem iginde hem de disinda yer aliyorsa bu denklem

ikinci tip Volterra integral denklem olarak adlandirilir. Bu denklemin genel formu
X
ulx) =f(x) + Af K(x, t)u(t)dt
a

ile temsil edilir. Burada K(x,t) g¢ekirdek, f(x) reel degerli bir fonksiyon ve A bir

parametredir.

Eger Volterra integral denklemindeki f(x) fonksiyonu tamamen sifir ise
homojen Volterra integral denklemi olarak adlandirilir. Homojen Volterra integral
denklemi

u(x) = Afo(x, Hu(t)dt

olarak ifade edilir.

Tamim 4.2 Bilinmeyen u(x) fonksiyonun integrasyon isareti altinda goriindiigii ve
ayrica bilinmeyen u(x) fonksiyonun tiirevlerini igeren diferansiyel denklemlere integro

diferansiyel denklemler denir. Genel formu

h(x)
u™(x) = f(x) + A K(x, t)u(t)dt
gx)
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olarak ifade edilir.

Tanim 4.3 Volterra integral denklemi i¢in eger g(x) ve h(x) integral sinirlarindan biri
veya her ikisi sonsuz ise yada K (x,t) cekirdegi integrasyon araligindan bir veya daha
fazla noktada simirsiz oluyorsa (yani sonsuz degerini aliyorsa), Volterra integral

denklemi singiilerdir denir.

4.2 Kesirli integro Diferansiyel Denklemler I¢in Lyapunov Kararhlik Coziimleri

R, reel sayilar kiimesini R™ n-boyutlu Oklid uzayin1 gostermek iizere | = [to,to + al,
feC[XR"R"] ve K € C[J] Xx] X R™R"] olmak lizere 0 < a < 1 igin

x@(t) = f(t x(t)) +f K(t s, x(s))ds (4.2)
kesirli integro diferansiyel denklemini

x@ D (t,) = x, (4.2)

baslangi¢ sart1 ile birlikte goz Oniline alalim. Bu boliimde kesirli integro diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimlerinin Lyapunov anlamda kararliligi ve asimptotik kararliligi i¢in
yeter kosullar verilir. Tim t € J i¢in f(t,0) = 0 ve K(t,s,0) = 0 oldugu kabul edilir.
Boylece x = 0 (4.1) denkleminin bir ¢6ziimii olacaktir.

Tanim 4.4 a > 0 i¢in [a, b] araliginda tanimli f fonksiyonunun kesirli integrali

12°f = j (b — )1 f(s)ds, 4.3)

(@
olarak tanimlanir (Momani ve Hadid, 2004).
Lemma4.10 <ty <t <ty,+ a olmak lizere (4.1)-(4.2) baslangi¢ deger problemi

x(t) = (t—to)* 1+ J (t =) f(s,x(s))ds

1"() r(a)

(4.9)
+ F(l) to(t_S)a 1[ K (0,s,x(s))dods,

lineer olmayan integral denklemine denktir. Baska bir ifadeyle (4.4) integralin her
¢Oziimii ayn1 zamanda orijinal (4.1)-(4.2) baslangic deger probleminin bir ¢oziimidiir
ve bunun tersi de dogrudur (Momani ve Hadid, 2004).

Lemma 4.2 (Gronwall Lemmasi) u(t) ve v(t) fonksiyonlart t, <t <ty,+a
araliginda negatif olmayan siirekli fonksiyonlar olsun. Ayn1 zamanda f(t) fonksiyonu

to < t <ty + a araliginda pozitif, siirekli ve monoton azalmayan olsun ve



t

u(t) < f(t) +f u(s)v(s) ds;

to

esitsizligini saglasin. O zaman t, < t < t, + a i¢cin

t

u(t) < f(t)exp (f v(s) ds)

0

esitsizligi saglanir.
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(4.5)

(4.6)

Ispat: w(t) = f(¢t) + f;u(s)v(s) ds olsun. w(ty) = f(t) oldugu agiktir. O zaman

(4.5)den u(t) < w(t) olur. u(t) ve wv(t) negatif olmayan siirekli fonksiyonlar

oldugundan dolay1 t, < t <ty + a i¢in
w'(t) = u®)v(t) < w()v(t)

olur. Bu esitsizligi exp (— ) tto v(s)ds) ile carparak

d
T w(t)exp (—j

elde ederiz. Bu esitsizligi t, dan t ye integrallersek

t
<0

v(s)ds)

0

w(t)exp (— ftv(s)ds> —w(ty) <0
t

0
olur. u(t) < w(t) ve w(ty) = f(t) oldugundan t, <t < t, + a igin

t

u(t) < f(t)exp (f v(s) ds)
t

0

sahip olunur.

Teorem 4.1 f fonksiyonunu

[F (& x(O)] < ¥(©lxl,

esitsizligini saglasin ve s € [t,, t] i¢in K

< 6(t)|x|,

ftl((a, s, x(s))da

saglasin. Burada

sup | (t—5)*1[y(t) + 6(t)]ds < .

to

4.7)

(4.8)

(4.9)

olacak sekilde y(t) ve &(t) siirekli negatif olmayan fonksiyonlardir. O zaman (4.1)’in

her x(t) ¢6ztimii
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|%o]
F(a)

saglar (Momani ve Hadid, 2004).
Ispat: 0 <ty <s<t<ty,+a icin (4.4)ten

lx(O] <

~lexp {F( )f (t —s)* y(s) + 6(5)]ds} (4.10)

F(@)|x@®)] < [xl(t —to)* 4+ | (£ =) y(s)|x(s)|ds
t ‘ (4.11)
+f (t —$)*18(s) [x(s)|ds

0

yazilir. Boylece
F(Of)IX(t)I < |xol(t — t)*™*
(4.12)
(t = $)*7 [y(s) + 6()Ir (@) |x(s)lds
@),

elde edilir. Gronwell Lemmasindan

I'(@)|x(O] < |xo|(t — o)™ exp{ f (t = s)* " y(s) + 6(s)]d } (4.13)

r(a)

olur. Boylece

|%o|(t — £o)* "
I'(a)

yazilabilir. Buda ispati tamamlar.

lx(®)] < exp {F(l) to(t—S)“ Hv(s) + 8()]d } (4.14)

Sonug 2.2 Eger
t

(t—$)* 1 [y(s) + 6(s)]lds = O((t — to)* ™) (4.15)

to

ise 0 zaman
lx(®)] < Co((t —)*™) (4.16)

olur. Burada C, pozitif bir sabittir ve bu ise (4.1) -(4.2) baslangi¢c deger probleminin

¢Ozlimiiniin asimptotik kararli olmas1 demektir.

Sonug¢ 2.3 (4.16) dan kolayca gosterilebilir ki V0 < a < %igin

x(t) € L%(ty, ) (4.17)

Teorem 4.2 Kabul edelim ki
(i) t’nin bir fonksiyonu f, L2(t,, ) dadr,
(i) K(t,s,x) = 0((t — s)%73/2)
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sartlar1 saglanir. O zaman 0 < « <% igin (4.1)-( 4.2) nin sifir ¢6ziimii asimptotik

olarak kararlidir (Momani ve Hadid, 2004).
Ispat: 0 < t, <s <t <ty,+ aigin (4.4)ten

t
F(a)x(t) = xo(t —tx)* 1 + f (t—9)%1f(s,x(s))ds
to

t . (4.18)
-5)* 1| K(o,s, dod
+ft0(t s) .[; (0 s x(s)) ods
olur. Buradan
t
F@WO < ol = )% + | (=% £(5,2())1ds
t o (4.19)
+ | (t=95)*1| |K(o,s, dods.
J;O( S) .l;| (asx(s))| ods
aliriz. Schwartz esitsizligini kullanarak
¢ 34 ot 3
FWNKOISMMU—WMW1+< @—SVWWB>< Lﬂ&x@DV$>
K K ) (4.20)

1
t 2/ rt 2 2
+< (t — S)za—2d5> (j <jt|K(a, s,x(s))|da> ds) .

elde ederiz. Simdi teoremin (i) ve (ii) sartlarindan C; ve C, pozitif sabitler olmak iizere

1 1
F@IXO] < Ixol(t = ) + G (¢ = ) 2) + G (=0 2) @2y
elde edilir.
4.21)ve 0 <t, <s <t <ty +aicin

| %]
I'(a)

lx(®)] < (t— to)“_%[ (t— to)_% +C, + Czl (4.22)

Sahip oluruz. Bu da (4.1)-(4.2) baslangi¢ deger probleminin sifir ¢6ziimiiniin asimptotik

kararli oldugu anlamina gelir.

4.3 Kesirli Notr ve Integro Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Kararhhg

Bu bolimde kesirli diferansiyel denklemlerin kararlilik sonuglari iizerinde
durulmus ve kullanilan bazi analitik metotlar verilmistir. Lineer ve lineer olmayan
kesirli diferansiyel denklem sistemlerinin kararlilifi O6zdegerler analiz edilerek

tartisilmistir. Sonuglar baz1 6rneklerle desteklenmistir.
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Lemma 4.3 0 <a <2, B keyfi bir kompleks sayr ve == < u < min{m, ma} olacak

sekilde keyfi bir reel say1 olsun. O zaman keyfi bir p > 1 tamsayisi i¢in

larg(z)| < uve |z| = o oldugu zaman;
P
1 a-pya 2 2 ~1-p
Ea,ﬁ(z) = EZ exp (Z“) - kz_lm + 0(| Z| ) (423)
U < |arg(z)| < ve |z| = o oldugu zaman;

p ~k
Z _1—
Eqp(z) = —kzlm‘F 0@ 4 ") (4.24)

acilimlara sahip olunur.

Ozellikle eger a = B ise, |arg(z)| < u ve |z| = oo oldugu zaman;

p
1 1 Zi
Ea,a(z) = EZ(l_a)/a exXp (Za> _ Z m + 0(| Z| _I_P), (425)
k=2
u < |arg(z)| £ m ve |z| = o oldugu zaman;
P Sk
E =— ) ——— e 4.26
wal@) == Ym0 4 717, (4.26)
k=1
sahip olunur (Podlubny, 1998).
Lemma 4.4 A bir matris ve ||.|| herhangi bir matris normu olmak iizere asagidaki
ozellikler saglanir.
i.) Herhangi bir 0 < a < 1 i¢in
IEo (At < Mylle“t]l, (4.27)
|Eaaat®)]| < Mylle?l, (4.28)
olacak sekilde M;, M, = 1 sonlu reel sabitleri vardir
ii.) a > 1iseozaman f = 1,2, a igin
|Eep (At < [le| (4.29)

olur.

Ayrica, eger A bir kosegen kararli matris ise, 0 zaman t > 0 i¢in

E,s(AtD|| < Ne ™, 0<a<1;
a5 CAe)]|

(4.30)
|Eep(AtD)|| < e, 1<a<2,
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olacak sekilde bir N > 0 sabiti vardir. Burada A kdsegen matrisin en biiyiik 6zdegeridir.

Ozellikle 0;—“ <arg(z) < 2m — % bolgesinde E,(z) smrhdir. Ozellikle a =1
oldugunda yani |arg(z)| >§ oldugunda e? sinirhdir. Mittag-Leffer fonksiyonunun

asimptotik davranigi istel bigimde degildir ancak o t™* (a € R) bigimindedir.
Ozellikle E,(—t%) Mittag-Leffler fonksiyonunu diisiinelim. Bu fonksiyon, uzun
zamanlar i¢in onun ¢ok yavas diisiisii nedeniyle, negatif kuvvet yasasini interpole eder.

Bu yiizden
-a

E,(—t%) = Ta—a)’ t = . (4.31)
Ayni zamanda, Mittag-Leffler fonksiyonunun davranisinin @ < 1 igin gevseme oldugu,
a =1 i¢in istel oldugu, 1 < a < 2 i¢in séniimlii bir salinim oldugu ve a = 2 igin
salmim oldugu gozlenebilir. Bozulma t — 0% iken ¢ok hizli ve t — oo iken ¢ok yavastir
(Ran-Chao ve ark., 2013).
Tamm 4.5 x = (x1,%y, ..., x,)7, @ € (0,1) ve A € R™" olmak iizere Caputo tiirevini

igeren

CD“x(t) = Ax(t) (4.32)

kesirli diferansiyel sistemini x(0) = xq = (X109, X20, ---»Xno)? baslangic degeri ile

birlikte géz oniine alalim.

i Herhangi bir x, ve t > 0 i¢in ||x(t)|| < € olacak sekilde € > 0 varsa (4.32)
sistemi kararhidir denir.

ii. lim;_,||x(t)]| = 0 ise (4.32) sistemi asimptotik kararlidir denir (Qian ve ark.,
2010).

Teorem 4.3 (4.32) otonom sisteminin asimptotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
amn
|arg(spec(A))| > - (4.33)

olmasidir. Bu durumda konum bilesenleri t % gibi 0°a dogru azalir (Qian ve ark., 2010).
Ispat: Baslangi¢ sartin1 g6z 6niinde bulundurarak Laplace doniisiimiinii (4.32) kesirli
denklem sistemine uygularsak

X(s)s* —xy = AX(s)

elde ederiz.

Hemen (4.32) sisteminin ¢éziimii
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19

ile verilir. Ilk olarak, A matrisinin kdsegenlestirilebilir oldugunu varsayalim, yani

A = T_lAT = diag(/ll, Az, ""/171)

olacak sekilde tersinir bir T matrisi vardir.
O zaman
Eqqo(At?) = TEa,a(Ata)T_l

= Tdiag[Eqq(A1t%), Eq g (A2t%), .., Egq o (At 9T

olur. t - +ooiken (4.33) ve (4.26) uygulayarak 1 < i < n igin

a) -k
Faa(it™) = Z S (A 0
sahip olunur. Boylece,

”Ea,a(Ata) ” = ”dia.g [Ea,a (Alta): Ea,a(/lzta): ) Ea,a (Anta

olur. Dolayisiyla sonug gegerlidir.

Sonra, A matrisinin Jordan kanonik forma benzer oldugunu, yani

] =T AT = diag(y,J2, ) Jr),

olacak sekilde tersinir bir T matrisinin oldugunu varsayalim.

asagidaki forma

A 1
A

>R

l nixXn;

sahiptir ve }i_; n; = n olur. Ag¢ikgasi,

Ea,a(Ata) =T diag [Ea,a(llta): Ea,a(lzta)' ey Ea,a Urta)

burada 1 < i < r igin

[ =0

Burada J;, 1<i<r

I,

Ut o @k
E 1) = -~ 7 Jk
aa(it®) = I‘(ak+a) £ OF(ak+a)]l
//1" ck/lk L c,?i‘l/lf‘”i“\
ta)k . S
— F(ak+a) Crak-1 )
2k
L



Gt N e

— F(ak+a) £ I‘(ak+a) k
(At%)*

— I'(ak + a)

(C /1< j <n; — 1 iki terimli katsayilardir).

1 0
/Ea,a(lita) Ea_liEa,a(Aita)
I Ea,a (Aita)

(n; - 1! 1)'

k
() n=1 k-n;+1

k i
i I'(ak + a)

2 a)k Ak L
I'(ak + a) Cr

(At%)*
— I'ak + a)

(_ e 1Ea a(l ta)
\I
0 I

1
k . ﬂ al C{ a(/1 ta) /
Ea,a(/lita)

Bazi cebirsel hesaplamalar ve Lemma 4.3 ile eger t > ve 1<i<r igin

larg(2;(A))] > =sonra0 < j <n;—1vel<i<rigin

j
|Ea,a(/1ita)| - 0ve %(61/11) Ea’a(/lita) -0

Nitekim bunlar asagidakilerden anlasilabilir:

p

ay — Aita)_k al—-1-p

Eqo(A;t%) = — m‘i‘o(uit | )
k=2

But — oo iken |Ea,a(lit“)| — 0 anlamina gelir ve

J

1,0 IV ( = (o *
j_!(a_/’li) Eqqo(Ait )——(ﬁ> {— —F((at_)ak)+0(|Ait“|‘1-p)
k=2

(1) (k4 — 1) o (e + DkeA, T ek

=— +0(|A 7P e 7P)

¥ _
i i"T(a — ak)

S (1) (k +j — 1)1, K gk
_Z jl(k— 1)!T(a — ak)

100\
t — oo olarak |ﬁ (a_/ll) Eyo(A;t%)

Simdi sifir olmayan herhangi bir baslangic degeri x, icin

+ 0(14;| 7P|t 71P),

- 0vel<j<n;— 1e gotirtr.

20
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X ()]l = ||x0t*  Eq o (AtD)|| - 0

t — oo olarak izler (Odibat, 2006; Qian ve ark., 2010). Ayrica Zeng ve ark. (2005)
Mittag-Leffler fonksiyonunu kullanarak ayrintili olarak kanitlamistir.

Ornek 4.1 A = [é _11] olmak tizere
CDaX(t) = AX(t), 0<a<=<l, (434)

lineer sisteminin kararlilig1 x(0) = (1,1)7 baslangig¢ kosulu ile birlikte tartisilir.
Anin 6z degerleri A=14+iV3 ve karsihk gelen 6z  vektorler
u = (—0.5i,—0.866)T,v = (0.5i,—0.866)7 olur. Standart u=a+ ib,v=a—ib
bicimde yazlabilir, burada a = (0,—0.866)7,b = (—0.5,0)"°dir. Simdi kesirli
mertebenin farkli degerleri i¢in ¢dziimlerin asimptotik kararliligini inceleyelim.

(4.34) kesirli mertebeden diferansiyel denklem siteminde o6nce « =% olsun.
Ozdegerler |arg(1,)| = g ve |arg(d,)| = g oldugundan, tim o&zdegerler igin
larg(spec(A))| >% esitsizligi saglanir. O halde verilen kesirli diferansiyel denklem

sistemi Teorem 4.3 geregi «a =% icin asimptotik kararlidir. Sekil 4.1 incelendiginde

a= % icin t artarken ¢ozlimlerin sifira yaklastig1 goriiliir.

x, of (a=0.5)
257 x, of (a=0.5) 1

1.5“

0.5 §

-0.5 §

_15 | | | |

Sekil 4.1 a=0,5 i¢in (4.34) denkleminin ¢dziim grafigi
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(4.34) kesirli mertebeden diferansiyel denklem siteminde 6nce @ = 0,66 olsun.
Ozdegerler |arg(1,)| = g ve |arg(d,)| = g oldugundan, tiim ozdegerler igin
larg(spec(A))| > > esitsizligi saglanir. O halde verilen kesirli diferansiyel denklem

sistemi Teorem 4.3 geregi a = 0,66 igin asimptotik kararlidir. Sekil 4.2 incelendiginde

a = 0,66 icin t artarken ¢oziimlerin sifira yaklastig1 goriiliir.

4 T T T T T
x, of (a=0.66)
x, of (a=0.66)

1 1

40 50 60

Sekil 4.2 a=0,66 i¢in (4.34) denkleminin ¢6ziim grafigi

(4.34) kesirli mertebeden diferansiyel denklem siteminde a =1 oldugunda,
Ozdegerlerin negatif reel kisma sahip olmadigr goriliir. Yani |arg(spec(4))| >§
saglamaz. O halde verilen kesirli diferansiyel denklem sistemi a = 1 igin Teorem 4.3
geregi asimptotik kararli degildir. Sekil 4.3 incelendiginde @ =1 i¢in t artarken
cozlimlerin sifirdan uzaklastig1 goriiliir, buda ¢6ziimiin asimptotik kararli olmadigi

anlamina gelir.
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1026
1 10 T T T T T
x, of (a=1)
X, of (a=1)
05t : I+
| |
0
-05
-1F
157 5
-2 ! 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Sekil 4.3 a=1 i¢in (4.34) denkleminin ¢6ziim grafigi

(4.34) kesirli mertebeden diferansiyel denklem sisteminde a = 0,67 ve a =
0,75 alindiginda, ozdegerlerin negatif reel kisma sahip olmadigi goriilir. Yani
larg(spec(A))| > a% saglamaz. O halde verilen kesirli merteben diferansiyel denklem
sistemi a = 0,67 ve a = 0,75 i¢in Teorem 4.3 geregi ¢Oziimler asimptotik kararli
degildir. Sekil 4.4 ve Sekil 4.5 incelendiginde @« = 0,67 ve a = 0,75 igin t artarken
¢oziimlerin sifirdan uzaklastigi goriliir, buda ¢oziimlerin asimptotik kararli olmadigi

anlamina gelir.
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Sonu¢: Matlabda c¢izilen yukaridaki grafiklerden de gorildiigi gibi 0 < a <§ icin

¢Oziimler kararlt ;<as 1 i¢in ¢oziimler kararsizdir.

) 8.30 —-3.70 -8.10
Ornek4.2 A= (7.55 3.05 —3.35) olmak tuzere
6.55 —-295 -7.35

D%x(t) = Ax(¢), 0<ac<l, (4.35)
x(0) = (1,1,1)T baslangic sart1 ile verilen fraksiyonel diferansiyel denklemin sifir
¢Ozlimiiniin kararliligini inceleyelim.
Bu matrisin A, =3 —4i, 1, =3+4+4i ve A3 = —2 oOzdegerlerine karsilik gelen
ozvektorleri swrasiyla vy =(7—1i,—-2—-9i,5),v, =(7+1i,—-24+9i,5) ve wv3=
(2,—1,3) velarg(1,)| = larg(A,)| = 53.13°, larg( A3)| = 2m olur.
(4.35) kesirli mertebeden diferansiyel denklem siteminde once « =% olsun.
Ozdegerler |arg( A,)| = |arg( 4,)| = 53.13°  ve |arg( 43)| = 2w oldugundan, tiim

Ozdegerler igin |arg(spec(4))| >% esitsizligi saglanir. O halde verilen Kesirli
diferansiyel denklem sistemi Teorem 4.3 geregi a = % icin asimptotik kararlidir. Sekil

4.6 incelendiginde a = % icin t artarken ¢oziimlerin sifira yaklagtigi goriiliir.
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2.5 . T T - T . T . T

x, of (a=0.5)
x, of (a=0.5)| |
-X, of (0=0.5)

O.S-h .

Sekil 4.6 a=0,5 i¢in (4.35) denkleminin ¢oziim grafigi

(4.35) kesirli mertebeden diferansiyel denklem siteminde dnce @ = 0,9 olsun.
Ozdegerler |arg( A,)| = |arg(4,)| = 53.13°  ve |arg( A3)| = 2w oldugundan, tiim
Ozdegerler i¢in |arg(spec(4))| > % esitsizligi saglanmaz. O halde verilen Kesirli
diferansiyel denklem sistemi Teorem 4.3 geregi a = 0,9 igin asimptotik kararl degildir.
Sekil 4.7 incelendiginde a = 0,9 i¢in t artarken ¢dzlimlerin sifirdan uzaklastig1 goriiliir.

Buda ¢6zlimiin asimptotik kararli olmadig1 anlamina gelir.
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+1013
4 110 T T T T T T T T T

x, of (a=0.9) |

x, of (a=0.9)| |

37 x, of (a=0.9)| [

|

l

|

2r -

Sekil 4.7 a=0.9 i¢gin (4.35) denkleminin ¢6ziim grafigi

f(t,x) € C(RXR™,RY), f(t,0) =0, x = (xq,...,x,) T ve A € R™" olmak iizere
“D%x(t) = Ax(t) + f(t, x(¢)), a € (0,1) (4.36)

formundaki lineer olmayan sistemi x(0) = x, baslangi¢ kosulu ile birlikte diisiinelim.
Teorem 4.4 Kabul edelim ki ||f(t, x(t))|| < M||x|| ve A’nin biitiin 6zdegerleri (4.33)’l

saglar. O zaman, (4.36) nin sifir ¢oziimi asimptotik kararhidir (Qian ve ark., 2010).

Ornek 4.3 4 = [:; g ve f(t,x) = (0, —sin(x;(t))T olmak iizere
D% x(t) + Ax(t) = f(t,x), 0<ac<l, (4.37)

lineer olmayan kesirli diferansiyel denklem sisteminin kararliligini tartigalim. A
matrisinin 6z degerleri +i olur.

(4.37) kesirli mertebeden diferansiyel denklem sisteminde « =1 oldugunda
denklem birinci mertebeden bir adi diferansiyel denklem sistemi olacaktir. Oncelikle
homojen sistemi diigiinelim, c¢linkii A'nmin 6z degerleri negatif reel kisma sahip
olmadigindan, asimptotik kararli degildir. Sekil 4.8 incelendiginde ¢oziimlerin sifirdan

uzaklastig1 goriiliir bu ise ¢dziimiin asimptotik kararli olmadigi anlamina gelir.



28

X, of (a=1)
5 T T T T T T T T x2 0f((‘.=1)
4 - -
3 L -
\ N {\ I
2 / [ /
f ‘
i /
/ I\

-5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Sekil 4.8 a=1 i¢in (4.37) denkleminin ¢oziim grafigi

Simdi de (4.37) kesirli mertebeden diferansiyel denklem sisteminde « =% olsun. Tk
once homojen sistemi diisiinelim, burada A’nin 6z degerleri |arg(spec(A))| = % >%

olur. Ayrica lineer olmayan f(t,x) = (0,—sin(x,))T terimi, ||f(t,x)|| < M||x]|
esitsizligini saglar. Dolayisiyla verilen lineer olmayan Kesirli diferansiyel denklem

sistemi Teorem 4.4 geregi asimptotik kararlidir.
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x, of (a=0.5)
0.5 X2 of (#=0.5) | -

05 Hi

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Sekil 4.9 a=0,5 i¢in (4.37) denkleminin ¢6ziim grafigi

f(t,x), gt x) € CCJ xR, RM), f(t,0) =0, g(0,x0) # %9, x = (xq, .., x,)T Ve
A € R™" olmak iizere 0 < a < 1 igin

“De[x(t) — g(t, x()] = Ax(t) + f(t, x(1)), (4.38)

lineer olmayan sistemini x(0) = x, baslangi¢ kosulu ile birlikte goz Oniine alalim.
Kabul edelim ki (4.38) sistemi agagidaki kosullari saglar.

Al. g(t,x,y) fonksiyonu Lipschitz siireklidir, yani x,y € R™ i¢in

lg (&, x, Wl < Cillx|l + Gllyll

olacak sekilde C; ve C, pozitif sabitleri vardir.

Lemma 4.5 (Gronwall Esitsizligi )

Kabul edelim ki g(t) ve ¢(t) fonksiyonlari [ty,t;] arahiginda streklidir, g(t) = 0 ve
A > 0,r = 0 iki sabittir. Eger

t

o) <A+ J [g(D)d(r) + r]dT (4.39)

0

iIse0zaman ty, < t <ty i¢in



d(t) < (/1 +r(t, — to))exp (f g(1) dT)

0

olur (Ye ve ark., 2007).

Lemma 4.6 A'nin tiim 6zdegerleri
ar

jarg(spec(A))] > =

esitsizligini saglarsa 0 zaman
t
|60 1E, . (46%)||d6 < K
to

olacak sekilde K > 0 sabiti vardir (Qian ve ark., 2010).

Teorem 4.5 Kabul edelim ki £(t,x(t)) ve g(t, x(t)) fonksiyonlart M, # 1 igin

If (& x (@)l < Myllx]l,
g, x(O)Il = M lIxll,

30

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

kosullarini saglar Al varsayimi ve A 'min tim 6zdegerleri (4.41) esitsizligini saglar. O

zaman, (4.38) 'in sifir ¢6ziimii asimptotik kararhidir (Priyadharsini, 2016).
Ispat: Verilen (4.38) denklemi

“D[x(D)] = Ax(t) + f(t, x(£)) + “D*[g(t, x(D)]
seklinde yazilabilir. Sistemin ¢oziimii,

x(t) = Eq(A(t)*)xo

+.f (t— ) E, o (A(t — s)“){ f(s,x(s)) + CD“g(s,x(s))}ds,
0
= E, (At%)x, + f (t —$)*  E, o (A(t — S)“)f(s,x(s))ds
0

t
+f (t —$)*  E o (A(t — 5)%) CD“g(S,x(s))dS,
0
= 11+12.
olarak yazilabilir. I;’yi degerlendirelim,
t
L = J (t = $)¥LE, o (A(t — $)%) D% (s, x(s))ds,
0

1

- ril—-oa jo JO (t - S)a_l(s -7 aa(A(t — 5)a)gl(T,X(T))des,

1 t > Ak t ot .
:F(l—a)fo g (T'x(r));mff (t =)™ (s —1)™"ds dr,
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1

t
- s [ Butae -9 o)

Parcalara gore integralleme kullanarak,

t
L =g(t (x,t) — E(At%)g(0,x,) + Af (t—1)% L E o (At — 1)) g(7, x(7))dr
0

Elde edilir. Boylece
x(t) = Eq(At*){xo — g(0,x0)} + g(t, (x, 1))

t
+ J. (t = )% E, o (A(t — 5)*{f(s,x(s)) + Ag(s, x(s))}dr.
0
sahip olunur Buradan,

(Ol < ||EAt® (xo — 9(0,x0))|| + llg(t, x(E))]]
+ f (= )7 Eq o (ACt — )%|||£ (5, 2()) + Ag (s, x(s)) | dz,
0
< ||EL(At®) (20 — g (0, x0))|| + Myl

t
+{M; + ||A||M,} f |(t = )% E, o (At — )| llx|ldz,
0

xo — g(0, x
< Ea(At“)( ° 1f(M °))‘
2
M, + ||A||M t
e ] 1€t = )% Eq o (At = $)°||llxl dz
1_M2 0 ’
yazilabilir Lemma 4.3 kullanarak, C, = (xolg;j’x()))’
—i2
C, = My ¢ A11My olmak tizere
1-M,

(Ol < |EL(At¥)C, |lexp {Cz f [|(t = $)¥ 2 Eq o (A(t — s)“lldr}
0

yazilir. Ayricat — oo iken ||E,(At*)x,|| — 0 olur (Ran-Chao ve ark., 2013).
Boylece lim;_., x(t) = 0 sahip olunur. Bu nedenle, verilen sistemin sifir ¢oziimi,

asimptotik kararlidir.
g € C[JxR™ R"],] =10,al], g(t,x(t)) <0, g(t,0) = 0, olmak tizere
D¥x(t) = Ax(t) + I%g(t,x(1)), O<a<1 (4.44)

kesirli integro-diferansiyel denklemini x(0) = x, baslangi¢ kosulu ile birlikte goz
Oniine alalim

Lemma 4.7 Eger A'nin tim 6zdegerleri
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an
|arg(spec(4))| > > (4.45)
Esitsizligini saglarsa o zaman

t
f 16242, 24 (A6%)|| d6 < K (4.46)
0

olacak sekilde bir K> 0 sabiti var (Qian ve ark., 2010).
Teorem 4.6 g(t,x(t)) fonksiyonu

lg (&, x()Il < Myllx]l, (4.47)

esitsizligini saglasin ve A'min biitiin 6zdegerleri (4.45) esitsizligini saglar. O zaman
(4.44) 'in sifir ¢ozimi asimptotik kararhidir (Priyadharsini, 2016).

Ispat: Coziim

t
x(t) = E,(AtY)x, + f (t—5)* T E (At — $))I*g(s,x(s))ds

= E,(At%)x, + f (t —s)* T Ey o (At — s)“f (s —1)* 1 g(z,x(1))drds

Ir(a)
211+12.

olarak ifade edilir. I, yi degerlendirelim.

L= % fo t fo (£ = $)51(5 = ) B (ACt — )99 (5, x(0))drds

1 t > Ak t s .
=m]o g(T,X(T)kzzomL (t_S) k 1(S_T) de’l'

A _ avk
- [w-ore ;(ﬁf“)z)) 9t x()dr

t
= j (t - T)Za_lEa,Za(A(t - T)a)g(T' x(T))dT
0

Boylece

x(t) = E,(At%)xq + ft(t — )25 (At — DD g(t, x(7) )dr.
0

olur. O zaman

Ix(Ol < |E(At*)xol + MJ [[(t = D)2* " Eq 20 (At = D))||lIxlld7
0

esitsizligi yazilabilir. Lemma 4.5'i kullanarak,

Ix(OIl < [[Eq(At*)xo|lexp {Mf |t = )2 Eq 20 (At — T)“)||df}
0
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sahip olunur. Lemma 4.3"i kullanarak,
lx(®Il < CllE, (At%)x, |l
elde edilir. Ayrica ispat teorem 4.5’e benzer (Priyadharsini, 2016).
J=1[0,a], g€C[xR"%R"R"], K€C[]*]JxR"R", her t € Jicgin g(t,0) = 0

ve K(t,s,0) = 0 olmak lizere 0 < a < ligin

D%x(t) = Ax(t) + g (t,x(t), ftK(t, s,x(s))ds) (4.48)

kesirli integro diferansiyel denklemini x (0) = x, baslangi¢ kosuluyla g6z Oniine
alalim.

Teorem 4.7 K(t, s, x(s)) fonksiyonu
K (&5, x())|| < Myllxll, sefo,t] (4.49)

esitsizligini saglasin ve A'nin biitiin 6zdegerleri

amn
|arg spec(4)| > > (4.50)
esitsizligini saglar. O zaman (4.48) 'in sifir ¢6ziimii asimptotik kararlidir (Priyadharsini,

2016).
Ispat: (4.48) denklemi ile (4.36) denklemi karsilastirildiginda, lineer olmayan terim

t
f(t,x(t)) =g <t,x(t),f K(t, S,x(s))ds>
0
olarak verilmistir. O zaman kararlilik i¢in kosul

Irex @)l = [lo (500 [ o5 x(62)as)
0

< Cllx|l + C;

ftK(t, S,x(s))ds
0

ile verilir. (4.49) sartin1 kullanarak

‘f <t,x(t),ft1((t, s,x(s))ds)
0

< G llx|| + CraM, ||x]],

< M|l

elde ederiz.
Burada lineer olmayan terim, teorem 4.5'in istenen kosulunu saglar. Ayrica ispat,

teorem 4.5'e benzer.
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Sonu¢l. g(t,x) € CJ X R*, R"), g(t,x) <0,g9(t,0) =0 ve x = (xg,..,x,)7 ve

A € R™™ olmak lizere lineer olmayan
t
CDex(t) = Ax(t) +f g(r,x(®)dt, a€(0,1) (4.51)
0

kesirli denklem sistemini x(0) = x, baslangi¢c kosulu ile géz Oniine alalim. Kabul

edelim Ki
lg (&, x| < M|x]| (4.52)

esitsizligi saglanir ve A'nin tim o6zdegerleri (4.45)’i saglar. O zaman, (4.51) 'in sifir
¢Ozlimii asimptotik kararhdir.

f(t,0) =0, x = (xq,..,x)T ve A € R™" olmak iizere lineer olmayan
“Dex(t) — AI%x(t) = f(t, x(D)), 0<a<l, (4.53)

sistemini x(0) = x, bslangi¢ kosuluyla g6z oniine alalim.

Teorem 4.8 Kabul edelim ki £ (¢, x(t)) fonksiyonu

If (& x ()l < My llx], (4.54)

esitsizligini saglar ve A'nin tiim 6zdegerleri (4.50)’yi saglar. O zaman, (4.38) 'in sifir
¢Ozlimii asimptotik kararhdir.

Ispat: Verilen (4.53) denklemi
“Dex(t) = AI*x(t) + f(t, x(D))

olarak yazilabilir. Her iki tarafta Laplace doniigiimii yaparak,

2a-1

s
X(s) = per—

elde ederiz. Ters Laplace doniisiimii ile sistemin temsili ¢ozimii

xo + L{()2* o (At?*) = £ (£, x(0) }

t

x(t) = Ezq (At**)xo + f (t = )*  Ezqo(A(t — $)*M)f (s, x(s))ds
0

olarak yazilabilir. Buradan

lx (D1l = 124 (A)* ) xoll + f [t = $)* " Ezgq (At = $)*D|[[| £ (5, 2() | ds
0

sahip olunur. (4.54) kosulunu kullanarak

lx (O < 1Bz (A2 x0]l + Mf [t = )% Ezqa (At = $)* D[] £ (5,2() || ds
0

elde edilir. Gronwalls esitsizligini kullanarak,
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lx (O = |1E24 (At**)xolexp {Mf (S)“'lEza,a(ASZ“)} ds
0

yazilir. Lemma 4.5'i kullanarak,

exp {Mft(s)“_lEZa‘a(Asm)} ds

sinirlidir. Aynit zamanda t — oo iken ||E2a‘(Atza)x0|| — 0 olur (Ran-Chao ve ark.,

2013). Boylece lim;_ x(t) = 0 sahip olunur.

Simdi kesirli mertebeden kararli olan ve tamsayr mertebeden kararsiz olan Lineer ve
lineer olmayan bir sistemin bir 6rnegi verilir. Buradan, kesirli mertebeden bir sistemin
dogada meydana gelen kendine 6zgii 6zelliklere sahip oldugu goriliir. Birgok fiziksel
sistem, kesirli sistemler kullanilarak dogru bir sekilde tanimlanabilir. Kesirli
mertebeden sistemleri ¢6zmek igin herhangi bir yontemin olmamasindan dolay1, Kesirli
mertebe sistem bir tamsayr mertebe sisteme donistirilir ve ¢oziiliir. Yukarida soz
edilen teorik bilgiler asagida verilen 6rneklerle daha anlasilir bir duruma getirilir. Bu
problemler, kesirli Euler yonteminin bir tahmin olarak kullanildigi sayisal yontem
kullanilarak ¢oziiliir ve sonlu degeri elde etmek i¢in diizeltme yapmak i¢in degistirilmis
trapezoidal kural kullanilir. Daha fazla detay igin (Momani ve Odibat, 2007; Odibat ve
Momani, 2008) bakilir. Kesirli mertebeden asimptotik kararli bir sistem tamsayi
mertebeden kararli degildir.

Ornek 4.4 Kesirli mertebeden 0 < a < 2 igin
D*x(t) = —x(t) — x(t)?
duffing denklemini ele alalim.

a= % mertebeden duffing denklemi

‘D2 x(t) =— x(t) — x(¢)3

x(0)=1

(4.55)

1

olarak verilir. (4.55) denkleminin homojen hali ‘D2 x(t) =— x(t) dir. larg(—1)| >%

oldugu goriiliir. Burada f(t,x) = —x3 ve f(t,0) = 0. Teorem 4.3 geregi (4.55)

denklemi asimptotik kararlidir.
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1 T T T T T

X1 of (=0.5)
091 T
0.8 T
0.7 T
0 1 1 1 I 1
0 10 20 30 40 50 60

Sekil 4.10 a=0,5 i¢in (4.55) denkleminin ¢dziim grafigi

a = 3/2 oldugunda; lineer olmayan ikinci mertebeden duffing denklemi

3

D2 x(t) =— x(t) — x(t)?,
x(0)=0, x'(0)=1 (4.56)

olur.
Verilen denklem, yerine koyma kullanilarak kesirli diferansiyel denklem sistemine

doniistiiriilebilir.

N[

‘D x1(t) = x,(t)

N =

D% x,(t) = x5(t) (4.57)

N =

“D? x3(t) =— x, () — x5 (1)

x1(0) =0, x,(0) =1, x3(0) = 0 baslangi¢ kosulu ile Burada x;(t) = x(t) dir. Bu
1

standart bigimde yazilabilir, ‘D2 x(t) = Ax(t) + f(t,x) ve f(t,x) =(0,0,x3()T

burada
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0 1 0
A=|0 0 1]
-1 0 O

A'nin 6zdegerleri olan —1,0.5 F 0.8660i, |arg(spec(A4))| > %’1’1 karsilar.

Burada lineer olmayan f (¢, x) terimi f(t,0) = 0'1 karsilar. Teorem 4.3’{in tiim kosullar1

karsilanir. Dolayistyla verilen (4.56) denklemi asimptotik olarak kararlidir.

1 T T T T T
X, of (@=0.5)
x, of (2=0.5) ]
- X3 of («=0.5)
04| |
06 r 7
_0‘8 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Sekil 4.11 a=0,5 i¢in (4.56) denkleminin ¢6ziim grafigi

Ornek 4.5 lineer olmayan (4.58) sistemin kararliligmi x;(0) = 0.14,x,(0) = 0.125
baslangi¢ kosulu ile @ = 0.9 oldugunda tartisacagiz.
“D¥x1(t) = x2(1), (4.58)

D x,(t) == x,(8) = (1 + 2,(8)) sz (1)
Bu standart bigimde yazilabili, “D*x(t) = Ax(t) + f(t,x), burada  f(t,x) =
(0, —(1 + x,(£))?x, ()T, burada,

Az[—o1 (1)]
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olur. A'nin 6z degerleri ti'dir, bu da |arg(spec(4))| > % karsilar. (4.58) denklemi

Teorem 4.3’{in tiim kosullarin1 karsilamaktadir. Dolayisiyla asimptotik olarak kararlidir.

0.2 ! T T T

X1 of («=0.9)
x, of (4=0.9)

0.15

0.1

0.05

005F |/ 1

_0-1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

Sekil 4.12 a=0,9 i¢gin (4.58) denkleminin ¢6ziim grafigi

Ornek 4.6 Formun lineer integro diferansiyel sistemini diisiinelim

D*x(t) + 3x(t) = —1%x(2), (4.59)
burada @ = 1/2 ve baslangi¢ kosulu x(0) = 2 ile verilir.
Bu standart “D%x(t) = Ax(t) + I%g(t, x(t)) bicimde yazilabilir. Burada 4 = —3 ve
g(t,x) = —x(t) dir.
Verilen (4.59) denklemi, Teorem 4.6'nin gerekli kosullarini karsilamaktadir. Dolayisiyla
asimptotik olarak kararlidir (Priyadharsini, 2016).
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0.9 T T T T

o.s‘ _

0.7 -

0.6 -

0.5 -

0.3 .

0.1 .

O | | | 1
0 5 10 15 20 25

t

Sekil 4.13 a=0,5 i¢in (4.59) denkleminin ¢dziim grafigi

Ornek 4.7 Formun lineer integro diferansiyel sistemini dikkate alacagiz
o ‘ (4.60)
D% x(t) + 2x(t) = —SJ x(s)ds + h(t),
0
1, 0<t<1l,
0 aksi takdirde
Bu standart bigimde yazilabilir D%x(t) = Ax(t) + f(t,x(t)) burada A = -2 ve

f(t,x) = fotg(t,x(s))ds + h(t) burada g(t,x(t)) = —=5x(¢) ve

(1, o0<t<1,
h(t) = {O aksi takdirde

Verilen (4.60) denklemi Teorem 4.4 'iin gerekli kosullarini karsilamaktadir. Dolayisiyla

x(0) = 0 baslangic kosulu ile burada a« = 1/2 ve h(t) = {

asimptotik olarak kararlidir (Priyadharsini, 2016).



0.5

o=1/2

\/

0 10 20 30

t
Sekil 4.14 a=0,5 i¢in (4.60) denkleminin ¢dziim grafigi
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1 Sonuclar

Dogada birgok sistem kesirli mertebeden bir diferansiyel denklemle gerceklesir.
Buradan kesirli mertebeden bir sistemin tamsayi mertebeden bir sisteme gore daha
cekici bir 6zellige sahip oldugu sonucuna varilmistir. Bu calismada, 0 ile 1 arasinda
kesir mertebeye sahip lineer olmayan sistemin kararlilig1 incelenmistir. Bir matris ve
lineer olmayan bir terim tiizerinde bazi basit yeterli kosullar ile kesirli diferansiyel
denklemlerin kararliligi igin yeter sartlar elde edilmistir. Ayrica fraksiyonel notr ve
fraksiyonel integro diferansiyel denklem sistemlerin kararliligi da tartisilmistir. Elde

edilen kosullarin uygulanabilirligini gostermek icin bazi 6rnekler sunulmustur.

5.2 Oneriler

Sonraki calismalar, 6zdegerleri analiz ederek ve dogrusal olmayan terime
kosullar uygulayarak gecikme eklenerek lineer olmayan kesirli nétr ve integro
diferansiyel denklemlerin kararliligin1 arastirmaktir. Ayrica caligmada kullanilan
matrisler reel degerli matrislerdi acaba matrisin elemanlar1 degisken alinirsa kararlilik

nasil etkilenir iizerine arastirma yapilabilir.
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