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Bu çalışmada, Modular dizileri uzayları yardımıyla bazı genelleştirilmiş fark dizi uzayları 
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arasında bazı kapsama bağıntıları incelenmiştir. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

 

  : Reel sayılar kümesi 

  : Doğal sayılar kümesi 

   : Sınırlı diziler uzayı 

‖ ‖ : Norm 

(  ‖ ‖) : Normlu uzay 

  : Yakınsak diziler uzayı 

  :  Her 

   : Sıfıra yakınsak diziler uzayı 

   : Banach koordinatsal süreklilik 

   : Genelleştirilmiş fark operatörü 

 ( )  

 ̌( )  

 ̌   

    

M 

  

: 

: 

: 

: 

: 

: 

Modular dizi uzayı 

Modular dizi sınıfı 

Orlicz dizi sınıfı 

Orlicz dizi uzayı 

Orlicz fonksiyonu 

Bütün diziler uzayı 

 

 

 

 

Kısaltmalar 
 

Kısaltmaları yazmaya buradan başlayınız ve yazım kılavuzunda belirtildiği şekilde 

düzenleyiniz. 
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1. GİRİŞ VE KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

İlk olarak fark dizileri kavramı 1981 yılında Kızmaz tarafından tanımlandı. 

Kızmaz    (   )  (       ) ve     ,   ve    olacak şekilde 

 ( )  {  (  )       } 

dizi uzaylarını tanımladı. Daha sonra Et ve Çolak (1995),    ,  

    (  ),    (       ),     (    )  (               ) ve 

     ∑(  ) (
 

 
)     

 

   

 

olmak üzere  

 (  )  {  (  )   
     }  

dizi uzaylarını tanımladılar. 

Bir Orlicz fonksiyonu, sürekli, azalmayan, konveks,  ( )   ,     için 

 ( )    ve     iken  ( )    şartlarını sağlayan bir   [   )  [   ) 

fonksiyonudur (Kamthan ve Gupta, 1981). 

Bir   Orlicz fonksiyonu her zaman 

 ( )  ∫  ( )  
 

 

 

integral formunda gösterilebilir. Burada   nin çekirdeği olarak bilinen  , azalmayan,   

    için sağdan türevlenebilir,  ( )   ,      için  ( )    ve     iken 

 ( )    dur (Karanoselskii ve Rutitsky, 1961). 

Bir  ( ) Orlicz fonksiyonu ile çekirdeği olan  ( ) yi göz önüne alalım ve 

 ( )      {    ( )   } olsun. Bu takdirde  

 ( )  ∫  ( )
 

 

   

şeklinde bir   fonksiyonu vardır. Burada  ( )   nin bir çekirdeği olup  ( ) nin tüm 

özelliklerine sahiptir ki bu da   nin bir Orlicz fonksiyonu olduğunu gösterir. Bu şekilde 

  ve   fonksiyonları birbirinin alışılmış tamamlayıcısı olarak adlandırılır (Kamthan ve 

Gupta, 1981). 

Lindenstrauss ve Tzafriri (1965)  Orlicz fonksiyonu fikrini kullanarak 

   {    ∑ ( (
|  |

 
))

 

   

                } 

Orlicz dizi uzayını tanımladılar ve bu dizi uzayının 
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‖ ‖     {    ∑ ( (
|  |

 
))

 

   

  } 

normu ile bir Banach uzayı olduğunu gösterdiler.  

1973 te Woo   (  ) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olmak üzere 

 ( )  {  (  )    ∑   (
|  |

 
)  

 

   

                    } 

şeklinde Modular dizi uzayını tanımlamış ve bu dizi uzayının 

‖ ‖     {    ∑   (
|  |

 
)   

 

   

} 

normu ile bir Banach uzayı olduğunu göstermiştir. 

  (  ) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olmak üzere her bir   için    lar 

  ( )  ∫   ( )
 

 

   

integral formunda gösterilebilir. Buradan her bir   için    ların çekirdeği olarak bilinen 

   lar azalmayan,     için sağdan türevlenebilir, her bir   için   ( )   ,     için 

  ( )    ve     iken   ( )    dur (Atıci, 2011). 

Her bir   için    lar Orlicz fonksiyonu ve her bir    ya karşılık    lar da bu 

Orlicz fonksiyonlarının çekirdeği olmak üzere 

  ( )      {     ( )   } 

olsun. Bu takdirde her bir k için 

  ( )  ∫   ( )
 

 

   

integral formunda gösterilen    fonksiyonunu tanımlayabiliriz. Burada her bir   için 

  ( ),    nın çekirdeği olup   ( ) nin tüm özelliklerine sahiptir. Yani (  ) bir Orlicz 

fonksiyon dizisi olur. Bu şekildeki her bir   için    ve    birbirinin alışılmış 

tamamlayıcısı olarak adlandırılır (Atıci, 2011). 

Parashar ve Choudhary (1994),   bir Orlicz fonksiyonu ve   (  ) pozitif reel 

sayıların herhangi bir dizisi olmak üzere 

  ( )  {  (  )    ∑ [ (
|  |

 
)]

  

 

 

   

                    } 

dizi uzayını tanımladılar ve bu dizi uzayının bazı cebirsel topolojik özelliklerini 

incelediler. 
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Modular dizi uzayları kullanılarak yeni genelleştirilmiş fark dizi uzayları 

tanımlanmış ve pek çok bilim adamı bu dizi uzayları üzerine çalışmalar yapmıştır 

(Alsaedi ve Bataineh, 2007; Bektaş ve Atıci, 2013; Gupta ve Pradhan, 2008; Atıci 

Turan, 2017; Jamwal ve Raj, 2015). 
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2. TEORİK ESASLAR 

2.1. Temel Kavramlar 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak bazı temel tanımlar 

verilecektir. 

 

Tanım 2.1     bir küme ve K reel veya kompleks sayılar cismi olmak üzere  

        ,                

fonksiyonları aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa,   kümesine   cismi üzerinde vektör 

uzayı (lineer uzay) denir. Her         ve her       için  

i.         

ii.   (   )  (   )     

iii. Her     için           olacak şekilde bir     vardır. 

iv.  Her bir     için   (  )  (  )      olacak şekilde bir (  )    vardır.  

v.        

vi.  (   )        

vii. (   )        

viii. (  )   (  )  (Maddox, 1970). 

 

Tanım 2.2  ,   cismi üzerindeki bir lineer uzay ve  ,   nin bir alt kümesi olsun. Her 

    ve her       için 

1)        

2)      

şartları sağlanıyorsa   ye   nin alt uzayı denir (Bayraktar, 1994). 

 

Tanım 2.3     cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.  

‖ ‖       

             ‖ ‖ 

dönüşümü aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa bu dönüşüme bir norm ve (  ‖ ‖) ikilisine 

de bir normlu uzay denir.        için 

N1) ‖ ‖    

N2) ‖ ‖        

N3) ‖  ‖  | |‖ ‖ (  skaler ) 
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N4) ‖   ‖   ‖ ‖   ‖ ‖ dir (Kreyszig, 1978). 

 

Tanım 2.4 (  ‖ ‖) bir normlu uzay ve   (  ),   uzayında bir dizi olsun. Eğer 

     için       iken  

‖    ‖    

olacak şekilde bir      ( )    sayısı varsa   (  ) dizisi   e yakınsaktır denir.  

  (  ) dizisi   e yakınsak ise          veya      şeklinde yazılır (Kreyszig, 

1978). 

 

Tanım 2.5 (  ‖ ‖) bir normlu uzay ve   (  ), X uzayında bir dizi olsun. Eğer 

     için         iken 

‖     ‖    

olacak şekilde bir      ( )    sayısı varsa   (  ) dizisine bir Cauchy dizisi 

denir (Kreyszig, 1978). 

 

Tanım 2.6   normlu lineer uzay olsun.  , norm metriğine göre tam ise   ye Banach 

uzayı denir (Bayraktar, 1994). 

 

Tanım 2.7 (  ), (  ‖ ‖) de bir dizi olsun. Her   için ‖  ‖    olacak şekilde bir 

    sayısı varsa    ye sınırlı dizi denir (Bayraktar, 1994). 

 

Tanım 2.8 (  ‖ ‖) ve (   ‖ ‖) normlu iki uzay,        bir dönüşüm ve      

olsun. Verilmiş herhangi bir     sayısı için ‖    ‖    olduğunda  

‖ ( )   (  )‖    

olacak şekilde     sayısı varsa   dönüşümüne    noktasında süreklidir denir.  ,   

nin her noktasında sürekli ise   ye   de sürekli denir (Bayraktar, 1994). 

 

Tanım 2.9  ,  cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.      dönüşümü aşağıdaki 

şartları sağlarsa   ye bir paranorm, (   ) ikilisine de paranormlu uzay denir. 

        için 

   ( )    

ii.  ( )   (  ) 

iii.  (   )   ( )   ( ) 
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iv.     ,      iken         dir 

iv) şartını     ,  (    )    iken  (       )    şeklinde ifade edebiliriz 

(Maddox, 1970). 

 

Tanım 2.10 Bir (   ) paranormlu uzayında, alınan her Cauchy dizisi bu uzayın bir 

noktasına yakınsıyorsa (   ) uzayına tam paranormlu uzay denir (Maddox, 1970). 

 

Tanım 2.11 Reel veya kompleks terimli tüm dizilerin cümlesini   ile gösterelim. 

  (  ),   (  ) ve   bir skaler olmak üzere  ,     (     ) ve    (   ) 

şeklinde tanımlanan işlemler altında bir lineer uzaydır.   nın her alt lineer uzayına bir 

dizi uzayı denir (Goes ve Goes, 1970). 

Aşağıdaki dizi uzayları bu çalışmada sıklıkla kullanılacaktır. 

   {  (  )    
 

|  |    } 

sınırlı, 

  {  (  )    
 

        }   

yakınsak ve  

   {  (  )    
 

    } 

sıfır dizileri uzayı 

‖ ‖     
 

|  | 

normu ile birer Banach uzayıdır (Goes ve Goes, 1970). 

 

Tanım 2.12   bir dizi uzayı olsun.   bir Banach uzayı ve  

       (        )      ( )     (         ) 

dönüşümleri sürekli ise   e bir    (Banach Coordinatewise)-uzayı denir (Goes ve 

Goes, 1970). 

 

Tanım 2.13   bir dizi uzayı olsun. 

i. |  |    olacak şekilde tüm (  ) dizileri için (  )    alındığında eğer (    )    

ise solid (ya da normal) dir. 

ii.   tüm basamak uzaylarının kanonik ön resimlerini kapsıyorsa,   e monotondur 

(Kamthan ve Gupta, 1981). 
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Önerme 2.1   perfektir     normaldir     monotondur (Kamthan ve Gupta, 1981). 

 

Aşağıdaki eşitsizlik bu çalışmada sıklıkla kullanılacaktır. 

       ,          , ve      (      ) olmak üzere 

(|     |)
    {|  |

   |  |
  } (2.1) 

dir. 

 
 

  

 

2.2. Fark Dizi Uzayları, Orlicz Fonksiyonu,   ( ) Dizi Uzayı ve Modular Dizi 

Uzayı 

2.2.1. Fark Dizi Uzayları 

Fark dizileri kavramı ilk olarak Kızmaz (1981) tarafından tanımlandı. Kızmaz 

   (   )  (       ) olmak üzere  

  ( )  {  (  )        } 

 ( )  {  (  )       } 

   ( )  {  (  )        } 

dizi uzaylarını tanımladı ve bu uzayların ‖ ‖  |  |  ‖  ‖  normu ile birer Banach 

uzayı olduğunu gösterdi. 

Et ve Çolak (1995),    , 

    (  )  

   (       )  

    (    )  (               ) 

ve  

     ∑(  ) (
 

 
)     

 

   

 

olmak üzere  

  (  )  {  (  )   
      }  

 (  )  {  (  )   
     }  

   ( 
 )  {  (  )   

      } 

dizi uzaylarını tanımladılar ve bu uzayların 
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‖ ‖  ∑|  |

 

   

 ‖   ‖  

ile Banach uzayı olduğunu gösterdiler. 

 

Teorem 2.1   (  ),   ( ) ve   (  ) dizi uzayları 

‖ ‖  ∑|  |  ‖   ‖ 

 

   

 (2.2) 

normu ile birer normlu uzaydır (Et, 1992). 

 

 

Teorem 2.2   (  )   ‖ ‖  bir Banach uzayıdır (Et, 1992). 

Teorem 2.3   (  ),   ( ) ve   (  )  uzayları (2.2) deki norm ile birer BK-uzayıdır 

(Et, 1992). 

2.2.2. Orlicz Fonksiyonu 

Tanım 2.14 Bir Orlicz fonksiyonu, sürekli, azalmayan, konveks,  ( )   ,     için 

 ( )    ve     iken  ( )    şartlarını sağlayan bir   [   )  [   ) 

fonksiyonudur (Kamthan ve Gupta, 1981). 

Bir M Orlicz fonksiyonu her zaman 

 ( )  ∫  ( )  
 

 

 

integral formunda gösterilebilir. Burada   nin çekirdeği olarak bilinen  , azalmayan, 

    için sağdan türevlenebilir,  ( )   ,      için  ( )    ve     iken 

 ( )    dur ( Karanoselskii ve Rutitsky, 1961). 

Bir  ( ) Orlicz fonksiyonu ile çekirdeği olan  ( ) yi göz önüne alalım ve 

 ( )      {    ( )   } olsun. Bu takdirde   

 ( )  ∫  ( )
 

 

   

şeklinde bir   fonksiyonu vardır. Burada  ( ),   nin bir çekirdeği olup  ( ) nin tüm 

özelliklerine sahiptir ki bu da   nin bir Orlicz fonksiyonu olduğunu gösterir. Bu şekilde 

  ve   fonksiyonları birbirinin alışılmış tamamlayıcısı olarak adlandırılır (Kamthan ve 

Gupta, 1981). 
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Önerme 2.2   ve   fonksiyonları birbirinin alışılmış tamamlayıcısı olsun. Bu takdirde 

i)       için     ( )   ( ) (Young Eşitsizliği) 

ii)     için   ( )   ( )   ( ( )) dir (Kamthan ve Gupta, 1981). 

Ayrıca   konveks ve  ( )    olduğundan              olmak üzere 

her   için  (   )     ( ) dir (Kamthan ve Gupta, 1981). 

 

Tanım 2.15 Her bir   Orlicz fonksiyonu için  

  ̃  {  (  )     ∑  (|  |)   

 

   

} 

şeklinde tanımlanan  ̃  cümlesine Orlicz dizi sınıfı denir (Kamthan ve Gupta, 1981). 

Benzer şekilde  ,    nin alışılmış tamamlayıcısı olmak üzere  ̃  cümlesi 

 ̃  {  (  )     ∑  (|  |)   

 

   

} 

şeklinde tanımlanır.  

Lindestrauss ve Tzafiri (1965) Orlicz fonksiyonu fikrini kullanarak aşağıdaki 

dizi uzayını tanımladılar: 

   {    ∑ ( (
|  |

 
))

 

   

                } 

ve bu dizi uzayını 

‖ ‖     {    ∑ ( (
|  |

 
))

 

   

  } 

normu ile bir Banach uzayı olduğunu gösterdiler.  

 

Tanım 2.16 Her bir   Orlicz fonksiyonu için  

   {  (  )    ∑  (
|  |

 
)  

 

   

                    } 

şeklinde tanımlanan kümeye Orlicz dizi uzayı denir (Kamthan ve Gupta, 1981). 

Benzer şekilde  ,   nin alışılmış tamamlayıcısı olmak üzere  

   {  (  )    ∑  (
|  |

 
)  

 

   

                    } 

de bir dizi uzayıdır.   ve   fonksiyonları birbirinin alışılmış tamamlayıcısı olmak 

üzere    Orlicz dizi uzayı 
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   {  (  )    ∑     

 

   

                 ̃      } (2.3) 

şeklinde de verilebilir (Kamthan ve Gupta, 1981). 

Buradan açıkça görülebilir ki  ̃     ve  ̃     dir (Kamthan ve Gupta, 

1981). 

 

Teorem 2.4 Her bir      için 

   {|∑     

 

   

|  ∑  (|  |)   

 

   

}    

dur (Kamthan ve Gupta, 1981). 

 

Böylece 

‖ ‖     {|∑     

 

   

|  ∑  (|  |)   

 

   

} 

şeklinde    üzerinde bir norm tanımlanabilir.   , bu norm ile birlikte bir Banach 

uzayıdır (Kamthan ve Gupta, 1981). 

 

Teorem 2.5 (   ‖ ‖ ) bir   -uzayıdır (Kamthan ve Gupta, 1981). 

‖ ‖  normundan farklı olarak   , 

‖ ‖( )     {    ∑  (
|  |

 
)   

 

   

} 

ile tanımlanan ‖ ‖  normuna denk olan ‖ ‖( ) normuyla da BK-uzayı yapılabilir 

(Kamthan ve Gupta, 1981). 

 

Teorem 2.6      için  

∑  (
|  |

‖ ‖( )
)

 

   

   

dir (Kamthan ve Gupta, 1981). 

 

Önerme 2.3      için 

∑ (
|  |

‖ ‖ 
)
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dir (Kamthan ve Gupta, 1981). 

 

Teorem 2.7      için ‖ ‖( )  ‖ ‖   ‖ ‖( ) dir (Kamthan ve Gupta, 1981). 

 

Sonuç 2.1 (   ‖ ‖ ) bir BK-uzayıdır (Kamthan ve Gupta, 1981). 

 

2.2.3.   ( ) Dizi Uzayı 

Bu kısımda Parashar ve Choudhary (1994) tarafından tanımlanan ve bazı 

cebirsel-topolojik özellikleri incelenen   ( ) dizi uzayına yer verildi. Bu bölümde 

  (  ) dizisini sınırlı kabul edeceğiz. 

Şimdi bir   Orlicz fonksiyonu ve pozitif reel sayıların herhangi bir   (  ) 

dizisi için  

  ( )  {  (  )    ∑ [ (
|  |

 
)]

  

 

 

   

                    } 

şeklinde tanımlanan dizi uzayının bazı temel özelliklerini verelim. 

 

Teorem 2.8           olsun. Bu durumda   ( ) dizi uzayı   sayılar cismi üzerinde 

bir lineer uzaydır (Parashar ve Choudhary, 1994). 

Teorem 2.9           olsun. Bu durumda   ( ) 

 ( )     { 
  
     (∑ [ (

|  |

 
)]

  
 

   

)

 
 ⁄

          } (3.3) 

paranormuyla total paranormlu uzaydır (Parashar ve Choudhary, 1994). 

 

Teorem 2.10 Her bir k için           olacak şekilde    ve    dizilerini alalım. 

Bu takdirde    ( )    ( ) dur (Parashar ve Choudhary, 1994). 

 

2.2.4. Modular Dizi Uzayı 

 

Woo (1973) modular dizi uzayını tanımlamıştır. Biz de bu bölümde    Orlicz 

fonksiyonlarının integral formundaki gösterimini, çekirdeğini, alışılmış tamamlayıcısını 

ve modular dizi sınıfını tanımlarına yer verdik ve bunların bazı özelliklerini inceledik. 
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  (  ) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Bu takdirde her bir   için 

   lar  

  ( )  ∫   ( )
 

 

   

integral formunda gösterilebilir. Buradan her bir   için    ların çekirdeği olarak bilinen 

   lar azalmayan,     için sağdan türevlenebilir, her bir   için   ( )   ,     için 

  ( )    ve     iken   ( )    dur (Atıci, 2011). 

Her bir k için    lar Orlicz fonksiyonu ve her bir    ya karşılık    lar da bu 

Orlicz fonksiyonlarının çekirdeği olmak üzere 

  ( )      {     ( )   } 

olsun. Bu takdirde her bir   için 

  ( )  ∫   ( )
 

 

   

integral formunda gösterilen    fonksiyonunu tanımlayabiliriz. Burada her bir   için 

  ( ),    nın çekirdeği olup   ( ) nin tüm özelliklerine sahiptir. Yani (  ) bir Orlicz 

fonksiyon dizisi olur. Bu şekildeki her bir   için    ve    birbirinin alışılmış 

tamamlayıcısı olarak adlandırılır (Atıci, 2011). 

 

Önerme 2.4 Her bir   için    ve    birbirinin alışılmış tamamlayıcısı olsun. Bu 

takdirde  

i)       için      ( )    ( ) (Young Eşitsizliği) 

ii)     için    ( )    ( )    (  ( )) dir. 

Ayrıca    lar konveks ve her bir   için    ( )    olduğundan     ve 

      olmak üzere her   için   (   )      ( ) dir (Atıci, 2011). 

 

Tanım 2.17   (   ) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olmak üzere 

  ̃( )  {  (  )     ∑   (|  |)   

 

   

} 

şeklinde tanımlanan   ̃( ) cümlesine Modular dizi sınıfı denir. Benzer şekilde her bir 

  için   ,    nın alışılmış tamamlayıcısı olmak üzere   ̃( ) 

  ̃( )  {  (  )     ∑   (|  |)   

 

   

} 

şeklinde tanımlanır (Atıci, 2011). 
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Tanım 2.18 Bir   (  ) Orlicz fonksiyon dizisi için 

 ( )  {  (  )    ∑   (
|  |

 
)  

 

   

                    } 

şeklinde tanımlanan  ( ) cümlesine modular dizi uzayı denir (Woo, 1973). Bu dizi 

uzayı 

‖ ‖     {    ∑   (
|  |

 
)   

 

   

} 

normu ile bir Banach uzayıdır. Benzer şekilde her bir k için   ,    nın alışılmış 

tamamlayıcısı olmak üzere 

 ( )  {  (  )    ∑   (
|  |

 
)  

 

   

                    } 

şeklinde tanımlanan  ( ) cümlesine modular dizi uzayı denir. Bu dizi uzayı 

‖ ‖     {    ∑   (
|  |

 
)   

 

   

} 

normu ile bir Banach uzayıdır. Her bir   için   ,    fonksiyonları birbirinin alışılmış 

tamamlayıcısı olmak üzere 

 ( )  {  (  )     ∑      
 
                    ̃( )      }         (3.4) 

olarak da verilebilir (Atıci, 2011). 

 

Tanım 2.19    ve    herhangi iki Orlicz fonksiyonu olsun.        şeklindeki her 

  için   (  )    ( )    (  ) olacak şekilde   ,   ve   pozitif sayıları varsa    

ve    Orlicz fonksiyonlarına denktir denir (Kamthan ve Gupta, 1981). 

Benzer şekilde Orlicz fonksiyon dizilerinin denkliği aşağıdaki gibi 

tanımlanabilir. 

 

Tanım 2.20   (  ) ve   (  ) Orlicz fonksiyonlarının herhangi iki dizisi olsun. 

       şeklindeki her   ve her     için   (  )    ( )    (  ) olacak 

şekilde   ,   ve   pozitif sayıları varsa    ve    Orlicz fonksiyon dizilerine denktir 

denir (Atıci, 2011). 
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3. ARAŞTIRMA SONUÇLARI VE TARTIŞMA 

3.1. Modular Dizileri Yardımıyla Tanımlanan Genelleştirilmiş Fark Dizi 

Uzaylarının Bazı Topolojik Özellikleri 

 

Tanım 3.1 Her     için    ve    birbirinin alışılmış tamamlayıcı fonksiyonları, 

  (  ) kesin pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi,   (  )  kesin reel sayıların bir 

dizisi ve      olacak şekilde   (  ) reel terimli bir dizi olsun. O halde aşağıdaki 

dizi uzaylarını 

  
 (      )  {  (  )  ∑  [  (

|    |

   
)]

  

   

                } 

ve 

  
 (      )  {  (  )  ∑  [  (

  | 
   |

 
)]

  

   

                } 

şeklinde tanımlayalım. Bu bölümde her     için   ( )    ve   ( )    

alınmaktadır. 

Her     için      alınırsa 

  
 (    )  {  (  )  ∑[  (

|    |

   
)]

  

   

                } 

ve 

  
 (    )  {  (  )  ∑[  (

  | 
   |

 
)]

  

   

                } 

dizi uzayları elde edilir. 

 

Teorem 3.1   (  ) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Bu takdirde 

  
 (      ) dizi uzayı bir lineer uzaydır. 

İspat.        
 (      ) ve        olsun. Bu takdirde 

∑  [  (
|    |

    
)]

  

  

   

      ∑  [  (
|    |

    
)]

  

   

   

olacak şekilde    ve    pozitif sayıları vardır.   ve   iki kompleks sayı olmak üzere 

      ( | |    | |  ) alalım.    lar azalmayan, konveks ve   lineer olduğundan 
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∑  [  (
|  (       )|

    
)]

  

   

 

                                ∑  [  (
| ||    |

    
 

| ||    |

    
)]

  

   

 

                                 ∑  [  (
| ||    |

  |  |  
 (

| ||    |

  |  |  
))]

  

   

 

                                 
 

   
∑  [  (

|    |

    
 (

|    |

    
))]

  

   

 

    ∑  [  (
| ||    |

    
)]

  

   

  ∑  [  (
| ||    |

    
)]

  

  

   

 

bulunur. Toplamının her ikisi de ayrı ayrı sonsuzdan küçük kaldığı için toplamı da 

sonsuzdan küçük kalır. O halde   
 (      ) bir lineer uzaydır. 

 

Teorem 3.2   (  ) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Bu takdirde 

  
 (      ) dizi uzayı bir lineer uzaydır. 

İspat.        
 (    ) ve       olsun. Bu takdirde 

∑  [  (
  | 

   |

  
)]

  

  

   

      ∑  [  (
  | 

   |

  
)]

  

   

   

olacak şekilde    ve    pozitif sayıları vardır.   ve   iki kompleks sayı olmak üzere 

      ( | |    | |  ) alalım.    lar azalmayan, konveks ve   lineer olduğundan 

∑  [  (
  | 

 (       )|

  
)]

  

   

 

           ∑  [  (
  | ||    |

  
 

  | ||    |

  
)]

  

   

 

            ∑  [  (
  | ||    |

|  |  
 (

  | ||    |

|  |  
))]

  

   

 

            
 

   
∑  [  (

  | 
   |

  
 (

  | 
   |

  
))]

  

   

 

   ∑  [  (
  | ||    |

  
)]

  

   

  ∑  [  (
  | ||    |

  
)]
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bulunur. Toplamının her ikisi de ayrı ayrı sonsuzdan küçük kaldığı için toplamı da 

sonsuzdan küçük kalır. O halde   
 (      ) bir lineer uzaydır. 

 

Teorem 3.3   (  ) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi ve   (  ) kesin pozitif reel 

sayıların sınırlı bir dizisi olsun. Bu takdirde   
 (      ) uzayı      (        ) 

olmak üzere  

  
 ( )     { 

  
 ⁄    (∑  [  (

|    |

   
)]

  

   

)

 
 ⁄

          } 

paranormu ile bir paranormlu uzaydır. 

İspat. Her     için   ( )    olduğundan     için    { 
  

 ⁄ }    olur. Tersine 

  
 ( )    olduğunu varsayalım. O halde  

   { 
  

 ⁄    (∑  [  (
|    |

   
)]

  

   

)

 
 ⁄

     }    

olur ki buradan     olur.   
 ( )    

 (  ) olduğu aşikardır. 

Teorem 3.1 den       alnırsa   
 (   )    

 ( )    
 ( ) elde edilir. Son 

olarak   
 (  ) skaler çarpımının sürekli olduğunu ispatlayalım.   sıfırdan farklı 

herhangi bir sayı olsun. Buradan   
 

| |⁄  olarak seçilirse 

  
 (  )     { 

  
 ⁄    (∑  [  (

|  (   )|

   
)]

  

   

)

 
 ⁄

          } 

         {(| | )
  

 ⁄  (∑  [  (
|    |

   
)]

  

   

)

 
 ⁄

          } 

elde ederiz. Bu takdirde | |      (  | | ) olduğundan | |
  
     (  | | )

 

  elde 

edilir. Böylece 

  
 (  )     (  | | )

 
     { 

  
 ⁄  (∑  [  (

|    |

   
)]

  

   

)

 
 ⁄

          } 

                        (  | | )
 
   

 ( ) 

olur. Böylece   
 ( ),   

 (    ) sıfıra yakınsak iken   
 (  ) de sıfıra yakınsaktır.  

Şimdi     
 (      ) uzayının sabit bir elemanı olsun. Bu takdirde 
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 ( )     { 

  
 ⁄    (∑  [  (

|    |

   
)]

  

   

)

 
 ⁄

            } 

olacak şekilde     sayısı vardır.     iken  

  
 (  )     { 

  
 ⁄    (∑  [  (

|    |

   
)]

  

   

)

 
 ⁄

          }    

olur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.4   (  ) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi ve   (  ) kesin pozitif reel 

sayıların sınırlı bir dizisi olsun. Bu takdirde   
 (      ) uzayı      (        ) 

olmak üzere  

  
 ( )     { 

  
 ⁄    (∑  [  (

  | 
   |

 
)]

  

   

)

 
 ⁄

          } 

paranormu ile bir paranormlu uzaydır. 

İspat. Her     için   ( )    olduğundan     için    { 
  

 ⁄ }    olur. Tersine 

  
 ( )    olduğunu varsayalım. O halde  

   { 
  

 ⁄    (∑  [  (
  | 

   |

 
)]

  

   

)

 
 ⁄

     }    

olur ki buradan     olur.   
 ( )    

 (  ) olduğu aşikardır. 

Teorem 3.1 den       alnırsa   
 (   )    

 ( )    
 ( ) elde edilir. Son 

olarak   
 (  ) skaler çarpımının sürekli olduğunu ispatlayalım.   sıfırdan farklı 

herhangi bir sayı olsun. Buradan    | |⁄  seçilirse 

  
 (  )     { 

  
 ⁄    (∑  [  (

  | 
    |

 
)]

  

   

)

 
 ⁄

          } 

                  {(| | )
  

 ⁄  (∑  [  (
  | 

   |

 
)]

  

   

)

 
 ⁄

          } 

elde ederiz. Bu takdirde | |      (  | | ) olduğundan | |
  
     (  | | )

 

  elde 

edilir. Böylece 
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 (  )     (  | | )

 
     { 

  
  (∑  [  (

  | 
   |

 
)]

  

   

)

 
 ⁄

          } 

                     (  | | )
 

    
 ( )  

olur. Böylece   
 ( )   

 (      )   sıfıra yakınsak iken   
 (  ) de sıfıra yakınsaktır.  

Şimdi     
 (      ) uzayının sabit bir elemanı olsun. Bu takdirde 

  
 ( )     { 

  
 ⁄    (∑  [  (

  | 
   |

 
)]

  

   

)

 
 ⁄

            } 

olacak şekilde     sayısı vardır.     iken  

  
 (  )     { 

  
 ⁄    (∑  [  (

  | 
   |

 
)]

  

   

)

 
 ⁄

          }    

olur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.5   (  ) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi ve   (  ) kesin pozitif reel 

sayıların sınırlı bir dizisi olsun. Bu takdirde   
 (      ) uzayı      (        ) 

olmak üzere  

  
 ( )     { 

  
 ⁄    (∑  [  (

|    |

   
)]

  

   

)

 
 ⁄

          } 

paranormu ile tanımlanmış bir tam paranormlu uzaydır. 

İspat.   
 (      ) uzayının tam olduğunu gösterelim. (  ) dizisi   

 (      ) 

uzayında    (  
 )

 
 (  

     
   ) olmak üzere bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde 

               için  

  
 (     ) 

    { 
  

 ⁄    (∑  [  (
|  (  

    
 
)|

   
)]

  

   

)

 
 ⁄

          }    
(3.1) 

olacak şekilde      mevcuttur. Buradan her bir     için       iken |  
    

 
|    

olur. Böylece (  
 )

 
 (  

     
   ) dizisi   de bir Cauchy dizisidir ve   tam olduğundan 

yakınsaktır.       
     diyelim. (3.1) eşitliğinde     için limit alınırsa      için 
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   { 
  

 ⁄    (∑  [  (
|  (  

    )|

   
)]

  

   

)

 
 ⁄

          }    

buluruz. Buradan (  
    )    

 (      ) dir. (  
 ), (  

    )    
 (    ) ve 

  
 (      ) uzayı lineer uzay olduğundan    (  

 )  (  
    )    

 (      ) 

olduğu görülür. Dolayısıyla   
 (      ) uzayı tamdır. 

 

Teorem 3.6   (  ) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi ve   (  ) kesin pozitif reel 

sayıların sınırlı bir dizisi olsun. Bu takdirde   
 (      ) uzayı      (        ) 

olmak üzere  

  
 ( )     { 

  
 ⁄    (∑  [  (

  | 
   |

 
)]

  

   

)

 
 ⁄

          } 

paranormu ile tanımlanmış bir tam paranormlu uzaydır. 

İspat.   
 (      ) uzayının tam olduğunu gösterelim. (   ) dizisi   

 (      ) 

uzayında    (  
 )

 
 (  

     
   ) olmak üzere bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde 

    ve          için 

  
 (     ) 

    { 
  

 ⁄    (∑  [  (
  | 

 (  
    

 
)|

 
)]

  

   

)

 
 ⁄

          }    
(3.2) 

olacak şekilde      mevcuttur. Buradan her bir     için       iken |  
    

 
|    

olur. Böylece (  
 )

 
 (  

     
   ) dizisi   de bir Cauchy dizisidir ve   tam olduğundan 

yakınsaktır.       
     diyelim. (3.2) eşitliğinde     için limit alınırsa      için 

   { 
  

 ⁄    (∑  [  (
  | 

 (  
    )|

 
)]

  

   

)

 
 ⁄

          }    

buluruz. Buradan (  
    )    

 (      ) dir. (  
 )   (  

    )    
 (      ) ve 

  
 (      ) uzayı lineer uzay olduğundan    (  

 )  (  
    )    

 (      ) 

olduğu görülür. Dolayısıyla   
 (      ) uzayı tamdır. 

 

Teorem 3.7   (  ) ve   (  ) Orlicz fonksiyonlarının herhangi iki dizisi olsun. 

Bu takdirde 
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i.   
 (      )    

 (      )    
   (      ), 

ii. Eğer   ve   denk ise   
 (      )    

 (      ) dir. 

İspat. i.     
 (      )    

 (      ) olsun. Bu takdirde  

∑  [  (
|    |

   
)]

  

  

   

     ∑  [  (
|    |

   
)]

  

  

   

 

olur. Burada (2.1) eşitsizliğini kullanırsak  

[(     ) (
|    |

   
)]

  

  [  (
|    |

   
)]

  

  [  (
|    |

   
)]

  

 

elde edilir. Bu eşitsizliğin her iki yanı    ile çarpılır ve     için toplamı alınırsa  

∑  [(     ) (
|    |

   
)]

  

   

  ∑  [  (
|    |

   
)]

  

   

  ∑  [  (
|    |

   
)]

  

   

 

elde edilmiş olur ve böylece ispat tamamlanır. 

ii.     
 (      ) olsun. Bu takdirde  

∑  [  (
|    |

   
)]

  

  

   

 

olur. Tanım 2.20 deki eşitsizlikte     alınırsa 

∑  [  (
|    |

   
)]

  

   

 ∑  [  (
|    |

   
)]

  

   

 

elde edilir. Buradan 

  
 (      )    

 (      ) (3.3) 

olur. Şimdi de     
 (      ) alalım. Bu takdirde  

∑  [  (
|    |

   
)]

  

  

   

 

olur. Tanım 2.20 deki eşitsizlikte      alınırsa 

∑  [  (
|    |

   
)]

  

   

 ∑  [  (
|    |

   
)]

  

   

 

elde edilir. Buradan 

  
 (      )    

 (      ) (3.4) 

olur. (3.3) ve (3.4) eşitsizliklerinden   
 (      )    

 (      ) elde edilir. Böylece 

ispat tamamlanır. 
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Teorem 3.8   (  ) ve   (  ) Orlicz fonksiyonlarının herhangi iki dizisi olsun. 

Bu takdirde 

i.   
 (      )    

 (      )    
   (      ) 

ii. Eğer   ve   denk ise   
 (      )    

 (      ) dir. 

İspat. i.     
 (      )    

 (      ) olsun. Bu takdirde  

∑  [  (
  | 

   |

 
)]

  

  

   

      ∑  [  (
  | 

   |

 
)]

  

   

   

olur. Burada (2.1) eşitsizliğini kullanırsak  

[(     ) (
  | 

   |

 
)]

  

  [  (
  | 

   |

 
)]

  

  [  (
  | 

   |

 
)]

  

 

elde edilir. Bu eşitsizliğin her iki yanı    ile çarpılır ve     için toplamı alınırsa 

∑  [(     ) (
  | 

   |

 
)]

  

   

 

  ∑  [  (
  | 

   |

 
)]

  

   

  ∑  [  (
  | 

   |

 
)]

  

   

 

elde edilmiş olur ve böylece ispat tamamlanır. 

ii.     
 (      ) olsun. Bu takdirde  

∑  [  (
  | 

   |

 
)]

  

  

   

 

olur. Tanım 2.20 deki eşitsizlikte     alınırsa 

∑  [  (
  | 

   |

 
)]

  

   

 ∑  [  (
  | 

   |

 
)]

  

   

 

elde edilir. Buradan  

  
 (      )    

 (      ) (3.5) 

olur. Şimdi de     
 (      ) alalım. Bu takdirde  

∑  [  (
  | 

   |

 
)]

  

  

   

 

olur. Tanım 2.20 daki eşitsizlikte      alınırsa 

∑  [  (
  | 

   |

 
)]

  

   

 ∑  [  (
  | 

   |

 
)]

  

   

 

elde edilir. Buradan 
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 (      )    

 (      ) (3.6) 

olur. (3.5) ve (3.6) eşitsizliklerinden   
 (      )    

 (      ) elde edilir. Böylece 

ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.9   (  ) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi ve her bir     için 

         olsun. Bu takdirde   
 (      )    

 (      ) dir. 

İspat.     
 (      ) olsun. Bu takdirde  

∑  [  (
|    |

   
)]

  

   

   

olacak şekilde en az bir     sayısı vardır. Örneğin   nın yeterince büyük değerleri ve 

en az bir sabit      için      alınırsa   (
|    |

   
)    sağlanır.    lar azalmayan 

olduğundan  

[  (
|    |

   
)]

  

 [  (
|    |

   
)]

  

 

olur ve böylece  

∑   [  (
|    |

   
)]

  

    

 ∑   [  (
|    |

   
)]

  

    

   

elde edilir. O halde     
 (      ) olur. 

 

Teorem 3.10   (  ) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi ve her bir     için 

        olsun. Bu taktirde   
 (      )    

 (      ) dir. 

İspat.     
 (      ) olsun. Bu takdirde  

∑  [  (
  | 

   |

 
)]

  

   

   

olacak şekilde en az bir     sayısı vardır. Örneğin   nın yeterince büyük değerleri ve 

en az bir sabit      için      alınırsa   (
|    |

   
)    sağlanır.    lar azalmayan 

olduğundan  

[  (
  | 

   |

 
)]

  

 [  (
  | 

   |

 
)]

  

 

olur ve böylece 
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∑   [  (
  | 

   |

 
)]

  

    

 ∑   [  (
  | 

   |

 
)]

  

    

   

elde edilir ki buradan     
 (      ) olur. 

 

Teorem 3.11   (  ) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Bu takdirde 

  
 (        )    

 (      ) dir. 

İspat.     
 (        ) olsun. Bu takdirde en az bir     için 

∑  [  (
|      |

    
)]

  

   

   

dır.    lar azalmayan ve konveks olduğundan  

∑  [  (
|    |

    
)]

  

   

 

                  ∑  [  (
|               |

    
)]

  

   

 

                  

    ∑  [
 

 
  (

|      |

   
)]

  

  ∑  [
 

 
  (

|        |

   
)]

  

      

 

yazabiliriz. O halde     
 (      ) bulunur. Böylece   

 (        )     
 (      ) 

olur. 

 

Teorem 3.12   (  ) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Bu takdirde 

  
 (        )    

 (      ) dir. 

İspat.     
 (        ) olsun. Bu takdirde en az bir     için 

∑  [  (
  | 

     |

  
)]

  

   

   

dır.    lar azalmayan ve konveks olduğundan  

∑  [  (
  | 

   |

  
)]

  

   

 

                  ∑  [  (
  | 

              |

  
)]
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           ∑  [
 

 
  (

  | 
     |

 
)]

  

  ∑  [
 

 
  (

  | 
       |

 
)]

  

      

 

yazabiliriz. O halde     
 (      ) bulunur. Böylece   

 (        )    
 (      ) 

olur. 

 

Teorem 3.13   
 (      ) dizi uzayı solid (normal) ve monotondur. 

İspat.     
 (      ) ve (  ), her     için |  |    olacak şekilde skaler bir dizi 

olsun. Bu takdirde  

∑  [  (
|  || 

   |

   
)]

  

 ∑  [  (
|    |

   
)]

  

      

   

dir. Böylece       
 (      ) olur. Ayrıca Önerme 2.1 den monoton olduğu görülür. 

 

Teorem 3.14   
 (      ) solid(normal) ve monotondur. 

İspat.     
 (      ) ve (  ), her     için |  |    olacak şekilde skaler bir dizi 

olsun. Bu takdirde  

∑  [  (
|  |  | 

   |

 
)]

  

 ∑  [  (
  | 

   |

 
)]

  

      

   

dir. Böylece       
 (      ) olur. Ayrıca Önerme 2.1 den monoton olduğu görülür. 

 

Sonuç 3.1 (i) Her     için        olsun. Bu takdirde   
 (    )     

 (      ) 

dir. 

(ii) Her     için        olsun. Bu takdirde   
 (      )     

 (    ) dir. 

 

Sonuç 3.2 (i) Her     için        olsun. Bu takdirde   
 (    )     

 (      ) 

dir. 

(ii) Her     için        olsun. Bu takdirde   
 (      )     

 (    ) dir. 

3.2.   
 (      ) ve   

 (      ) Dizi Uzayları Arasındaki İlişkiler 

Tanım 3.2   (  ) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi,   (  ) kesin pozitif reel 

sayıların sınırlı bir dizisi,   (  ) kesin reel sayıların bir dizisi ve      olacak 

şekilde   (  ) reel terimli bir dizi olsun. Bu takdirde 
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 (      )  {  (  ) ∑  [  (

  | 
   |

 
)]

  

   

                } 

ve   
 (      ) dizi uzayında her     için      alınırsa 

  (      )  {  (  ) ∑  [  (
|    |

 
)]

  

   

                } 

dizi uzayları elde edilir. 

 

Teorem 3.15 Eğer   (  ) sınırlı ve         olacak şekilde bir dizi ise bu takdirde 

  
 (      )    

 (      )    (      ) dir. 

İspat. İlk önce   (      )    
 (      ) olduğunu gösterelim.     (      ) 

olsun. Bu takdirde en az bir     için 

∑  [  (
|    |

 
)]

  

   

   

dur.   (  ) sınırlı bir dizi olduğundan        alalım.       alınırsa bu 

takdirde her   için  

  | 
   |

  
 

  | 
   |

  
 

  

 

|    |

 
 

|    |

 
 

dir.    lar azalmayan olduğundan  

∑  [  (
  | 

   |

  
)]

  

   

 ∑  [  (
|    |

 
)]

  

   

   

olup buradan   (      )    
 (      ) elde edilir. 

Şimdi   
 (      )    (      ) olduğunu gösterelim.     

 (      ) 

olsun. Bu takdirde en az bir     için 

∑  [  (
  | 

   |

 
)]

  

   

   

dur. Eğer    
 

 ⁄  alınırsa bu takdirde her   için  

  | 
   |

  
 

  | 
   |

 
 ⁄

 
 |    |

 
  

  | 
   |

 
 

dir.    lar azalmayan olduğundan  

∑  [  (
|    |

  
)]

  

   

 ∑  [  (
  | 

   |

 
)]
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olup buradan   
 (      )    (      ) olur. O halde   (      )    

 (      ) dir. 

 Şimdi de   (      )    
 (      ) olduğunu gösterelim.     (      ) 

olsun. Bu takdirde en az bir     için 

∑  [  (
|    |

 
)]

  

   

         

Eğer    
 

 ⁄  alınırsa    lar azalmayan olduğundan  

∑  [  (
|    |

    
)]

  

   

 ∑  [  (
|    |

 
)]

  

   

   

olup buradan   (      )     
 (      ) elde edilir. 

Son olarak   
 (      )    (      ) olduğunu gösterelim. 

     
 (      ) olsun. Bu takdirde herhangi bir     için 

∑  [  (
|    |

   
)]

  

   

   

dir. Eğer       alınırsa    lar azalmayan olduğundan  

∑  [  (
|    |

  
)]

  

   

 ∑  [  (
|    |

   
)]

  

   

   

olup buradan   
 (      )    (      ) elde edilir.  

O halde   
 (      )    

 (      )    (      ) olur. Böylece ispat 

tamamlanır.  
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

4.1 Sonuçlar 

Genelleştirilmiş fark dizi uzayı ve Modular dizi uzayı kavramlarını tanımlayıp 

bunların bazı topolojik özelliklerini verdik. Modular dizi uzayları ve genelleştirilmiş 

fark dizi uzayları alınarak   
 (      ) ve   

 (      ) dizi uzaylarını tanımladık. 

Ayrıca bu dizi uzaylarının bazı topolojik özelliklerini ve bu dizi uzayları arasında bazı 

kapsama bağıntılarını inceledik. 
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