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YUKSEK LiSANS TEZI
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Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Giilcan ATICI TURAN
Jiiri Uyesi: Prof. Dr. Cigdem BEKTAS
Jiiri Uyesi: Do¢. Dr. Erdal KORKMAZ

Bu c¢alismada, Modular dizileri uzaylar1 yardimiyla bazi genellestirilmis fark dizi uzaylari
tanimlanmis ve bazi topolojik 6zellikleri incelenmistir. Ayrica dizi uzaylarmin arasinda bazi kapsama
bagmtilart verilmistir.

Ug béliimden olusan bu tezin ilk boliimiinde konuya iliskin 6n bilgiler verilmistir. ikinci
bolimde, tez boyunca kullanilacak olan temel kavramlar verilmistir. Ayrica fark dizi uzaylar,
genellestirilmis fark dizi uzaylari, Orlicz fonksiyonu, €),(p) dizi uzayr ve Modular dizi uzay1 kavramlari
tanimlanmis ve bunlarla ilgili bazi teoremler ve topolojik 6zellikler incelenmistir.

Ugiincii boliimde ise her bir k igin M, ve N, birbirinin alisilmis tamamlayicisi olmak {izere
M = (M) ve N = (N,) Orlicz fonksiyon dizileri yardimiyla £ (A™,u,p) ve €% (A™,u,p) yeni fark
dizi uzaylar1 tanimlanmustir. Ayrica bu dizi uzaylarinin bazi topolojik 6zellikleri ve bu dizi uzaylari
arasinda bazi kapsama bagintilar1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Fark dizi uzaylari, Modular dizi uzay1, Orlicz fonksiyon, Paranorm.
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ON SOME TOPOLOGICAL PROPERTIES OF GENERALIZED DIFFERENCE
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In this study, we define some generalized difference sequence spaces by Modular sequence
spaces and we examine some properties of these sequence spaces. We also give some inclusion relations
between these spaces.

In the first part of this thesis consisting of three chapters, some basic concepts related to the
subject are given. In the second chapter, the basic concepts used throughout the thesis are given. Also, the
concepts of difference sequence spaces, generalized difference sequences spaces, Orlicz function €,,(p)
sequences space and Modular sequence space are defined and some theorems related to these and their
topological properties are examined.

In the third chapter, we define the new difference sequence spaces ¢} (A™,u,p) and
2% (A™, u,p) where of Orlicz function M = (M,) and ' = (N,,) such that M, and N, be mutually
complementary for each k. We also examine some topological properties of the sequence spaces and
some inclusion relations between these spaces.

Keywords: Difference sequence spaces, Modular sequence space, Orlicz function, Paranorm.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

R : Reel sayilar kiimesi

N ; Dogal sayilar kiimesi

o ) Sinirh diziler uzay1

Il 1l ; Norm

& D Normlu uzay

c ) Yakinsak diziler uzayi

v : Her
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BK : Banach koordinatsal siireklilik
A™ : Genellestirilmis fark operatorii
£(M) ; Modular dizi uzay1

(M) ; Modular dizi sinifi

2y ) Orlicz dizi sinifi

Ly : Orlicz dizi uzayi

M ; Orlicz fonksiyonu
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1. GIRIS VE KAYNAK ARASTIRMASI

Ik olarak fark dizileri kavrami 1981 yilinda Kizmaz tarafindan tanimlandi.
Kizmaz Ax = (Ax;,) = (x — xx41) V€ X = L, C V€ ¢, olacak sekilde
X(A) = {x = (x): Ax € X}
dizi uzaylarini tanimladi. Daha sonra Et ve Colak (1995), m € N,

Nx = (xp), Ax = (X — Xp41), A™x = (A™x;,) = (A™ 1x), — A" 1xp,q) Ve

m
ATxy = Z(—l)” (7:]1) Xk+v

v=0

olmak tizere
X(A™) = {x = (x): A™x € X},
dizi uzaylarini tanimladilar.
Bir Orlicz fonksiyonu, siirekli, azalmayan, konveks, M(0) =0, x > 0 igin

M(x) >0 ve x » o iken M(x) - oo sartlarin1 saglayan bir M:[0, ) — [0, o)
fonksiyonudur (Kamthan ve Gupta, 1981).

Bir M Orlicz fonksiyonu her zaman

X

M(x) =j p(t)dt

0

integral formunda gosterilebilir. Burada M nin ¢ekirdegi olarak bilinen p, azalmayan,
t > 0 igin sagdan tirevlenebilir, p(0) =0, t >0 i¢in p(t) >0 ve t —» oo iken
p(t) — oo dur (Karanoselskii ve Rutitsky, 1961).

Bir M(t) Orlicz fonksiyonu ile g¢ekirdegi olan p(t) yi goz Oniine alalim ve
q(s) = sup {t: p(t) < s} olsun. Bu takdirde

X
N(x) = f q(s)ds
0
seklinde bir N fonksiyonu vardir. Burada q(s) N nin bir ¢ekirdegi olup p(t) nin tiim
ozelliklerine sahiptir ki bu da N nin bir Orlicz fonksiyonu oldugunu gosterir. Bu sekilde
M ve N fonksiyonlari birbirinin alisilmis tamamlayicisi olarak adlandirilir (Kamthan ve
Gupta, 1981).

Lindenstrauss ve Tzafriri (1965) Orlicz fonksiyonu fikrini kullanarak

X
ty = {x € W:Z (M (%)) < o, baztp > 0igin

k=1
Orlicz dizi uzayini tanimladilar ve bu dizi uzayinin
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normu ile bir Banach uzay: oldugunu gosterdiler.

1973 te Woo M’ = (M,,) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi olmak tlizere

X
(M) = {x = (x) € w:z M, <|/Tk|> <o enazbirp>0 igin}
k=1

seklinde Modular dizi uzayini tanimlamis ve bu dizi uzaymin

. C | |
l|x|[»r = inf p>0:ZMk — <1
k=1 p

normu ile bir Banach uzay1 oldugunu gostermistir.

M = (M,,) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi olmak tizere her bir k igin M, lar

x
M) = [ o

integral formunda gosterilebilir. Buradan her bir k i¢in Mj, larin ¢ekirdegi olarak bilinen
pi lar azalmayan, t > 0 igin sagdan tiirevlenebilir, her bir k i¢in p;(0) = 0, t > 0 igin
pr(t) > 0vet — oo iken py(t) - oo dur (Atici, 2011).

Her bir k i¢in M, lar Orlicz fonksiyonu ve her bir M, ya karsilik p; lar da bu
Orlicz fonksiyonlarinin ¢ekirdegi olmak tizere

Qi (s) = sup {t: p(t) < s}

olsun. Bu takdirde her bir k i¢in

X

mm=fmme

0

integral formunda gosterilen N, fonksiyonunu tanimlayabiliriz. Burada her bir k i¢in
qx(s), N, nin g¢ekirdegi olup p, (t) nin tiim 6zelliklerine sahiptir. Yani (Ny) bir Orlicz
fonksiyon dizisi olur. Bu sekildeki her bir k i¢in M, ve N, birbirinin aligilmis
tamamlayicis1 olarak adlandirilir (Atici, 2011).

Parashar ve Choudhary (1994), M bir Orlicz fonksiyonu ve p = (py) pozitif reel

sayilarin herhangi bir dizisi olmak {izere

tu(p) = {x = (x) Ew: kz=1 lM <|)ka|>

dizi uzaymi tamimladilar ve bu dizi uzaymin bazi cebirsel topolojik 6zelliklerini

Pk
<ooenazbir p > 0igin

incelediler.



Modular dizi uzaylar1 kullanilarak yeni genellestirilmis fark dizi uzaylar
tanimlanmis ve pek ¢ok bilim adami bu dizi uzaylari {lizerine ¢aligmalar yapmigtir
(Alsaedi ve Bataineh, 2007; Bektas ve Atici, 2013; Gupta ve Pradhan, 2008; Atici
Turan, 2017; Jamwal ve Raj, 2015).



2. TEORIK ESASLAR
2.1. Temel Kavramlar

Bu bolimde daha sonraki bolumlerde kullanilacak bazi temel tanimlar

verilecektir.

Tamim 2.1 X # @ bir kiime ve K reel veya kompleks sayilar cismi olmak tizere
+HXXX-X, SKXX->X

fonksiyonlar1 asagidaki ozellikleri sagliyorsa, X kiimesine K cismi iizerinde vektor

uzayi (lineer uzay) denir. Her x,y,z € X ve her A, u € K igin

Lx+y=y+x

Lx+W+z)=C+y)+z

iii. Her x € X i¢in x + 8 = 6 + x = x olacak sekilde bir 8 € X vardir.

iv. Her bir x € X i¢in x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde bir (—x) € X vardur.

V.1.x =x

Vi.l(x +y) =Ax + dy

Vii. (A + w)x = Ax + px

viii. (Au)x = A(ux) (Maddox, 1970).

Tamm 2.2 L, F cismi iizerindeki bir lineer uzay ve M, L nin bir alt kiimesi olsun. Her
a € F veherx,y € M igin

1) x+yeM

2) ax €M
sartlar1 saglaniyorsa M ye L nin alt uzay: denir (Bayraktar, 1994).

Tanim 2.3 X, K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.

I1l: X - R*

x = |[x]|

dontisimii asagidaki 6zellikleri sagliyorsa bu doniisiime bir norm ve (X, ||.||) ikilisine
de bir normlu uzay denir. Vx,y € X i¢in
N1) [lx|l = 0
N2) |lx]l=0=x=20
N3) [[Ax[| = [Alllx]l (4 skaler )



N4) |lx + y|| < |lx|| + ||yl dir (Kreyszig, 1978).

Tamm 2.4 (X, ||.|]) bir normlu uzay ve x = (x,,), X uzayinda bir dizi olsun. Eger
Ve > 0 igin Vn > n, iken

I, — x|l <&
olacak sekilde bir ny, = ny(e) € N sayis1 varsa x = (x,,) dizisi x e yakinsaktir denir.
x = (x,,) dizisi x e yakinsak ise lim, x,, = x veya x,, = x seklinde yazilir (Kreyszig,
1978).

Tammm 2.5 (X, ||.|]) bir normlu uzay ve x = (x,), X uzayinda bir dizi olsun. Eger
Ve > 0 igin Vm,n > n, iken

loxm — xall < €
olacak sekilde bir ny, = ny(e) € N sayis1 varsa x = (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi
denir (Kreyszig, 1978).

Tamm 2.6 N normlu lineer uzay olsun. N, norm metrigine gore tam ise N ye Banach

uzay1 denir (Bayraktar, 1994).

Tamm 2.7 (x,), (X,]|.]]) de bir dizi olsun. Her n i¢in ||x,|| < k olacak sekilde bir

k > 0 sayis1 varsa x,, ye sinirli dizi denir (Bayraktar, 1994).

Tamm 2.8 (N, ||.|]) ve (N',]|.]]) normlu iki uzay, f: N — N’ bir doniisiim ve x, € N
olsun. Verilmis herhangi bir € > 0 sayisi igin ||x — x| < & oldugunda

If(x) = flxo)ll <&
olacak sekilde § > 0 sayisi varsa f doniisimiine x, noktasinda siireklidir denir. f, N

nin her noktasinda siirekli ise f ye N de siirekli denir (Bayraktar, 1994).

Tamm 2.9 X,K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.g: X — R doniisiimii asagidaki

sartlar1 saglarsa g ye bir paranorm, (X, g) ikilisine de paranormlu uzay denir.

Vx,y € X i¢in
i.g(0) =0
ii. g(x) = g(—x)

iii.gx+y) < gx)+g()



V. U = Uo, X = x¢ Iken ux — pyx, dir
iv) sartim1 u — po, g(x —xy) = 0 iken g(ux — poxy) — 0 seklinde ifade edebiliriz
(Maddox, 1970).

Tamim 2.10 Bir (X, g) paranormlu uzayinda, alinan her Cauchy dizisi bu uzayin bir

noktasina yakinstyorsa (X, g) uzayima tam paranormlu uzay denir (Maddox, 1970).

Tamim 2.11 Reel veya kompleks terimli tiim dizilerin ciimlesini w ile gosterelim.
x = (x), y = (yi) Ve a bir skaler olmak tizere w, x +y = (x; + yi) ve ax = (axy)
seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir. w nin her alt lineer uzayima bir
dizi uzayi denir (Goes ve Goes, 1970).

Asagidaki dizi uzaylar1 bu calismada siklikla kullanilacaktir.

£ = x = G suply] < o0 |
k

sinirli,

g {x = (xp): lllgn X mevcut}
yakinsak ve

Co = {x = (xp): lilgn Xy = O}
sifir dizileri uzay1
lIxIl = sup|x|
k

normu ile birer Banach uzayidir (Goes ve Goes, 1970).

Tanim 2.12 X bir dizi uzay1 olsun. X bir Banach uzay1 ve

T : X > F (Rveya C), 1,(x) =x, (k=123,..)
doniistimleri siirekli ise X e bir BK (Banach Coordinatewise)-uzay1 denir (Goes ve
Goes, 1970).

Tanim 2.13 X bir dizi uzay1 olsun.

i. lax| <1 olacak sekilde tiim (ay) dizileri igin (x;,) € X alindiginda eger (a,x;) € X
ise solid (ya da normal) dir.

Il. X tim basamak uzaylarinin kanonik 6n resimlerini kapsiyorsa, X e monotondur

(Kamthan ve Gupta, 1981).



Onerme 2.1 1 perfektir = A normaldir = A monotondur (Kamthan ve Gupta, 1981).

Asagidaki esitsizlik bu ¢alismada siklikla kullanilacaktir.
ay, by € C, H = supy px , Ve D = max(1,2871) olmak iizere
(lax + b DP* < D{lay|Pk + | by |P¥} (2.1)
dir.

2.2. Fark Dizi Uzaylari, Orlicz Fonksiyonu, €,,(P) Dizi Uzay:r ve Modular Dizi
Uzay1

2.2.1. Fark Dizi Uzaylar

Fark dizileri kavrami ilk olarak Kizmaz (1981) tarafindan tanimlandi. Kizmaz
Ax = (Ax;) = (x;, — xp41) olmak lizere
Lo(D) = {x = (xp): Ax € £}
c(A) = {x = (x): Ax € c}
co(8) = {x = (x;): Ax € ¢}
dizi uzaylarin1 tanimladi ve bu uzaylarin ||x||; = |x;| + ||Ax]||, normu ile birer Banach
uzay1 oldugunu gosterdi.
Et ve Colak (1995), m € N,
AN'x = (x),
Ax = (xg — Xp+1),
A™x = (A™x) = (A™ xg — A™ g y)

ve

- m
s = 07 (7)) xeww
v=0

olmak iizere
Lo (A™) = {x = (x3): A™x € £},
c(A™) = {x = (x): A™x € c},
co(A™) = {x = (xx): A™x € co}

dizi uzaylarin1 tanimladilar ve bu uzaylarin



m
Illa = ) il + A7l
i=1

ile Banach uzay1 oldugunu gosterdiler.

Teorem 2.1 A™(€,), A™(c) ve A™(c,) dizi uzaylari

m
Illa = ) il + 1A™ @22)
I=1

normu ile birer normlu uzaydir (Et, 1992).

Teorem 2.2 A™(€), || ||la bir Banach uzayidir (Et, 1992).

Teorem 2.3 A™(44,), A™(c) ve A™(cy) uzaylar (2.2) deki norm ile birer BK-uzayidir
(Et, 1992).

2.2.2. Orlicz Fonksiyonu

Tamim 2.14 Bir Orlicz fonksiyonu, siirekli, azalmayan, konveks, M(0) = 0, x > 0 i¢in
M(x) >0 ve x » o iken M(x) - o sartlarim1 saglayan bir M:[0, o) — [0, 0)
fonksiyonudur (Kamthan ve Gupta, 1981).

Bir M Orlicz fonksiyonu her zaman

X

M(x) =f p(t)dt

0

integral formunda gosterilebilir. Burada M nin ¢ekirdegi olarak bilinen p, azalmayan,
t > 0 igin sagdan tirevlenebilir, p(0) =0, t >0 i¢in p(t) >0 ve t —» oo iken
p(t) — oo dur ( Karanoselskii ve Rutitsky, 1961).

Bir M(t) Orlicz fonksiyonu ile g¢ekirdegi olan p(t) yi goz Oniine alalm ve
q(s) = sup {t: p(t) < s} olsun. Bu takdirde

X
N(x) = f q(s)ds
0
seklinde bir N fonksiyonu vardir. Burada q(s), N nin bir ¢ekirdegi olup p(t) nin tiim
ozelliklerine sahiptir ki bu da N nin bir Orlicz fonksiyonu oldugunu gosterir. Bu sekilde
M ve N fonksiyonlar1 birbirinin alisilmis tamamlayicisi olarak adlandirilir (Kamthan ve

Gupta, 1981).



Onerme 2.2 M ve N fonksiyonlar1 birbirinin alisilmis tamamlayicis1 olsun. Bu takdirde
i) x,y = 0igin xy < M(x) + N(y) (Young Esitsizligi)
i) x > 0igin xp(x) = M(x) + N(p(x)) dir (Kamthan ve Gupta, 1981).

Ayrica M konveks ve M(0) = 0 oldugundan x > 0 ve 0 < u < 1 olmak lizere
her u igin M (u x) < pu M(x) dir (Kamthan ve Gupta, 1981).

Tamim 2.15 Her bir M Orlicz fonksiyonu igin

Py = {x = (xx) € w: ZM(lka < 00}
k=1

seklinde tanimlanan 2, ciimlesine Orlicz dizi sinifi denir (Kamthan ve Gupta, 1981).

Benzer sekilde N, M nin alisilmis tamamlayicisi olmak iizere £, ciimlesi

Py = {x = (o) €w: ) N(lx D) < oo}
k=1

seklinde tanimlanir.
Lindestrauss ve Tzafiri (1965) Orlicz fonksiyonu fikrini kullanarak asagidaki

dizi uzayini tanimladilar:

o)

X
ty = {x € w: z (M <|;'Tk|>> < oo,bazip >0 i(;in}

k=1

il = inf {p > o:Z(zw ('%k')) < 1}

normu ile bir Banach uzay: oldugunu gésterdiler.

ve bu dizi uzaym

Tanmm 2.16 Her bir M Orlicz fonksiyonu i¢in

| x|

ty = {x = (xy) € W:ZM(7> <o enazbir p > Oi(;in}
k=1

seklinde tanimlanan kiimeye Orlicz dizi uzay1 denir (Kamthan ve Gupta, 1981).

Benzer sekilde N, M nin alisilmis tamamlayicis1 olmak {izere

X
Oy = {x = (x) € W:ZN(%) <ooenazbir p > Oigin}
k=1

de bir dizi uzayidir. M ve N fonksiyonlari birbirinin alisilmis tamamlayicisi olmak

tizere €, Orlicz dizi uzay1
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Ly = {x = (x) € w: z X, Vi yakinsak hery € 2y icin (2.3)
k=1

seklinde de verilebilir (Kamthan ve Gupta, 1981).
Buradan agik¢a goriilebilir ki £,, € £, ve £y c £y dir (Kamthan ve Gupta,
1981).

o)

Teorem 2.4 Her bir x € £, igin
Z XkYk

sup{
k=1

dur (Kamthan ve Gupta, 1981).

DWUCHE 1} <
k=1

Boylece

oo

Z XkYVk

k=1

PRICHE 1}
k=1

seklinde ¢, tlizerinde bir norm tamimlanabilir. €,;, bu norm ile birlikte bir Banach

llxllm = SUP{

uzayidir (Kamthan ve Gupta, 1981).

Teorem 2.5 (€, |lx||) bir BK-uzayidir (Kamthan ve Gupta, 1981).

||x||n; normundan farkli olarak €,,,

Ixll oy = inf{p > O:z M <| pk|> < 1}

k=1

ile tanimlanan ||x|[,, normuna denk olan .||y, normuyla da BK-uzay:1 yapilabilir

(Kamthan ve Gupta, 1981).

Teorem 2.6 x € £, icin

X
2. < |I ||kI ) !
k=1 o
dir (Kamthan ve Gupta, 1981).

Onerme 2.3 x € £, icin

X
ZM(Ill ﬁ|>31
k=1 Xlim
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dir (Kamthan ve Gupta, 1981).
Teorem 2.7 x € £, icin [|x|[a) < llx[ly < 2[|x]| () dir (Kamthan ve Gupta, 1981).

Sonug 2.1 (€, |lx|l,,) bir BK-uzayidir (Kamthan ve Gupta, 1981).

2.2.3. £y (p) Dizi Uzay

Bu kisimda Parashar ve Choudhary (1994) tarafindan tanimlanan ve bazi
cebirsel-topolojik 6zellikleri incelenen €y,(p) dizi uzayna yer verildi. Bu bolimde
p = (py) dizisini sinirlt kabul edecegiz.

Simdi bir M Orlicz fonksiyonu ve pozitif reel sayilarin herhangi bir p = (py)

dizisi i¢in

(. N[ (1%l
fM<p>—{x—<xk)eW-kZl[M<p>

seklinde tanimlanan dizi uzayinin bazi temel 6zelliklerini verelim.

Pk
<ooenazbir p > 0igin

Teorem 2.8 H = supy, py olsun. Bu durumda €, (p) dizi uzay: C sayilar cismi iizerinde

bir lineer uzaydir (Parashar ve Choudhary, 1994).

Teorem 2.9 H = sup;, p; olsun. Bu durumda €, (p)

(x) =inf{pH >0 E [M(—l |>] ‘ ! <lLn=1.2 (3.3)
1 . = .
g 1 -_— ) ) )

paranormuyla total paranormlu uzaydir (Parashar ve Choudhary, 1994).

Teorem 2.10 Her bir k i¢in 0 < p;, < g, < o olacak sekilde pj, ve g, dizilerini alalim.
Bu takdirde [,,(p) < [};(q) dur (Parashar ve Choudhary, 1994).

2.2.4. Modular Dizi Uzay:

Woo (1973) modular dizi uzaymi tanimlamistir. Biz de bu boliimde M, Orlicz
fonksiyonlarinin integral formundaki gosterimini, ¢ekirdegini, alisilmis tamamlayicisini

ve modular dizi siifini tanimlaria yer verdik ve bunlarin bazi 6zelliklerini inceledik.
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M = (M) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. Bu takdirde her bir k i¢in
M, lar

X

My (x) =f pr(t) dt

0

integral formunda gosterilebilir. Buradan her bir k i¢in Mj, larin ¢ekirdegi olarak bilinen
px lar azalmayan, t > 0 igin sagdan tiirevlenebilir, her bir k i¢in p;(0) = 0, t > 0 i¢in
pr(t) > 0vet - oo iken p,(t) — oo dur (Atici, 2011).
Her bir k i¢in M;, lar Orlicz fonksiyonu ve her bir M;, ya karsilik p; lar da bu
Orlicz fonksiyonlarinin ¢ekirdegi olmak iizere
qi(s) = sup {t: p(t) < s}

olsun. Bu takdirde her bir k i¢in

X

Ni(x) = j qr(s) ds

0

integral formunda gosterilen N, fonksiyonunu tanimlayabiliriz. Burada her bir k i¢in
qx(s), N, nin g¢ekirdegi olup p,(t) nin tiim 6zelliklerine sahiptir. Yani (Ny) bir Orlicz
fonksiyon dizisi olur. Bu sekildeki her bir k i¢cin M, ve N, birbirinin aligilmis

tamamlayicisi olarak adlandirilir (Atici, 2011).

Onerme 2.4 Her bir k icin M, ve N, birbirinin alisilmis tamamlayicist olsun. Bu
takdirde
i) x,y = 0i¢in xy < My (x) + N, (v) (Young Esitsizligi)
i) x > 0 igin xp, (x) = My (x) + Nk(pk(x)) dir.

Ayrica M, lar konveks ve her bir k i¢cin M;(0) = 0 oldugundan x > 0 ve
0 < u < 1 olmak tizere her pu i¢in M, (1 x) < u My, (x) dir (Atici, 2011).

Tanim 2.17 M = (M, ) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi olmak tizere

(M) = {x = (o) €w: ) Myl < oo}
k=1

seklinde tanimlanan 2(M’) ciimlesine Modular dizi sinifi denir. Benzer sekilde her bir

k i¢in Ny, M, nmn alisilmis tamamlayicisi olmak tizere £(V)

V) = {x = (0 €w: ) Ne(leD) < oo}
k=1

seklinde tanimlanir (Atici, 2011).
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Tamim 2.18 Bir M' = (M;) Orlicz fonksiyon dizisi i¢in

x
(M) = {X = (x) € W:ZMk <|’.Tk|> <o enazbirp >0 igin}
=1

seklinde tanimlanan (M) climlesine modular dizi uzayr denir (Woo, 1973). Bu dizi

X
x| 2 = inf{p > 0: z M, <%> < 1}

k=1

uzayl1

normu ile bir Banach uzayidir. Benzer sekilde her bir k i¢in My, N nin alisiimis

tamamlayicist olmak iizere

| x|

(V) = {x = (xy) € W:ZNk <T> <o enazbirp>0 i(;in}
k=1

seklinde tanimlanan (V) cimlesine modular dizi uzayi denir. Bu dizi uzay1

(0e]

X
x|l = inf{p > O:Z Ny (%) < 1}

k=1
normu ile bir Banach uzayidir. Her bir k i¢in My, N, fonksiyonlar1 birbirinin aligilmis
tamamlayicisi olmak iizere
(M) = {x = (x) € w: X121 Xk Yx yakinsak her y € 2(\V) i(;in} (3.4)
olarak da verilebilir (Atici, 2011).

Tamm 2.19 M, ve M, herhangi iki Orlicz fonksiyonu olsun. 0 < x < x, seklindeki her
x i¢in M;(ax) < M,(x) < M;(Bx) olacak sekilde x,, a ve f pozitif sayilar1 varsa M,
ve M, Orlicz fonksiyonlarina denktir denir (Kamthan ve Gupta, 1981).

Benzer sekilde Orlicz fonksiyon dizilerinin denkligi asagidaki gibi

tanimlanabilir.

Tanimm 2.20 M = (M) ve T = (T}) Orlicz fonksiyonlarinin herhangi iki dizisi olsun.
0 < x < x, seklindeki her x ve her k € N i¢in M, (ax) < T,(x) < M, (Bx) olacak
sekilde x,, a ve B pozitif sayilar1 varsa M, ve T) Orlicz fonksiyon dizilerine denktir
denir (Atici, 2011).
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3. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

3.1. Modular Dizileri Yardimiyla Tanimlanan Genellestirilmis Fark Dizi

Uzaylariin Baz1 Topolojik Ozellikleri

Tamm 3.1 Her kK € N i¢in M}, ve N, birbirinin alisilmis tamamlayic1 fonksiyonlari,
p = (py) kesin pozitif reel sayilarin sinirli bir dizisi, A = (4;) kesin reel sayilarin bir
dizisi ve u; > 0 olacak sekilde u = (uy) reel terimli bir dizi olsun. O halde asagidaki
dizi uzaylari

Am
eﬂj‘»l(Amru: p) = {x = (xg) : Zuk [Mk <| /1;;“)

Pk

<oobazip >0 i(;in}

ve

Al A [\ P .
Ny | —— < o bazip > 0icin

‘gﬁf(Am' u, p) = {X = (xk) : z Uy P)

k=1
seklinde tamimlayalim. Bu bolimde her k € N i¢in M, (1) =1 ve N (1)=1

alinmaktadir.

Her k € N i¢in u;, = 1 alinirsa

(Am,p)—{x—(xk) Z[W(M kl)

k=1

< obazip >0 igin}

ve

22.(A™, p) = {x = (xp) : z INR <M>l < obazip >0 i(;in}

k=1

dizi uzaylari elde edilir.

Teorem 3.1 M = (M) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. Bu takdirde

277 (A™, u, p) dizi uzay: bir lineer uzaydir.

ispat. x,y € £J°(A™, u,p) ve a,b € C olsun. Bu takdirde

IAmku) Z l (IAmykI>lp"
u < oo ve u, |M
Z k l ( Akp1 17" AkpP2

k>1
olacak sekilde p; ve p, pozitif sayilar1 vardir. a ve b iki kompleks say1r olmak iizere

p3 = max(2|alp;, 2|b|p;) alalim. M, lar azalmayan, konveks ve A lineer oldugundan
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m Pk
Z " [Mk <IA (a;czp: byk)l>l

k=1
al|lA™x b||A™ Pk
Z [Mk<| | k|+| [l ykl)l
AkP3 AkpP3

k=1
Pk
al|A™x b||A™
< Zu" M, lall k|+<| Il yk|>
= A |2alp, Ak|2b|p;
Dk
1 AMx A™
< LS m, | k|+<| yk|>
2Pk e Akp1 kP2
al|A™x b||A™
SDZ le<| I/I1 M)l DZ le<| I/I1 Yk|>l
=i kP1 e~ kP2

bulunur. Toplaminin her ikisi de ayr1 ayri1 sonsuzdan kiiciik kaldigi i¢in toplami da

sonsuzdan kii¢iik kalir. O halde fiv[ (A™, u, p) bir lineer uzaydir.

Teorem 3.2 N = (N,) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. Bu takdirde

#}V (A™, u, p) dizi uzay:1 bir lineer uzaydir.

ispat. x,y € £%.(A™,p) ve a, b € C olsun. Bu takdirde

S (2 <o B (20

k=1 k=1

olacak sekilde p; ve p, pozitif sayilar1 vardir. a ve b iki kompleks say1 olmak iizere

p3z = max(2|alpy, 2|b|p,) alalim. Ny, lar azalmayan, konveks ve A lineer oldugundan

Z lNk (lkIA’”(a:: + b)’k)|>l

k=1
Llal|A™x,|  A.|b||A™ Pk
=2uklNk< elall k|+ kDl ykl>l
P3 P3

k=1

Aelallamxe ]l (Alblamy N\
f; :E:llk 1Vk +

|20L|p1 |2b|Pz
k=1
1 Aelamxe ] (Alamy N\
< ___'jgzllk IVk +
2Pkk>1 P1 P2

INA

gl B o 2

k=1 k=1
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bulunur. Toplaminin her ikisi de ayr1 ayr1 sonsuzdan kiiciik kaldigi i¢in toplami da

sonsuzdan kiiciik kalir. O halde {’%, (A™,u, p) bir lineer uzaydir.

Teorem 3.3 M = (M;) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi ve p = (py) kesin pozitif reel
saytlarin siirlt bir dizisi olsun. Bu takdirde £/ (A™,u, p) uzay1 H = max(1, supy py)
olmak iizere

1

A . pn/ |Amxk| Pk /H

gi(x) =inf{p /H > 0: Zuk M, T <1Ln=1p>0
k=1 k

paranormu ile bir paranormlu uzaydir.

Ispat. Her k € N i¢in M, (0) = 0 oldugundan x = 6 igin inf{ppn/H} = 0 olur. Tersine

g5 (x) = 0 oldugunu varsayalim. O halde

Yu

" Am Pk
inf pp /n > 0: (Z Uy [Mk <| /1]:;“)] ) <1 +=0

k=1

olur ki buradan x = 6 olur. g§(x) = g4(—x) oldugu asikardir.
Teorem 3.1 den a = b = 1 alnirsa g5(x + y) < g4 (x) + g4(y) elde edilir. Son
olarak gﬁ(,ux) skaler ¢arpiminin stirekli oldugunu ispatlayalim. p sifirdan farkh

herhangi bir say1 olsun. Buradan r = P / lul olarak secilirse

Yu

n A™(ux Pl
g5 (ux) = inf pp /n > 0; <Z Uy le <|/1(—'uk)|>l ) <1Ln=1p>0
k=1 kP
1
. pn/ |Amxk| Pk /H
= inf< (|u|r) /H: Zuk M, 1 <Ln=1p>0
k=1 kT

14 1
elde ederiz. Bu takdirde |u|P* < max(1, |u|") oldugundan |,u|7k < max(1, |u|")# elde

edilir. Boylece

m Pk
95(ux) < max(1L, ™y inf{r””/m (Z Uy [Mk (ma;klﬂ )

Y

<Ln=1p>0
k=1

1
< max(1, |u|")H g3 (x)
olur. Boylece gﬁ (x), fi‘/[ (A™, p) sifira yakinsak iken gﬁ (ux) de sifira yakinsaktir.

Simdi x, {’iv[ (A™, u, p) uzayinin sabit bir eleman1 olsun. Bu takdirde
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1/H

N Y NN
gi(x) =inf{p /H > 0: ZukMk Ty <1n=>1,p>0
K
k=1
olacak sekilde p > 0 sayis1 vardir. u — 0 iken
Pn |Amxk| Pk 1/H
g4 (ux) = inf{ p /H>0:<Zuk[Mk< 7 )l ) <1lnz=1p>0,-0
k=1

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4 V' = (N,,) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi ve p = (p,) kesin pozitif reel

sayilarin smirl bir dizisi olsun. Bu takdirde £%-(A™,u, p) uzay1 H = max(1, supy py)

olmak tizere

1
N ' pn/ ){klAmxkl Pk /H
grx(x) =infip /H > 0: Euk Ny | ——— <1n=1p>0

k=1 P

paranormu ile bir paranormlu uzaydir.

ispat. Her k € N icin N, (0) = 0 oldugundan x = 6 icin inf{p””/H} — 0 olur. Tersine

g2 (x) = 0 oldugunu varsayalim. O halde

Yu

n LA™, [\1P*
inf pp/H>0:(zuklNk<¥>l ) <1 t=0

k=1
olur ki buradan x = 6 olur. g#(x) = g*(—x) oldugu asikardir.
Teorem 3.1 den a = b = 1 alnirsa g (x + y) < g2(x) + g2 (y) elde edilir. Son
olarak g{(ux) skaler carpimimin siirekli oldugunu ispatlayalim. u sifirdan farkli

herhangi bir say1 olsun. Buradan r = p/|u| segilirse

1/
n Al Ao NP\
gA(ux) = inf pp n > 0: (Z Uy, [Nk (Mﬂ ) <Ln=1p>0

k=1 P

Yu

n LA™, [\ 1P*
= inf{ (lulr)"n: (Z U [Nk <M)l ) <1n=1p>0

k=1

p 1
elde ederiz. Bu takdirde |u|P* < max(1, |u|") oldugundan |u|7k < max(1, |u|")# elde

edilir. Boylece
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1
2 1 Pn AlA™x, [\ " f
ga(ux) < max(1, |u|")H inf{rH: Zuk Ny — <1Ln=1p>0

k=1

< max(1, IMIH)H ga(x)
olur. Boylece gj rx), o4 & (A™, u,p) sifira yakinsak iken g} }(ux) de sifira yakinsaktir.

Simdi x, P4 % (A™, u, p) uzayinin sabit bir elemani olsun. Bu takdirde

A | A™ x| n
gh(x) = inf{p /H>0<Z lNk<T>l ) <lLn=>1,p>0

k=1

olacak sekilde p > 0 sayisi vardir. u — 0 iken

ghu) = inf{ " > 0 (z[ (etom)

k=1

/u
) <1,n=21p>0;,-0

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.5 M = (M) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi ve p = (py) kesin pozitif reel

sayilarin smirl bir dizisi olsun. Bu takdirde €7 (A™,u,p) uzayt H = max(1, supy, py)

olmak tizere

|A™ x| Py /i
g3(x) = inf{p RN (Zukle< T )l ) <1,n=1p>0
K

k=1

paranormu ile tanimlanmig bir tam paranormlu uzaydir.
ispat. £J°(A™, u,p) uzaymin tam oldugunu gosterelim. (x%) dizisi 275 (A™, u, p)
uzayinda x' = (x,ic)l, = (x4, x7,...) olmak iizere bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde

e>0veVi,j>n,igin
gr(xt —x))
. AT (3.1)
= inf pp/H>0:(Zuk[ (l ();k xk)l)] ) <1lnz=z1lp>0,<c¢
k=1 kP

olacak sekilde ny € N mevcuttur. Buradan her bir k € N igin i,j — oo iken |} —x}| - 0
olur. Boylece (x,i()i = (x}, xZ,...) dizisi C de bir Cauchy dizisidir ve C tam oldugundan

yakmsaktir. lim; x} = x,, diyelim. (3.1) esitliginde j — oo i¢in limit alimirsa i > ny igin
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. /i
n A™(xt — x Pk
inf pp /H>0:<Zukle<| (Akp k)|> > <lnz=1p>0;p<c¢
k

k=1

buluruz. Buradan (x,‘C - xk) € fff(Am, u,p) dir. (x,l(), (x,fc - xk) € f/]lv[(Am,p) ve
£77(A™,u,p) uzayi lineer uzay oldugundan x;, = (xf) — (xk —xi) € 277 (A™, u, p)

oldugu goriiliir. Dolayistyla £3% (A™, u, p) uzay: tamdir.

Teorem 3.6 V' = (Ny,) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi ve p = (p,) kesin pozitif reel
sayilarin smirl bir dizisi olsun. Bu takdirde €% (A™, u, p) uzayr H = max(1, supy py)

olmak tizere

V)
N LA™, \TPF 2
gA() = inf{p" /H>0:<2uk [Nk<u>] ) <1,n=1p>0

k=1 p
paranormu ile tanimlanmig bir tam paranormlu uzaydir.
ispat. £4(A™ u,p) uzaymmn tam oldugunu gosterelim. (x!) dizisi €%(A™, u,p)
uzayinda x' = (x,ic)l, = (x4, x7,...) olmak iizere bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde
e>0ve Vi,j > n,igin
gr(xt =)

= inf ppn/H > 0:(2 Uy

k=1

. 1/
oA (5t = 5/ Piey (3.2)
)

olacak sekilde ny € N mevcuttur. Buradan her bir k € N igin i,j — oo iken |xf —x}| - 0
olur. Boylece (x,l()l = (x}, x2,...) dizisi C de bir Cauchy dizisidir ve C tam oldugundan
yakmsaktir. lim; x} = x,, diyelim. (3.2) esitliginde j — oo i¢in limit alinirsa i > n, i¢in

. 1
n A A (xE — x Ple\ 'H
inf pp /H>O:<Zuk[1vk< kl ( i k”)l ) <1ln=1lp>0;<¢

k=1 P

buluruz. Buradan (xi —x;) € ¢4 (0™, w,p) dir. (xL), (xk —x;) € ¢4 (A™ u,p) ve
#%f(Am, u,p) uzayl lineer uzay oldugundan x; = (x}() — (x,l( - xk) € f%f(Am, u,p)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla £4.(A™, u, p) uzay: tamdir.

Teorem 3.7 M = (M) ve T = (T}) Orlicz fonksiyonlarinin herhangi iki dizisi olsun.
Bu takdirde
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i €35 (A™,w,p) N £] (A™,u,p) € £ (A™,u, p),
ii. Eger M ve T denk ise £77(A™, u,p) = £ (A™,u,p) dir.
Ispat.i. x € f/]lw(Am, u,p) N f{(Am, u, p) olsun. Bu takdirde

|A™ x| Pk |A™ x| Pk
Zuk Mk Akp < oo ve Zuk Tk Akp < o

k=1 k=1

olur. Burada (2.1) esitsizligini kullanirsak

m Pk m Pk m Dk
l(Mk +Ty) (lAAkJ;“)l <D [Mk (lA/lk};"l)l +D [Tk (lAAk;’J)l

elde edilir. Bu esitsizligin her iki yan1 uy, ile ¢arpilir ve k > 1 i¢in toplami alinirsa

D [(M +T)<|Amxk|>rk
£ k k k /1k,0
|A™ x| Pk |A™ x| P
SDzukle< Akp )] +DZuk[Tk< Akp )l

k=1 k=1

elde edilmis olur ve bdylece ispat tamamlanir.

ii. x € £7 (A™, u, p) olsun. Bu takdirde

olur. Tanim 2.20 deki esitsizlikte « = 1 alinirsa

|A™ x| Pk |A™ x| Pk
Zuk M\ SZuk Tie| =
k=1 kP k=1 kP

elde edilir. Buradan

£7(am,u,p) © B (4™, u,p) (3.3)
olur. Simdi de x € {’/{Vf (A™,u, p) alalim. Bu takdirde

A
u (e}
k | Mk AP

k=1

olur. Tanim 2.20 deki esitsizlikte § = 1 alinirsa

2ol (T < g )

k=1 k=1

elde edilir. Buradan
{’,{V[(Am, u,p) C #{(Am, u,p) (3.4)
olur. (3.3) ve (3.4) esitsizliklerinden £7* (A™,u,p) = £ (A™, u,p) elde edilir. Boylece

ispat tamamlanur.
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Teorem 3.8 ' = (Ny) ve T = (T}) Orlicz fonksiyonlarinin herhangi iki dizisi olsun.

Bu takdirde
i £2.(A™,u,p) N €5 (A™,u,p) < £ (A™,u,p)
ii. Eger V" ve T denk ise £4-(A™, u,p) = £ (A™,u,p) dir.

ispat.i. x € £4.(A™ u,p) N f{(Am, u, p) olsun. Bu takdirde

Al Amax [\ Al Amx [\
Z”"[Nk(kleRl>l <o ve zulek<klpxkl>l <o

k=1 k=1

olur. Burada (2.1) esitsizligini kullanirsak

A |A™ Pk A |A™ Pk 1. |Am Pk
o7 (%)] <p|v, (%)l ol (el

elde edilir. Bu esitsizligin her iki yan1 uy, ile ¢arpilir ve k > 1 i¢in toplam1 alinirsa

el A x|\ ]P*
Z U [(Mk +T) <u>l
k=1 p
Al A [\ Al Amax [\
SDzuk Nk< kel . xkl)] +Dzuk lTk< Kl . Xkl)l

k=1 k=1

elde edilmis olur ve bdylece ispat tamamlanur.
ii. x € £ (A™,u, p) olsun. Bu takdirde

A |A™x, [\ 1P*
Zuk[Tk<k|p kl)] < o

k=1
olur. Tanim 2.20 deki esitsizlikte « = 1 alinirsa

Sl (520 g 0]

k=1 k=1

elde edilir. Buradan
(8™, w,p) < £5(A™,u,p)
olur. Simdi de x € {’jlv (A™,u, p) alalim. Bu takdirde

A |A™x, [\ 1P*
ZuklNk<k|p kl)] < o

k=1

olur. Tanim 2.20 daki esitsizlikte § = 1 alinirsa

S (A2 ()

k=1 k=1

elde edilir. Buradan

(3.5)
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l]/\1] (Aml ul p) c l} (Aml ul p) (3'6)
olur. (3.5) ve (3.6) esitsizliklerinden £4-(A™, u, p) = £ (A™,u,p) elde edilir. Boylece

ispat tamamlanur.

Teorem 3.9 M’ = (M,,) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi ve her bir k € N i¢in

0 < px < t; olsun. Bu takdirde €77 (A™, u, p) < £ (A™, u, t) dir.
ispat. x € £77(A™, u, p) olsun. Bu takdirde

|A™ x| P
Zuk Mk /1kp < 00

k=1

olacak sekilde en az bir p > 0 sayisi1 vardir. Ornegin k nimn yeterince biiyiik degerleri ve

. . .. [AT x|
en az bir sabit k, € N i¢in k > k, alinirsa Mk( oo
k

|Amxk|>lfk l (IAmku)r"
M <|M

I k( Ap * Akp

olur ve bdylece

>l ()] = 2o () -
u < u )
k| MR\ 2 kMR \ T2

kzko kzkq

elde edilir. O halde x € £37(A™, u, t) olur.

) < 1 saglanir. M}, lar azalmayan

oldugundan

Teorem 3.10 IV = (Ny) Orlicz fonksiyonlarimin bir dizisi ve her bir k € N i¢in

0 < px < t; olsun. Bu taktirde £4.(A™, u, p) c £3' (A™, u, t) dir.

ispat. x € f%,(Am, u, p) olsun. Bu takdirde

A |A™x, [\ 1P*
ZuklNk<k|p kl)] < o

k=1

olacak sekilde en az bir p > 0 sayisi1 vardir. Ornegin k nimn yeterince biiyiik degerleri ve

m
en az bir sabit ky € N i¢in k > k, alinirsa N, ('AA—’;’") < 1 saglanir. N, lar azalmayan
k

] 52

oldugundan

olur ve bdylece
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A |A™ tk Ll A, [\ 17X
Z g lNk< kl xkl)l < Z g [Nk< kl xkl)l
P k=kg P

k=ky

elde edilir ki buradan x € €' (A™,u, t) olur.

Teorem 3.11 M = (M;) Orlicz fonksiyonlarmin bir dizisi olsun. Bu takdirde
225 (A™ 1 u,p) € £75(A™, u, p) dir.

ispat. x € £77(A™ 1, u, p) olsun. Bu takdirde en az bir p > 0 igin

u, |M _ kl 0
E -
k K /1k2p

dir. M, lar azalmayan ve konveks oldugundan

> o (5520 |”

A1y, — A1y &
M, (l K k+1|>l

=1 Ai2p
Am 1x Am lx
<o Yuepi () o Y [ ()]
k=1 kP k=1 kP

yazabiliriz. O halde x € £ (A™,u,p) bulunur. Béylece €37 (A™ 1, u,p) € £3F(A™,u, p)

olur.

Teorem 3.12 N = (Ny) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. Bu takdirde
25 (A™ 1, u,p) € £3(A™, u, p) dir.

Ispat. x € {’%v(Am‘l,u, p) olsun. Bu takdirde en az bir p > 0 igin

()

k=1

dir. N, lar azalmayan ve konveks oldugundan

(5]
D
k=1
I </1k|Am_1xk - Am_lxk+1|>lpk
= Z Uy | Ny
2p

k=1
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o (4520 e (5

k=1 k=1
yazabiliriz. O halde x € f%f(Am, u,p) bulunur. Boylece £4-(A™ 1, u,p) € 4. (A™,u,p)

olur.

Teorem 3.13 £37 (A™, u, p) dizi uzay: solid (normal) ve monotondur.

ispat. x € £2°(A™,u,p) ve (ay), her k € N igin |a,| < 1 olacak sekilde skaler bir dizi

|ai 1A x|\ ] |A™x |\ ]
, () S T
k( Akp e | Mk Aep

k=1
dir. Boylece ax € £3*(A™,u,p) olur. Ayrica Onerme 2.1 den monoton oldugu goriiliir.

olsun. Bu takdirde

Y

k=1

Teorem 3.14 £4.(A™, u, p) solid(normal) ve monotondur.

ispat. x € £2,(A™,u,p) ve (ay), her k € N igin |a| < 1 olacak sekilde skaler bir dizi
olsun. Bu takdirde

S o (B (0

k=1 k=1

dir. Boylece ax € £%-(A™,u,p) olur. Ayrica Onerme 2.1 den monoton oldugu goriiliir.

Sonug 3.1 (i) Her k € N i¢in u;, < 1 olsun. Bu takdirde £ (A™,p) € £3*(A™, u,p)
dir.
(ii) Her k € N i¢in u;, = 1 olsun. Bu takdirde £3° (A™, u,p) € £ (A™, p) dir.

Sonug¢ 3.2 (i) Her k € N i¢in u;, < 1 olsun. Bu takdirde #%.(A™,p) € ¢%.(A™,u,p)
dir.
(i) Her k € N i¢in u;, > 1 olsun. Bu takdirde £%.(A™, u, p) € £%,(A™, p) dir.

3.2. £ (A™ u, p) ve t’%,[ (A™, u,p) Dizi Uzaylar1 Arasindaki Iliskiler

Tanmm 3.2 M = (M;,) Orlicz fonksiyonlarmimn bir dizisi, p = (p) Kesin pozitif reel
saytlarin sinirh bir dizisi, 4 = (4;) kesin reel sayilarin bir dizisi ve u;, > 0 olacak

sekilde u = (uy) reel terimli bir dizi olsun. Bu takdirde
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25 (A™,u,p) = {x = (xx): zuk le <M>

k=1

<oobazip >0 i(;in}

ve £21(A™, u, p) dizi uzayinda her k € N igin A, = 1 alinirsa

L (A™ u,p) = {x = (xx): Zuk le <|Amxk|>

k=1

<oobazip >0 i(;in}

dizi uzaylari elde edilir.

Teorem 3.15 Eger A = (4;) sinirli ve inf A, > 0 olacak sekilde bir dizi ise bu takdirde
fﬁ,[(Am, u,p) = é’f’[(Am, u,p) = £ (A™, u, p) dir.

Ispat. Ik 6nce £5,(A™, u,p) f%,[(Am, u,p) oldugunu gosterelim. x € €5,(A™, u,p)

olsun. Bu takdirde en az bir p > 0 i¢in

|A™ x| &
:E:llk A4k P <

k=1
dur. 1 = (A;) smirh bir dizi oldugundan a < A < b alalim. p; = pb alinirsa bu
takdirde her k igin

Age| A x| Py Age|A™ x| A | A" x| — |A™ x|
pP1 pb b p — p

dir. My, lar azalmayan oldugundan

o (B T (50 <

k=1 k=1

olup buradan £, (A™, u, p) © £%,(A™, u, p) elde edilir.
Simdi {’%,[(Am, u,p) € € (A™,u,p) oldugunu gosterelim. x € {’%f(Am, u,p)

olsun. Bu takdirde en az bir p > 0 i¢in

Dl ()<

k=1
dur. Eger p, = p / q alimirsa bu takdirde her k icin
Al A™ x| _ Al A™ x| _ alA™x;| < Akl A™ x|
P2 Pla p T p
dir. My, lar azalmayan oldugundan

o (2] <o 5 <

k=1
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olup buradan £%,(A™,u,p) € £,(A™,u,p) olur. O halde £,,(A™, u,p) = £%,(A™,u, p) dir.
simdi de £,(A™,u, p) © £3*(A™, u, p) oldugunu gosterelim. x € £2,(A™, u, p)

olsun. Bu takdirde en az bir p > 0 i¢in

|A™ x| P
Zuk M, p < oo dur.

k=1
Eger p; = P / q almirsa M;, lar azalmayan oldugundan

o (2] < B (520 <

k=1 k=1

olup buradan £;,(A™,u,p) < €77 (A™, u,p) elde edilir.
Son olarak {,)ler (A™, u,p) € £3,(A™, u, p) oldugunu gosterelim.

x € £77(A™, u, p) olsun. Bu takdirde herhangi bir p > 0 i¢in

S e (2] <
u [e'e)
k [Mi Aep

k=1
dir. Eger p, = pb alinirsa M;, lar azalmayan oldugundan

Z ” IAmku Pk y Z e |Amxk| Pk -
(0e]
AP = L)

k=1 k=1
olup buradan €77 (A™, u, p) < £5(A™, u,p) elde edilir.

O halde #7,(A™ u,p) = £35(A™, u,p) = £5,(A™, u,p) olur. Boylece ispat

tamamlanir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER
4.1 Sonuclar

Genellestirilmis fark dizi uzayr ve Modular dizi uzay1 kavramlarin1 tanimlayip
bunlarin bazi topolojik 6zelliklerini verdik. Modular dizi uzaylar1 ve genellestirilmis
fark dizi uzaylar1 alinarak ffr (A™,u,p) ve £4.(A™,u,p) dizi uzaylarmi tammladik.
Ayrica bu dizi uzaylarinin bazi topolojik 6zelliklerini ve bu dizi uzaylar1 arasinda bazi

kapsama bagintilarini inceledik.
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Ek-9 Kontrol Edilecek Hususlar

=1
<
s

Hayr

Sayfa yapisi uygun mu?

Sekil ve cizelge baslik ve igerikleri uygun mu?

Denklem yazimlari uygun mu?

I¢ kapak, onay sayfasi, tez bildirimi, 6zet, abstract, 6ns6z
ve/veya tegekkiir uygun yazildi m1?

Tez yazimi; Girig, Kaynak Aragtirmasi, Materyal ve
Yontem (veya Teorik Esaslar), Arastirma Bulgulari ve
Tartigma, Sonuglar ve Oneriler siralamasinda midir?

Kaynaklar soyad: sirasina gore verildi mi?

Kaynaklarda verilen her bir yayina tez igerisinde atifta
bulunuldu mu?

Kaynaklar agiklanan yazim kuralina uygun olarak yazild:
mi1?

Tez igerisinde kullanilan sekil ve g¢izelgelerde kullanilan
ifadeler Tirkge’ye ¢evrilmis mi? (Latince ve Ozel
kelimeler harigtir)

Tezin igindekiler kismi, tez igerisinde verilen basliklara
uygun hazirlanmig mi1?

"Tez Onerisi Formunun (FBE Form 22) ilk sayfas: ile
birlikte materyal ve yontem kisimlarini igeren sayfalarin
fotokopisini tezinizin i¢indekiler sayfasindan énce telli
zimbali formda koydunuz mu?
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