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𝐹 − 𝑙𝑖𝑚𝐴𝑘 

𝐻 − lim𝐴𝑘  : {𝐴𝑘} dizisinin Hausdorff limiti 

𝐾 − lim𝐴𝑘   : {𝐴𝑘} dizisinin Kuratowski limiti 

𝑀 − 𝑙𝑖𝑚𝐴𝑘 

W−𝑙𝑖𝑚𝐴𝑘 

:  

:       

{𝐴𝑘} dizisinin Mosco limiti 

{𝐴𝑘} dizisinin Fisher limiti 

∪ 

ℕ 

 ∀ 

  

 

: 

: 

: 

:  

:        

: 

:  

:  

:   

:                      

Altküme 

 𝑎𝑘 dizisi 

{𝐴𝑘} dizisinin Fisher limiti 

{𝐴𝑘} dizisinin Hausdorff limiti 

{𝐴𝑘} dizisinin Kuratowski limiti 

{𝐴𝑘} dizisinin Mosco limiti 

{𝐴𝑘} dizisininWijsman limiti 

Bileşim 

Doğal sayılar kümesi 

Her 

𝐶𝐶(𝑋) 

{𝐴𝑘} 

ℝ 

 𝜎 

𝑃(𝑋)  

 : 

 : 

 : 

 : 

 : 

Kapalı konveks küme 

Küme dizisi 

Reel sayılar kümesi 

Sigma 

𝑋 kümesinin kuvvet kümesi 

𝑑(𝑥, 𝐴)   

(𝑋, 𝜌) 

 

 :                       

 :     

𝑥 noktasının A kümesine uzaklığı 

𝜌  Metrik uzayı 
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1. GİRİŞ 

Dizilerin yakınsaklığı birçok araştırmacı tarafından küme dizilerinin 

yakınsaklığına genişletilmiştir. İlk olarak Painleve tarafından 1902’ de küme dizilerinin 

alt ve üst limiti tanımlanmıştır. Fakat bu kavramlar Kuratowski’ nin kitabında 

yayınlandıktan sonra popüler olmuştur. Bu yakınsaklık literatürde Painlave-Kuratowski 

anlamında küme dizilerinin yakınsaklığı ya da kapalı küme dizilerinin yakınsaklığı 

olarak bilinir.  

Küme dizileri için yakınsaklık kavramı ise daha çok 1980’ lı yıllarda 

araştırmalara konu edildi. Effros (1965), Wijsman (1966), Mosco (1969), Salinetti 

(1979), Beer (1985, 1987, 1994, 2002) , De Blasi ve Myjak (1986), Lucchetti (1985), 

Baronti ve Papini (1986), Lechicki ve Levi (1987) ve diğer birçok matematikçi 

tarafından çalışılmıştır. 

Bu çalışmanın amacı, yakınsaklık, küme dizisi, yakınsak küme dizisi çeşitleri ve 

kümelerin cebiri tanımlarını vererek bunlar arasındaki ilişkileri incelemek ve cebir 

kavramını genişletmektir. 

Tezin ikinci bölümünde kaynak araştırılmasına değinilmiştir. Üçüncü bölümde 

ise küme dizilerinin yakınsaklığı, küme dizilerinin yakınsaklık çeşitleri, bu yakınsak 

olan küme dizileri arasındaki ilişkiler ve kümelerin cebiri incelenmiş olup tanım ve 

teoremlere yer verilmiştir. Özgün olarak bu tezde bu tanım ve teoremlerden yola 

çıkılarak yakınsak olan küme dizilerinin cebiri tanımlanmış ve örneklere yer verilmiştir. 

Son bölümde ise bazı sonuçlara ulaşılmıştır. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

        Küme dizilerinin limiti Kuratowski’ nin Topology (1966) adlı kitabında 

tanımlanmıştır. Daha sonra küme dizilerinin yakınsaklığı birçok matematikçi tarafından 

ele alınıp genişletilmiştir. Effros (1965) ‘‘Bir Topolojik Uzayda Kapalı Alt Küme 

Dizilerinin Yakınsaklığı’’ na, Wijsman (1966) ‘‘Konveks Küme Dizilerinin 

Yakınsaklığı’’na, Mosco (1969) ‘‘Varyasyonel eşitsizliklerin Çözümü ve Konveks 

Küme Dizilerinin Yakınsaklığı’’na, Salinetti (1979) ‘‘Sonlu Boyutlu Konveks Küme 

Dizilerinin Yakınsaklığı’’ na, Beer (1985, 1987, 1994, 2002) ‘‘Metrik Uzaylarda Kapalı 

Küme Dizilerinin Yakınsaklığı’’ na, De Blasi ve Myjak (1985) ‘‘Banach Uzaylarında 

Konveks Küme Dizilerinin Zayıf, Yakınsaklığı’’na, Baronti ve Papini (1986) ‘‘Küme 

Dizilerinin Yakınsaklığı’’ na, Lechicki ve Levi (1987) ‘‘Bir Metrik Uzayın 

Hiperuzayında Wijsman Yakınsaklığı’’ na  çalışmışlardır. 

Daha sonra normlu ve metrik uzayların alt kümeleri olan küme dizilerinin 

yakınsaklığına çalışılmıştır. Bu çalışmalar doğrultusunda “Kuratowski yakınsaklık (K)”, 

“Wijsman yakınsaklık (W)”,  “Hausdorff yakınsaklık (H)”, “Mosco yakınsaklık (M)” ve 

“Fisher yakınsaklık (F)” çeşitlerine çalışılmıştır. Ayrıca bu yakınsaklık çeşitleri 

arasındaki ilişki incelenmiştir. Bu yakınsaklık çeşitlerinden Kuratowski ve Wijsman 

yakınsaklıkları arasındaki ilişkiyi Beer çalıştı. Küme dizilerinin Wijsman anlamında 

yakınsaklığı için, Wijsman ‘‘Konveks Küme Dizilerinin Yakınsaklığı’’ (1963) na ve 

Beer ‘‘Wijsman Yakınsaklığı’’ (1994) na çalışmışlardır. Ayrıca küme dizileri için 

Wijsman anlamında yakınsaklık kavramı ise 1986 yılında Baronti ve Papini tarafından 

da çalışılmıştır. Ayrıca küme dizileri için Kuratowski, Hausdorff ve Wijsman 

yakınsaklık arasındaki ilişkileri incelemişlerdir.    

Son olarak Nuray ve Rhoades (2012) tarafından yapılan ‘‘Küme Dizilerinin 

İstatistiksel Yakınsaklığı’’ çalışmasında küme dizileri için Wijsman istatistiksel 

yakınsaklık, Kuratowski istatistiksel yakınsaklık ve Hausdorff istatistiksel yakınsaklık 

kavramları tanımlanmıştır.  
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde çalışmamız boyunca kullandığımız bazı temel tanım ve teoremler 

verildi. 

3.1. Temel Tanım ve Teoremler 

Tanım 3.1.Tanım kümesi ℕ = {1,2, … , 𝑛, … } doğal sayılar kümesinden ibaret  olan 

fonksiyona dizi denir. Diziler değer kümelerine çeşitli adlar alırlar. Mesela bir dizinin 

değer kümesi reel sayılar kümesi (ℝ) ise diziye reel terimli dizi, rasyonel sayılar kümesi 

(ℚ) ise rasyonel terimli dizi, karmaşık sayılar kümesi (ℂ) ise kompleks terimli dizi 

denir. Mesela reel terimli dizi 𝑓: ℕ → ℝ gibi bir fonksiyondur. Genel terimi 𝑥𝑛 olan bir 

dizi (𝑥𝑛) = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} ile gösterilir (Balcı, 2008). 

Tanım 3.2. (𝑥𝑛) bir reel sayı dizisi ve 𝑥𝜖ℝ olsun. ∀𝜀 > 0 için 𝑛 > 𝑛0 olduğunda 

|𝑥𝑛 − 𝑥| < 𝜖 olacak şekilde 𝜖 a bağlı bir 𝑛0(𝜀)
∈ ℕ sayısı bulunabiliyorsa (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 e 

yakınsaktır denir. lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥 ya da 𝑥𝑛 → 𝑥 şeklinde gösterilir (Balcı,2008).  

Tanım 3.3. Her 𝑛 > 0 doğal sayısı için |𝑥𝑛| ≤ 𝑘 olacak şekilde bir 𝑘 > 0 sayısı 

bulunabiliyorsa (𝑥𝑛) dizisine sınırlı dizi denir (Balcı, 2008). 

Teorem 3.4. Bir (𝑥𝑛) dizisi yakınsak ise sınırlıdır (Balcı, 2008). 

Tanım 3.5.  (𝑥𝑛) bir reel sayı dizisi olmak üzere ∀𝜀 > 0 için 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 olduğunda 

|𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ doğal sayısı varsa (𝑥𝑛) dizisine Cauchy dizisi 

denir (Balcı, 2008).  

Tanım 3.6. 𝑋 boş olmayan bir küme, 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ fonksiyonu her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için; 

   M1. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

   M2. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

   M3. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

şartlarını sağlayan 𝑑 ya 𝑋 de bir metrik ve (𝑋, 𝑑) da bir metrik uzay denir (Bayraktar, 

1987). 

Tanım 3.7. 𝑋 = (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay olsun. 𝑋 deki her {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  Cauchy dizisi, 

bir 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına yakınsak ise, (𝑋, 𝑑) metrik uzayına tam metrik uzay denir (Maddox, 

1970). 

Tanım 3.8. 𝑉 boş olmayan bir küme ve 𝐹 bir cisim olsun. +: 𝑉 × 𝑉 → 𝐹 ve . ∶ 𝐹 × 𝑉 →

𝑉 ile tanımlanan adi toplama ve çarpma işlemleri aşağıdaki şartları sağlıyorsa 𝑉 ye 𝐹 

cismi üzerinde bir lineer uzay (vektör uzayı) denir.  

A.  𝑉, + işlemine göre değişmeli bir gruptur. Yani, her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 için 



4 

 

 

            G1.  𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑉 dir. 

         G2. (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) dir. 

         G3. 𝑥 + 𝜃 = 𝜃 + 𝑥 = 𝑥 olacak şekilde bir ve yalnız bir 𝜃 ∈ 𝑉 vardır. 

         G4. 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 𝜃 olacak şekilde her 𝑥 ∈ 𝑉 için bir ve yalnız 

bir −𝑥 ∈ 𝑉 vardır. 

         G5. 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 dir. 

         B. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 ve 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır: 

         V1. 𝛼. 𝑥 ∈ 𝑉 dir. 

         V2. 𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼. 𝑥 + 𝛼. 𝑦 dir. 

         V3. (𝛼 + 𝛽). 𝑥 = 𝛼. 𝑥 + 𝛽. 𝑥 dir. 

         V4. (𝛼. 𝛽). 𝑥 = 𝛼. (𝛽. 𝑥) 

         V5. 1. 𝑥 = 𝑥 dir. (Burada 1, 𝐹 nin birim elemanıdır). 𝐹 = ℝ  ise 𝑉 ye reel 

lineer uzay,  𝐹 = ℂ ise 𝑉 ye kompleks lineer uzay denir (Pugachev ve Sinitsyn, 1999). 

Tanım 3.9. (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝑋 noktası ve 𝑋 in boş 

olmayan herhangi bir 𝐴 altkümesi için, 𝑥 in 𝐴 ya olan uzaklığı 𝑑(𝑥, 𝐴) = inf 𝜌(𝑥, 𝑎) 

olarak tanımlanır (Nuray ve Rhoades, 2012). 

Tanım 3.10. 𝑋 ≠ ∅ ve ℕ doğal sayılar kümesi olmak üzere 𝑓: ℕ → 𝑃(𝑋) şeklinde 

tanımlı her fonksiyon ∀𝑘 ∈ ℕ için 𝑃(𝑋)’ de bir 𝑓(𝑘) = 𝐴𝑘 ∈ 𝑃(𝑋) kümesi belirler. Bu 

𝑓 fonksiyonunun görüntü kümesini oluşturan 𝐴1, 𝐴2, … kümelerinin oluşturduğu 

{𝐴𝑘} = {𝐴1, 𝐴2, … }  dizisine küme dizisi denir. 

Tanım 3.11.  {𝐴𝑘} ,(𝑋, 𝜌) metrik uzayında bir küme dizisi olsun. {𝐴𝑘} küme  

dizisinin alt limiti, 

 lim inf 𝐴𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶  ∃(𝑎𝑘) ⊂ (𝐴𝑘), 𝑎𝑘 → 𝑥}  

ve üst limiti  

lim sup 𝐴𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑋𝑖  ∶  ∃(𝑘𝑖)∃(𝑎𝑘𝑖
) ⊂ (𝐴𝑘𝑖

), 𝑎𝑘𝑖
→ 𝑥} 

ile tanımlanır (Nuray ve Rhoades, 2012). Burada 𝑘𝑖 doğal sayıların artan bir dizisi ve bir 

alt dizi için indeks kümesini temsil eder. 

Tanım 3.12.  𝑋 bir 𝐹 cismi üzerinde vektör uzayı olsun.  

‖. ‖: 𝑋 → 𝑅+, 𝑥 → ‖𝑥‖ 

dönüşümü ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve ∀𝑎 ∈ 𝐹 için 

        N1. ‖𝑥‖ ≥ 0 ve ‖𝑥‖ = 0 ⟺ 𝑥 = 0; 

        N2. ‖𝑎𝑥‖ = |𝑎|‖𝑥‖ ; 

        N3. ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ (üçgen eşitsizliği) 
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özelliklerini sağlıyorsa ‖. ‖ dönüşümü 𝑋 üzerinde bir norm adını alır ve bu durumda 

(𝑋, ‖. ‖) ikilisine bir normlu lineer uzay denir (Musayev ve Alp., 2000). 

Tanım 3.13. 𝐿 normlu lineer uzay olsun. 𝐿, 𝑑(𝑥, 𝑦) = ║𝑥 − 𝑦║, (𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿) norm 

metriğine göre tam ise, 𝐿 ye Banach uzayı denir. 𝐿 nin Reel ya da Kompleks lineer uzay 

oluşuna göre Banach uzayı da Reel veya Kompleks Banach uzayı olarak isimlendirilir 

(Curtain ve Pritchard, 1977). 

Tanım 3.14. 𝐴 kümesinin elemanlarından oluşan alt kümelerinin herhangi bir kümesine 

𝐴  nın alt kümelerinin bir sınıfı denir (Balcı, 2012). 

Tanım 3.15. Bir 𝑋 kümesinin elemanlarından oluşan tüm alt kümelerinin kümesine 𝑋  

in kuvvet kümesi denir. 𝑃(𝑋) ile gösterilir (Bayraktar, 1994). 

Tanım 3.16. 𝑋 bir küme {𝐴𝑛} de 𝑋  in altkümelerinin bir dizisi olsun. Bu dizinin üst ve 

alt limitleri sırasıyla; 

             lim   
𝑛

sup 𝐴𝑛 = ⋂ (
∞

𝑚=1
⋃ 𝐴𝑛

∞

𝑛=𝑚
) 

ve 

                  lim   
𝑛

inf 𝐴𝑛 = ⋃ (
∞

𝑚=1
⋂ 𝐴𝑛

∞

𝑛=𝑚
)  

 

kümelerine sırası ile {𝐴𝑛}  küme dizisinin üst limiti ve alt limiti denir. 

 Eğer lim   
𝑛

sup {𝐴𝑛}= lim   
𝑛

inf {𝐴𝑛} = 𝐴 ise {𝐴𝑛} küme dizisi yakınsak ve {𝐴𝑛} 

küme dizisinin limiti 𝐴 dır denir (Balcı, 2012).  

Tanım 3.17. Eğer lim inf 𝐴𝑘= lim sup 𝐴𝑘 = lim  𝐴𝑘 = 𝐴 ise 𝑋 in bir 𝐴 alt kümesine {𝐴𝑘} 

küme dizisinin limit kümesi veya kısaca limiti denir (Nuray ve Rhoades, 2012). 

Tanım 3.18. ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴𝑛+1 ise {𝐴𝑛} küme dizisine artan ve ∀𝑛 ∈ ℕ için 

𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛+1 ise {𝐴𝑛} küme dizisine azalan küme dizisi denir.  𝑖 ≠ 𝑗 için 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅ ise 

{𝐴𝑛} dizisine ayrık dizi denir (Balcı, 2012). 

Tanım 3.19. 𝑉 bir lineer uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑉 olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için  ( 𝐵 = {𝑧 ∈ 𝑉: 𝑧 =

𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1} ⊆ 𝐴 ) olduğunda 𝐴 kümesine konveks küme denir (Brown 

ve Page, 1970). Yani sezgisel olarak bir kümenin herhangi iki noktasını birleştiren 

doğru parçası kümenin içinde kalıyorsa kümeye konveks küme denir. 

Tanım 3.20. (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, 𝑥 ∈ 𝑋 ve 𝑆, 𝑋  in bir alt kümesi olsun. Eğer her 

𝜀 > 0 için {𝐵(𝑥; 𝜀) ∖ {𝑥}} ∩ 𝑆 ≠ ∅ oluyorsa 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına 𝑆 nin bir yığılma noktası 

denir (Soykan, 2012). 
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Tanım 3.21. (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑆, 𝑋 in bir alt kümesi olsun. Eğer 𝑆 nin bütün 

noktaları yığılma noktası ise 𝑆 kümesi kapalıdır denir (Soykan, 2012). 

Tanım 3.22. (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝐺, 𝑋 in bir alt kümesi olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐺 için 𝑥 

merkezli 𝑟 yarıçaplı 𝐵(𝑥, 𝑟𝑥) komşuluğu 𝐺 nin içinde kalıyorsa 𝐺 ye bir açık küme denir 

(Soykan, 2012). 

Tanım 3.23. 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝜏 da 𝑋 in elemanlarından oluşan alt 

kümelerinin bir sınıfı olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa 𝜏 sınıfına 𝑋 üzerinde bir 

topoloji ve (𝑋, 𝜏) ikilisine de bir topolojik uzay denir. 

T1. ∅, 𝑋 ∈ 𝜏 dır. 

T2. 𝐺𝑘1
, 𝐺𝑘2

, … , 𝐺𝑘𝑛
∈  𝜏 ise ⋂ 𝐺𝑘ᵢ

𝑛

𝑖=1
∈ 𝜏. yani 𝜏 sınıfı sonlu arakesite 

göre kapalıdır. 

T3. Her 𝑖 ∈ ℕ için 𝐺𝑘𝑖
∈  𝜏, yani 𝜏 sınıfı ⋃ 𝐺𝑘ᵢ ∈  𝜏

𝑖∈𝐼
, yani 𝜏 sınıfı keyfi 

birleşime göre kapalıdır (Mucuk, 2010). 

Tanım 3.24. (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay,  𝐴 ⊆ 𝑋 ve 𝒢 = {𝐺𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} de 𝑋 in alt kümelerinin 

bir sınıfı olsun. Eğer 𝒢 deki her bir 𝐺𝑖 kümesi açık ise 𝒢  ye açık örtü denir. 𝒢 sınıfının 𝐴 

yı örten sonlu adette kümesi varsa yani,  𝐴 ⊆ 𝐺𝑖1
∪ … ∪ 𝐺𝑖𝑛

olacak şekilde 𝐺𝑖1
, … , 𝐺𝑖𝑛

∈

 𝒢 varsa 𝒢′ = {𝐺𝑖1
, … , 𝐺𝑖𝑛

} sınıfına 𝒢 nn sonlu bir alt örtüsü denir (Mucuk, 2010). 

Tanım 3.25. (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay, 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Eğer 𝐴 kümesinin her açık 

örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa 𝐴 ya bir kompakt küme denir. 𝑋 in her açık 

örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa (𝑋, 𝜏) uzayına bir kompakt uzay denir (Mucuk, 

2010). 

Tanım 3.26. (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzayı verilmiş olsun.𝑑 metriğine göre açık kümelerin 

ailesi 𝜏 olacak şekilde 𝑋 de bir 𝑑 metriği tarif edilebilirse (𝑋, 𝜏) uzayına metriklenebilir 

denir (Bayraktar, 1994). 

Tanım 3.27. (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay,𝑥0 ∈ 𝑋 ve 𝑟 > 0 bir reel sayı olsun. 

a) 𝐷𝑟(𝑥0) = 𝐷(𝑥0; 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝑟}     (Açık yuvar) 

b) 𝐷̅𝑟(𝑥0) = 𝐷 ̅(𝑥0; 𝑟) =  {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑥, 𝑥0) ≤ 𝑟}    (Kapalı yuvar) 

Burada 𝑥0 merkezli 𝑟 yarıçaplı açık bir yuvar, merkeze olan uzaklığı 𝑟 den daha küçük 

olan 𝑋 e ait noktaların kümesidir (Bayraktar, 1994). 

Tanım 3.28. (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝐴𝑘,  𝑋 in boş olmayan kapalı herhangi 

altkümeleri olsun. Eğer her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑠𝑢𝑝𝑘 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) < ∞ oluyorsa 𝐴𝑘 dizisi sınırlıdır 

denir ve 𝐴𝑘 ∈ ℓ∞ şeklinde yazılır (Nuray ve Rhoades, 2012). 
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3.2. Küme Dizilerinin Yakınsaklığı 

Sayı dizilerindeki kavramdan biraz farklı olarak küme dizilerinin limitini 

tanımlayacağız. Kümelerde büyüklük, küçüklük gibi kavramlar tanımlı olmadığı için alt 

küme kavramı kullanılır. {𝐴𝑛} küme dizisini kapsayan birçok alt küme bulunabilir. O 

halde {𝐴𝑛} küme dizisini kapsayan alt kümelerden her biri {𝐴𝑛} dizisi için bir üst sınır 

olarak alınabilir. Benzer şekilde {𝐴𝑛} küme dizisi için alt sınırlar da yazılabilir.    

{𝑥𝑛} ,reel sayıların sınırlı bir dizisi olmak üzere, 

𝑙𝑖𝑚 
   𝑛 → ∞

sup  {𝑥𝑛} = lim 
   𝑛 → ∞

{𝑥𝑛} 𝑛≥𝑘
𝑠𝑢𝑝

 = {𝑥𝑛}    𝑛≥𝑘
𝑠𝑢𝑝

𝑛    

𝑖𝑛𝑓
.   

Çünkü 𝑦𝑘 =  {𝑥𝑛} 𝑛≥𝑘
𝑠𝑢𝑝

 dizisi alttan sınırlanmış ve artmayan bir dizidir. Ayrıca  

lim 
   𝑛 → ∞

inf  {𝑥𝑛} = lim 
   𝑛 → ∞

{𝑥𝑛} =𝑛≥𝑘
𝑖𝑛𝑓

 {𝑥𝑛}    𝑛  ≥𝑘
𝑖𝑛𝑓

𝑛    

𝑠𝑢𝑝
dir.  

Çünkü 𝑦𝑘 =  {𝑥𝑛} 𝑛≥𝑘
𝑖𝑛𝑓

üstten sınırlanmış ve azalmayan bir dizidir.  

Herhangi bir {𝐴𝑛} küme dizisi için sup{𝐴𝑛} = ⋃ {𝐴𝑛}
∞

𝑛=1
  ve 

inf {𝐴𝑛} =⋂ {𝐴𝑛}
∞

𝑛=1
 ise sırasıyla; 

 lim 
   𝑛 → ∞

sup  {𝐴𝑛} = inf {sup{𝐴𝑛}𝑛=𝑘
∞ }  

ve 

  lim 
𝑛 → ∞

inf  {𝐴𝑛} = sup {inf {𝐴𝑛}𝑛=𝑘
∞ }  

olur (Taylor, 2006). 

Teorem 3.29. {𝐴𝑛}  küme dizisi artan ve {𝐵𝑛} küme dizisi azalan bir küme dizisi olsun. 

Bu durumda 

      lim 
𝑛 → ∞

𝐴𝑛= ⋃ 𝐴𝑛𝑛∈ℕ
 ve lim 

𝑛
𝐵𝑛 = ⋂ 𝐵𝑛𝑛∈ℕ

   

olur ( Balcı, 2012). 

İspat. lim sup 𝐴𝑛 = lim inf 𝐴𝑛 =  ⋃ 𝐴𝑛𝑛∈ℕ
  olduğunu gösterelim. 

     lim 
𝑛

 sup 𝐴𝑛 =  ⋂ (
∞

𝑚=1
⋃ 𝐴𝑛

∞

𝑛=𝑚
)  

                             =  ⋂ (𝐴𝑚 ∪ 𝐴𝑚+1
∞

𝑚=1
∪ 𝐴𝑚+2 … ) 

                        =  {𝐴1} ∩ {𝐴1 ∪ 𝐴2} ∩ … =    ⋃ 𝐴𝑛
∞

𝑛=1
                  

       lim 
𝑛

 inf 𝐴𝑛 = ⋃ (
∞

𝑚=1
⋂ 𝐴𝑛

∞

𝑛=𝑚
)  

        = ⋃ (
∞

𝑚=1
𝐴𝑚 ∩ 𝐴𝑚+1 ∩ 𝐴𝑚+2 … ) = ⋃ 𝐴𝑚

∞

𝑛=1
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olur. Aynı şekilde; 

 lim𝑛→∞ sup 𝐵𝑛 = lim𝑛→∞ inf 𝐵𝑛 = ⋂ 𝐵𝑛𝑛∈ℕ
  

olduğunu göstermeliyiz. {𝐵𝑛} küme dizisi azalan olduğundan ; 

         lim 
       𝑛

 sup 𝐵𝑛 =  ⋂ (
∞

𝑚=1
⋃ 𝐵𝑛

∞

𝑛=𝑚
) =⋂ 𝐵𝑚

∞

𝑚=1
 

         lim 
        𝑛

 inf 𝐵𝑛 = ⋃ (
∞

𝑚=1
⋂ 𝐵𝑛

∞

𝑛=𝑚
) =  ⋂ 𝐵𝑛

∞

𝑚=1
  

olur. 

Örnek 3.30.  Aşağıda genel terimleri verilen küme dizilerinin yakınsaklığını 

inceleyelim (Balcı, 2012). 

a) {𝐴𝑛}  = [−
1

𝑛
,

1

𝑛 
] 

                  b)  {𝐵𝑛}  = {−𝑛, … , −1,0,1, … , 𝑛} 

Çözüm a) ∀𝑛 ∈ ℕ için −
1

𝑛
< −

1

𝑛+1
<

1

𝑛+1
<

1

𝑛
 olduğundan  {𝐴𝑛} küme dizisi azalan 

bir dizidir. O halde lim 
𝑛

𝐴𝑛 = ⋂ 𝐴𝑛𝑛∈ℕ
  dir. 

  ⋂ 𝐴𝑛 = 𝐴1
∞

𝑛=1
∩ 𝐴2 ∩ … ∩ 𝐴𝑛 ∩ … 

                  = [−1,1] ∩ [−
1

2
,

1

2
 ] ∩ … ∩ [−

1

𝑛
,

1

𝑛
 ] ∩ …  

                  = {0}   olup    lim 
𝑛

 𝐴𝑛= {0}  

olur.           

 b) Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐵𝑛 ⊂ 𝐵𝑛+1  olduğundan {𝐵𝑛} küme dizisi artan bir dizidir. Öyleyse   

lim 
𝑛

 𝐵𝑛 = ⋃ 𝐵𝑛
∞

𝑛=1
  dir.    ⋃ 𝐵𝑛

∞

𝑛=1
= {−1,0,1} ∪ {−2, −1,0,1,2} ∪ … = ℤ olur. 

Dolayısıyla lim 
𝑛

 𝐵𝑛 = ℤ  dir.  

3.3. Küme Dizilerinin Yakınsaklık Çeşitleri 

Çalışmamızda şu kısaltmalar kullanıldı.  𝑋 i bir metrik uzay ve 2𝑋 deki yalnız yakınsak 

olan küme dizilerini dikkate alacağız. Dizilerin terimleri ve limiti mevcut olduğunda 

boş olmayan kapalı küme olarak kabul edildi. Bir 𝐴 kümesinin kapanışını 𝐴̅ ile 

göstereceğiz. 𝑥 ∈ 𝑋 ve 𝑟 > 0 için  𝐵(𝑥, 𝑟) = {𝑦 ∈ 𝑋; 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑟}   ve 𝑆(𝑥, 𝑟) = {𝑦 ∈

𝑋; 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟} sırası ile 𝑥 merkezli ve 𝑟 yarıçaplı kapalı ve açık yuvarları göstereceğiz. 

Ayrıca  ∅ ≠ 𝐴 ⊂ 𝑋 ve 𝑑(𝑥, ∅) = ∞ ise 𝑑(𝑥, 𝐴) = inf {𝑑(𝑥, 𝑦); 𝑦 ∈ 𝐴} ile 𝑥 in 𝐴 

kümesine olan uzaklığını göstereceğiz. Bir {𝐴𝑛} küme dizisinin limitini lim 
𝑛

 ile 
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gösterildi. Ayrıca bir dizinin limit infimumu ile limit supremumunu sırasıyla  lim ve lim 

şeklinde gösteririz. 

3.3.1 Kuratowski yakınsaklık 

 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve {𝐴𝑛} küme dizisi bu metrik uzayda boş olmayan bir 

küme dizisi olsun.  lim
𝑛

𝐴𝑛 =  lim
𝑛

𝐴𝑛 = 𝐴 olduğunda {𝐴𝑛} küme dizisi 𝐴 kümesine 

Kuratowski yakınsaktır denir. 𝐴𝑛

𝐾
→ 𝐴  ya da  𝐾 − lim𝐴𝑛 = 𝐴 ile gösterilir (Kuratowski, 

1966) 

    lim
𝑛

 𝐴𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋: ∃(𝑥𝑛), 𝑥𝑛 ∈ 𝐴𝑛, lim 
𝑛

𝑥𝑛 = 𝑥} 

      lim
𝑛

𝐴𝑛={𝑥 ∈ 𝑋: ∃(𝐴𝑛𝑘
) ⊂ (𝐴𝑛), (𝑥𝑛𝑘

) bir dizi , (𝑥𝑛𝑘
) ∈  (𝐴𝑛𝑘

), 

                 ∀𝑘 ∈ ℕ  , lim 
𝑘

𝑥𝑛𝑘
= 𝑥}. 

(𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝐶𝐿(𝑋),  𝑋 metrik uzayının boş olmayan kapalı alt kümelerinin 

bir sınıfı olsun. Her  𝐶 ∈ 𝐶𝐿(𝑋) için 𝐶 nin uzaklık fonksiyonu 𝑑(.  , 𝐶) ∶  𝑋 → [0, ∞) ile 

tanımlanır. 

Açıkça lim inf 𝐶𝑛 ⊂ lim sup 𝐶𝑛 dir. Burada hem lim inf 𝐶𝑛 hem de lim sup 𝐶𝑛 

kapalı kümelerdir. Eğer lim inf 𝐶𝑛 = lim sup 𝐶𝑛 = 𝐶  denkse {𝐶𝑛} küme dizisinin 

kapalı 𝐶 kümesine Kuratowski anlamında yakınsak olduğunu söyleriz. Kabul edelim ki 

{𝐶, 𝐶1, 𝐶2, … } ⊂ 𝐶𝐿(𝑋) ve {d(. , 𝐶𝑛)} 𝑑(.  , 𝐶) ye noktasal yakınsak olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐶 

için lim
𝑛 → ∞

𝑑(𝑥, 𝐶𝑛) = 0 dir. Bundan kastedilen 𝑥 ∈ lim inf 𝐶𝑛 dir.  

Böylece 𝐶 ⊂ lim inf 𝐶𝑛 dir. Diğer taraftan 𝑥 ∈ lim sup 𝐶𝑛 ise 𝑥 e yakınsak bir {𝑥𝑘} 

dizisi vardır. Her 𝑘 için 𝑥𝑘 ∈ 𝐶𝑛𝑘
 olacak şekilde {𝑛𝑘} tamsayılarının artan bir dizisi 

vardır. Öyleyse lim
𝑘 → ∞

𝑑(𝑥, 𝐶𝑛𝑘
) = 0 dır. Öyleyse lim sup 𝐶𝑛 ⊂ 𝐶 dir.  

Böylece {d(. , 𝐶𝑛),   𝑑(.  , 𝐶) ye noktasal yakınsaktır. Bu da 𝐶𝑛

𝐾
→ 𝐶 olmasını gerektirir 

(Beer, 1985). 

Teorem 3.31. (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir: 

(1) {𝐶𝒏} küme dizisi 𝐶𝐿(𝑋) de boş olmayan kapalı bir 𝐶 kümesine Kuratowski 

anlamında yakınsak olduğunda {𝑑(.  , 𝐶𝑛} ,  𝑑(.  , 𝐶)  ye noktasal yakınsaktır. 

(2) 𝑋 de her 𝑝 için, {𝑥𝑛}  𝑋 de bir dizi fakat bir limit noktası değilse, her 𝑥 ∈ 𝑋 

için 𝑑(𝑝, 𝑥) ≤ lim inf 𝑑(𝑝, 𝑥𝑛) dir (Beer, 1985). 
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İspat. (1) ⟹ (2). Kabul edelim ki (2) yanlış olsun. {𝑥𝑛}  𝑋 kümesinde bir dizi ve 

𝑥, 𝑝 ∈ 𝑋 noktalarını seçelim ki bu durumda lim inf 𝑑(𝑝, 𝑥𝑛) < 𝑑(𝑝, 𝑥) dir. Her 𝑛 ∈ ℕ 

için ve her 𝜀 > 0 için 𝑑(𝑝, 𝑥𝑛) <  𝑑(𝑝, 𝑥) − 𝜀 olduğunu kabul edelim. Her 𝑛 için 

𝐶𝑛 = {𝑥, 𝑥𝑛} olsun. Açıkça lim inf 𝐶𝑛 = lim sup 𝐶𝑛 = {𝑥} dir. Fakat 𝐶 = {𝑥} , 

Lim sup 𝑑 (𝑝, 𝐶𝑛) = lim sup 𝑑(𝑝, 𝑥𝑛) 

                              ≤ 𝑑(𝑝, 𝑥) − 𝜀 

                                          = 𝑑(𝑝, 𝐶) − 𝜀. 

Böylece 𝑑(.  , 𝐶𝑛) nin 𝑑(.  , 𝐶)  ye noktasal yakınsak değildir. 

(2) ⟹ (1). {𝐶𝑛}, 𝐶𝐿(𝑋) de Kuratowski anlamında (𝐶 ≠ ∅) ye yakınsayan bir dizi 

olsun. 𝑝 ∈ 𝑋 sabit olmak üzere 𝐶 ⊂ lim inf 𝐶𝑛 dır. 𝑋 üzerinde  lim sup 𝑑(𝑝, 𝐶𝑛) ≤

𝑑(𝑝, 𝐶) olur. 𝑑(𝑝, 𝐶) ≤ lim inf 𝑑(𝑝, 𝐶𝑛) i gösterelim. Her 𝑛 için 𝑑(𝑝, 𝑥𝑛) < 𝑑(𝑝, 𝐶𝑛) +

1

𝑛
 olacak şekilde 𝑥𝑛 ∈ 𝐶𝑛 seçelim. O halde lim

𝑘 → ∞
𝑑(𝑝, 𝑥𝑛𝑘

) = lim inf 𝑑(𝑝, , 𝐶𝑛) olacak 

şekilde {𝑥𝑛} dizisinin bir {𝑥𝑛𝑘
} alt dizisi vardır. Eğer {𝑥𝑛𝑘

} alt dizisi bir 𝑥 limit 

noktasına sahipse, 𝑥 ∈ lim sup 𝐶𝑛 = 𝐶 ve 𝑑 nin sürekliliği ile 𝑑(𝑝, 𝐶) ≤ 𝑑(𝑝, 𝑥) =

lim inf 𝑑(𝑝, 𝐶𝑛) dır.    

Aksine  𝑋 de her 𝑥 için, 𝑑(𝑝, 𝑥) ≤ lim inf 𝑑(𝑝, 𝑥𝑛) = lim inf 𝑑(𝑝, 𝐶𝑛) olur. Özellikle bu 

𝐶 de her 𝑥 için doğrudur. Dolayısıyla 𝑑(𝑝, 𝐶) ≤ lim inf 𝑑(𝑝, 𝐶𝑛) dir. 

Örnek 3.32. Genel terimi 𝐴𝑛 = (−∞, −1 − (
1

𝑛
) ] ∪ [2 +

1

𝑛
, ∞ ) ile verilen {𝐴𝑛} küme 

dizisi  𝐴 = (−∞ ,-1] ∪ [2, ∞) kümesine Kuratowski yakınsaktır. 

     𝐴1 = (−∞, −2] ∪ [3, ∞) 

 

    𝐴2 = (−∞, −
3

2
] ∪ [

5

2
, ∞) 

    . 

    . 

    . 

    𝐴𝑛 = (−∞, −1 − (
1

𝑛
) ] ∪ [2 +

1

𝑛
, ∞ ) 

lim 
𝑛

 𝐴𝑛 = (−∞, −1] ∪ [2, ∞) olur. 

lim
𝑛

 𝐴𝑛 = lim
𝑛

 𝐴𝑛 = 𝐴 olduğundan  𝐴 = 𝐾 − lim 𝐴𝑛  dir (Uthayakumar, 1999). 

Örnek 3.33. 𝑋 = ℓ1 alalım. 𝐶𝑛 = [𝑒1, 𝑒𝑛] olmak üzere 𝐶𝑛

𝐾
→ 𝐶 = {𝑒1}  dır.  
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{𝐶𝑛} küme dizisinin {𝑒1}  kümesine Kuratowski anlamında yakınsak olduğu görülür 

(Baronti ve Papini, 1986).   

3.3.2.Wijsman yakınsaklık 

 (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay, 𝐴 ve 𝐴𝑘, 𝑋 in boş olmayan iki kapalı alt kümesi olsun. 

Eğer herbir 𝑥 ∈ 𝑋 için   lim 
𝑘

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) = 𝑑(𝑥, 𝐴) ise {𝐴𝑘} dizisi 𝐴 kümesine Wijsman 

yakınsaktır denir. 𝐴𝑘

𝑊
→ 𝐴  veya 𝑊 − lim 𝐴𝑘 = 𝐴 ile gösterilir (Baronti ve Papini, 

1986). 

Örnek 3.34. Genel terimi ile verilen 𝐴𝑘 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥2 + 𝑦² + 2𝑘𝑥 = 0},     𝑘 → ∞ iken 

{𝐴𝑘} küme dizisi  𝐴 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 = 0} kümesine Wijsman yakınsaktır. Yani 

  𝐴 = 𝐾 − lim 𝐴𝑘 dır. 

  Burada 𝐴1 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 = 0}, 

                 𝐴2 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 = 0}, … 𝐴𝑛 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥2 + 𝑦² + 2𝑘𝑥 = 0} dir. Bu 

küme dizisi merkezi (−𝑘, 0) olan çemberlerdir. 

Bu dizi 𝑘 → ∞ iken y eksenine yani  

𝐴 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 = 0} kümesine Wijsman yakınsaktır (Uthayakumar, 1999). 

3.3.3. Hausdorff yakınsaklık 

  𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 ile gösterilen, 

 lim 
𝑛

ℎ(𝐴𝑛 , 𝐴) = 0  

   olan {𝐴𝑛} küme dizisi 𝐴  kümesine Hausdorff anlamında yakınsaktır denir. Burada, 

ℎ(𝐴, 𝐵) = max (𝛿(𝐴, 𝐵), 𝛿(𝐵, 𝐴))                    (≤ +∞) 

ve 

𝛿(𝐴, 𝐵) = 𝑠𝑢𝑝
𝑥 ∈ 𝐴

𝑑(𝑥, 𝐵)   eğer  𝐴 ≠ ∅; 𝛿(∅, 𝐵) = 0 dır (Baronti ve 

Papini,1986). 

Örnek 3.35. {𝐴𝑛}, ℝ2 de azalan bir küme dizisi olmak üzere genel terimi 𝐴𝑛 =

{(𝑥, 𝑦); 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 ve 𝑦 = 0  veya 0 ≤ 𝑥 ≤
1

𝑛
 ve 0 ≤ 𝑦 ≤ 1} ile verilen {𝐴𝑛} küme 

dizisi  𝐴 = {(x, y);  0 ≤ 𝑥 ≤ 1 ve 𝑦 = 0 veya 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 ve 𝑥 = 0} kümesine Hausdorff 

anlamında yakınsaktır. Yani  𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 dir (Baronti ve Papini, 1986).  

Herhangi bir metrik uzayda, Hausdorff yakınsak ise Wijsman yakınsaktır. 

Wijsman yakınsak ise Kuratowski yakınsak olduğu kolayca görülür.  
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3.3.4. Mosco yakınsaklık 

Eğer  lim
𝑛

𝐴𝑛 = 𝑊 −   lim
𝑛

𝐴𝑛 = 𝐴  ise {𝐴𝑛} küme dizisi 𝐴 kümesine Mosco anlamında 

yakınsaktır. 

𝑊 −

 lim
𝑛

𝐴𝑛 = {𝑥 ∈

X| k ∈  ℕ için 𝑥𝑛𝑘
→ 𝑥 olacak şekilde 𝑥𝑛𝑘

∈

      𝐴𝑛𝑘
dizisi ve {𝐴𝑛𝑘

}alt dizisi vardır } (Baronti ve Papini, 1986).   

Örnek 3.36. Genel terimi 𝐴𝑛 = {(𝑥, 𝑦): 𝑦 = 𝑥
𝑛⁄  , 𝑥 ∈ ℝ} ile verilen {𝐴𝑛} küme dizisi   

𝐴 = {(𝑥, 0): 𝑥 ∈ ℝ} kümesine Mosco anlamında yakınsaktır (Uthayakumar, 1999). 

Yani 𝐴 = 𝑀 −  lim 
𝑛

 𝐴𝑛 dir. 

Örnek 3.37.  𝑋 = ℓ1 alalım.𝐶2𝑛=[𝑒1, 𝑒𝑛+1]; 𝐶2𝑛+1=[𝑒1, 𝑒𝑛+1/2] olsun. 𝐶𝑛

𝑀
→ { 𝑒1}  dir.  

            𝐶2 = [𝑒1, 𝑒2] 

            𝐶4 = [𝑒1, 𝑒3] 

            𝐶6 = [𝑒1, 𝑒4] 

            . 

           . 

            . 

           𝐶2𝑛=[𝑒1, 𝑒𝑛+1] olduğundan 𝐶𝑛

𝑀
→ { 𝑒1}  dir (Baronti ve Papini, 1986).    

3.3.5. Fisher yakınsaklık 

  Aşağıdaki şartları sağlayan {𝐴𝑛} küme dizisi 𝐴 kümesine Fisher anlamında 

yakınsaktır. 𝐴𝑛

𝐹
→ 𝐴 ile gösterilir. 

 

(i)  Her 𝜀 > 0 verildiğinde 𝑛 > 𝑛𝜀 için 𝛿(𝐴𝑛, 𝐴) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛ℰ sayısı 

vardır. 

(ii) 𝜀 > 0 ve 𝑥 ∈ 𝐴 için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) < 𝜀 olacak şekilde 𝑛 > 𝑛(ℰ,𝑥) olduğunda bir 

𝑛(ℰ,𝑥) sayısı vardır. 

lim 
𝑛

[ 𝑠𝑢𝑝
𝑎 ∈ 𝐴

𝑑(𝑎, 𝐴)] = 0 dır (Baronti ve Papini, 1986). 



13 

 

 

Örnek 3.38. Genel terimi 𝐶𝑛 = [−𝑛, 𝑛 ] ile verilen {𝐶𝑛} küme dizisi ℝ ye Fisher 

anlamında yakınsaktır. Çünkü, 

   𝐶1  =  [−1,1],    𝐶2 = [−2,2], …, 𝐶𝑛 = [−𝑛, 𝑛]  olduğundan 𝐶𝑛 =  𝐶𝑛

𝐹
→ ℝ  dir 

(Uthayakumar, 1999). 

Örnek 3.39. 𝑋 = ℓ2 olsun. 𝐴𝑛 = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛} olacak şekilde bir {𝐴𝑛} küme dizisi 𝐴 

ya Fisher anlamında yakınsaktır. Çünkü, 

     𝐴1 = {𝑒1} 

     𝐴2 = {𝑒1, 𝑒2} 

     𝐴3 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} 

     . 

     . 

     .  

    𝐴𝑛

𝐹
→ 𝐴 = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛 , …  } dır (Baronti ve Papini, 1986). 

3.4. Tanımlanan Yakınsaklık Çeşitleri Arasındaki İlişkiler 

 Bundan sonraki çalışmalarımızda 𝐴𝑛 ve 𝐴 kümelerini sınırlı, boş olmayan ya da 

konveks kümeler olarak alındı. 

 𝐴𝑛

𝐾
→ 𝐴 olduğunda limit tektir. Kapalı olmayan küme dizileri için 𝐴𝑛

̅̅̅̅  → 𝐴̅, 𝐴𝑛 → 𝐴 

ile aynı anlamdadır. 

Mosco anlamında yakınsaklığa Mosco, Tsukada özellikle konveks kümelerde 

çalışmışlardır. Wijsman anlamında yakınsaklığa ise Wijsman, Lechicki ve Levi, Holmes 

özellikle metriklenebilme problemlerinde çalışmışlardır. 

1. Burada 𝑥 ∈ lim
𝑛

𝐴𝑛 in anlamı; lim 
𝑛

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) =  0 olmasıdır. 

𝑥 ∈ lim
𝑛

𝐴𝑛 ise  lim
𝑛

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) = 0 dır. 

     Ayrıca  

ℎ(𝐴, 𝐴𝑛) = sup
𝑥 ∈ 𝑋

  |𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛)|  

olur. 

2. Fisher yakınsaklığın tanımındaki (ii) şartından {𝐴𝑛} küme dizisinin 𝐴 kümesine 

yakınsamasının anlamı her 𝑥 ∈ 𝐴 için lim 
𝑛

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) = 0 olmasıdır. Yani 𝐴 ⊂ lim
𝑛

𝐴𝑛 dir. 
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Ayrıca Fisher yakınsaklıktaki (i) şartından lim
𝑛

𝐴𝑛 ⊂ 𝐴 dir. Aslında 𝑥 ∈ lim
𝑛

𝐴𝑛 ve 

𝑥𝑛𝑘
∈ 𝐴𝑛𝑘

ise lim
𝑘 → ∞

𝑥𝑛𝑘
= 𝑥 dir. Bir alt diziye geçecek olursak 𝐴𝑛𝑘

⊂ 𝐴1/𝑘 ise 

𝑥 ∈ 𝐴1/𝑘 = 𝐴 olur. Açıklama (1) den (i) şartı geçerli olduğunda 𝐴𝑛

𝐹
→ 𝐴 nın 𝐴𝑛

𝐾
→ 𝐴 

ya denk olduğunu söyleriz. 

𝐴 herhangi bir küme ve 𝜀 > 0 için, 𝐴ℰ = {𝑥 ∈ 𝑋; 𝑑(𝑥, 𝐴) < 𝜀} olmak üzere 

 𝐴ℰ = ⋃ 𝑆(𝑥, 𝜀) ⊂
𝑥∈𝐴

 ⋃ 𝐵(𝑥, 𝜀) ⊂ {𝑥 ∈ 𝑋; 𝑑(𝑥, 𝐴) ≤ 𝜀}
𝑥∈𝐴

= 𝐴ˈℰ 

dır.  

Eğer 𝐴 konveks ise  𝐴ℰ da konvekstir. Ayrıca  

𝐴 = ⋂ 𝐴ℰ
ℇ>0

= ⋂ 𝐴ˈℰ
ℰ>0

= ⋂  𝐴͞ℰ =
ℇ>0  

 (⋂ 𝐴ℰ
ℇ>0

)−  

dır. Herhangi bir 𝐵 ⊂ 𝑋 için  

𝛿(𝐵, 𝐴) =inf{𝜀 > 0; 𝐵 ⊂ 𝐴ℰ} = inf {𝜀 > 0; 𝐵 ⊂ 𝐴ˈℰ}  

olur. Açıkça 𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 , Fisher yakınsaklığın (i) ve j (herhangi 𝜀 > 0 için 𝑛 > 𝑛ℰ için 

𝛿(𝐴, 𝐴𝑛) < 𝜀 olacak şekilde 𝑛ℰ vardır) şartlarına denktir. 

Önerme 3.40. Daima (H) ⟹ (F) ⟹ (W) ⟹ (K) dır. Ayrıca herhangi bir normlu 

uzayda bir küme dizisi Mosco anlamında yakınsak ise Kuratowski anlamında 

yakınsaktır (Baronti ve Papini, 1986). 

İspat. (H) ⟹ ( F): Bunun ispatı için Fisher yakınsaklığın ( 𝜀 > 0 ve 𝑥 ∈ 𝐴 için 

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) < 𝜀 olacak şekilde 𝑛 > 𝑛(ℰ,𝑥) olduğunda bir 𝑛(ℰ,𝑥) sayısı vardır) şartını ve (j) 

şartını göz önüne alalım . 

 (F) ⟹ (W): 𝐴𝑛

𝐹
→ 𝐴 olsun. 𝐴 = ∅ ise bütün yeterli derecede büyük 𝑛 için  doğrudur. 

Şimdi 𝐴 ≠ ∅ olduğunu varsayalım ve 𝜀 > 0 alalım.𝑥 ∈ 𝑋  için 𝑑(𝑥, 𝐴) = 𝑑 kümesi 

verilsin. Bütün 𝑛 > 𝑛ℰ için 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴ℰ dir. Böylece 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) ≥ 𝑑(𝑥, 𝐴ℰ) dir. Herhangi bir 

𝐴 kümesi, 𝑥 ∈ 𝑋  ve 𝜀 > 0 için 𝑑(𝑥, 𝐴ℰ) = max (0, 𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝜀)  dır. Dolayısıyla 

𝑛 > 𝑛ℰ için 𝑑 ≤ 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) + 𝜀 dur. Burada kastedilen 𝑑 ≤  𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛)dir. Eşitsizliğin 

tersini gösterelim. 𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑑 + 𝜀 olsun. 𝑑(𝑦, 𝐴𝑛) < 𝜀 olacak şekilde 𝑛 > 𝑛̅ 

için bir 𝑛̅ vardır. Böylece 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝐴𝑛) < 𝑑 + 2𝜀 dır. Burada  

lim 
𝑛

 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) ≤ 𝑑 + 2𝜀 dır. Böylece keyfi seçilen 𝜀 dan lim
𝑛

 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) ≤ 𝑑 dir. 

Öyleyse  lim 𝑑(𝑥
   𝑛         

, 𝐴) = 𝑑  olduğu gösterilmiş olur ve ispat tamamlanır. 
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(W) ⟹ (K): 𝐴𝑛

𝑊
→ 𝐴 olsun. lim

𝑛
 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) =  ∅ den kastedilen herhangi bir 𝑥 için 

𝐴 = ∅ ise 𝑙𝑖𝑚 𝑑(𝑥
   𝑛         

, 𝐴𝑛) = ∞ dur. Dolayısıyla 𝐴𝑛

𝐾
→ 𝐴  dır. 𝐴 ≠ ∅  ve x∈ 𝐴 alalım. 

Dolayısıyla 𝑑(𝑥, 𝐴) =  lim 
𝑛

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) = 0 olur. Böylece 𝑥 ∈ lim
𝑛

 𝐴𝑛   
 olur. Dolayısıyla𝐴 ∈

lim
𝑛

 𝐴𝑛 dir. Şimdi 𝑥 ∈ lim
𝑛

 𝐴𝑛 olsun. (1) şartından   lim
𝑛

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛   
 ) = 0 olur.  𝐴𝑛

𝑊
→ 𝐴 

olduğundan 𝑥 ∈ 𝐴 için 𝑑(𝑥, 𝐴) = lim
𝑛

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛   
 ) = 0 olur. lim

𝑛
 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴 ⊂ lim

𝑛
 𝐴𝑛   

  den  

𝐴𝑛

𝐾
→ 𝐴 elde edilir. 

 𝑋 normlu bir uzay ise (M) ⟹ (K)  olduğunu gösterelim. 

 lim
𝑛

𝐴𝑛   
 ⊂  lim

𝑛
 𝐴𝑛 ⊂ 𝑊 − lim

𝑛
 𝐴𝑛 = 𝐴 =  lim

𝑛
  𝐴𝑛  

ise (M) ⟹ (K) olur (Baronti ve Papini, 1986). 

 𝑋 uzayına bazı özellikler ekleyerek küme dizilerinin yakınsaklık çeşitleri arasındaki 

ilişkileri incelendi. 

Önerme 3.41. {𝐶𝑛} normlu bir 𝑋 uzayının konveks altkümelerinin bir dizisi olsun. 

𝐶𝑛

𝐾
→ 𝐶 ve Fisher anlamında yakınsaklığın (i) şartından 𝐶𝑛

𝑀
→ 𝐶 dir. Özellikle (F)⇒ (M) 

dir (Baronti ve Papini, 1986).   

İspat. 𝐶𝑛

𝐾
→ 𝐶 olsun. Dolayısıyla lim

𝑛
  𝐶𝑛 = 𝐶 olur. 𝑥 ∈ 𝑤 − lim

𝑛
 𝐶𝑛 olsun. 𝑘 ∈ ℕ için 

𝐶𝑛𝑘
 altküme dizisinin 𝑥𝑛𝑘

⟶ 𝑥 olacak şekilde 𝐶𝑛𝑘
 altküme dizisinin 𝑥𝑛𝑘

 alt dizisini 

alabiliriz. 𝜀 > 0 ve yeterli derecede büyük k lar için 𝑥𝑛𝑘
∈ 𝐶ℰ dır. Böylece Fisher 

anlamında yakınsaklığın (i) şartı geçerlidir. Fakat 𝐶𝜀  kapalı ve konvekstir. Böylece 

𝑥 ∈ 𝐶ℰ  (bütün 𝜀 > 0 için) dir. Dolayısıyla 𝑥 ∈ ⋂ 𝐶ℰ
𝜀>0 = 0 olur. Buradan 𝑤 −

lim
𝑛

 𝐶𝑛 ⊂ 𝐶 = lim
𝑛

 𝐶𝑛 olduğundan  𝐶𝑛

𝑀
→ 𝐶 dır. 

Sonuç.{𝐶𝑛} normlu bir 𝑋 uzayının konveks kümelerinin bir dizisi olsun.(F) 

yakınsaklıkla ilgili (i) şartının bir 𝐶 kümesi için sağlandığını kabul edelim. O zaman 𝐶 

kümesine yakınsaması mümkün olan yakınsaklıklarla ilgili olarak (F)⇔(K) ⇔ (M) ⇔ 

(W) dir. Bu bağlamda (H) yakınsaklık diğerlerinden ayrıdır. 
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 3.5. Monoton Diziler 

 {𝐴𝑛} bir küme dizisi olmak üzere 𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛+1 ise {𝐴𝑛} monoton azalan bir küme 

dizisidir. O halde 𝐴𝑛

𝐾
→ 𝐴 = ⋂ 𝐴𝑛

∞

𝑛=1
 dir. 

 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴𝑛+1 ise {𝐴𝑛} küme dizisi monoton artan bir küme dizisidir. 

Önerme 3.42.  Eğer 𝑋 normlu bir uzay ve {𝐴𝑛} de konveks kümelerin artan bir dizisi 

ise  

  𝐴𝑛

𝑀
→ 𝐴 = ⋃ 𝐴𝑛

∞

  𝑛=1
 dir (Baronti ve Papini, 1986).   

Önerme 3.43.  𝑋 normlu bir uzay ve {𝐴𝑛}  de konveks kümelerin azalan bir dizisi ise 

 𝐴𝑛

𝑀
→ 𝐴 =  ⋂ 𝐴𝑛

∞

𝑛=1
 dir (Baronti ve Papini, 1986).   

 𝑋 sonlu boyutlu ve normlu bir uzay olmak üzere aşağıdaki özellikler takip edilir. 

 (p) Boş olmayan, sınırlı ve konveks kümelerin herhangi bir azalan {𝐶𝑛} küme dizisi 

için  

𝐶𝑛

𝑊
→ 𝐶 = ⋂ 𝐶𝑛

∞

𝑛=1
  dır. 

(s) boy (𝑋) = ∞ ise 𝑛 ∈ ℕ, öyleki bütün 𝑛 ve 𝑚 ler için║𝑥𝑛║ = 1 = ║𝑥𝑛- 𝑥𝑚║ olacak 

şekilde {𝑥𝑛} dizisi seçebiliriz. 

( 𝒔𝟏) Bir Banach Uzayının dönüşlü olması için gerek ve yeter şart 𝑋 in kapalı konveks 

ve sınırlı alt kümelerinin kesişimi boş olmayan bir küme dizisinin olmasıdır. 

3.6. Kompakt Olan Küme Dizilerinin Yakınsaklığı 

Önerme 3.44. 𝐴 kompakt ve {𝐴𝑛} küme dizisi Fisher anlamında (𝐴𝑛

𝐹
→ 𝐴)  𝐴 kümesine 

yakınsak ise {𝐴𝑛} küme dizisi Hausdorff anlamında (𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴)  𝐴 kümesine yakınsaktır 

dir. Eğer  {𝐴𝑛} küme dizisi Kuratowski anlamında (𝐴𝑛

𝐾
→ 𝐴)  𝐴 kümesine yakınsak ve   

Fisher yakınsaklığın (i) (her 𝜀 > 0 verildiğinde 𝑛 > 𝑛𝜀 için 𝛿(𝐴𝑛, 𝐴) < 𝜀 olacak şekilde 

bir 𝑛𝜀 sayısı vardır) koşulu geçerli ve  𝐴 kompakt olduğunda  𝐴𝑛

𝑀
→ 𝐴 dir (Baronti ve 

Papini, 1986).   

İspat. 𝜀 > 0 alalım. Fisher anlamında yakınsaklığın (i) koşulundan kastedilen bütün 

yeterli büyüklükte 𝑛 ler için 𝛿(𝐴𝑛, 𝐴) < 𝜀 olmasıdır. Şimdi kabul edelim ki sonsuz 

çokluktaki 𝑛 ∈ ℕ için  𝐴 ⊄ (𝐴𝑛)ℰ olsun. Herhangi bir 𝑛 ∈ ℕ için 𝑑(𝑥𝑛, 𝐴𝑛) ≥ 𝜀 olacak 

şekilde 𝑥𝑛 ∈ 𝐴 seçebiliriz. Bir alt diziye geçersek  𝑥 ∈ 𝐴 için 𝑥𝑛𝑘
→ 𝑥 i elde ederiz. 

Yeterli derecede büyük 𝑘 lar için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛𝑘
) >

ℰ

2
 dir. Bütün yeterli büyüklükte 𝑛 ler için 



17 

 

 

𝐴 ⊂ {𝐴𝑛}ℰ olması (ii) (𝜀 > 0 ve 𝑥 ∈ 𝐴 için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) < 𝜀 olacak şekilde 𝑛 > 𝑛(ℰ,𝑥) 

olduğunda bir 𝑛(ℰ,𝑥) sayısı vardır) koşuluyla çelişir. Bu da  𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 olur. 

      Şimdi 𝑥𝑛𝑘
∈ 𝐴𝑛𝑘

 olduğunu kabul edelim. Yeterli derecede büyük 𝑛 ve 𝜀 > 0 için 

𝐴𝑛𝑘
⊂ {𝐴𝑛}ℰ olduğundan, ║𝑥𝑛𝑘

− 𝑎𝑛𝑘
║ → 0 olacak şekilde 𝑎𝑛𝑘

∈ 𝐴 seçebiliriz. Eğer 𝑎, 

𝑎𝑛𝑘
 nın bir yığılma noktası ise  𝑥𝑛𝑘

 nın da bir yığılma noktasıdır. Böylece 𝑊 − lim 
𝑛

𝐴𝑛 ⊂

lim
𝑛

 𝐴𝑛 = 𝐴 dır. Dolayısıyla 𝐴𝑛

𝑀
→ 𝐴 olur. 

Önerme 3.45. {𝐴𝑛} küme dizisi Kuratowski anlamında yakınsak ( 𝐴𝑛

𝐾
→ 𝐴) olsun. 

(𝛽) 𝐵 kompakt ve yeterli derecede büyük 𝑛 için 𝐴𝑛 ⊂ 𝐵 dır. O halde 𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 dır 

(Baronti ve Papini, 1986).   

İspat.  𝐴𝑛

𝐾
→ ∅  ise o halde yeterli büyüklükte 𝑛 için 𝐴𝑛 = ∅ dir. Aslında (𝛽) dan 

kastedilen bütün 𝑘 ∈ ℕ için 𝑥𝑛𝑘
∈ 𝐴𝑛𝑘

 olacak şekilde  𝐾 da tanımlı bir {𝑥𝑛𝑘
} dizisinin 

varlığıdır. Fakat  lim 
𝑛

𝐴𝑛 = ∅ de olması gereken bir 𝑥 ∈ 𝐾 limit noktası vardır. 

Dolayısıyla bu bir çelişki 𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 yı gerektirir. 

Şimdi 𝐴 ≠ ∅ ve (𝛽) 𝐾 kompakt ve yeterli büyüklükte 𝑛 için 𝐴𝑛 ⊂ 𝐵 olduğunu 

kabul edelim. Kapalı olan 𝐵 kompakttır. 𝜀 > 0 verildiğinde 𝐴 ⊂ ⋃ 𝑆(𝑥𝑖
𝑛

 𝑖=1
,

ℰ

2
) olacak 

şekilde 𝐴 da sonlu bir {𝑥1, 𝑥2 … , 𝑥𝑛} altkümesi alalım. 𝑥𝑖 ∈ 𝐴 ve (𝑖 = 1,2, … , 𝑛) 

için 𝑥 ∈ lim
𝑛

𝐴𝑛 , lim
𝑛

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) = 0 iken lim 
𝑛

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) =  0 dır.  

Ayrıca ℎ(𝐴, 𝐴𝑛) = sup
𝑥 ∈ 𝑋

  |𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛)| den  lim 
𝑛

𝑑(𝑥𝑖 , 𝐴𝑛) = 0 dır 

 Bu nedenle Her 𝑖 ve 𝑛 > 𝑛̅ için 𝑑(𝑥𝑖, 𝐴𝑛) <
ℰ

2
 olacak şekilde 𝑛̅ vardır. 

Dolayısıyla herhangi bir 𝑦 ∈ 𝐴 ve 𝑛 > 𝑛̅  için 𝑑(𝑦, 𝐴𝑛) < 𝜀 olduğunu ve yeterli 

büyüklükte 𝑛 için 𝐴 ⊂ (𝐴𝑛)ᵋ i elde ederiz. Şimdi varsayalım ki bazı 𝜀 > 0 için 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴ℰ 

u içeren sonsuz sayıda 𝑛 indisleri ihlal edilmiştir.𝑑(𝑥𝑛, 𝐴) ≥ 𝜀 olacak şekilde herhangi 

bir 𝑥𝑛 ∈ 𝐴𝑛 alalım.{𝑥𝑛} den çıkarılan 𝑥 e yakınsak bir alt dizi vardır. Dolayısıyla 𝑥 ∈ 𝐴 

, 𝑑(𝑥, 𝐴) ≥ 𝜀 a karşı 𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 nın kanıtlanması bir çelişkidir. 

3.7. Kümelerin Cebiri 

Tanım 3.46. 𝑋 bir küme olsun 𝑋 in elemanlarından oluşan bir 𝒜 sınıfı için aşağıdaki 

şartları sağlayan  𝒜 sınıfına 𝑋 üzerinde bir cebirdir denir. 
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 𝑋 ∈ 𝒜,   

Her 𝐸 ∈ 𝒜 için 𝐸𝑐 = 𝑋 ∖ 𝐸 ∈ 𝒜 

𝑘 = 1,2,3, … , 𝑛 için 𝐸𝑘 ∈ 𝒜 ⇒ ⋃ 𝐸𝑘
𝑛

𝑘=1
∈ 𝒜   

Eğer 𝑘 ∈ ℕ için 𝐸𝑘 ∈ 𝒜 ⇒ ⋃ 𝐸𝑘
∞

𝑘=1
∈ 𝒜 şartı sağlanırsa 𝒜 cebirine bir 𝜎 − 

cebiri adı verilir. Eğer 𝒜, 𝑋 üzerinde bir 𝜎 cebiri ise yukarıdaki özelliklerden   

 ∅ ∈ 𝒜 

 𝑘 = 1,2,3, … , 𝑛  için 𝐸𝑘 ∈ 𝒜 ⇒ ⋂ 𝐸𝑘
𝑛

𝑘=1
∈ 𝒜 

𝑘 ∈ ℕ için 𝐸𝑘 ∈ 𝒜 ⇒ ⋂ 𝐸𝑘
∞

𝑘=1
∈ 𝒜  

Her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒜 için 𝐴 ∖ 𝐵 ∈ 𝒜 ( 𝐴 ∖ 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵𝑡 ) dır (Balcı, 2012). 

Cebirler, elemanları kümeler olan sınıflar olmak üzere birleşim, kesişim ve 

tümleyen işlemlerinin sonlu kez uygulanmasına göre kapalıdırlar. Bir 𝜎 − cebiri 

birleşim, kesişim ve tümleyrn işlemlerinin sonsuz kez uygulanmasına göre kapalıdır. 

Her 𝜎 − cebiri bir cebirdir ancak tersi doğru değildir. 𝑋 sonlu sayıda elemana sahip 

olduğunda her cebir aynı zamanda bir 𝜎 − cebirdir. 

Teorem 3.47. 𝑋 bir küme ve 𝒜 sınıfı da 𝑋 üzerinde bir cebir olsun. Eğer aşağıdaki iki 

şarttan biri sağlanırsa 𝒜 cebiri 𝑋 üzerinde bir 𝜎 − cebiridir (Balcı, 2012). 

(a) 𝒜 cebiri artan dizilerin birleşimi altında kapalıdır. 

(b) 𝒜 cebiri azalan dizilerin kesişimi altında kapalıdır. 

İspat. 𝒜 cebiri artan dizilerin birleşimi altında kapalı olsun. 𝒜 bir cebir olduğundan 𝒜 

ya ait sayılabilir çokluktaki kümelerin birleşimlerinin 𝒜 ya ait olduğunu göstermemiz 

yeterlidir.( 𝐸𝑘), 𝒜 ya ait kümelerin herhangi bir dizisi olsun. Her bir n için 𝐵𝑛 =

⋃ 𝐸𝑘
𝑛

𝑘=1
 diyelim.( 𝐵𝑛) artan bir dizidir. 𝒜 bir cebir olduğundan herbir 𝑛 için 𝐵𝑛 ∈ 𝒜 

dır. Hipotezden ⋃ 𝐵𝑛
∞

𝑛=1
∈  𝒜 dır. Diğer taraftan ⋃ 𝐸𝑛

∞

𝑛=1
= ⋃ 𝐵𝑛

∞

𝑛=1
 

olacağından ⋃ 𝐸𝑘
𝑛

𝑘=1
∈  𝒜 dır. 

(b) doğru olsun.(𝐴𝑘), 𝒜 daki elemanların bir artan dizisi olsun. Bu takdirde (𝐴𝑘
𝑐 ), 𝒜 

daki kümelerin bir azalan dizisidir.(b) sağlanacağından (⋂ 𝐴𝑘
𝑐 )

∞

𝑘=1
 ∈  𝒜 dır. 𝒜 bir cebir 

olduğundan (⋂ 𝐴𝑘
𝑐 )

∞

𝑘=1

𝑐
∈  𝒜 olur. Diğer taraftan ⋃ 𝐴𝑘

∞

𝑘=1
= (⋂ 𝐴𝑘

𝑐 )
∞

𝑘=1

𝑐
 olduğundan 

⋃ 𝐴𝑘
∞

𝑘=1
∈  𝒜 olur. Şu halde (a) gerçeklenir. Dolayısıyla 𝒜 bir 𝜎 − cebiridir. 

Teorem 3.48. 𝑋 üzerindeki 𝜎 − cebirlerinin herhangi adetteki kesişimleri yine bir 𝜎 − 

cebiridir.  
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Örnek 3.49.  𝑋 = ℕ ,    𝒜 = {∅, {1,3,5, … ,2𝑛 − 1, … }, {2,4,6, … ,2𝑛, … }, ℕ} alınırsa 

𝒜, 𝑋 üzerinde bir 𝜎 cebiridir (Balcı, 2012). 

 

𝑋 ∈ 𝒜   

∀𝐸 ∈ 𝒜 için 𝐸𝑐 = 𝑋 ∖ 𝐸 ∈ 𝒜  

𝑘 = 1,2,3, … , 𝑛 için 𝐸𝑘 ∈ 𝒜 ⇒ ⋃ 𝐸𝑘
∞

𝑘=1
∈ 𝒜 dır. 

Örnek 3.50. 𝑋 bir sonsuz küme ve 𝒜 sınıfı da 𝑋 in tüm sonlu alt kümelerinin bir sınıfı 

olsun.𝒜 sınıfı için 𝑋 üzerinde bir 𝜎 − cebiri midir? (Balcı, 2012). 

Çözüm: 𝒜 = {𝐵 ∈ 𝑃(𝑋): 𝐵 sonlu} 𝑋 ∉ 𝒜 olduğundan 𝒜 sınıfı 𝜎 − cebiri değildir. 

Örnek 3.51. 𝑋 sayılamayan bir küme  𝒜1 = {𝐴 ⊂ 𝑋: 𝐴 sayılabilir} olmak üzere 𝒜 

sınıfı için 𝑋 üzerinde bir 𝜎 − cebiri midir? (Balcı, 2012). 

Çözüm : 𝑋 ∉ 𝒜1 olduğundan 𝒜1 sınıfı 𝑋 üzerinde 𝜎 − cebiri değildir. 

Örnek 3.52. 𝑋 kümesi üzerindeki 𝜎 − cebirlerinin birleşimi de 𝑋 üzerinde 𝜎 − cebiri 

midir? (Balcı, 2012). 

Çözüm : 𝒜 = {∅, ℕ, {2𝑛: 𝑛 ∈ ℕ}, {2𝑛 + 1: 𝑛 ∈ ℕ}} ve ℬ = {∅, ℕ, 𝐴 = {3𝑛: 𝑛 ∈

ℕ} 𝐵 = {3𝑛 + 1: 𝑛 ∈ ℕ}, 𝐶 = {3𝑛 + 2: 𝑛 ∈ ℕ}, 𝐴 ∪ 𝐵, 𝐴 ∪ 𝐶, 𝐵 ∪ 𝐶}  

𝒜 ve ℬ sınıfları ℕ üzerinde 𝜎 − cebiridir. 

𝒜 ∪ ℬ = {∅, ℕ, {2𝑛: 𝑛 ∈ ℕ}, {2𝑛 + 1: 𝑛 ∈ ℕ}, 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐴 ∪ 𝐵, 𝐴 ∪ 𝐶, 𝐵 ∪ 𝐶} 

olur.{2𝑛: 𝑛 ∈ ℕ} ∪ 𝐴 ∉ 𝒜 ∪ ℬ olduğundan 𝒜 ∪ ℬ sınıfı ℕ üzerinde bir 𝜎 − cebiri 

değildir. 

Örnek 3.53. 𝑓: 𝑋 → 𝑌 bir fonksiyon ve ℬ sınıfı da Y üzerinde  𝜎 − cebiri olsun (Balcı, 

2012). 

             𝒜: = {𝐴 ⊂ 𝑋: 𝑓(𝐴) ∈ ℬ} sınıfı 𝑋 üzerinde 𝜎 − cebiri midir? 

Çözüm: (i) 𝑋 ∈ 𝒜 olduğunu göstermeliyiz. Eğer 𝑓 fonksiyonu örten ise 𝑓(𝑋) = 𝑌 ∈ ℬ 

olup 𝑋 ∈ 𝒜 dır. 

 (ii) Keyfi 𝐴 ∈ 𝒜 için 𝐴𝑡 ∈ 𝒜 olduğunu göstermeliyiz.𝑓 fonksiyonu birebir ve 

örten ise 

𝐴 ∈ 𝒜 ⇔ 𝑓(𝐴) ∈ ℬ 

                    ⇒ [𝑓(𝐴)]𝑡 ∈ ℬ 

                  ⇒ 𝑓(𝐴)𝑡 ∈ ℬ 

                          ⇒ 𝐴𝑡 ∈ 𝒜     

elde edilir. 

 (iii) ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝐴𝑛 ∈ 𝒜 olsun.ℬ nin Y üzerinde 𝜎 − cebir olduğu kullan ılırsa 
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                         𝐴𝑛 ∈ 𝒜 ⇔ 𝑓(𝐴𝑛) ∈ ℬ 

                                         ⇒ ⋃ 𝑓(𝐴𝑛
∞

𝑛=1
) ∈ ℬ 

                                       ⇒ 𝑓(⋃ 𝐴𝑛
∞

𝑛=1
) ∈ ℬ 

                                       ⇒ ⋃ 𝐴𝑛 ∈
∞

𝑛=1
𝒜    bulunur. 

 Sonuç olarak 𝑓 fonksiyonu 1-1 ve örten ise 𝒜 sınıfı 𝑋 üzerinde 𝜎 − cebirdir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



21 

 

 

4. ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA 

4.1.Yakınsak Küme Dizilerinin Cebiri  

Bu bölümde yakınsak olan küme dizilerinin cebiri incelendi. 

Tanım 4.1. {𝐴𝑛}  bir küme dizisi olsun. {𝐴𝑛}  küme dizisinin elemanlarından oluşan bir 

𝒜 sınıfı için aşağıdaki şartları sağlayan  𝒜 sınıfına {𝐴𝑛}  küme dizisi üzerinde bir küme 

dizisi cebiri denir. 

1. 𝑋 = {𝐴𝑛} evrensel küme olarak alınırsa, {𝐴𝑛} ∈ 𝒜  dir. 

2. ∀𝐸𝑘 ∈ 𝒜 için ⋃ 𝐸𝑘 ∈ 𝒜
𝑛

𝑘=1
 dir. 

3. ∀𝐸 ∈ 𝒜 için 𝐸𝑐 = 𝐴𝑛 ∖ 𝐸 ∈ 𝒜 dir. 

     {𝐴𝑛} küme dizisi  𝒜 = {𝑋, ∅, ⋃ 𝐸𝑘
𝑛

𝑘=1
, 𝐸𝑘 ˈ , (⋃ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1
)ʹ } sınıfı üzerinde bir cebir 

oluşturur.   

Bu şartları artan bir küme dizisi üzerinde gösterelim. {𝐴𝑛} artan bir küme dizisi olsun. 

Yani {𝐴𝑛} ⊂ {𝐴𝑛+1} dir. Artan bir küme dizisi için cebir şartlarını inceleyelim. 

1. 𝑋 = {𝐴𝑛} evrensel küme olarak alınırsa, {𝐴𝑛} ∈ 𝒜  olmalıdır. 

2. ∀𝐸𝑘 ∈ 𝒜 için ⋃ 𝐸𝑘 ∈ 𝒜
𝑛

𝑘=1
 dir. Buradan birleşimlerinin de 𝒜 sınıfında 

bulunduğunu göstermeliyiz. {𝐴𝑛} küme dizisi artan olduğundan; 

 𝐴1 ∪ 𝐴2 = 𝐴2 ∈ 𝒜  

 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 = 𝐴3 ∈ 𝒜 … 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ … ∪ 𝐴𝑛 = 𝐴𝑛 ∈ 𝒜 dir. 

 𝐴1ʹ ∪ 𝐴2ʹ = 𝐴1ʹ , 

 𝐴2ʹ ∪ 𝐴3ʹ = 𝐴2 ʹ , 

 𝐴4ʹ ∪ 𝐴5ʹ = 𝐴4 ʹ… 

{𝐴𝑛} ∪ ∅ = {𝐴𝑛} , 𝐴1 ∪ 𝐴1' = {𝐴𝑛} , 𝐴2 ∪ 𝐴2' = {𝐴𝑛}, …, 

Şeklindeki bütün birleşimler de 𝒜 sınıfında bulunmalıdır.  

3. ∀𝐸 ∈ 𝒜 için 𝐸𝑐 = 𝐴𝑛 ∖ 𝐸 ∈ 𝒜 dir. Tümleyenlerin de 𝒜 sınıfında bulunduğunu 

göstermeliyiz. 

 (𝐴1 ∪ 𝐴2)ʹ = 𝐴𝑛 ∖ 𝐴2 = 𝐴2ʹ ∈ 𝒜 , (𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3)ʹ = 𝐴𝑛 ∖ 𝐴3 = 𝐴3 ʹ ∈ 𝒜  ,…, 

 (𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ … ∪ 𝐴𝑛)ʹ = 𝐴𝑛 ∖ 𝐴𝑛 = 𝐴𝑛ʹ ∈ 𝒜 = ∅ ∈ 𝒜  dir 

 Tümleyenlerin limitini inceleyelim. Artan bir küme dizisinde lim 
𝑛

 𝐴𝑛 = ⋃ 𝐴𝑛
∞

𝑛=1
 dir. 

Burada, 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ 𝐴3 ⊂ ⋯ ⊂ 𝐴𝑛 olduğundan  𝐴𝑛 i evrensel küme olarak aldık. 
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 lim 
𝑛

 {𝐴𝑛}𝑐 = (⋃ 𝐴𝑛
∞

𝑛=1
)

𝑐
  

                     = ⋂  𝐴𝑛
𝑐∞

𝑛=1
 

       lim 
𝑛

 𝐴𝑛
𝑐 = (𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ … ∪ 𝐴𝑛)𝑐 

                       =  𝐴1
𝑐 ∩  𝐴2

𝑐 ∩ 𝐴3
𝑐

∩ … ∩  𝐴𝑛
𝑐
 

                       =  𝐴𝑛
𝑐 = ∅  dir. 

Bu şartları azalan bir küme dizisi üzerinde gösterelim. {𝐵𝑛} azalan bir küme dizisi 

olsun. Yani {𝐵𝑛} ⊃ {𝐵𝑛+1} dir. Yani, 𝐵1 ⊃ 𝐵2 ⊃ 𝐵3 ⊃ ⋯ ⊃ 𝐵𝑛 olduğundan evrensel 

kümemiz 𝐵1 dir. Azalan bir küme dizisi için cebir şartlarını inceleyelim. 

 1. 𝑋 = {𝐵𝑛}  olarak alınırsa, {𝐵𝑛} ∈ 𝒜 olmalıdır. 

𝟐. ∀𝐸𝑘 ∈ 𝒜 için ⋃ 𝐸𝑘 ∈ 𝒜
𝑛

𝑘=1
 dir. Buradan birleşimlerinin de 𝒜 sınıfında 

bulunduğunu göstermeliyiz. {𝐵𝑛} küme dizisi azalan olduğundan; 

 𝐵1 ∪ 𝐵2 = 𝐵1 ∈ 𝒜  

 𝐵1 ∪ 𝐵2 ∪ 𝐵3 = 𝐵1,… , 𝐵1 ∪ 𝐵2 ∪ … ∪ 𝐵𝑛 = 𝐵1 dir. 

       𝐵1ʹ ∪ 𝐵2ʹ = 𝐵2ʹ , 

       𝐵2ʹ ∪ 𝐵3ʹ = 𝐵3ʹ , 𝐵3ʹ ∪ 𝐵4ʹ = 𝐵4ʹ… 

Şeklindeki bütün birleşimler de 𝒜 sınıfında bulunmalıdır. 

3.  ∀𝐸 ∈ 𝒜 için 𝐸𝑐 = 𝐵𝑛 ∖ 𝐸 ∈ 𝒜 dir. Tümleyenlerin de 𝒜 sınıfında bulunduğunu 

göstermeliyiz. 

 𝐵1ʹ, 𝐵2ʹ, 𝐵3ʹ, 𝐵4ʹ … 𝐵𝑛ʹ ∈ 𝒜 olmalıdır. 

Azalan bir küme dizisi için tümleyenlerin limitini  𝐵1 evrensel küme olduğundan; 

 𝐵1ʹ = 𝐵1 ∖ 𝐵1 = ∅ 

 𝐵2ʹ= 𝐵1 ∖ 𝐵2 

 𝐵3ʹ= 𝐵1 ∖ 𝐵3 

   . 

   . 
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  . 

   𝐵𝑛ʹ= 𝐵1 ∖ lim 
𝑛

 𝐵𝑛 = 𝐵1 ∖  ⋂ 𝐵𝑛𝑛∈ℕ
 dir. 

Örnek 4.2. {𝑍𝑛} = {−𝑛, … , −1, ,0,1, … , 𝑛} küme dizisi artan bir küme dizisi olup 

lim 
𝑛 → ∞

𝑍𝑛 = ⋃ 𝑍𝑛 = 𝑍 dir. 

 {𝑍𝑛} küme dizisi 𝒜 = {{−𝑛, … , −1, ,0,1, … , 𝑛} , ∅, ⋃ 𝐸𝑘
𝑛

𝑘=1
, 𝐸𝑘 ˈ , (⋃ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1
)ʹ} sınıfı 

üzerinde bir cebir oluşturur. Çünkü{𝑍𝑛} küme dizisi; 

1. 𝑋 = {𝑍𝑛} olarak alınırsa, {𝑍𝑛} ∈ 𝒜  dir. 

2. ∀𝐸𝑘 ∈ 𝒜 için ⋃ 𝐸𝑘 ∈ 𝒜
𝑛

𝑘=1
 dir. 

⋃ 𝐸𝑘
𝑛

𝑘=1
 için; 

𝐸1 = {−1,0,1} = 𝑍1, 

 𝐸1 ∪ 𝐸2 = {−1,0,1} ∪ {−2, −1,0,1,2} = 𝑍1 ∪ 𝑍2, …, 𝑍𝑛 = 𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪ … ∪ 𝐸𝑛 = 𝑍𝑛 dir. 

3. ∀𝐸 ∈ 𝒜 için 𝐸𝑐 = 𝑍𝑛 ∖ 𝐸 ∈ 𝒜 dir. 

 {𝑍𝑛 ∖ 𝑍1} = {−𝑛, … , −1, ,0,1, … , 𝑛} ∖ {−1,0,1}  

 {𝑍𝑛 ∖ 𝑍2} =  {−𝑛, … , −1, ,0,1, … , 𝑛} ∖ {−2, −1,0,1,2} 

 {𝑍𝑛 ∖ 𝑍3} = {−𝑛, … , −1, ,0,1, … , 𝑛} ∖ {−3, −2, −1,0,1,2,3 } 

. 

. 

. 

 {𝑍𝑛 ∖ 𝑍𝑛} = {−𝑛, … , −1, ,0,1, … , 𝑛} ∖ {−𝑛, … , −1, ,0,1, … , 𝑛} = ∅ dir. 

lim 
𝑛 → ∞

{𝑍𝑛} ˈ = 𝑍1ˈ ∩ 𝑍2ˈ ∩ 𝑍3ˈ ∩ … = ∅ dir. Böylece cebir olma şartları sağlanmış olur. 

Örnek 4.3  { 𝐴𝑛} = {1,2,3, … , 𝑛} küme dizisi artan bir dizi küme dizisi olup 𝐴𝑛 → ℕ 

dir. 𝐴𝑛 küme dizisi 𝒜 = {{1,2,3, … , 𝑛}, ∅, ⋃ 𝐸𝑘,
𝑛

𝑘=1
𝐸𝑘 ˈ , (⋃ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1
)ʹ} sınıfı üzerinde bir 

cebir oluşturur. Çünkü; { 𝐴𝑛} küme dizisi için 

1. 𝑋 = (𝐴𝑛) olarak alınırsa, (𝐴𝑛) ∈ 𝒜 dir. 

2. ∀𝐸𝑘 ∈ 𝒜 için ⋃ 𝐸𝑘 ∈ 𝒜
𝑛

𝑘=1
 dir. 
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3. ∀𝐸 ∈ 𝒜 için 𝐸𝑐 = 𝐴𝑛 ∖ 𝐸 ∈ 𝒜 dir. 

Burada,  𝐴1 = {1} ,  𝐴2 = {1,2} ,  𝐴2 = {1,2,3}, …, { 𝐴𝑛} = {1,2,3, … , 𝑛} dir. 

 𝐵𝑛 = ⋃ 𝐸𝑘
𝑛

𝑘=1
 ⟹ 𝐵1 = 𝐸1,  𝐵2 = 𝐸1 ∪ 𝐸2, … ,  𝐵𝑛 = 𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪ … ∪ 𝐸𝑛 = 𝐸𝑛 dir. 

Tümleyenlerin birleşimlerini incelersek; 

(𝐴1 ∪ 𝐴2)ʹ = 𝐴1ʹ ∩ 𝐴2ʹ = 𝐴2ʹ,… dir. 

(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3)ʹ =, 𝐴1ʹ ∩ 𝐴2ʹ ∩ 𝐴3ʹ = 𝐴3ʹ … 

 {𝐴𝑛} küme dizisinin tümleyenini inceleyelim. Artan bir küme dizisinde;  

lim 
𝑛

 𝐴𝑛 = ⋃ 𝐴𝑛
∞

𝑛=1
 dir. Bu örnekte lim 

𝑛
 𝐴𝑛 = ⋃ 𝐴𝑛 = ℕ

∞

𝑛=1
 dir. 

(lim  𝐴𝑛)ʹ = (⋃ 𝐴𝑛)ʹ =
∞

𝑛=1
 (𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ … ∪ 𝐴𝑛)ʹ = 𝐴𝑛ʹ = ℕʹ = ∅ dir. 

  𝐴1 = {1} 

  𝐴2 = {1,2}, 

  𝐴3 = {1,2,3} … ,  𝐴𝑛 = {1,2,3, … , 𝑛} olduğundan; 

  𝐴1ˈ = {2,3,4, … , 𝑛}, 

   𝐴2ˈ = {3,4, … , 𝑛} 

   . 

   . 

   . 

 𝐴𝑛ˈ = ∅ dir. 

 olduğundan cebir olma şartları sağlanır. 

Örnek 4.4.  {𝐴𝑛}  = [ 
−1

𝑛
 ,

1

𝑛
 ] küme dizisi azalan bir küme dizisi olduğundan 

lim 
𝑛 → ∞

𝐴𝑛 = ⋂ 𝐴𝑛 = 𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ … ∩ 𝐴𝑛 = 0 dir. 

 (𝐴𝑛) küme dizisi 𝒜 = {[ 
−1

𝑛
 ,

1

𝑛
 ], ∅, ⋃ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1
, 𝐸𝑘 ˈ , (⋃ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1
)ʹ}  sınıfı üzerinde bir 

cebir oluşturur. Çünkü; 

(𝐴𝑛) küme dizisinin 𝒜 sınıfı üzerinde cebir olabilmesi için aşağıdaki şartlar 

sağlanmalıdır; 

1. 𝑋 = (𝐴𝑛) olarak alınırsa, (𝐴𝑛) ∈ 𝒜 dır. 

2. ∀𝐸𝑘 ∈ 𝒜 için ⋃ 𝐸𝑘 ∈ 𝒜
𝑛

𝑘=1
 dır. 

3. ∀𝐸 ∈ 𝒜 için 𝐸𝑐 = 𝐴𝑛 ∖ 𝐸 ∈ 𝒜 dır. 

𝐵𝑛 = ⋃ 𝐸𝑘
𝑛

𝑘=1
 ⟹ 𝐵1 = 𝐸1 

𝐵2 = 𝐸1 ∪ 𝐸2 = [−1,1] ∪ [−
1

2
,

1

2 
] = 𝐴1, 
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𝐵3 = 𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪ 𝐸3 = [−1,1] ∪ [−
1

2
,

1

2 
] ∪ [−

1

3
,

1

3 
] = 𝐴1 

. 

. 

. 

 𝐵𝑛 = 𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪ 𝐸3 ∪ … ∪ 𝐸𝑛 = 𝐴1 dir. Birleşimlerin de tümleyenini incelersek; 

(𝐴1 ∪ 𝐴2)ʹ = 𝐴1ʹ ∩ 𝐴2ʹ = ∅,  

 𝐴1ʹ ∩ 𝐴2ʹ ∩ 𝐴3ʹ = ∅ 

3 teki (𝐴𝑛) küme dizisinin tümleyenini inceleyelim. 

 𝐴1 = [−1,1] = 𝐸1 

 𝐴2 = [−
1

2
,

1

2 
] = 𝐸2  

 𝐴3 = [−
1

3
,

1

3 
] = 𝐸3, …, 𝐴𝑛 = [−

1

𝑛
,

1

𝑛 
] = 𝐸𝑛 dir. 

 𝐴1 i evrensel küme olarak alırsak  𝐴1ˈ = ∅ dir. 

   𝐴2ˈ =  [−1,
1

2
 ) ∪ ( 

1

2
, 1]  

   𝐴3ˈ =  [−1,
1

3
 ) ∪ ( 

1

3
, 1] 

   𝐴4ˈ =  [−1,
1

4
 ) ∪ ( 

1

4
, 1]  

   . 

   . 

   . 

  𝐴𝑘 ˈ =  [−1,
1

𝑘
 ) ∪ ( 

1

𝑘
, 1] 

 

Azalan bir küme dizisinde lim 
𝑛

𝐴𝑛= ⋂ 𝐴𝑛𝑛∈ℕ
 dir. 

lim 
𝑛 → ∞

( 𝐴𝑛)ˈ = ( ⋂ 𝐴𝑛)ʹ
∞

𝑛=1
 

                       = (𝐴 1 ∩ 𝐴2 ∩ … ∩ 𝐴𝑛)ʹ 

                       = [−1,1] ∩ [−
1

2
,

1

2 
] ∩ … ∩ [−

1

𝑛
,

1

𝑛 
] 

                       ={0}' = [−1,1] ∖ {0} dır.  

 O halde  {𝐴𝑛} küme dizisi  üzerinde oluşturulan ; 

 𝒜 = {[ 
−1

𝑛
 ,

1

𝑛
 ] , ∅, 𝐵𝑛 = ⋃ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1
, 𝐸𝑘 ˈ , (⋃ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1
)ʹ} sınıfı bir cebirdir. 
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Sonuç 4.5. Monoton azalan küme dizilerinde tümleyenlerin limiti 𝐴1 ∖ küme dizisinin 

limiti dir. Başka bir deyişle; Evrensel küme ∖ küme dizisinin limitidir. 

Sonuç 4.6.  Monoton artan küme dizilerinde tümleyenlerin limiti ∅ dir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Yakınsak küme dizileri tanıtıldı. Küme dizilerinin yakınsaklık çeşitleri olan 

Kuratowski, Wijsman, Hausdorff, Mosco ve Fisher anlamındaki yakınsaklıklar 

incelendi. Yakınsak olan küme dizilerinin cebiri tanımlandı ve örneklendirildi.    

Bu tanımlardan yola çıkılarak küme dizilerinin ölçümü üzerine çalışabilir.  
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