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1. GİRİŞ 

Bu çalışmada Yakınsak Küme Dizileri ve Yakınsak Küme Dizisi çeşitlerinin 

ölçümü araştırıldı. Metrik uzaylarda küme dizilerinin yakınsaklığı, küme dizilerinin 

yakınsaklık türleri incelendi. Artan ve azalan küme dizilerinin yakınsaklık çeşitleri ile 

ilişkisi açıklandı. Son olarak bu yakınsak küme dizisi çeşitlerinin ölçümü incelendi. 

Ölçüm ilk olarak bir çubuğun veya bir ipin reel düzlemde ki uzunluğunun 

ölçümünün belirlenmesi için kullanılmıştır. Daha sonra bir tarlanın alanını hesaplamak 

veya bir evin hacmini hesaplamak için basit anlamda ölçümler yapılmıştır. Ancak bu 

basit anlamdaki ölçümler daha sonraları yetersiz kalmıştır. Örneğin bir ağacın hacminin 

hesaplanmasında veya bir yaprağın yüzey alanının hesaplanmasında birçok problemle 

karşılaşılmıştır. Cisim veya kümelerin ölçümü için matematiğin gelişmesiyle birçok 

çalışma yapılmıştır. Ölçüm teorisindeki toplamsallık özelliğinden dolayı bu ölçüme 

toplamsal ölçüm de denilmektedir. 

Biz ise adı geçen yakınsak küme dizilerinin ölçümlerine çalıştık.  
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

İlk olarak küme dizilerinin yakınsaklığı 1902 de Painleve’ in öğrencisi Zoretti 

tarafından matematiksel yöntem ve sosyal bilimler adlı kitabında bahsetmiştir. Daha 

sonra Effros (1965) bir topolojik uzayda kapalı alt kümelerin yakınsaklığını, Wijsman 

1966 da konveks küme dizilerinin yakınsaklığına çalıştı. Kuratowski 1966 da topoloji 

adlı kitabında küme dizilerinin yakınsaklık çeşitleri olan; "Hausdorf Yakınsaklık (H)", 

"Kuratowski Yakınsaklık (K)" ve "Wijsman Yakınsaklık (W)" dan bahsetti. Salinetti ve 

Wets (1979) sonlu boyutlu konveks küme dizilerinin yakınsaklığına, Lucchetti (1985) 

kapalı konveks kümelerde küme dizilerinin yakınsaklığına, Beer (1985) metrik 

uzaylarda kapalı kümelerin yakınsaklığına, Blasi ve Myjak (1986) Banach uzayında 

konveks kümelerin zayıf yakınsaklığına çalıştılar. Baronti ve Papini (1986) küme 

dizilerinin yakınsaklığını ve küme dizileri için (K), (H) ve (W) yakınsaklık arasındaki 

ilişkileri incelediler. Lechicki ve Levi (1987) metrik uzayda hiper uzayların wijsman 

yakınsaklığını inceledi. 

Ölçüm teorisinin kurucusu olarak bilinen A.L. Cauchy (1789-1857) integrali bir 

toplamın limiti olarak tanımlayan ilk matematikçi oldu. Daha sonra Riemann (1826-

1865), Cauchy’nin çalışmalarını sürdürmüştür. Ayrıca G. Cantor (1845-1918) integral 

ile ölçüm arasındaki ilişkiyi inceledi. Yapılan çalışmalar arasında özellikle de Fransız 

matematikçiler Emile Borel (1871-1956) ve Henri Lebesque (1875-1941) in yapmış 

olduğu çalışmalar bugünkü ölçüm teorisinin temelini oluşturmaktadır. Daha sonra Paul 

R.Halmos (1950) ‘Ölçüm Teorisi’ kitabında ölçülebilir kümeleri işlemiştir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Kaynakçada geçen çalışmalarla ilgili literatür taraması yapıldı. Kaynaklar temin 

edildi. Küme Dizilerinin Yakınsaklık Çeşitleri ve Ölçüm ile ilgili şimdiye kadar yapılan 

çalışmalar incelendi. Yakınsak Küme Dizilerinin Yakınsaklık Çeşitlerinin Ölçümü 

çalışıldı. 

Bu bölümde çalışmamız boyunca kullandığımız bazı temel tanım ve teoremler 

verildi. 

3.1. Temel Tanım ve Teoremler 

Tanım 3.1 Tanım kümesi ℕ doğal sayılar kümesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler 

değer kümesine göre çeşitli adlar alırlar. Mesela dizinin değer kümesi ℝ reel sayılar 

kümesi ise diziye reel terimli dizi, ℚ rasyonel sayılar kümesi ise diziye rasyonel terimli 

dizi, ℂ kompleks sayılar kümesi ise diziye kompleks terimli dizi adı verilir (Maddox, 

1969). 

Tanım 3.2 Bir (𝑥𝑛) dizisi verilsin. Her 𝜀 > 0 ve 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ için 𝑚, 𝑛 > 𝑁0 olduğunda 

|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛 = 𝑁0(ε) sayısı bulunabiliyorsa (𝑥𝑛) dizisine 

Cauchy dizisi denir (Maddox, 1969). 

Tanım 3.3 𝑀, 𝑋 metrik uzayının bir altkümesi olsun. Bu takdirde 𝑋’ in bir 𝑥0 

noktasının her bir 𝜀 −civarı 𝑥0’dan farklı bir 𝑦 ∈ 𝑀 noktasını içeriyorsa bu 𝑥0 noktasına 

𝑀’nin yığılma (veya limit) noktası denir (Bayraktar,1982). 

Tanım 3.4 Her 𝜀 > 0,  her 𝑛 > 𝑛0 için |𝑥𝑛 − 𝑥| < 𝜀 olacak şekilde 𝜀’ a bağlı bir 𝑛0 =

𝑛0(𝜀) sayısı varsa, (𝑥𝑛) dizisine 𝑥’e yakınsaktır denir. 𝑥𝑛 ⟶ 𝑥 ya da lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ile 

gösterilir (Maddox, 1969). 

Tanım 3.5 𝑋 bir metrik uzay olsun. 𝑋’deki her bir dizi yakınsak bir alt diziye sahipse 

𝑋’e kompakt denir. 𝑋’in 𝑀 altkümesi 𝑋’in bir alt uzayı olarak kompakt ise yani 𝑀’deki 

her bir dizi 𝑀’de yakınsak bir alt diziye sahipse 𝑀’ye de kompakt denir (Bayraktar, 

1982). 

Tanım 3.6 𝑋 boş olmayan bir küme ve F reel veya kompleks sayılar cismi olsun.  

Aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa 𝑋’ e F üzerinde vektör uzayı denir (Maddox, 1969). 

A. 𝑋, + işlemine göre bir değişmeli gruptur. Her 𝑥, 𝑦, z ∈𝑋 için, 

A1. 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑋 olmalı, 
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A2. 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 olmalı, 

A3. 𝑥 + 𝜃 = 𝜃 + 𝑥 = 𝑥 olacak şekilde 𝜃 ∈ 𝑋 olmalı, 

A4. 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 𝜃 olacak şekilde (−𝑥) ∈ 𝑋 olmalı, 

A.5. 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 olmalıdır. 

B. Her 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 için; 

B1. 𝛼𝑥 ∈ 𝑋 olmalı, 

B2. 𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦 olmalı, 

B3. (𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥 olmalı, 

B4. (𝛼𝛽) 𝑥 = 𝛼(𝛽𝑥) olmalı, 

B5. 1.𝑥 = 𝑥 olacak şekilde 1 ∈ 𝑋 olmalıdır. 

Tanım 3.7 𝑋 bir vektör uzayı olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için ‖. ‖: 𝑋 → ℝ dönüşümü aşağıdaki 

şartları sağlıyorsa, ‖. ‖ ye bir norm ve (𝑋, ‖. ‖)’ye de bir normlu uzay denir (Ocak, 

1998). 

 N1. ‖𝑥‖≥0  

N2.  ‖𝑥‖=0⟺𝑥= 0  

N3. ‖𝑎𝑥‖=|𝑎|‖𝑥‖ (𝑎 ∈ ℝ) 

N4. ‖𝑥+𝑦‖≤‖𝑥‖+‖𝑦‖ (üçgen eşitsizliği) 

Tanım 3.8 𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑑: 𝑋 x 𝑋 ⟶ 𝑅 fonksiyonu her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için, 

i. 𝑑(x; y) = 0 ⇔ x = y 

ii. 𝑑(x; y) = 𝑑(y; x) 

iii. 𝑑(x; y) ≤ 𝑑(x; z) + 𝑑(z; y) 

şartları sağlanıyorsa, 𝑑 ye 𝑋 üzerinde bir metrik ve (X, d) ye de bir metrik uzay 

denir (Maddox, 1969). 
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Tanım 3.9 Bir 𝐴 ⊂ ℝ kümesi verilsin. Bir 𝑚 reel sayısı, her 𝑥 ∈ 𝐴 için 𝑥 ≥ 𝑚 olursa 𝐴 

kümesi alttan sınırlıdır denir. Bu durumda, 𝑚 sayısına 𝐴 kümesinin bir alt sınırı denir. 

Eğer 𝑚, 𝐴 kümesinin bir alt sınırı ise herhangi bir 𝑚′ ≤ 𝑚 sayısı da 𝐴 kümesinin bir alt 

sınırıdır.  

Her 𝑥 ∈ 𝐴 için 𝑥 ≤ 𝑀 olacak şekilde bir 𝑀 reel sayısı varsa 𝐴 kümesine üstten 

sınırlıdır denir. Bu durumda 𝑀 sayısına 𝐴 kümesinin bir üst sınırı denir. Eğer 𝑀, 𝐴 

kümesinin bir üst sınırı ise 𝑀′ ≥ 𝑀 sayısıda 𝐴 kümesinin bir üst sınırıdır. 

Eğer 𝐴 kümesi hem üstten hem de alttan sınırlı, yani her 𝑥 ∈ 𝐴 için |𝑥| ≤ 𝑘 

olacak şekilde bir 𝑘 sayısı varsa bu kümeye sınırlıdır denir (Jain ve ark., 1986). 

Tanım 3.10 𝐴 boştan farklı bir küme olmak üzere bir 𝑀 sayısı için; 

           i. Her 𝑥 ∈ 𝐴 için 𝑥 ≤ 𝑀 

           ii. Her 𝜀 > 0 için bir 𝑥0 ∈ 𝐴 sayısı vardır öyle ki 𝑀 − 𝜀 < 𝑥0 

           şartları sağlanırsa 𝑀 sayısına 𝐴 kümesinin en küçük üst sınırı yada supremumu 

denir. Eküs(𝐴), sup(𝐴) veya sup𝑥∈𝐴𝑥 sembollerinden biri ile gösterilir. 

           Benzer şekilde, bir 𝑚 sayısı için; 

            i. Her 𝑥 ∈ 𝐴 için 𝑥 ≥ 𝑚 

           ii. Her 𝜀 > 0 için bir 𝑥0 ∈ 𝐴 vardır öyle ki 𝑥0 < 𝑚 + 𝜀 

         şartları sağlanırsa 𝑚 sayısına 𝐴 kümesinin en büyük alt sınırı ya da infimumu 

denir. 𝐴 kümesinin en büyük alt sınırı ebas(𝐴), inf(𝐴) veya inf𝑥∈𝐴𝑥 sembollerinden biri 

ile gösterilir (Jain ve ark., 1986). 

Tanım 3.11 𝐿 bir vektör uzayı ve 𝑋 ⊂ 𝐿 olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑎 skaleri için; 

𝐵 = {𝑧 ∈ 𝐿: 𝑧 = 𝑎𝑥 + (1 − 𝑎)𝑦, 0 ≤ 𝑎 ≤ 1} ⊂ 𝑋 

oluyorsa 𝑋’e konveks küme denir. Başka bir ifadeyle boş olmayan ve herhangi iki 

noktayı birleştiren doğru parçasını içeren küme konveks bir kümedir (Maddox, 1969). 



6 

 

 

Tanım 3.12 Bir vektör uzay üzerinde norm tanımlanmışsa bu uzaya normlu vektör 

uzayı denir. Normlu vektör uzayları (N, ‖. ‖) veya N ile gösterilir (Knopp, 1956). 

Tanım 3.13 𝑋 normlu vektör uzay olsun. 𝑋 uzayı norm metriğine göre tam ise 𝑋 e bir 

Banach uzayı denir (Maddox, 1969). 

Tanım 3.14 Bir uzayda alınan her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakınsak ise bu 

uzaya tam uzay denir (Maddox, 1969). 

Tanım 3.15 Bir 𝑋 kümesinin tüm alt kümelerinin kümesine 𝑋 in kuvvet kümesi denir. 

𝑃(𝑋) ile gösterilir (Balcı, 2012). 

Tanım 3.16 𝑋, 𝐹 cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. 〈, 〉: 𝑋x𝑋 ⟶ 𝐹 fonksiyonu 

aşağıdaki şartlar sağlıyorsa bu fonksiyonu iç çarpım (veya iç çarpım fonksiyonu) denir. 

a. 〈𝑥 + 𝑦, 𝑧〉 = 〈𝑥, 𝑧〉 + 〈𝑦, 𝑧〉 

b. 〈𝑎. 𝑥, 𝑦〉 = 𝑎〈𝑥, 𝑦〉 

c. 〈𝑥, 𝑦〉 = 〈𝑦, 𝑥〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

d. 〈𝑥, 𝑥〉 ≥ 0, 〈𝑥, 𝑥〉 = 0 ⟺ 𝑥 = 0 

üzerinde iç çarpımın tanımlandığı vektör uzayına iç çarpım uzayı denir. İç 

çarpım uzayı (𝑋, 〈 , 〉) ya da kısaca 𝑋 ile gösterilir (Bayraktar, 1982). 

Tanım 3.17 İç çarpım yardımıyla tanımlanan 𝑑 metriğine göre 𝑋 iç çarpım uzayı tam 

ise 𝑋’e Hilbert uzayı denir. Hilbert uzayları iç çarpım metriğine göre tam olan Banach 

uzaylarıdır (Bayraktar, 1982). 

Tanım 3.18 𝐿, 𝐹 üzerinde sıfırdan farklı bir vektör uzayı olsun. L nin herhangi bir 

bazındaki vektör sayısına 𝐿 nin (𝐹 üzerindeki ) boyutu denir. BoyL veya Boy𝐹𝐿 ile 

gösterilir. 𝐿 = {0} ise BoyL = 0 olarak tarif edilir. BoyL = 0 olması için gerek ve yeter 

şart 𝐿 = {0} olmasıdır. Bir vektör uzayının boyutu 0 veya pozitif bir tamsayı ise vektör 

uzayına sonlu boyutlu aksi halde sonsuz boyutlu denir (Bayraktar,1982). 

Tanım 3.19 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝜏 da 𝑋 in elemanlarından oluşan alt 

kümelerinin bir sınıfı olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanırsa 𝜏 ya 𝑋 üzerinde bir 

topoloji ve (𝑋, 𝜏) ikilisine ise bir topolojik uzay denir. 

T1. ∅, 𝑋 ∈ 𝜏 dır. 
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T2. 𝐺𝑘1,𝐺𝑘2 , … , 𝐺𝑘𝑛 ∈ 𝜏 ise ⋂ 𝐺𝑘ᵢ
𝑛

𝑖=1
∈ 𝜏.  

T3. Her 𝑖 ∈ ℕ için 𝐺𝑘𝑖 ∈ 𝜏, yani 𝜏 sınıfı⋃ 𝐺𝑘ᵢ ∈  𝜏𝑖∈𝐼
, yani 𝜏 sınıfı keyfi 

birleşime göre kapalıdır (Mucuk, 2010). 

Tanım 3.20 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay,  𝐴 ⊆ 𝑋 ve 𝒢 = {𝐺𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} de 𝑋 in alt kümelerinin 

bir sınıfı olsun. Eğer 𝒢 deki her bir 𝐺𝑖 kümesi açık ise 𝒢 ye açık örtü denir. 𝒢 sınıfının 𝐴 

yı örten sonlu adette kümesi varsa yani,  𝐴 ⊆ 𝐺𝑖1 ∪ …∪ 𝐺𝑖𝑛olacak şekilde 𝐺𝑖1 , … , 𝐺𝑖𝑛 ∈

𝒢 varsa 𝒢′ = {𝐺𝑖1 , … , 𝐺𝑖𝑛} sınıfına 𝒢 nin sonlu bir alt örtüsü denir (Mucuk, 2010). 

Tanım 3.21 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay, 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Eğer 𝐴 kümesinin her açık 

örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa 𝐴 ya bir kompakt küme denir.𝑋 in her açık 

örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa (𝑋, 𝜏) uzayına bir kompakt uzay denir (Mucuk, 

2010). 

Tanım 3.22 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzayı verilmiş olsun.𝑑 metriğine göre açık kümelerin 

ailesi 𝜏 olacak şekilde 𝑋 de bir 𝑑 metriği tarif edilebilirse (𝑋, 𝜏) uzayına metriklenebilir 

denir (Bayraktar, 1994). 

Tanım 3.23 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay,𝑥0 ∈ 𝑋 ve 𝑟 > 0 bir reel sayı olsun. 

a) 𝐷𝑟(𝑥0) = 𝐷(𝑥0; 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝑟}     (Açık yuvar) 

b) 𝐷̅𝑟(𝑥0) = 𝐷 ̅(𝑥0; 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑥, 𝑥0) ≤ 𝑟}    (Kapalı yuvar) 

Burada 𝑥0 merkezli 𝑟 yarıçaplı açık bir yuvar, merkeze olan uzaklığı 𝑟 den daha küçük 

olan 𝑋 e ait noktaların kümesidir (Bayraktar, 1994). 

Tanım 3.24 𝐴 boş olmayan bir küme olmak üzere bir 𝑛 ∈ ℕ için  

𝑓: 𝐴 ⟶ {1,2, … , 𝑛} 

birebir ve örten dönüşümü varsa 𝐴 ya sonlu küme denir. 𝐴 kümesi 𝑛 elemanlı 

olup ∅ boş küme sonlu küme olarak kabul edilir. Sonlu olmayan kümeye sonsuz küme 

denir (Jain ve ark., 1986). 

Tanım 3.25 Bir sonsuz küme ℕ doğal sayılar kümesine denk ise numaralanabilirdir. 

Sonlu ya da numaralanabilir kümeye sayılabilir küme denir (Jain ve ark., 1986). 

Teorem 3.26 Bir kümenin supremumu veya infimumu kümeye ait değilse kümenin bir 

yığılma noktasıdır (Balcı, 2011). 
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Teorem 3.27 Yakınsak bir dizinin her alt dizisi de yakınsaktır (Balcı, 2011). 

3.2. Küme Dizileri 

Tanım 3.28 𝑋 boştan farklı bir küme ve ℕ doğal sayılar kümesini göstermek üzere 

𝑓:ℕ ⟶ 𝑃(𝑋) şeklinde tanımlı fonksiyona her 𝑘 ∈ ℕ için 𝑃(𝑋) de bir  

𝑓(𝑘) = 𝐴𝑘 ∈ 𝑃(𝑋) kümesi belirler. Bu fonksiyonun değer kümesini oluşturan 𝐴𝑘 

kümelerinin oluşturduğu diziye küme dizisi denir. Burada 𝑃(𝑋) kümesi elemanları 𝑋 

kümesinden oluşan alt kümelerin sınıfıdır (Nuray ve Rhoades, 2012). 

Mesela; her 𝑛 ∈ ℕ için Ι𝑛 = {𝑥 ∈ ℝ ∶ 0 < 𝑥 <
1

𝑛
} = (0,

1

𝑛
) olsun. Buradan 

{Ι𝑛}𝑛=1
∞ , ℝ nin alt kümelerinin bir küme dizisidir. 

Ι1 = (0,1), Ι2 = (0,
1

2
), Ι3 = (0,

1

3
), … , Ι𝑛 = (0,

1

𝑛
) bir küme dizisidir. 

3.3. Küme Dizilerinin Yakınsaklığı 

Tanım 3.29 𝑋 bir küme, {𝐴𝑛} de 𝑋 kümesinin elemanlarından oluşan alt kümelerinin 

bir küme dizisi olsun. 

lim 𝑠𝑢𝑝𝐴𝑛 = ⋂ (⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑚=𝑛 )∞

𝑚=1   

lim 𝑖𝑛𝑓𝐴𝑛 = ⋃ (⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑚=𝑛 )∞

𝑚=1   

kümelerine sırası ile, {𝐴𝑛} küme dizisinin üst limiti ve alt limiti denir. Eğer  

lim 𝑠𝑢𝑝𝐴𝑛 = lim 𝑖𝑛𝑓𝐴𝑛 = 𝐴 

ise {𝐴𝑛} küme dizisi 𝐴 kümesine yakınsak ve limiti 𝐴 dır denir (Kuratowski, 1966). 

Örnek 3.30 Genel terimi 𝐴𝑛 = [−
1

𝑛
,
1

𝑛
] ile verilen küme dizisi her 𝑛 ∈ 𝑁 için 

 −
1

𝑛
< −

1

𝑛+1
<

1

𝑛+1
<

1

𝑛
  olduğundan {𝐴𝑛} dizisi azalan bir dizisidir. O halde, 

⋂ 𝐴𝑛 = 𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ …
∞
𝑛=1 = [−1,1] ∩ [−

1

2
,
1

2
] ∩ …∩ [−

1

𝑛
,
1

𝑛
] ∩ …= {0}            

yani  lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 = {0} olur. 

Örnek 3.31 Genel terimi 𝐴𝑛 = {1,2,3, … , 𝑛} ile verilen küme dizisi, 
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⋃ 𝐴𝑛 = ⋃ {1,2, … , 𝑛}∞
𝑛=𝑚

∞
𝑛=𝑚 = {1,2, … ,𝑚} ∪ {1,2, … ,𝑚,𝑚 + 1} ∪ …   

     = {1,2,3, …,m,m+1,…}= ℕ. 

limsup𝐴𝑛 = ⋂ (⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1 = ⋂ ℕ∞
𝑚=1 = ℕ.  

⋂ 𝐴𝑛 = {1,2, … ,𝑚} ∩ {1,2, … ,𝑚,𝑚 + 1} ∩ {1,2, … ,𝑚,𝑚 + 1,𝑚 + 2} ∩ …∞
𝑛=𝑚                                                            

                  ={1,2,3,…,m}= ℕ. 

liminf𝐴𝑛 = ⋃ (⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1  = ⋃ {1,2, … ,𝑚}∞
𝑚=1 = {1}∪ {1,2} ∪ …∪ {1,2, … ,𝑚} ∪

{1,2, … ,𝑚,𝑚 + 1} ∪ …    = {1, 2 ,...,n}= ℕ.

 

Şekil 3.1. Yakınsak olmayan küme dizileri için iç ve dış limitler 

3.4. Küme Dizilerinin Yakınsaklık Çeşitleri 

3.4.1. Kuratowski yakınsaklık (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve {𝐴𝑘} küme dizisi 𝑋 kümesinin 

elemanlarından oluşan 𝑋 in alt kümeleri olsun. Eğer;  

liminf𝐴𝑘 = limsup𝐴𝑘 = 𝐴 ise {𝐴𝑘} küme dizisi 𝐴 ya Kuratowski anlamından 

yakınsaktır denir. 𝐴𝑘 ⟶ 𝐴 veya 𝐴𝑘
𝑘
→ 𝐴 ya da 𝐾 − 𝑙𝑖𝑚𝐴𝑘 = 𝐴 ile gösterilir. Burada; 

        𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝐴𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑋: ℎ𝑒𝑟 𝑘 ∈ ℕ 𝑣𝑒 𝑥𝑘 ∈ 𝐴𝑘 𝑖ç𝑖𝑛  

               𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛 = 𝑋 𝑜𝑙𝑎𝑐𝑎𝑘 ş𝑒𝑘𝑖𝑙𝑑𝑒 𝑏𝑖𝑟 {𝑥𝑘} 𝑑𝑖𝑧𝑖𝑠𝑖 𝑣𝑎𝑟𝑑𝚤𝑟. } 

       𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝐴𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑋: ℎ𝑒𝑟 𝑛 ∈ ℕ 𝑣𝑒 𝑥𝑘𝑛 ∈ 𝐴𝑘𝑛𝑖ç𝑖𝑛  
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             𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘𝑛 = 𝑋 𝑜𝑙𝑎𝑐𝑎𝑘 ş𝑒𝑘𝑖𝑙𝑑𝑒 𝑏𝑖𝑟 {𝑥𝑘𝑛} 𝑑𝑖𝑧𝑖𝑠𝑖 𝑣𝑒 𝑏𝑖𝑟 {𝐴𝑘𝑛} 𝑎𝑙𝑡 𝑑𝑖𝑧𝑖𝑠𝑖 𝑣𝑎𝑟𝑑𝚤𝑟. } 

(Baronti ve Papini, 1986). 

Örnek 3.32 Genel terimi 𝐴𝑛 = (−∞,−1 − (
1

𝑛
)] ∪ [2 + (

1

𝑛
) ,∞) ile verilen bir küme 

dizisi ise, {𝐴𝑛} küme dizisi  𝐴 = (−∞,−1] ∪ [2,∞) kümesine Kuratowski anlamında 

yakınsaktır. Yani, 𝐴 = 𝐾 − lim𝐴𝑛 dir. 

Burada; 

𝐴1 = (−∞,−2]∪ [3,∞), 

𝐴2 = (−∞,−
3

2
]∪ [

5

2
, ∞), 

𝐴3 = (−∞,−
4

3
]∪ [

7

3
, ∞) ,… ,  𝐴𝑛 = (−∞,−1 − (

1

𝑛
)] ∪ [2 + (

1

𝑛
) ,∞) 

                                     lim
𝑛→∞

𝐴 = (−∞,−1] ∪ [2,∞) = 𝐴 

Örnek 3.33  𝑬𝒏 = {
(0,

1

n
) ; n tek ise

[
1

n
, 1); n çift ise

 

Şeklinde tanımlanan (En) dizisinin yakınsaklık durumu; 

An = (0,
1

2n−1
) ve 𝐵𝑛 = [

1

n
, 1) olmak üzere (𝐴𝑛) ve (𝐵𝑛) dizileri (𝐸𝑛) dizisinin alt 

dizileridir. {𝐴𝑛} küme dizisi A𝑛+1 ⊆ A𝑛 olduğundan azalan bir dizidir. Öyleyse; 

lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 = ⋂ 𝐴𝑛 = ∅
∞
𝑛=1   

(𝐵𝑛) küme dizisi B𝑛 ⊆ B𝑛+1 olduğundan artan bir dizidir. Öyleyse; 

lim
𝑛→∞

𝐵𝑛 = ⋃ 𝐵𝑛 = (0,1)
∞
𝑛=1   

(𝐸𝑛) dizisinin alt dizilerinin limiti birbirinden farklı olduğundan (𝐸𝑛) dizisinin limiti 

mevcut değildir. Yani; 

𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝En = ⋂ (⋃ En
∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1 = ⋂ (𝐸𝑚 ⋃ 𝐸𝑚+1 ∪ …)
∞
𝑚=1 = 𝐴 ∪ 𝐵  
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           𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝐸𝑛 = ⋃ (⋂ 𝐸𝑛 
∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1 = ⋃ (𝐸𝑚 ∩ 𝐸𝑚+1 ∩ …
∞
𝑚=1 ) = 𝐴 ∩ 𝐵  

olup 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝐸𝑛 ≠ 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓 𝐸𝑛  dir. 

3.4.2. Wijsman yakınsaklık (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay 𝐴 ve 𝐴𝑘, 𝑋 kümesinin 

elemanlarından oluşan 𝑋 in boş kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. Eğer her bir 

𝑥 ∈ 𝑋 için, 

lim
𝑘
𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) = 𝑑(𝑥, 𝐴) 

oluyorsa {𝐴𝑘} küme dizisi 𝐴 kümesine Wijsman anlamında yakınsaktır denir.  

𝐴𝑘
𝑤
→ 𝐴 veya 𝑊 − 𝑙𝑖𝑚𝐴𝑘 = 𝐴 ile (Baronti ve Papini, 1986).          

Örnek 3.34 Genel terimi, 

𝐴𝑘 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑘𝑦 = 0} 

ile verilen {𝐴𝑘} küme dizisi 𝑘 → ∞ iken x- eksenine (𝐴 = {(𝑥, 𝑦): 𝑦 = 0} Wijsman 

anlamında yakınsaktır. Yani 𝑊 − 𝑙𝑖𝑚𝐴𝑘 = 𝐴 dır.

 

 

Şekil 3.2. Wijsman yakınsaklık grafiği 

3.4.3. Hausdorff yakınsaklık (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, 𝐴 kümesi 𝑋 in kapalı bir 

altkümesi ve {𝐴𝑘}, 𝑋 kümesinin elemanlarından oluşan kapalı alt kümelerinin bir küme 

dizisi olsun. Eğer  

lim
𝑘→∞

|𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑥, 𝐴)| = 0𝑥∈𝑋
𝑠𝑢𝑝

 

oluyorsa, {𝐴𝑘} dizisi 𝐴 kümesine Hausdorff yakınsaktır denir. 
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𝐴𝑘
𝐻
→ 𝐴 veya 𝐻 − 𝑙𝑖𝑚𝐴𝑘 = 𝐴 ile gösterilir (Salinetti ve Wets, 1979). 

Örnek 3.35 Genel terimi 𝐴𝑛 = (−∞,−1 −
1

𝑛
] ∪ [2 +

1

𝑛
, +∞) ile verilen {𝐴𝑛} dizisi 

𝐴 = (−∞,−1] ∪ [2,+∞) kümesine Hausdorff anlamında yakınsaktır denir. 

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) =

{
 
 

 
 0                                                                               ,              𝑥 ≤ −1 −

1

𝑛
 𝑖𝑠𝑒

𝑚𝑖𝑛 {|𝑥 − (−1 −
1

𝑛
)| , |𝑥 − (2 +

1

𝑛
)|}             ,    − 1 −

1

𝑛
< 𝑥 < 2 +

1

𝑛

0                                                                               ,                  𝑥 ≥ 2 +
1

𝑛
 𝑖𝑠𝑒

 𝑖𝑠𝑒 

𝑑(𝑥, 𝐴) = {
0                                      ,                    𝑥 ≤ −1

𝑚𝑖𝑛{|𝑥 + 1|, |𝑥 − 2|}          ,      − 1 < 𝑥 < 2             
0                                  ,                    𝑥 ≥ 2

 

olduğu için lim
𝑛→∞

|𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) − 𝑑(𝑥, 𝐴)| = 0𝑥∈ℝ
𝑠𝑢𝑝

 elde edilir. Bu da {𝐴𝑛} dizisinin 𝐴 

kümesine Hausdorff anlamında yakınsak olduğunu gösterir. 

3.4.4. Mosco yakınsaklık Eğer lim𝑖𝑛𝑓 𝐴𝑛 = 𝑤 − lim𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 = 𝐴 ise {𝐴𝑛} küme dizisi 

𝐴 kümesine Mosco anlamında yakınsaktır denir. (𝐴𝑛
𝑀
→ 𝐴) ile gösterilir. Burada;  

𝑊 − limsup
𝑛→∞

𝐴𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑘 ∈ ℕ için 𝑥𝑛𝑘 → 𝑥 olacak şekilde 𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝐴𝑛𝑘dizisi ve {𝐴𝑛𝑘} 

alt dizisi vardır} (Baronti ve Papini, 1986). 

Örnek 3.36 Genel terimi 𝐴𝑛 = {(𝑥, 𝑦): 𝑦 =
𝑥

𝑛
 , 𝑥 ∈ 𝑅} ile verilen küme dizisi 

𝐴 = {(𝑥, 0): 𝑥 ∈ 𝑅} ya Mosco anlamında yakınsaktır. Yani, 𝐴 = 𝑀 − lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 dır. 

 

 

Şekil 3.3.  Mosco yakınsaklık grafiği 



13 

 

 

 

3.4.5. Fisher yakınsaklık {𝐴𝑛} küme dizisi aşağıdaki şartları sağlarsa 𝐴 kümesine 

Fisher anlamında yakınsaktır denir. 𝐴𝑛
𝐹
→ 𝐴 ile gösterilir. 

i. Her 𝜀 > 0 verildiğinde 𝑛 > 𝑛𝜀 için 𝑑(𝐴𝑛, 𝐴) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛𝜀 sayısı 

vardır. 

ii. Her 𝜀 > 0 ve 𝑥 ∈ 𝐴 için, 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛 > 𝑛(𝜀,𝑥) sayısı 

vardır (Baronti ve Papini, 1986). 

Örnek 3.37 ℝ de genel terimi 𝐴𝑛 = [−𝑛, 𝑛] olarak verilen küme dizisi 𝐴𝑛
𝐹
→ℝ 

olduğundan 𝐴𝑛 küme dizisi ℝ ye Fisher anlamında yakınsaktır denir (Baronti ve Papini, 

1986). 

Not 3.38 Aksi belirtilmedikçe 𝐴 kümesini ve 𝐴𝑛 küme dizisini eğer yakınsak ise, 

Conveks ya da boştan farklı ya da sınırlı bir normlu uzayda düşünebiliriz (Baronti ve 

Papini, 1986). 

Not 3.39 Elbette 𝐴𝑛
𝑘
→ 𝐴 limiti de bazen belirsizliğe sahiptir. Böyle durumlarda daha 

güçlü bir yakınsama kavramı kullanıldığında kapalı olmayan küme dizileri için 𝐴𝑛 ⟶ 𝐴 

iken 𝐴𝑛 → 𝐴 tanımlarız. Fakat bu yolla limitin tekliği tamamen kaybolur (Baronti ve 

Papini, 1986). 

Not 3.40 Fisher ve Hausdorff yakınsaklıkları yeterli derecede n ‘ler için, 𝐴𝑛 = ∅ ise 

𝐴𝑛 → ∅ dir. Tersi de her zaman doğrudur. Eğer boştan farklı bir kümenin limiti varsa 

yakınsaklığın tüm türlerini, dizinin genel yakınsaklığına indirgendiğinde 𝐴𝑛 tektir 

(Baronti ve Papini, 1986). 

Teorem 3.41 Hausdorff anlamından yakınsak her küme dizisi, Fisher anlamında, 

Wijsman anlamında, Kuratowski anlamında her zaman yakınsaktır. Ayrıca bazı 

normlu uzaylar da Mosco anlamında yakınsak ise Kuratowski anlamında da yakınsak 

olur (Baronti ve Papini, 1986). 
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İspat: Hausdorff ⟹ Fisher: (𝐴𝑛) küme dizisinin hausdorff anlamında yakınsak 

olduğunu kabul edelim. Yani, lim
𝑘→∞

|𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑥, 𝐴)| = 0𝑥∈𝑋
𝑠𝑢𝑝

 olduğunu kabul edelim. 

Fisher yakınsaklığının (ii) şartından; her 𝜀 > 0 ve 𝑥 ∈ 𝐴 için, 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) < 𝜀 olacak 

şekilde bir 𝑛 > 𝑛(𝜀,𝑥) sayısı var olduğundan sağlanır. 

Fisher ⟹ Wijsman: (𝐴𝑛) küme dizisinin Fisher anlamında yakınsak olduğunu 

kabul edelim. Yani, her 𝜀 > 0 verildiğinde 𝑛 > 𝑛𝜀 için 𝑑(𝐴𝑛, 𝐴) < 𝜀 olacak şekilde bir 

𝑛𝜀 ve 𝑥 ∈ 𝐴 için, 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛 > 𝑛(𝜀,𝑥) sayısının olduğunu kabul 

edelim. Eğer 𝐴 = ∅ ise her n için 𝐴𝑛 = ∅ dir. Şimdi 𝐴 ≠ ∅ olsun; 𝜀 > 0 olsun 

𝑑(𝑥, 𝐴) = 𝑑 kümesi için 𝑥 ∈ 𝑋 verilsin. Her 𝑛 > 𝑛𝜀 için 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴𝜀 vardır. Böylece 

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) ≥ 𝑑(𝑥, 𝐴𝜀) dır.  

Her A için 𝑑(𝑥, 𝐴𝜀) = max (0, 𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝜀) ve her 𝜀 > 0 ve 𝑥 ∈ 𝑋 dir. Bu 

nedenle 𝑛 > 𝑛𝜀 için 𝑑 ≤ 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) + 𝜀 olur. Bunun anlamı 𝑑 ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) dır. 

𝑦 ∈ 𝐴: 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑑 + 𝜀 eşitsizliğini yakınsak seçersek  𝑛  ifadesi her 𝑛 > 𝑛  için  

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) < 𝜀 vardır. Böylece 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝐴𝑛) < 𝑑 + 2𝜀. Sonuç 

olarak lim sup𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) ≤ 𝑑 + 2𝜀  𝑑𝚤𝑟. Ayrıca 𝜀 keyfi olduğundan lim sup 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) ≤

𝑑 dır. Bunlardan lim𝑑(𝑥, 𝐴) = 𝑑 olduğu görülür. 

Wijsman ⟹ Kuratowski: (𝐴𝑛) küme dizisinin Wijsman anlamında yakınsak 

olduğunu kabul edelim. Yani, lim
𝑛
𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) = 𝑑(𝑥, 𝐴) sağlansın. Eğer 𝐴 = ∅ ise her x 

için lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) = ∞ dır. Buradan limsup
𝑛→∞

𝐴𝑛 = ∅ ya da  An
k
→ A anlamına gelir. 

Şimdi 𝐴 ≠ ∅ osun 𝑥 ∈ 𝐴 yani 0 = 𝑑(𝑥, 𝐴) = lim 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) alabiliriz. Bunun anlamı 𝑥 ∈

liminf
𝑛→∞

𝐴𝑛  yani 𝐴 ⊂ 𝑙𝑖𝑚𝐴𝑛 dir. Şimdi 𝑥 ∈ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝐴𝑛 ya da lim 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) = 0 alalım. An

w
→ A olduğundan 𝑑(𝑥, 𝐴) = lim𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) = 0 böylece 𝑥 ∈ 𝐴.  

𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴 ⊂ 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓 𝐴𝑛 den, An
k
→ A olur. Kabul edelim ki 𝑋 normlu 

lineer uzay ise Mosco anlamında yakınsak ise Kuratowski yakınsaklığını gerektirir. Bu 

𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓 𝐴𝑛 ⊂ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 ⊂ 𝑊 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝐴𝑛 = 𝐴 = 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝐴𝑛 olduğu açıktır. 
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Teorem 3.42 (𝐶𝑛), X normlu uzayında konveks altkümelerinin bir alt dizisi olsun. 

Fisher yakınsaklığı tanımından (i) koşulu yani Her 𝜀 > 0 verildiğinde 𝑛 > 𝑛𝜀 için 

𝑑(𝐴𝑛, 𝐴) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛𝜀 sayısı var ve Cn
k
→ C sağlanırsa Cn

M
→ C olur. 

Buradan eğer Fisher anlamında yakınsak ise Mosko anlamında da yakınsaktır (Baronti 

ve Papini, 1986).        

İspat: {Cn} küme dizilerinin 𝐶 kümesine Kuratowski anlamında yakınsak olduğunu 

kabul edelim. Yani liminf𝐶𝑘 =limsup𝐶𝑘 = 𝐶 olsun. O zaman {𝑥𝑛𝑘} dizisini alalım, 𝑘 ∈

ℕ için 𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝐶𝑛𝑘, böylece 𝑥𝑛𝑘 → 𝑥 dır. 𝜀 > 0, yeterince büyük 𝑘 için 𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝐶
𝜀 vardır. 

Buradan Fisher yakınsaklığın (i) koşulu sağlanır. Yani her 𝜀 > 0 verildiğinde 𝑛 > 𝑛𝜀 

için 𝑑(𝐶𝑛, 𝐶) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛𝜀 sayısı vardır. Fakat 𝐶𝜀  kapalı ve konvekstir. 

Bunun anlamı 𝑥 ∈ 𝐶𝜀 dır. Böylece 𝑥 ∈ ⋂ 𝐶𝜀 = C𝜀>0 . Bu nedenle; 

𝑤 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝐶𝑛 ⊂ 𝐶 = 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝐶𝑛 

dir. Öyleyse 𝐶𝑛 dizisi 𝐶 kümesine Mosco anlamında yakınsaktır.    

Sonuç 3.43 {𝐶𝑛}, X normlu uzayında konveks kümelerin bir alt dizisi olsun ve C 

kümesi için Fisher yakınsaklığının (i) şartının sağlandığını kabul edelim. O halde C 

kümesine yakınsaklığı ile ilgili; Fisher anlamında yakınsak olması için gerekli ve yeterli 

şart Kuratowski anlamında yakınsak olması, Kuratowski anlamında yakınsak olması 

için gerekli ve yeterli şart Mosco anlamında yakınsak olması, Mosco anlamında 

yakınsak olması için gerekli ve yeterli şart Wijsman anlamında yakınsak olmasıdır. 

3.5. Artan ve Azalan Monoton Küme Dizileri 

Tanım 3.44 {A𝑛}, 𝑋 kümesinin elemanlarından oluşan altkümelerinin bir dizisi olsun. 

Her 𝑛 ∈ ℕ için A𝑛+1 ⊆ A𝑛 oluyorsa {A𝑛} dizisi azalan bir küme dizisidir. 

𝐴 = ⋂ A𝑛
∞
𝑛=1  ise A𝑛 ↓ 𝐴 ile gösterilir (Papadimitrakis, 2004). 

 Mesela; 𝛪𝑛 = [−
1

𝑛
,
1

𝑛
]  küme dizisi, Ι𝑛+1 ⊆ Ι𝑛 olduğundan 𝛪𝑛 azalan bir küme 

dizisi ve ⋂ Ι𝑛
∞
𝑛=1 = Ι𝑛 dır. 

Tanım 3.45 {A𝑛}, 𝑋 kümesinin elemanlarından oluşan altkümelerinin bir dizisi olsun. 

Her 𝑛 ∈ ℕ için A𝑛 ⊆ A𝑛+1 oluyorsa {A𝑛} dizisi artan küme dizisi olur. Bu durumda; 

𝐴 = ⋃ A𝑛
∞
𝑛=1  ise A𝑛 ↑ 𝐴 ile gösterilir (Papadimitrakis, 2004). 
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Mesela; 𝛪𝑛 = [1 +
1

𝑛
, 5 −

2

𝑛
]  küme dizisi, Ι𝑛 ⊆ Ι𝑛+1 olduğundan 𝛪𝑛 dizisi artan 

bir küme dizisi ve ⋃ 𝐼𝑛
∞
n=1 = 𝐼𝑛 dır. 

Teorem 3.46 {𝐴𝑛} küme dizilerinin azalan bir dizisi olsun, her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛+1 

ise  An
K
→ A = ⋂ An

∞
n=1  dir. Genellikle An

w
→ A değildir (Baronti ve Papini, 1986). 

İspat: X = ℓ2 ve her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐴𝑛 = {𝑒𝑛, 𝑒𝑛+1, … } alalım. Ayrıca 𝐴𝑛 küme dizisinin 

kapalı örtüsü 𝐶𝑛 olarak tanımlansın. 𝜃 ∈ 𝑤 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝐴𝑛, 𝜃 ∉ 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝐴𝑛 dır. 

Elbette Mosco anlamında 𝐴𝑛 ↛ ⋂ 𝐴𝑛 = ∅
∞
𝑛=1  dır. Çünkü 𝑥 = {

1

√2
,
1

√4
, … ,

1

2
𝑛
2

, … }, ise 

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) = 2 (1 −
1

2
𝑛
2

) → 2 ≠ 𝑑(𝑥, ∅) dır. Tersine , 𝐶𝑛
𝑀
→{𝜃} ise  

(𝐶𝑛küme dizisi C kümesine Fisher anlamında yakınsak değildir) aynı kümeleri X =

ℓ1 alırsak ⋂ 𝐶𝑛 = ∅
∞
𝑛=1  ve 𝑑(𝜃, 𝐶𝑛) = 1 < 𝑑(𝜃, ∅) = ∞ dır. Buradan Wijsman 

anlamında 𝐶𝑛 ↛ ∅ iken Mosco anlamında 𝐶𝑛 → ∅ dır. 

Teorem 3.47 Azalan konveks dizilerin, sınırlı ve boştan farklı {𝐶𝑛} kümeleri için, Cn
w
→ C = ⋂ 𝐶𝑛

∞
𝑛=1  dır (Baronti ve Papini, 1986). 

İspat: Önermenin ispatını adım adım açıklayalım; 

i. Eğer dim(𝑥) = ∞ ise, her 𝑛 ∈ ℕ için bir (𝑥𝑛) dizisi seçebiliriz. Öyle ki her 𝑛 

ve 𝑚 için ‖𝑥𝑛‖ = Ι = ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ dir. 

ii. 𝐴 = {𝑥𝑛; 𝑛 ∈ ℕ} bir küme ve (𝑥𝑛) dizisi yukarıdaki gibi verilsin.  

𝑥 ∈ 𝑋 − 𝐵(𝜃, 1) alalım. O zaman ⋂ 𝐴𝑛 = {𝑥}∞
𝑛=1  olur. Burada 𝐴𝑛, 𝑠 (𝑥,

1

𝑛
)⋃{𝑥𝑖; 𝑖 > 𝑛} 

kümelerinin kapalı konveks örtüsüdür. Eğer (i) doğru değilse;  zaten 𝐵(𝜃, 1) de {𝑥𝑛} 

seçmek mümkün. Öyle ki her 𝑛 ve 𝑚 için ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ ∈ [1,2] dır. Bu ispatın doğru 

olmadığını gösterir. Tersine ii. Şartı doğru değilse 𝑋 reflexivedir.  

iii. 𝑋′in bir reflexive Banach uzayı olması için gerekli ve yeterli şart boştan farklı, 

sınırlı, kapalı ve konveks dizilerinin azalan olmasıdır. 

Teorem 3.48 Eğer 𝑋 normlu ve {𝐴𝑛} konveks kümelerin artan bir dizisi ise o zaman 𝐴𝑛
𝑀
→ (⋃ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1 ) dir (Baronti ve Papini, 1986). 
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İspat: Konveks olma şartının gerekli olduğunu kabul edersek konveks kümelerin 

monoton dizisi için bunu göstermek mümkündür. Buradaki 𝐴𝑛 küme dizisi için her 𝑛 

için 𝐴 ⊂ 𝐴𝑛 yeterlidir. Eğer bu sağlanırsa 𝐴𝑛 dizisi Fisher ve Hausdorff anlamında da 𝐴 

kümesine yakınsaktır. 

Teorem 3.49 An
F
→ A yakınsak ve 𝐴 kompakt bir küme ise An

H
→ A dır. An

k
→ A, Fisher 

yakınsaklığının (i) şartı sağlanır ve A kompakt ise An
M
→ A dır. Özellikle An

F
→ A ve A 

kompakt ise An
M
→ A dır (Baronti ve Papini, 1986). 

İspat: İlk olarak ε > 0, yeterince büyün n’ ler için 𝑑(𝐴𝑛, 𝐴) < 𝜀 Fisher anlamındaki 

yakınsaklığın (i). Şartının sağlandığını kabul edelim. Yeterince büyük en’ler için 𝐴 ⊄

(𝐴𝑛)
𝜀 olsun. Öyleyse her n∈ ℕ için 𝑑(𝑥𝑛, 𝐴𝑛) ≥ 𝜀 olacak şekilde 𝑥𝑛 ∈ 𝐴 seçebiliriz. 

𝑥 ∈ 𝐴 için 𝑥𝑛𝑘 → 𝑥 seçelim; böylece yeterince büyük k’lar için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛𝑘) >
𝜀

2
 olur. Bu 

ise Fisher anlamında yakınsaklığın (ii) şartı ile çelişir. Böylece yeterince büyük n ler 

için 𝐴 ⊂ (𝐴𝑛)
𝜀 olur. Bu ise 𝐴𝑛 küme dizisinin 𝐴 kümesine Hausdorff anlamında 

yakınsak olduğunu gösterir. 

İkinci olarak da 𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝐴𝑛𝑘  olduğunu kabul edelim. Yeterince büyük n’ler için 

(𝜀 > 0) 𝐴𝑛𝑘 ⊂ 𝐴𝜀 aynı zamanda ‖𝑥𝑛𝑘 − 𝑎𝑛𝑘‖ → 0 olacak şekilde (𝑎𝑛𝑘) ∈ 𝐴 seçebiliriz. 

Eğer a, (𝑎𝑛𝑘) dizisi için nokta kümesi ise aynı zaman (𝑥𝑛𝑘) da nokta kümesidir. 

Böylece 𝑤 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝐴𝑛 ⊂ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝐴𝑛 = 𝐴, olacağından 𝐴𝑛 küme dizisi 𝐴 kümesine 

Mosco anlamında yakınsaktır. 
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Çizelge 3.1. Küme dizilerinin yakınsaklık çeşitleri arasındaki ilişki 

 Normal Kümeler Konveks kümeler 

Genel durum  Fisher ⇒ Mosco 

Hilbert uzaylar Mosco ⇒ Wijsman Wijsman ⇒ Mosco 

dim (𝑥) < ∞ 

(Hilbert gerekli değil) 

Kuratowski ⇒ Mosco  

lim 𝑑(𝐴𝑛, 𝐴) Fisher⇔Kuratowski⇔Wijsman Kuratowski⇔ Mosco 

𝐴𝑛 ↗ (dim (𝑥) < ∞) 

(veya X Hilbert 

olmasın) 

Kuratowski, Wijsman, Fisher 

şartları sağlanır. 

Mosko şartı sağlanır. 

𝐴𝑛 ↘ (dim (𝑥) < ∞) 

(veya X Hilbert 

olmasın) 

Kuratowski şartı sağlanr. Mosko şartı sağlanır. 

𝐴𝑛 → 𝐴 (Kompakt) Hausdorff ⇔ Fisher ⟹Mosco  

𝐴𝑛 ⊂ 𝐾𝑛 > 𝑛 için 

kompakt 

Kuratowski ⟺ Hausdorff  

3.6. Kümelerin Cebiri 

Bu kısımda bir 𝑋 kümesinin elemanlarından oluşan 𝑋 in alt kümelerinin 

𝜎 −cebirini inceleyeceğiz. 

Tanım 3.50 𝑋 kümesinin elemanlarından oluşan alt kümelerinin herhangi bir kümesi 𝒜 

olsun. Öyleyse 𝒜 ya 𝑋 in alt kümelerinin bir sınıfı denir (Papadimitrakis, 2004). 
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Tanım 3.51 𝑋 boştan farklı bir küme olsun. 𝑋 in elemanlarından oluşan bir 𝒜 sınıfı için 

aşağıdaki özellikler sağlanırsa bu 𝒜 sınıfına 𝑋 üzerinde bir cebirdir denir. 

i. 𝑋 ∈ 𝒜 

ii. Her 𝐴 ∈ 𝒜 için 𝐴𝑐 = 𝑋\𝐴 ∈ 𝒜 

iii. 𝑛 ∈ ℕ için 𝐴𝑛 ∈ 𝒜 ⇒ ⋃ 𝐴𝑛 ∈
∞
𝑛=1 𝒜 olursa 𝒜 cebirine bir 𝜎 −cebiri denir  

(Papadimitrakis, 2004). 

Örnek 3.52 𝑋 = ℕ, 𝒜 = {∅, {1,3,5, … ,2𝑛 − 1,… }, {2,4,6, … ,2𝑛,… }, ℕ} alınırsa 𝒜, 𝑋 

üzerinde bir 𝜎-cebiridir (Balcı, 2012). 

Örnek 3.53 {∅, X} kümesi, X in alt kümelerinin bir 𝜎 −cebiridir (Balcı, 2012). 

Örnek 3.54 Eğer boştan ve X den farklı A ∈ X için {∅, 𝐴, 𝐴𝑐, 𝑋} kümesi X in 

altkümelerinin bir 𝜎-cebiridir(Balcı, 2012). 

Örnek 3.55 P(X), X in tüm altkümelerinin ailesi ise, X in altkümelerinin bir 

𝜎 −cebiridir (Balcı, 2012). 

Teorem 3.56 En az 𝑋 ve ∅ kümelerini içeren 𝑋 in her 𝜎-cebir ise; 

i. Sonlu birleşimi altında kapalıdır. 

ii. Sayılabilir kesişimleri altında kapalıdır. 

iii. Sonlu kesişimleri altında kapalıdır. 

iv. Ayrık kümeler altında kapalıdır. (Papadimitrakis, 2004). 

İspat: 𝒜, 𝑋 in altkümelerinin 𝜎-cebiri olsun. Her 𝑛 ≥ 2 için A ∈ 𝒜, 𝐴1 = 𝐴 ve 𝐴𝑛 =

𝐴𝑐 alalım. Öyleyse 𝑋 = 𝐴 ∪ 𝐴𝑐 = ⋃ 𝐴𝑛 ∈ 𝒜
∞
𝑛=1  ve ayrıca 

 ∅ = 𝑋𝑐 ∈ 𝒜 dir. 

i. A1,A2, A3, … , AN ∈ 𝒜 olsun. ⋃ 𝐴𝑛
𝑁
𝑛=1 = ⋃ 𝐴𝑛 ∈ 𝒜

∞
𝑛=1  verilirse her 𝑛 > 𝑁 

için 𝐴𝑛 = 𝐴𝑁 düşünebiliriz. 
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ii. Her n∈ ℕ için 𝐴𝑛 ∈ 𝒜 olsun. Öyleyse ⋂ 𝐴𝑛 = (⋃ 𝐴𝑛
𝑐∞

𝑛=1 )𝑐∞
𝑛=1 ∈ 𝒜. 

iii. A1, A2, … , AN ∈ 𝒜 olsun. ⋂ 𝐴𝑛 = (⋃ 𝐴𝑛
𝑐𝑁

𝑛=1 )𝑐 ∈𝑁
𝑛=1 𝒜 dır. 

iv. 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒜 olsun 𝐴 ∖ 𝐵 = 𝐴⋂𝐵𝑐 ∈ 𝒜 dır. 

Örnek 3.57 X sayılamayan bir küme olsun. 

                  A1 = {A ⊂ X: A sayılabilir} 

𝐴2 = {A ⊂ X: A sayılabilir veya X ∖ A sayılabilir} 

sınıfları X üzerinde 𝜎-cebiri midir inceleyelim; X ∈ A1 olduğundan 𝐴1 sınıfı 𝑋 üzerinde 

𝜎-cebiri değildir. Xc = ∅ sayılabilir olduğundan 𝑋 ∈ 𝐴2 dir.  

Keyfi 𝐴 ∈ 𝐴2 için 𝑋 ∖ 𝐴 ∈ 𝐴2 olduğunu gösterelim. 

𝐴 ∈ 𝐴2 ⟹ 𝐴 sayılabilir ((𝑋 ∖ 𝐴)𝑐 = 𝐴 yani 𝑋 ∖ 𝐴 ∈ 𝐴2). 

𝐴 ∈ 𝐴2 ⟹ 𝑋 ∖ 𝐴 sayılabilir ve (𝑋 ∖ 𝐴 ∈ 𝐴2). 

Her n ∈ ℕ için 𝐴𝑛 ∈ 𝐴2 olsun⋃ 𝐴𝑛 ∈ 𝐴2
∞
𝑛=1  olduğunu gösterelim burada üç durum söz 

konusudur; 

            i. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐴𝑛 ∈ 𝐴2 sayılabilir olsun. Bu durumda ⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1  sayılabilirdir. 

Yani ⋃ 𝐴𝑛 ∈ 𝐴2
∞
𝑛=1  olur. 

            ii. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐴𝑛
𝑐 ∈ 𝐴2 sayılabilir olsun. 

Bu durumda ⋂ 𝐴𝑛
𝑐 = (⋃ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1 )𝑐∞

𝑛=1  sayılabilirdir. Dolayısıyla ⋃ 𝐴𝑛 ∈ 𝐴2
∞
𝑛=1  dır. 

            iii. 𝐵 =  {𝐴𝑛; 𝐴𝑛sayılabilir } 

      𝐴 = {𝐴𝑛; 𝐴𝑛
𝑐sayılabilir } ile tanımlayalım. 

⋃ 𝐴𝑛 = (⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 )⋃(⋃ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1 )∞

𝑛=1   

yazılabilir. 

(⋃ An
∞
n=1 )c = (⋂ An

c∞
n=1 )⋂(⋂ An

c∞
n=1 ) ⊂ ⋂ An

c∞
n=1   
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dur. C sınıfına ait olan 𝐴𝑛 kümelerinin An
c
 tümleyenler sayılabilir olduğundan 

⋂ An
c∞

𝑛=1  sayılabilirdir. Sayılabilir bir kümenin her alt kümesi sayılabilir olacağından 

(⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 )𝑐 sayılabilirdir. Dolayısıyla ⋃ 𝐴𝑛 ∈ 𝐴2

∞
𝑛=1  sağlanır. Dolayısıyla 𝐴2 sınıfı 𝑋 

üzerinde 𝜎-cebiridir. 

3.7. Kümelerin Ölçümü 

Tanım 3.58 𝑋 bir küme ve 𝒜 da 𝑋 üzerinde bir 𝜎 − cebir olsun. Bir 𝜇 fonksiyonu 𝒜 

sigma cebiri üzerinde ve [0, +∞] aralığında değerli sayılabilir toplamsal ise 𝒜 daki 

ayrık kümelerin her sonsuz {𝐴𝑖} küme dizisi için; 

𝜇(⋃ 𝐴𝑖
∞
𝑖=1 ) = ∑ 𝜇(𝐴𝑖)

∞
𝑖=1   

dir. Öyleyse 𝜇(𝐴𝑖) her i için negatif değildir. 𝒜 da bir ölçüm olan 𝜇:𝒜 → [0,+∞] 

fonksiyonu 𝜇(∅) = 0 ve sayılabilir toplamsaldır. Diyelim ki 𝒜, 𝑋 kümesi üzerinde bir 

cebir olsun (𝜎 − cebir olmasın). Bir 𝜇 fonksiyonu, 𝒜 cebiri ve [0, +∞] aralığında 

değerli sonlu toplamsal ise 𝒜 daki her ayrık kümenin her sonlu 𝐴1, … , 𝐴𝑛 dizisi için; 

𝜇(⋃ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 ) = ∑ 𝜇(𝐴𝑖)

𝑛
𝑖=1   

olur. 𝒜 cebiri üzerinde bir sonlu toplamsal ölçü 𝜇:𝒜 → [0,+∞] fonksiyonu ise 𝜇(∅) =

0 ve sonlu toplamsaldır. Her sayılabilir toplamsal ölçüm sonlu toplamsaldır. 

𝐴1, … , 𝐴𝑛 sonlu dizisini 𝑖 > 𝑛 ise 𝐴𝑖 = ∅ verilirse sonsuz bir {𝐴𝑖} dizisine 

genişletmemiz yeterlidir. O zaman 𝜇(∅) = 0 dır. Bununla birlikte sonlu toplamsal 

ölçüler sayılabilir değildir. Sonlu toplamsallık ilk başta sayılabilir toplamsallıktan daha 

genel bir özellik gibi görünebilir. Ancak sayılabilir toplamsal ölçüler bir yandan 

neredeyse tüm uygulamalar için yeterlidir. Diğer yandan sonlu toplamsal ölçülere göre 

çok daha güçlü bir integrasyon teorisini destekler (Cohn, 2010). 

Tanım 3.59 𝑋 bir küme, 𝒜 ise 𝑋 üzerinde bir 𝜎 − cebir ve 𝜇, 𝒜 da bir ölçüm ise 

(𝑋,𝒜, 𝜇) üçlüsüne ölçü uzayı denir. Aynı şekilde, 𝑋 bir küme ve 𝒜, 𝑋 üzerinde bir 𝜎 − 

cebir ise (𝑋,𝒜) çiftine bir ölçülebilir uzay denir. Eğer (𝑋,𝒜, 𝜇) bir ölçüm uzayı ise o 

zaman söyleyebiliriz ki 𝜇, (𝑋,𝒜) üzerinde bir ölçüdür (Cohn, 2010). 

Örnek 3.60 𝒜 = 𝑃(𝑋) = 2𝑥 olsun. Her 𝐴 ∈ 𝒜  için; 
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𝜇(𝐴) = {
𝐴 𝑑𝑎𝑘𝑖 𝑘ü𝑚𝑒 𝑠𝑎𝑦𝚤𝑠𝚤 , 𝐸ğ𝑒𝑟 𝐴 𝑠𝑜𝑛𝑙𝑢 𝑖𝑠𝑒
∞                                     , 𝐸ğ𝑒𝑟 𝐴 𝑠𝑜𝑛𝑠𝑢𝑧 𝑖𝑠𝑒

 

tarafından tanımlanan 𝜇 bir ölçümdür (Mukherjea ve Pathoven, 1984).  

           Yani; 𝐴 ∈ 𝒜 olmak üzere 𝒜 = 𝑃(𝑋) olduğundan 𝐴 ∈ 𝑃(𝑋) dir. Eğer 𝐴 = ∅  ise 

𝐴 sayılabilir olduğundan 𝜇(𝐴) = 0 dır. Eğer 𝐴 ≠ ∅ ise ; 𝐴 sonlu ise 𝑠(𝐴) > 0 dır. 𝐴 

sonsuz ise 𝑠(𝐴) = ∞ olduğundan 𝜇(𝐴) = ∞ ≥ 0 dır. 

i. 𝐴 ∈ 𝒜 olmak üzere 𝐴 = ∅ ise 𝜇(𝐴) = 𝜇(∅) = 0 dır. 

ii. (𝐴𝑘)𝑘=1
𝑛 = 𝒜, 𝒜 kümesi üzerinde ikişer ikişer ayrık olan sonlu bir küme 

dizisi olsun. Bu durumda her 𝑘 = 1,2,3, … . 𝑛 − 1 için 𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑘+1 = ∅ dır. 

𝑠(𝐴𝑘 ∪ 𝐴𝑘+1) = 𝑠(𝐴𝑘) + 𝑠(𝐴𝑘+1) − 𝑠(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑘+1) = 𝑠(𝐴𝑘) + 𝑠(𝐴𝑘+1) olur. 

Daha genel olarak, 𝑠(⋃ 𝐴𝑘
𝑛
𝑘=1 ) = ∑ 𝑠(𝐴𝑘)

𝑛
𝑘=1  olmak üzere 𝜇(⋃ 𝐴𝑘

𝑛
𝑘=1 ) = ∑ 𝜇(𝐴𝑘)

𝑛
𝑘=1  

dır. (𝐴𝑛)𝑛=1
∞  , 𝒜 kümesi üzerinde ikişer ikişer ayrık olsun. 𝐴𝑛 ∩ 𝐴𝑛+1 = ∅ olmak üzere 

𝑠(⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ) = ∑ 𝑠(𝐴𝑛)

∞
𝑛=1  olduğundan 𝜇(⋃ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1 ) = ∑ 𝜇(𝐴𝑛)

∞
𝑛=1  olur ki bu durumda 

𝜇 bir ölçümdür. 

Tanım 3.61 ℝ de her 𝐸 kümesinin ölçüsü sonlu ise 𝜇 ye bir sonlu ölçü denir  

(Halmos, 1950). 

            Mesela; 𝑋 ≠ ∅ ve 𝒜 = 𝑃(𝑋) olsun. Her 𝐸 ∈ 𝒜 için 𝜇(𝐸) = 0 biçiminde 

tanımlanan 𝜇 fonksiyonu bir sonlu ölçü veya 𝜎-sonlu ölçüdür. 

Teorem 3.62 (𝑋,𝒜, 𝜇) ölçülebilir bir uzay ise; 

i. Eğer 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 ∈ 𝒜, ikili gruplar halinde ayrık ve ⋃ 𝐴𝑖 ∈
𝑛
𝑖=1 𝒜 olmak 

üzere 𝜇(⋃ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 ) = ∑ 𝜇(𝐴𝑖)

𝑛
𝑖=1  olur. (Bu 𝜇 nin sonlu toplamsal olduğunu gösterir) 

ii. Eğer 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒜 için 𝐴 ⊆ 𝐵 olursa 𝜇(𝐴) ≤ 𝜇(𝐵) sağlanır. Bu 𝜇 nün monoton 

olduğunu gösterir (Aliprantis, 1998). 
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İspat: 

i. Eğer 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 ∈ 𝒜, ⋃ 𝐴𝑖 ∈ 𝒜
𝑛
𝑖=1  ikili ayrık kümeler ise 𝑖 > 𝑛 için 𝐴𝑖 = ∅ 

olur. O zaman {𝐴𝑖} küme dizisi ⋃ 𝐴𝑖 = ⋃ 𝐴𝑖 ∈ 𝒜
𝑛
𝑖=1

∞
𝑖=1  sağlayan 𝒜 nın ayrık küme 

dizisi olur. Böylece 𝜇 nün 𝜎 −toplamı ile, 

𝜇(⋃ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 ) = 𝜇(⋃ 𝐴𝑖

∞
𝑖=1 ) = ∑ 𝜇(𝐴𝑖) = ∑ 𝜇(𝐴𝑖)

𝑛
𝑖=1

∞
𝑖=1   

ise 𝜇(∅) = 0 olduğunu gösterir. 

              ii. 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒜 için 𝐴 ⊆ 𝐵 olur. 𝐵 ∖ 𝐴 = ⋃ 𝐶𝑖
𝑛
𝑖=1  gibi 𝒜 nın 𝐶1, … , 𝐶𝑛 ayrık 

kümelerinin bir sonlu koleksiyonu seçelim. Buradan,  

𝐵 = 𝐴 ∪ (𝐵 ∖ 𝐴) = 𝐴 ∪ 𝐶1 ∪ …∪ 𝐶𝑛, 𝒜 nın ayrık kümelerinin sonlu birleşimidir. 

Böylece 𝜇(𝐵) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐶1) + ⋯+ 𝜇(𝐶𝑛) ≥ 𝜇(𝐴) olur. 

Teorem 3.63 (𝑋,𝒜, 𝜇) ölçülebilir bir uzay ve 𝐴 ⊆ 𝐵 olmak üzere 𝒜 ya ait olan 𝑋 in alt 

kümeleri 𝐴 ve 𝐵 olsun. O zaman 𝜇(𝐴) ≤ 𝜇(𝐵) dir. Eğer  𝜇(𝐴) < ∞ ise 𝜇(𝐵 − 𝐴) =

𝜇(𝐵) − 𝜇(𝐴) dır.  

İspat 𝐴 ve 𝐵 − 𝐴 kümeleri ayrık olduğundan 𝐵 = 𝐴 ∪ (𝐵 − 𝐴) olur. Böylece 𝜇 

nın toplanabilirliğinden, 𝜇(𝐵) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐵 − 𝐴) olur. 𝜇(𝐵 − 𝐴) ≥ 0 olduğundan, 

𝜇(𝐴) ≤ 𝜇(𝐵) dur. 𝜇(𝐴) < ∞ durumundan, 𝜇(𝐵) − 𝜇(𝐴) = 𝜇(𝐵 − 𝐴) olur. 

𝜇, (𝑋,𝒜) ölçülebilir uzayı üzerinden bir ölçüm olsun. Eğer 𝜇(𝑥) < ∞ ise 𝜇 

sonlu bir ölçüdür. Eğer ∀ 𝑖 için 𝜇 (𝐴𝑖)< ∞ ve 𝒜 ya ait 𝐴1, 𝐴2, … küme dizilerinin bir 

birleşimi ise 𝜎 −sonlu ölçümdür. Daha genel olarak  𝒜 dan alınan bir küme 𝜇 altında 

sonlu ölçüme sahip ve 𝒜 daki küme dizilerinin birleşimi ise 𝜇 altında 𝜎 −sonludur. 

(𝑋,𝒜, 𝜇) ölçüm uzayı eğer 𝜎 −sonlu veya sonlu ise 𝜎 −sonlu veya sonlu olarak 

adlandırılır. Bu yapıların çoğu ve temel özellikleri her ölçüm için geçerlidir.  

Birkaç önemli teorem için, ancak ilgili ölçümlerin sonlu ve 𝜎 −sonlu olduğunu 

kabul etmemiz gerekir. 

Eğer (𝑋,𝒜, 𝜇) ölçüm uzayı 𝜎 −sonlu ise 𝒜 ya ait ayrık kümelerin {𝐵𝑖} küme 

dizilerinin birleşimi ve 𝜇 ölçümü altında sonludur. {𝐵𝑖} küme dizisi 𝜎 −sonlu olarak 
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tanımlandığından {𝐴𝑖} küme dizisini oluşturabiliriz. Buradan 𝐵1 = 𝐴1 ve eğer 𝑖 > 1 ise 

𝐵𝑖 = 𝐴𝑖 − (⋃ 𝐴𝑗
𝑖−1
𝑗=1 ) dir (Cohn, 2010).  

Teorem 3.64 𝒜 bir 𝑋 kümesinin alt kümelerinden oluşan bir cebir olsun. {𝐴𝑖}, 𝒜 

içinde bir küme dizisi ise 𝒜 içinde ikişer ayrık olan bir {𝐵𝑖} küme dizisi vardır ve  

⋃ 𝐵𝑖 = ⋃ 𝐴𝑖
∞
𝑖=1

∞
𝑖=1   

olur. 

İspat {𝐴𝑖}, 𝒜 içinde bir dizi olsun. 𝐴1 = 𝐵1 ve her 𝑛 ≥ 2 için  

𝐵𝑛 = 𝐴𝑛 − (⋃ 𝐴𝑖
𝑛−1
𝑖=1 ) = 𝐴𝑛 ∩ 𝐴1

𝑐 ∩ 𝐴2
𝑐 ∩ …∩ 𝐴𝑛−1

𝑐   

olarak tanımlansın; 

i. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐵𝑛 ∈ 𝒜 olur çünkü, 𝒜, tümleyen ve sonlu kesişim altında 

kapalıdır. 

ii. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐵𝑛 ⊂ 𝐴𝑛. 

iii. 𝐵𝑛 kümeleri ikişer ayrıktır yani 𝑚 < 𝑛 olduğunu varsayalım. 𝐵𝑚 ⊂ 𝐴𝑚 

olduğundan, 

𝐵𝑚 ∩ 𝐵𝑛 ⊂ 𝐴𝑚 ∩ 𝐵𝑛 

= 𝐴𝑚 ∩ [𝐴𝑛 ∩ 𝐴1
𝑐 ∩ …∩ 𝐴𝑚

𝑐 ∩ …∩ 𝐴𝑛−1
𝑐 ] 

= (𝐴𝑚 ∩ 𝐴𝑚
𝑐 ) ∩ … 

= ∅ ∩ … 

= ∅ 

iv. ⋃ 𝐵𝑖 = ⋃ 𝐴𝑖
∞
𝑖=1

∞
𝑖=1  her 𝑖 ∈ ℕ için 𝐵𝑖 ⊂ 𝐴𝑖 olduğundan, ⋃ 𝐵𝑖 ⊂ ⋃ 𝐴𝑖

∞
𝑖=1

∞
𝑖=1  dır. 

Tersini ispatlayalım, 𝑥 ∈ ⋃ 𝐴𝑖
∞
𝑖=1  olsun. Açıktır ki 𝑥, 𝐴𝑖 kümelerinin en az 

birinde olmalıdır. 𝑛, 𝑥 ∈ 𝐴𝑖 olan en küçük 𝑖 değeri olsun. Bu durumda 𝑥 ∈ 𝐵𝑛 ve 

böylece 𝑥 ∈ ⋃ 𝐵𝑖
∞
𝑖=1  dir. Buradan ⋃ 𝐵𝑖 ⊃ ⋃ 𝐴𝑖

∞
𝑖=1

∞
𝑖=1  olur (Jain ve ark., 1986). 
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Teorem 3.65 {𝐴𝑖: 𝑖 ∈ ℕ}, ölçülebilir kümelerin artan bir küme dizisi ve  𝐴𝑖 ⊂ 𝐴𝑖+1 ise  

𝜇(⋃ 𝐴𝑖
∞
𝑖=1 ) = lim

𝑖→∞
𝜇(𝐴𝑖) dir. 

{𝐴𝑖: 𝑖 ∈ ℕ}, ölçülebilir kümelerin azalan bir küme dizsi ise 𝐴𝑖 ⊃ 𝐴𝑖+1 ve 

𝜇(𝐴1) < ∞ olur. Bu durumda 𝜇(⋂ 𝐴𝑖
∞
𝑖=1 ) = lim

𝑖→∞
𝜇(𝐴𝑖) dır (John K. Hunter, 2011) 

İspat {𝐴𝑖: 𝑖 ∈ ℕ}, ölçülebilir kümelerin artan bir küme dizisi ve 𝐵𝑖 = 𝐴𝑖+1 ∖ 𝐴𝑖 ise 

{𝐵𝑖: 𝑖 ∈ ℕ}, benzer birleşimleri ile ayrık bir küme dizisidir. Böylece 𝜇 nün sayılabilir 

toplamı ile; 

𝜇(⋃ 𝐴𝑖
∞
𝑖=1 ) = 𝜇(⋃ 𝐵𝑖

∞
𝑖=1 ) = ∑ 𝜇(𝐵𝑖)

∞
𝑖=1   

dir. Üstelik 𝐴𝑖 = ⋃ 𝐵𝑖
𝑗
𝑖=1  olduğundan, 

𝜇(𝐴𝑗) = ∑ 𝜇(𝐵𝑖)
𝑗
𝑖=1   

olur. Bunun anlamı ise ∑ 𝜇(𝐵𝑖)
∞
𝑖=1 = lim

𝑗→∞
𝜇(𝐴𝑗) dir. Böylece 𝐴𝑖 ⊂ 𝐴𝑖+1 ise 

𝜇(⋃ 𝐴𝑖
∞
𝑖=1 ) = lim

𝑖→∞
𝜇(𝐴𝑖) olduğu ispatlanır.  

𝜇(𝐴1) < ∞ ve {𝐴𝑖} küme dizisi azalan ise {𝐵𝑖 = 𝐴1 ∖ 𝐴𝑖} artan ve 

𝜇(𝐵𝑖) = 𝜇(𝐴1) − 𝜇(𝐴𝑖) olur. Bir önceki sonucu takip edersek, 

𝜇(⋃ 𝐵𝑖
∞
𝑖=1 ) = lim

𝑖→∞
𝜇(𝐵𝑖) = 𝜇(𝐴1) − lim

𝑖→∞
𝜇(𝐴𝑖)  

olur. Bundan dolayı,  

⋃ 𝐵𝑖 = 𝐴1 ∖ ⋂ 𝐴𝑖
∞
𝑖=1

∞
𝑖=1  ,   𝜇(⋃ 𝐵𝑖

∞
𝑖=1 ) = 𝜇(𝐴1) − 𝜇(⋂ 𝐴𝑖

∞
𝑖=1 ) 

 olur.  

Örnek 3.66 Genel terimi her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐸𝑛 = (𝑛,∞) ile verilen küme dizisi ölçülebilir 

kümelerin bir azalan dizisidir yani öyle ki her 𝑛 ∈ ℕ için 𝜇(𝐸𝑛) = ∞ ve ⋂ 𝐸𝑛 =
∞
𝑛=1

∅ dir. Böylece 𝜇(⋃ 𝐸𝑖
∞
𝑖=1 ) = lim

𝑛→∞
𝜇(𝐸𝑛) olur. (Jain ve ark., 1986) 

Örnek 3.67 Bazı 𝑛 değerleri için 𝜇(𝐴𝑛) < ∞ şartı sağlanmazsa 𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛+1 olduğunda 

1 ≤ 𝑛 < ∞ için 𝐴𝑛 ∈  𝒜, 𝜇(𝐴1) < ∞ ve 
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⋂ 𝐴𝑛 ∈ 𝒜
∞
𝑛=1  ise 𝜇(⋂ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1 ) = lim

𝑛→∞
(𝐴𝑛) 

eşitliğinin sağlanmadığını gösterelim (Mukherjea ve Pathoven, 1984).  

             𝑋 = 𝑅 ve 𝐴𝑛 = (𝑛,∞) için 𝒜 = 𝑃(𝑋) ve 𝜇 sayılabilir bir ölçüm olsun. 

 Her n∈ ℕ için  𝐴1 = (1,∞), 𝐴2 = (2,∞), 𝐴3 = (3,∞)… olmak üzere 

⋂ 𝐴𝑛 = ∅
∞
𝑛=1  olduğunda 𝜇(⋂ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1 ) = 0 olur. Fakat her 𝑛 için, 𝜇(𝐴𝑛) = ∞ 

olduğundan dolayı 𝜇(⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ) ≠ lim

𝑛→∞
𝜇(𝐴𝑛) olur. Bu da 𝐴𝑛 = (𝑛,∞) kümelerinden 

bazı 𝐴𝑛 ler için 𝜇(𝐴1) < ∞ olmadıkça bu eşitlik sağlanmaz. 

Teorem 3.68 {𝐸𝑖} ölçülebilir kümelerin bir dizisi ise  

𝜇(lim𝑖𝑛𝑓𝐸𝑖) ≤ lim𝑖𝑛𝑓𝜇(𝐸𝑖). 

Ayrıca, bir 𝑝 ∈ ℕ için 𝜇(⋃ 𝐸𝑖
∞
𝑖=𝑝 ) < ∞ ise, 

𝜇(lim𝑠𝑢𝑝𝐸𝑖) ≥ lim𝑠𝑢𝑝𝜇(𝐸𝑖) 

(Jain ve ark., 1986).  

İspat 𝐹𝑛 = ⋂ 𝐸𝑖
∞
𝑖=1  olsun. Tanımdan,  

lim𝑖𝑛𝑓𝐸𝑖 = ⋃ 𝐹𝑛
∞
𝑛=1 . 

Dikkat edilirse {𝐹𝑛} ölçülebilir kümelerin bir artan küme dizisidir. Dolayısıyla,  

𝜇(⋃ 𝐹𝑛
∞
𝑛=1 ) = lim

𝑛→∞
𝜇(𝐹𝑛)  

𝜇(lim𝑖𝑛𝑓𝐸𝑖) = lim
𝑛→∞

𝜇(𝐹𝑛) 

𝑛 ∈ ℕ sabitlensin. Bu durumda her 𝑘 ∈ ℕ için 𝐹𝑛 ⊂ 𝐹𝑛+1 ve böylece 𝜇(𝐹𝑛) ≤ 𝜇(𝐸𝑛+𝑘) 

dır. O halde 

𝜇(𝐹𝑛) ≤ lim𝑖𝑛𝑓
k→∞

𝜇(𝐸𝑛+𝑘) = lim𝑖𝑛𝑓𝐸𝑖. 

Bu her 𝑛 ∈ ℕ için doğru olduğundan  

lim
𝑛→∞

𝜇(𝐹𝑛) ≤ lim𝑖𝑛𝑓𝜇(𝐸𝑖) 
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yani, 

𝜇(lim𝑖𝑛𝑓𝐸𝑖) ≤ lim𝑖𝑛𝑓𝜇(𝐸𝑖) 

olur. Şimdi bir 𝑝 ∈ ℕ için 𝜇(⋃ 𝐸𝑖
∞
𝑖=𝑝 ) < ∞,  𝜇(lim𝑠𝑢𝑝𝐸𝑖) ≥ lim𝑠𝑢𝑝𝜇(𝐸𝑖) olduğunu 

gösterelim. 𝐹𝑛 = ⋃ 𝐸𝑖
∞
𝑖=𝑛  olsun,  

lim𝑠𝑢𝑝𝐸𝑖 = ⋂ 𝐹𝑛
∞
𝑛=1   

olur. Dikkat edilirse {𝐹𝑛} ölçülebilir kümelerin bir azalan küme dizisidir. 𝑛 ∈ ℕ 

sabitlensin, dolayısıyla  

𝜇(⋂ 𝐹𝑛
∞
𝑛=1 ) = lim

𝑛→∞
𝜇(𝐹𝑛)  

𝜇(lim𝑠𝑢𝑝𝐸𝑖) = lim
𝑛→∞

𝜇(𝐹𝑛) 

olur. Bu durumda her 𝑘 ∈ ℕ için 𝐹𝑛+1 ⊂ 𝐹𝑛 ve böylece 𝜇(𝐹𝑛+𝑘) ≤ 𝜇(𝐸𝑛) olur. O halde 

𝜇(𝐹𝑛) ≥ lim𝑠𝑢𝑝
k→∞

𝜇(𝐸𝑛) = lim𝑠𝑢𝑝𝐸𝑖 

dir. Bu her 𝑛 ∈ ℕ için doğru olduğundan  

lim
𝑛→∞

𝜇(𝐹𝑛) ≥ lim𝑠𝑢𝑝𝜇(𝐸𝑖) 

yani, 

𝜇(lim𝑠𝑢𝑝𝐸𝑖) ≥ lim𝑠𝑢𝑝𝜇(𝐸𝑖). 

Örnek 3.69 𝒜 cebiri üzerinde sonlu toplamsal bir ölçüm 𝜇 olsun. 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒜 için, 

i. 𝐴 ⊂ 𝐵 ise 𝜇(𝐴) ≤ 𝜇(𝐵) olur. Yani, 

𝐴, 𝐵 ∈ 𝒜 ve 𝐴 ⊂ 𝐵 olmak üzere 𝐵 = 𝐴 ∪ (𝐵 − 𝐴) olarak yazarsak 𝐴1 = 𝒜,  

𝐴2 = 𝐵 − 𝐴, 𝑛 > 2 için 𝐴𝑛 = ∅ ise o zaman 𝜇 sayılabilir toplamsal olur öyleyse 

𝜇(𝐵) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐵 − 𝐴) ifadesinden 𝜇(𝐴) ≤ 𝜇(𝐵) elde edilir. 

ii. 𝜇(𝐴 ∪ 𝐵) + 𝜇(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐵) olduğunu gösterelim, 
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ölçümün iii. özelliğinden dolayı (𝐴𝑛)𝑛=1
∞  dizisi ikişerli ayrık olacağından 

toplamsal olarak yazabiliriz. Yani, 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 − 1 için 𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑘+1 = ∅ ve  

𝐴1 = 𝒜,𝐴2 = 𝐵 olmak üzere 𝜇(𝐴1 ∪ 𝐴2) = ∑ 𝐴𝑘 = 𝜇(𝐴1) + 𝜇(𝐴2)𝑘=1  olur. Buradan 

da 𝜇(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝜇(𝐴1) + 𝜇(𝐵) olduğu açıktır. 

 iii. Eğer 𝐴 ⊂ 𝐵 ve 𝜇(𝐴) ise 𝜇(𝐵 − 𝐴) = 𝜇(𝐵) − 𝜇(𝐴) dır. Gösterecek olursak, 

𝐴 ⊂ 𝐵 ise 𝐵 = 𝐴 ∪ (𝐵 − 𝐴) ve 𝜇(𝐴) < ∞ olmak üzere 𝜇(𝐵) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐵 − 𝐴) 

ifadesinden 𝜇(𝐵) − 𝜇(𝐴) = 𝜇(𝐵 − 𝐴) elde edilir (Mukherjea ve Pathoven, 1984).  

Örnek 3.70 Sonlu toplanabilir 𝜇 ölçümü için, eğer 𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛+1, 1≤ 𝑛 < ∞ olacak 

şekilde  𝐴𝑛 ∈ 𝒜, 𝜇(𝐴1) < ∞ ve ⋂ 𝐴𝑛 ∈
∞
𝑛=1  𝒜 ise o zaman                       

𝜇(⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ) = lim

𝑛→∞
𝜇(𝐴𝑛) nin sayılabilir bir ölçüm olmadığını gösterelim (Mukherjea 

ve Pathoven, 1984). 

𝑋 = ℤ+ = {1,2, … } ve 𝐴 ⊂ 𝑋 alalım. 𝐴𝑛 = {𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2,… } olmak üzere 

𝐴1 = {1,2,3, … }, 𝐴2 = {2,3,4… }, 𝐴3 = {3,4,5… }… için ⋂ 𝐴𝑛 = ∅
∞
𝑛=1  olduğundan 

𝜇(⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ) = 0 olur. Ayrıca 𝐴𝑛 kümesi sonsuz olduğundan 𝜇(𝐴𝑛) = ∞ olduğundan 

ölçümü sayılabilir bir ölçüm değildir. 

Örnek 3.71 𝒜 cebiri üzerinde bir ölçüm 𝜇 ve 𝐴 ∈ 𝒜, her 𝐸 ∈ 𝒜 için,  

𝜇𝐴(𝐸) = 𝜇(𝐴 ∩ 𝐸) olmak üzere {𝐸 ∈ 𝐴: 𝐸 ⊂ 𝐴} cebiri üzerinde 𝜇𝐴 bir ölçümdür. Yani, 

i. 𝐸 ∈ 𝐴 olmak üzere 𝐸 ⊂ 𝐴 olduğunu biliyoruz. O halde 𝐸 = ∅ için 

 𝜇𝐴(∅) = 𝜇(𝐴 ∩ ∅) = 𝜇(∅) = 0. 

ii. 𝐸 ∈ 𝐴 ve 𝐸 ⊂ 𝐴 için 𝐴 ∩ 𝐸 = 𝐸 olduğundan, 

𝜇𝐴(𝐸) = 𝜇(𝐴 ∩ 𝐸) = 𝜇(𝐸) ≥ 0 olur. 

iii. 𝜇 bir ölçüm olduğundan 𝜇(⋃ 𝐸𝑛
∞
𝑛=1 ) = ∑ 𝜇(𝐸𝑛)

∞
𝑛=1  olduğunu biliyoruz. O 

halde 𝜇𝐴(⋃ 𝐸𝑛
∞
𝑛=1 ) = 𝜇(𝐴 ∩ (⋃ 𝐸𝑛

∞
𝑛=1 )) 

𝜇𝐴(⋃ 𝐸𝑛
∞
𝑛=1 ) = 𝜇𝐴(⋃ (𝐴 ∩ 𝐸𝑛)

∞
𝑛=1 ), (her 𝑛 için 𝐸𝑛 ⊂ 𝐴 olduğundan) 

                      =  𝜇(⋃ 𝐸𝑛
∞
𝑛=1 ),  
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o halde 𝜇𝐴 bir ölçümdür (Mukherjea ve Pathoven, 1984).  
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4. ARAŞTIRMA SONUÇLARI ve TARTIŞMA 

4.1. Yakınsak Küme Dizilerinin Ölçümü 

Tanım 4.1 (𝑋,𝒜) bir ölçülebilir uzay olsun. 𝒜 sınıfı üzerinde tanımlı negatif olmayan, 

genişletilmiş reel değerli ve sayılabilir bir 𝜇 fonksiyonu; 

i. 𝜇(∅) = 0 

ii. 𝒜 nın ikişer ikişer ayrık ve yakınsak her {𝐴𝑛} artan küme dizisi için 

lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 = 𝐴 iken 𝐴 ∈ 𝒜 ve ⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ∈ 𝒜 olmak üzere  

𝜇(⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ) = 𝜇 ( lim

𝑛→∞
𝐴𝑛) = 𝜇(𝐴)  

özellikleri sağlanırsa bu fonksiyona ölçülebilir yakınsak küme dizisi denir. 

Tanım 4.2 (𝑋,𝒜) bir ölçülebilir uzay olsun. 𝒜 sınıfı üzerinde tanımlı negatif olmayan, 

genişletilmiş reel değerli ve sayılabilir bir 𝜇 fonksiyonu; 

i. 𝜇(∅) = 0 

ii. 𝒜 nın ikişer ikişer ayrık ve yakınsak her {𝐴𝑛} azalan küme dizisi için 

lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 = 𝐴 iken 𝐴 ∈ 𝒜 ve ⋂ 𝐴𝑛 ∈
∞
𝑛=1 𝒜 olmak üzere 

𝜇(⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ) = 𝜇 ( lim

𝑛→∞
𝐴𝑛) = 𝜇(𝐴)  

özellikleri sağlanırsa bu fonksiyona ölçülebilir yakınsak küme dizisi denir. 

Teorem 4.3 (𝑋,𝒜, 𝜇) bir ölçü uzayı olsun. {𝐴𝑛}, 𝒜’daki konveks kümelerin yakınsak 

artan bir dizisi ve 

𝜇(⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ) = lim

𝑘→∞
𝜇(𝐴𝑛) = 𝜇(𝐴)  

şartı sağlanırsa {𝐴𝑛} küme dizisi ölçülebilirdir. 

İspat: {𝐴𝑛} Artan küme dizisinin 𝐴𝑛 → (⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ) olduğunu göstermiştik. Şimdi bu 

kümenin ölçülebilir olduğunu gösterelim; 

Bazı n’ler için 𝜇(𝐴𝑛) = +∞ ise 𝜇(⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ) = +∞ olur. Her n için 



31 

 

 

𝜇(𝐴𝑛) < ∞ olduğunu kabul edelim. 

𝑀1 = 𝐴1 ve 𝑛 > 1 için 𝑀𝑛 = 𝐴𝑛 ∖ 𝐴𝑛−1 

Burada 𝑀𝑛 dizi 𝒜 daki kümelerin ikişerli ayrık dizisi olur. Ayrıca 

𝐴𝑛 = ⋃ 𝑀𝑘
𝑛
𝑘=1  ve ⋃ 𝐴𝑛 = ⋃ 𝑀𝑛

∞
𝑛=1

∞
𝑛=1  

olduğunu söyleyebiliriz. 𝜇 bir ölçü fonksiyonu olduğundan  

𝜇(⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ) = 𝜇(⋃ 𝑀𝑛

∞
𝑛=1 ) = ∑ 𝜇(𝑀𝑛) = lim

𝑚→∞
∑ 𝜇(𝑀𝑛)
𝑚
𝑛=1

∞
𝑛=1 =  

         = 𝜇(𝑀1) + lim
𝑚→∞

∑ 𝜇(𝑀𝑛) = 𝜇(𝑀1) + lim
𝑚→∞

∑ 𝜇(𝐴𝑛 ∖ 𝐴𝑛−1)
𝑚
𝑛=2

𝑚
𝑛=2   

         = 𝜇(𝑀1) + lim
𝑛→∞

∑ 𝜇(𝐴𝑛) − 𝜇(𝐴𝑛−1) = 𝜇(𝐴1) + lim
𝑚→∞

[𝜇(𝐴𝑚) −
𝑚
𝑛=2

                             𝜇(𝐴1)]  

         = lim
𝑚→∞

𝜇(𝐴𝑚) = 𝐴 

bulunur. Öyleyse 𝜇 ölçü foksiyonu üzerinde tanımlı 𝐴 kümesine yakınsak olan {𝐴𝑛} 

küme dizisi ölçülebilirdir. 

Örnek 4.4 𝑋 = ℤ = {…− 3, −2,−1,0,1,2,3, … } ve 𝒜 ⊂ 𝑃(𝑋) olsun 

𝐵𝑛 = {−𝑛,… ,−1,0,1, … , 𝑛} genel terimi ile verilen yakınsak küme dizisi 

 𝒜 = {{−𝑛,… ,−1, ,0,1, … , 𝑛} , ∅,⋃ 𝐸𝑘
∞

𝑘=1
, 𝐸𝑘 ˈ , (⋃ 𝐸𝑘

∞

𝑘=1
)ʹ} sınıfı üzerinde bir 

𝜎 −cebirdir. Yani;  

I. 𝑋 = {𝐵𝑛} alırsak, {𝐵𝑛} ∈ 𝒜 olur. 

II. Her 𝐸𝑘 ∈ 𝒜 için ⋃ 𝐸𝑘 ∈ 𝒜
∞

𝑘=1
 dir. 

⋃ 𝐸𝑘
∞

𝑘=1
 için; 

𝐸1 = {−1,0,1} = 𝐵1, 

𝐸1 ∪ 𝐸2 = {−1,0,1} ∪ {−2,−1,0,1,2} = 𝐵2, 

… 

𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪ …∪ 𝐸𝑛 = 𝐵𝑛 dir. 
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III. Her 𝐸 ∈ 𝒜 için 𝐸𝑐 = 𝐵𝑛 ∖ 𝐸 ∈ 𝒜 dir. 

{𝐵𝑛 ∖ 𝐵1} = {−𝑛, … , −1, ,0,1, … , 𝑛} ∖ {−1,0,1} 

{𝐵𝑛 ∖ 𝐵2} =  {−𝑛,… ,−1, ,0,1, … , 𝑛} ∖ {−2,−1,0,1,2} 

{𝐵𝑛 ∖ 𝐵} = {−𝑛,… ,−1, ,0,1, … , 𝑛} ∖ {−3,−2,−1,0,1,2,3 } 

lim 
𝑛 → ∞

{𝐵𝑛}ˈ = 𝐵1ˈ ∩ 𝐵2ˈ ∩ 𝐵3ˈ ∩ … = ∅ dir. Böylece 𝜎 −cebir olma şartları sağlanmış 

olur. Öyleyse (𝐵𝑛) küme dizisi ölçülebilirdir. 

Şimdi yakınsak (𝐵𝑛) küme dizisinin ölçümünü gösterelim;           

            Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐵𝑛 ⊂ 𝐵𝑛+1 olduğundan (𝐵𝑛) artan bir küme dizisidir. O halde  

⋃ 𝐵𝑛
∞
𝑛=1 = {−1,0,1} ∪ {−2,−1,0,1,2} ∪ …∪ {−𝑛, …− 1,0,1, … 𝑛}  

lim
𝑛→∞

𝐵𝑛 = ⋃ 𝐵𝑛
∞
𝑛=1 = ℤ olur.  

             𝐸1 = 𝐵1 ve 𝑛 > 1 olmak üzere 𝐸𝑛 = 𝐵𝑛\𝐵𝑛−1 küme dizisini alalım (burada 𝐸𝑛 

küme dizisi 𝒜 daki kümelerin ikişer ikişer ayrık küme dizisidir). 

 𝐸1 = 𝐵1 = {−1,0,1} 

𝐸2 = 𝐵2\𝐵1 = {−2,−1,0,1,2} \{−1,0,1, } = {−2,2} 

𝐸3 = 𝐵3\𝐵2 = {−3,−2,−1,0,1,2,3} \{−2,−1,0,1,2} = {−3,3} 

 …  

𝐸𝑛 = 𝐵𝑛\𝐵𝑛−1 = {−𝑛,… ,−1,0,1,… , 𝑛} \{−(𝑛 − 1),… ,−1,0,1, … (𝑛 − 1)} =

{−𝑛, 𝑛} olur. Buradan, 

𝜇(𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪ …∪ 𝐸𝑛) 

= 𝜇({−1,0,1} ∪ {−2,2} ∪ …∪ {−𝑛, 𝑛}) = 𝜇({−1,0,1} + {−2,2} + ⋯+ {−𝑛, 𝑛}) 

= 𝜇{−1,0,1} + lim
𝑛→∞

(𝜇{−2,2} + 𝜇{3,3} + ⋯+ 𝜇{−𝑛, 𝑛}) 

= 𝜇{−1,0,1} + lim
𝑛→∞

(𝜇{−2,−1,0,1,2} − 𝜇{−1,0,1} + ⋯+ 𝜇{−𝑛,… ,−1,0,1,… , 𝑛}

− 𝜇{−(𝑛 − 1),… ,−1,0,1, … , (𝑛 − 1)}) 
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= 𝜇(𝐵1) + lim
𝑛→∞

(𝜇(𝐵2) − 𝜇(𝐵1) + 𝜇(𝐵3) − 𝜇(𝐵2) + ⋯+ 𝜇(𝐵𝑛) − 𝜇(𝐵𝑛−1)) 

= 𝜇(𝐵1) − 𝜇(𝐵1) + lim
𝑛→∞

𝜇(𝐵𝑛) = lim
𝑛→∞

𝜇(𝐵𝑛) = 𝜇(⋃ 𝐵𝑛
∞
𝑛=1 ) = 𝜇(ℤ) = 𝜇(𝐵𝑛)  

dir. (𝐵𝑛) küme dizisi sonsuz bir küme olduğundan 𝜇(𝐵𝑛)=∞ olur. Öyleyse 𝜇 

ölçümü sayılabilir bir ölçüm değildir. 

 

Şekil 4.1. Yakınsak artan küme dizisi 

Teorem 4.5 (𝑋,𝒜, 𝜇) bir ölçü uzayı olsun. Yakınsak  {𝐶𝑛} küme dizisi, 𝒜’daki konveks 

kümelerin sınırlı ve azalan bir dizisi ise  

𝜇(⋂ 𝐶𝑛
∞
𝑛=1 ) = lim

𝑘→∞
𝜇(𝐸𝑘) = 𝜇(𝐶𝑛)  

şartını sağlayan {𝐶𝑛} küme dizisi ölçülebilirdir. 

İspat: p, 𝜇(𝐶𝑝) < ∞ koşulunu sağlayan en küçük doğal sayı olsun. Bu durumda 

her 𝑚 ≥ 𝑝 için 𝜇(𝐶𝑚) < ∞ dir.  

𝐶 = ⋂ 𝐶𝑚
∞
𝑚=1    ve   𝐾𝑚 = 𝐶𝑚 − 𝐶𝑚+1 

burada 𝐾𝑚 küme dizisi 𝒜 kümesinde ölçülebilir ve ikişerli ayrıktır; ayrıca  
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𝐶𝑝 − 𝐶 = ⋃ 𝐾𝑚
∞
𝑚=𝑝   

eşitliği doğrudur. Buradan  

𝜇(𝐶𝑝 − 𝐶) = ∑ 𝜇(𝐾𝑚) = ∑ 𝜇(𝐶𝑚 − 𝐶𝑚+1)
∞
𝑚=𝑝

∞
𝑚=𝑝   

𝐶 ⊂ 𝐶𝑝 ve 𝐶𝑚+1 ⊂ 𝐶𝑚 olduğundan, her 𝑚 ≥ 𝑝 için 𝜇(𝐶𝑝) = 𝜇(𝐶) + 𝜇(𝐶𝑝 − 𝐶) ve 

𝜇(𝐶𝑚) = 𝜇(𝐶𝑚+1) + 𝜇(𝐶𝑖 − 𝐶𝑚+1). Ayrıca, her 𝑚 ≥ 𝑝 için 𝜇(𝐶𝑚) < ∞ olduğundan 

𝜇(𝐶𝑝 − 𝐶) = 𝜇(𝐶𝑝) − 𝜇(𝐶) ve her 𝑚 ≥ 𝑝 için, 

𝜇(𝐶𝑚 − 𝐶𝑚+1) = 𝜇(𝐶𝑚) − 𝜇(𝐶𝑚+1) 

olur. Buradan,  

𝜇(𝐶𝑝) − 𝜇(𝐶) = ∑ (𝜇(𝐶𝑚) − 𝜇(𝐶𝑚+1))
∞
𝑚=𝑝   

                            = lim
𝑛→∞

∑ (𝜇(𝐶𝑚) − 𝜇(𝐶𝑚+1))
𝑛
𝑚=𝑝  

             = lim
𝑛→∞

{𝜇(𝐶𝑝) − 𝜇(𝐶𝑛)} 

           = 𝜇(𝐶𝑝) − lim
𝑛→∞

𝜇(𝐶𝑛) 

𝜇(𝐶𝑝) < ∞ olduğundan 𝜇(𝐶) = lim
𝑛→∞

𝜇(𝐶𝑛)bulunur. 

Örnek 4.6 𝑋 = ℤ+ = {1,2,3, … } ve 𝒜 ⊂ 𝑃(𝑋) olsun. 

 𝐶𝑛 = {𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2,… } genel terimi ile verilen yakınsak küme dizisi; 

𝐶1 = {1,2,3, … } 

𝐶2 = {2,3,4… } 

𝐶3 = {3,4,5… }… 𝐶𝑛 = {𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2,… } için 𝐶𝑛 ⊃ 𝐶𝑛+1olduğundan azalan bir 

küme dizisidir. Öyleyse; lim
𝑛→∞

𝐶𝑛 = ⋂ 𝐶𝑛
∞
𝑛=1 = ∅ olur.  

(𝐶𝑛) küme dizisi 𝒜 = {(𝐶𝑛), ∅,⋃ 𝐸𝑘
∞

𝑘=1
, 𝐸𝑘 ˈ , (⋃ 𝐸𝑘

∞

𝑘=1
)ʹ}  sınıfı üzerinde bir cebir 

oluşturur. Yani; 

I. 𝑋 = (𝐶𝑛) olarak alınırsa, (𝐶𝑛) ∈ 𝒜 dır. 
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II. Her 𝐸𝑘 ∈ 𝒜 için ⋃ 𝐸𝑘 ∈ 𝒜
∞

𝑘=1
 dır. 

III. Her 𝐸 ∈ 𝒜 için 𝐸𝑐 = 𝐶𝑛 ∖ 𝐸 ∈ 𝒜 dır. 

 𝐵𝑛 = ⋃ 𝐸𝑘
∞

𝑘=1
 olarak alırsak; 

            𝐵1 = 𝐸1  

            𝐵2 = 𝐸1 ∪ 𝐸2 = {1,2,3, … } ∪ {2,3,4, … } = 𝐶1, 

            𝐵3 = 𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪ 𝐸3 = {1,2,3,… } ∪ {2,3,4, … } ∪ {3,4,5, … } = 𝐶1, 

            … 

            𝐵𝑛 = 𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪ 𝐸3 ∪ …∪ 𝐸𝑛 = 𝐶1 dir.  

 (𝐶1 ∪ 𝐶2)ʹ = 𝐶1ʹ ∩ 𝐶2ʹ = ∅,  

            (𝐶1 ∪ 𝐶2 ∪ 𝐶3)ʹ = 𝐶1ʹ ∩ 𝐶2ʹ ∩ 𝐶3ʹ = ∅ 

             …. 

            (𝐶1 ∪ 𝐶2 ∪ 𝐶3 ∪ …∪ 𝐶𝑛)ʹ = 𝐶1ʹ ∩ 𝐶2ʹ ∩ 𝐶3ʹ ∩ …∩ 𝐶𝑛ʹ = ∅ 

 𝐶1 = {1,2,3, … } = 𝐸1, 

      𝐶2 = {2,3,4, … } = 𝐸2, 

      𝐶3 = {3,4,5, … } = 𝐸3, 

… 

 𝐶𝑛 = {𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2,… } = 𝐸𝑛 

𝐶1 evrensel küme olarak alırsak  𝐶1ˈ = ∅ dir. 

              𝐶2ˈ = {1},  𝐶3ˈ = {1,2}, … , 𝐶𝑘 ˈ = {1,2,3, … , 𝑘 − 1} 

Azalan bir küme dizisinde lim
𝑛→∞

𝐶𝑛= ⋂ 𝐶𝑛𝑛∈ℕ
 olduğundan, 

lim 
𝑛 → ∞

(𝐶𝑛)ˈ = {1,2,3, … } ∖ {∅}  olur. 

lim 
𝑛 → ∞

(𝐶𝑛)ˈ = ( ⋂ 𝐶𝑛)ʹ = (𝐶1
∞

𝑛=1
∩ 𝐶2 ∩ …∩ 𝐶𝑛)ʹ 

𝐶1 ∩ 𝐶2 ∩ …∩ 𝐶𝑛 ={∅} dır. Evrensel kümemiz {1,2,3,… } olduğundan {1,2,3, … } ∖ {∅} 

dır. Buradan  {𝐶𝑛} küme dizisi üzerinde 𝒜 sınıfı bir 𝜎 −cebirdir. Öyleyse yakınsak {𝐶𝑛} 

küme dizisi ölçülebilirdir.  

           Şimdi ölçümünü inceleyelim; 

           I. lim
𝑛→∞

𝐶𝑛 = ⋂ 𝐶𝑛
∞
𝑛=1 = ∅ olduğundan, 



36 

 

 

lim
𝑘→∞

𝜇(𝐶𝑛) = 𝜇(⋂ 𝐶𝑛
∞
𝑛=1 ) = 𝜇(∅) = 0 şartı sağlanır. 

           II. (𝐸𝑘)𝑘=1
𝑛 ∈ 𝒜 sınıfı üzerinde (𝐸𝑘) = 𝐶𝑘+1 − 𝐶𝑘 ile tanımlı ikişerli ayrık olan 

sonlu bir küme dizisi olsun. Burada;  

𝐸1 = 𝐶2 − 𝐶1 = {1} 

𝐸2 = 𝐶3 − 𝐶2 = {2} 

𝐸3 = 𝐶4 − 𝐶3 = {3}… 𝐸𝑛 = 𝐶𝑛+1 − 𝐶𝑛 = {𝑛} 

𝜇(𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪ 𝐸3 ∪ …∪ 𝐸𝑛) = lim
𝑘→∞

𝜇(𝐸𝑘) 

𝜇(𝐸1) ∪ 𝜇(𝐸2) ∪ 𝜇(𝐸3) ∪ …∪ 𝜇(𝐸𝑛) = lim
𝑘→∞

𝜇(𝐸𝑘) 

                  𝜇(⋃ 𝐸𝑘
𝑛
𝑘=1 ) = lim

𝑘→∞
𝜇(𝐸𝑘) = 𝜇(𝑘)  

(𝐸𝑘) = {𝑘} oluğundan ⋃ 𝐸𝑘
𝑛
𝑘=1 = (𝐶𝑛) ve 𝜇(⋃ 𝐸𝑘)

𝑛
𝑘=1 = 𝜇(𝐶𝑛) dir. Burada 

yakınsak (𝐶𝑛) küme dizisi sonsuz olduğundan ölçümü 𝜇(𝐶𝑛) = ∞ olduğundan teorem 

4.1.1. için sayılabilir ölçüm değildir. (𝐶𝑛) küme dizisi yakınsadığı kümenin ölçümü ise 

𝜇(∅) = 0 dır.  

 

Şekil 4.2. Yakınsak azalan küme dizisi 
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

5.1. Sonuçlar 

Yakınsak küme dizileri tanıtıldı. Küme dizilerinin yakınsaklık çeşitleri olan 

Kuratowski, Wijsman, Hausdorff, Mosco ve Fisher anlamındaki yakınsaklıklar 

incelenerek bunların arasındaki ilişkiler açıklandı. Küme dizileri incelenerek bunların 

ölçülebilir olup olmadığı araştırıldı. 

5.2. Öneriler 

Bu çalışmadan yola çıkılarak yakınsak küme dizilerinin Lebesque ölçümü 

üzerine çalışabilir. 
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