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OZET

YUKSEK LiSANS

YAKINSAK KUME DIZILERININ OLCUMU

Arzu POLAT (KOYUNCU)

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danmisman: Prof. Dr. Harun POLAT

Bu c¢alisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, temel tanim ve teoremler verildi.
Ikinci boliimde kiime dizileri ve kiime dizilerinin (K) Kuratowski, (W) Wijsman, (H) Hausdorff, (M)
Mosco, (F) Fisher yakinsaklik cesitleri anlatildi. Ugiincii boliimde kiime dizilerinin cebiri anlatildi.
Dérdiincii boliimde kiimelerin 6l¢limii ve adi gegen yakinsak kiime dizilerinin dl¢iimiiniin olup-olmadig:
arastirildi.

2020, 39 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Kiime Dizileri, Ol¢iim, Yakinsak Kiime Dizilerin Ol¢iimii.



ABSTRACT

MS THESIS

MEASUREMENT OF CONVERGENT SET SEQUENCES

Arzu POLAT (KOYUNCU)

Mus Alparslan University
Institute of Science
Division of Mathematics

Advisor: Prof. Dr. Harun POLAT

This study consists of four parts. In the first chapter, basic definitions and theorems are given. In the
second chapter sets sequences and of convergence sets sequences (K) Kuratowski, (W) Wijsman, (H)
Hausdorff, (M) Mosco, (F) Fisher convergence types were explained. In the third chapter, the algebra of
the sets arrays was explained. In the fourth chapter, it was searched whether the measurement of sets and
measurement of said convergent sets sequences were available.

2020, 39 Pages
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CIZELGELER DiZIiNi

Cizelge 3.1 Kiime Dizilerinin Yakinsaklik Cesitleri Arasindaki Iliski



1. GIRIS

Bu calismada Yakinsak Kiime Dizileri ve Yakinsak Kiime Dizisi ¢esitlerinin
Olclimii arastirildi. Metrik uzaylarda kiime dizilerinin yakinsakligi, kiime dizilerinin
yakinsaklik tiirleri incelendi. Artan ve azalan kiime dizilerinin yakinsaklik cesitleri ile

iligkisi agiklandi. Son olarak bu yakinsak kiime dizisi ¢esitlerinin Sl¢iimii incelendi.

Olgiim ilk olarak bir cubugun veya bir ipin reel diizlemde ki uzunlugunun
Olclimiiniin belirlenmesi i¢in kullanilmistir. Daha sonra bir tarlanin alanini hesaplamak
veya bir evin hacmini hesaplamak i¢in basit anlamda Olgiimler yapilmistir. Ancak bu
basit anlamdaki l¢iimler daha sonralar1 yetersiz kalmistir. Ornegin bir agacin hacminin
hesaplanmasinda veya bir yapragin yiizey alaninin hesaplanmasinda bir¢ok problemle
karsilagilmistir. Cisim veya kiimelerin 6l¢iimii i¢in matematigin gelismesiyle bir¢ok
calisma yapilmustir. Olgiim teorisindeki toplamsallik 6zelliginden dolayr bu &lgiime

toplamsal 6l¢iim de denilmektedir.

Biz ise ad1 gegen yakinsak kiime dizilerinin 6lgiimlerine ¢alistik.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Ik olarak kiime dizilerinin yakinsaklig1 1902 de Painleve’ in dgrencisi Zoretti
tarafindan matematiksel yontem ve sosyal bilimler adli kitabinda bahsetmistir. Daha
sonra Effros (1965) bir topolojik uzayda kapali alt kiimelerin yakinsakligini, Wijsman
1966 da konveks kiime dizilerinin yakinsakligina ¢aligti. Kuratowski 1966 da topoloji
adli kitabinda kiime dizilerinin yakinsaklik ¢esitleri olan; "Hausdorf Yakinsaklik (H)",
"Kuratowski Yakinsaklik (K)" ve "Wijsman Yakinsaklik (W)" dan bahsetti. Salinetti ve
Wets (1979) sonlu boyutlu konveks kiime dizilerinin yakinsakligina, Lucchetti (1985)
kapali konveks kiimelerde kiime dizilerinin yakinsakligina, Beer (1985) metrik
uzaylarda kapali kiimelerin yakinsakligina, Blasi ve Myjak (1986) Banach uzayinda
konveks kiimelerin zayif yakinsaklifina c¢alistilar. Baronti ve Papini (1986) kiime
dizilerinin yakinsakligini ve kiime dizileri i¢in (K), (H) ve (W) yakinsaklik arasindaki
iligkileri incelediler. Lechicki ve Levi (1987) metrik uzayda hiper uzaylarin wijsman

yakinsakligini inceledi.

Olgiim teorisinin kurucusu olarak bilinen A.L. Cauchy (1789-1857) integrali bir
toplamin limiti olarak tanimlayan ilk matematik¢i oldu. Daha sonra Riemann (1826-
1865), Cauchy’nin c¢alismalarini siirdiirmiigtiir. Ayrica G. Cantor (1845-1918) integral
ile 6l¢im arasindaki iliskiyi inceledi. Yapilan calismalar arasinda 6zellikle de Fransiz
matematikgiler Emile Borel (1871-1956) ve Henri Lebesque (1875-1941) in yapmis
oldugu c¢aligmalar bugiinkii 6l¢iim teorisinin temelini olusturmaktadir. Daha sonra Paul

R.Halmos (1950) ‘Ol¢iim Teorisi’ kitabinda dl¢iilebilir kiimeleri islemistir.



3. MATERYAL ve YONTEM

Kaynakgada gegen calismalarla ilgili literatiir taramasi yapildi. Kaynaklar temin
edildi. Kiime Dizilerinin Yakinsaklik Cesitleri ve Olciim ile ilgili simdiye kadar yapilan
calismalar incelendi. Yakinsak Kiime Dizilerinin Yakinsaklik Cesitlerinin Olciimii

calisild.

Bu béliimde ¢alismamiz boyunca kullandigimiz bazi temel tanim ve teoremler

verildi.
3.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 3.1 Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler
deger kiimesine gore ¢esitli adlar alirlar. Mesela dizinin deger kiimesi R reel sayilar
kiimesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel sayilar kiimesi ise diziye rasyonel terimli
dizi, C kompleks sayilar kiimesi ise diziye kompleks terimli dizi adi1 verilir (Maddox,
1969).

Tamm 3.2 Bir (x,,) dizisi verilsin. Her € > 0 ve m,n € N i¢in m,n > N, oldugunda
|x,, — x| < & olacak sekilde bir n = Ny(€) sayisi bulunabiliyorsa (x,) dizisine
Cauchy dizisi denir (Maddox, 1969).

Tanmm 3.3 M, X metrik uzaymin bir altkiimesi olsun. Bu takdirde X’ in bir x,
noktasinin her bir € —civari x,’dan farkli bir y € M noktasini igeriyorsa bu x, noktasina
M’nin y1gilma (veya limit) noktas1 denir (Bayraktar,1982).

Tamim 3.4 Her € > 0, her n > ng igin |x, — x| < € olacak sekilde &’ a bagli bir ny =

ny(€) sayisi varsa, (x,) dizisine x’e yakimnsaktir denir. x,, — x ya da lim x,, = x ile

n—oo

gosterilir (Maddox, 1969).

Tamm 3.5 X bir metrik uzay olsun. X’deki her bir dizi yakinsak bir alt diziye sahipse
X’e kompakt denir. X’in M altkiimesi X’in bir alt uzay1 olarak kompakt ise yani M deki
her bir dizi M’de yakinsak bir alt diziye sahipse M’ye de kompakt denir (Bayraktar,
1982).

Tanim 3.6 X bos olmayan bir kiime ve F reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

Asagidaki sartlar saglantyorsa X’ e F tizerinde vektor uzay: denir (Maddox, 1969).
A. X, + islemine gore bir degismeli gruptur. Her x, y, Z €X i¢in,

Al. x +y € X olmali,



A2.x+ (y+2z)=(x+y)+ zolmal,

A3. x + 0 = 0 + x = x olacak sekilde 8 € X olmali,

Ad. x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde (—x) € X olmali,
Ab5.x +y =y + x olmaldir.

B. Her a, B € F icin;

Bl. ax € X olmali,

B2. a(x + y) = ax + ay olmali,

B3. (@ + B)x = ax + Bx olmaly,

B4. (af) x = a(Bx) olmal,

B5. 1.x = x olacak sekilde 1 € X olmalidir.

Tamim 3.7 X bir vektor uzay1 olsun. Her x, y € X igin ||. [|: X = R doniisiimii asagidaki
sartlar1 sagliyorsa, ||.|| ye bir norm ve (X, ||.]])’ye de bir normlu uzay denir (Ocak,
1998).

N1. IxI>0
N2. IxI=0=x=0
N3. laxl=|allxl (a € R)
N4. Ix+yl<lxl+lyl (liggen esitsizligi)
Tamim 3.8 X bos olmayan bir kiime ve d: X X X — R fonksiyonu her x,y, z € X i¢in,

. dXx;y)=0ex=y
. d(x;y) =d(y; x)
i, d(Gy) <d(x;z)+d(zy)

sartlar1 saglaniyorsa, d ye X {izerinde bir metrik ve (X, d) ye de bir metrik uzay

denir (Maddox, 1969).



Tamm 3.9 Bir A c R kiimesi verilsin. Bir m reel sayisi, her x € A i¢in x = m olursa A
kiimesi alttan sinirhidir denir. Bu durumda, m sayisina A kiimesinin bir alt sinir1 denir.
Eger m, A kiimesinin bir alt sinir1 ise herhangi bir m’ < m sayis1 da A kiimesinin bir alt

siiridir.

Her x € A icin x < M olacak sekilde bir M reel sayis1 varsa A kiimesine listten
sinirlidir denir. Bu durumda M sayisina A kiimesinin bir iist sinir1 denir. Eger M, A

kiimesinin bir {ist sinir1 ise M' > M sayisida A kiimesinin bir {ist siniridir.

Eger A kiimesi hem istten hem de alttan sinirli, yani her x € A4 i¢in |x| < k

olacak sekilde bir k sayisi varsa bu kiimeye sinirlidir denir (Jain ve ark., 1986).
Tanim 3.10 A bostan farkl1 bir kiime olmak {izere bir M sayisi i¢in;

i.Herx € Aiginx < M

ii. Her € > 0 i¢in bir x, € A sayis1 vardir oyle ki M — € < x,

sartlar1 saglanirsa M sayisina A kiimesinin en kiigiik list sinir1 yada supremumu

denir. Ekiis(A4), sup(A4) veya sup,e4x sembollerinden biri ile gosterilir.
Benzer sekilde, bir m sayisi i¢in;
i.Herx € Aicinx >m
ii. Her € > 0 igin bir x, € A vardir 6yle ki xo <m + ¢

sartlar1 saglanirsa m sayisina A kiimesinin en biiylik alt sinir1 ya da infimumu
denir. A kiimesinin en biiyiik alt sinir1 ebas(A), inf(4) veya inf,c,x sembollerinden biri

ile gosterilir (Jain ve ark., 1986).
Tamim 3.11 L bir vektor uzay1 ve X < L olsun. Her x, y € X ve a skaleri igin;
B={z€el:z=ax+(1—-a)y,0<a<1}cX

oluyorsa X’e konveks kiime denir. Bagka bir ifadeyle bos olmayan ve herhangi iki

noktayi birlestiren dogru pargasini igeren kiime konveks bir kiimedir (Maddox, 1969).



Tamm 3.12 Bir vektdr uzay iizerinde norm tanimlanmigsa bu uzaya normlu vektor

uzayi denir. Normlu vektor uzaylar1 (N, ||. ||) veya N ile gosterilir (Knopp, 1956).

Tanmim 3.13 X normlu vektor uzay olsun. X uzaylr norm metrigine gore tam ise X e bir

Banach uzay1 denir (Maddox, 1969).

Tamm 3.14 Bir uzayda alinan her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsak ise bu

uzaya tam uzay denir (Maddox, 1969).

Tanmim 3.15 Bir X kiimesinin tiim alt kiimelerinin kiimesine X in kuvvet kiimesi denir.

P(X) ile gosterilir (Balci, 2012).

Tanmmm 3.16 X,F cismi iizerinde bir vektér uzayr olsun. {,): XxX — F fonksiyonu

asagidaki sartlar sagliyorsa bu fonksiyonu i¢ ¢arpim (veya i¢ ¢arpim fonksiyonu) denir.
a{(x+yz)=(xz)+(y 2z
b. (a.x,y) = a(x,y)

c. (x,y) = (y,x)
d.(x,x)=0,{(x,x)=0=x=0

iizerinde i¢ ¢arpmmin tanimlandig vektdr uzayma i¢ carpim uzayr denir. I¢

carpim uzayi (X, (,)) ya da kisaca X ile gosterilir (Bayraktar, 1982).

Tamm 3.17 I¢ ¢arpim yardimiyla tanimlanan d metrigine gore X i¢ ¢arpim uzay1 tam
ise X e Hilbert uzayr denir. Hilbert uzaylar1 i¢ ¢arpim metrigine gére tam olan Banach

uzaylaridir (Bayraktar, 1982).

Tammm 3.18 L, F fizerinde sifirdan farkli bir vektdr uzayi olsun. L nin herhangi bir
bazindaki vektor sayisina L nin (F {izerindeki ) boyutu denir. BoyL veya BoyyL ile
gosterilir. L = {0} ise BoyL = 0 olarak tarif edilir. BoyL = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter
sart L = {0} olmasidir. Bir vektor uzaymin boyutu 0 veya pozitif bir tamsayi ise vektor

uzayina sonlu boyutlu aksi halde sonsuz boyutlu denir (Bayraktar,1982).

Tanmm 3.19 X bostan farkli bir kiime ve 7 da X in elemanlarindan olusan alt
kiimelerinin bir smifi olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa t ya X {izerinde bir

topoloji ve (X, 7) ikilisine ise bir topolojik uzay denir.

T1.9,X € T dir.



T2. le,sz, . Gkn € T ise n:lzl Gki ET.
T3. Her i € Nigin Gy, € 7, yani t Sll’llfIUiel Gy, € T, yani T siufi keyfi

birlesime gore kapalidir (Mucuk, 2010).

Tamm 3.20 (X, t) bir topolojik uzay, A € X ve G = {G;|i € I} de X in alt kiimelerinin
bir sinifi olsun. Eger G deki her bir G; kiimesi agik ise G ye agik ortii denir. G sinifinin A

y1 orten sonlu adette kiimesi varsa yani, A € G;, U ...U G; olacak sekilde G; , ..., G; €

gvarsaG' = {G;,, ..., G; } simifina G nin sonlu bir alt &rtiisii denir (Mucuk, 2010).

Tammm 3.21 (X,t) bir topolojik uzay, A € X olsun. Eger A kiimesinin her agik
Ortiisiiniin sonlu bir alt Ortlisii varsa A ya bir kompakt kiime denir.X in her acgik

Ortiisiiniin sonlu bir alt Ortiisii varsa (X, t) uzayma bir kompakt uzay denir (Mucuk,

2010).

Tamim 3.22 (X, 1) bir topolojik uzay1 verilmis olsun.d metrigine gore agik kiimelerin
ailesi 7 olacak sekilde X de bir d metrigi tarif edilebilirse (X, 7) uzayina metriklenebilir
denir (Bayraktar, 1994).

Tamim 3.23 (X, d) bir metrik uzay,x, € X ve r > 0 bir reel say1 olsun.
a) D,.(xg) = D(xg;1) ={x € X:d(x,x9) <71} (Agik yuvar)
b) D, (x) = D (xg;7) = {x € X:d(x,x,) <7} (Kapali yuvar)

Burada x, merkezli r yarigapli agik bir yuvar, merkeze olan uzakligi r den daha kiigiik
olan X e ait noktalarin kiimesidir (Bayraktar, 1994).

Tanim 3.24 A bos olmayan bir kiime olmak iizere bir n € N i¢in
f:A—{12,..,n}

birebir ve drten doniislimii varsa A ya sonlu kiime denir. A kiimesi n elemanl

olup @ bos kiime sonlu kiime olarak kabul edilir. Sonlu olmayan kiimeye sonsuz kiime

denir (Jain ve ark., 1986).

Tamm 3.25 Bir sonsuz kiime N dogal sayilar kiimesine denk ise numaralanabilirdir.

Sonlu ya da numaralanabilir kiimeye sayilabilir kiime denir (Jain ve ark., 1986).

Teorem 3.26 Bir kiimenin supremumu veya infimumu kiimeye ait degilse kiimenin bir

y1gilma noktasidir (Balci, 2011).



Teorem 3.27 Yakinsak bir dizinin her alt dizisi de yakinsaktir (Balci, 2011).
3.2. Kiime Dizileri

Tamm 3.28 X bostan farkli bir kiime ve N dogal sayilar kiimesini gostermek iizere

f:N — P(X) seklinde taniml fonksiyona her k € N i¢in P(X) de bir

f(k) = A, € P(X) kiimesi belirler. Bu fonksiyonun deger kiimesini olusturan Aj
kiimelerinin olusturdugu diziye kiime dizisi denir. Burada P(X) kiimesi elemanlar1 X

kiimesinden olusan alt kiimelerin sinifidir (Nuray ve Rhoades, 2012).

Mesela; her n €N igin [, = {x ER:0<x< %} = (0, %) olsun. Buradan

{lI,}7=1, R nin alt kiimelerinin bir kiime dizisidir.

I, =(0,1),1, = (0, %) I = (0&) oL = (0, %) bir kiime dizisidir.
3.3. Kiime Dizilerinin Yakinsakhg

Tamm 3.29 X bir kiime, {4,} de X kiimesinin elemanlarindan olusan alt kiimelerinin

bir kiime dizisi olsun.
lim supA,, = Npm=1(Um=n47)
liminfA, = Up=1(Nm=n4y)
kiimelerine sirast ile, {A,,} kiime dizisinin st limiti ve alt limiti denir. Eger
lim supA, =liminfA, = A

ise {A,} kiime dizisi A kiimesine yakinsak ve limiti A dir denir (Kuratowski, 1966).

Ornek 3.30 Genel terimi 4,, = [— . %] ile verilen kiime dizisi her n € N icin

—~ < ——— < — < = oldugundan {A,,} dizisi azalan bir dizisidir. O halde,

n n+1
NZyAy =A, NA; NA;N .= [-1,1] N [—1,%] N..N [—1 1] n..={0}

2 n’n

yani lim 4,, = {0} olur.
n—-oo

Ornek 3.31 Genel terimi 4,, = {1,2,3, ..., n} ile verilen kiime dizisi,



UnemAn = Uped 1,2, .. ,n} ={1,2,...,m}u {1,2,..,mm+ 1} U ...
— 1,23, ...,mm+1,...}= N.
limsupAn = n;?:l(Uﬁ:mAn) = n?rol=1 N =N.

N Ay = (1,2, m3N{12, .. mm+1}n{12, ... mm+1m+2}n..
={1,2,3,...,m}=N.

liminfA, = US-;(NZmAn) = US-1{1,2, ..., m}={1}U {1,2} U ..U {1,2,..,m} U

{1,2,..,mm+1}u.. ={1,2,.,n}=N,
) liminf An
limsup An //\
@
A2n . . A 2n1
° L]
Aa ] A3
AZ A1

Sekil 3.1. Yakinsak olmayan kiime dizileri i¢in i¢ ve dig limitler

3.4. Kiime Dizilerinin Yakinsaklik Cesitleri

3.4.1. Kuratowski yakimsaklik (X, d) bir metrik uzay ve {4, } kiime dizisi X kiimesinin

elemanlarindan olusan X in alt kiimeleri olsun. Eger;

liminfA; = limsupA, = A ise {A;} kiime dizisi A ya Kuratowski anlamindan

k
yakinsaktir denir. A, — A veya A, » Ayada K — limA; = A ile gosterilir. Burada;
liminfA, = {x € X:her k € Nve x;, € Ay igin
limx, = X olacak sekilde bir {x, } dizisi vardir.}

limsupAy = {x € X: her n € Nve x; € Ay, igin
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limx,, = X olacak sekilde bir {x_} dizisi ve bir {A} alt dizisi vardur.}
(Baronti ve Papini, 1986).

Ornek 3.32 Genel terimi A, = (—c0,—1— (3)| U [2+ (%), 0) ile verilen bir kiime
dizisi ise, {A4,} kime dizisi A = (—oo,—1] U [2, o) kiimesine Kuratowski anlaminda

yakinsaktir. Yani, A = K — limA4,, dir.
Burada;

Al = (—OO,—Z]U [3: Oo)’

Ay = (=0, =10 [2,0)

1

Ay = (=0,=2U[5,0), .., A4y = (—o0,=1= ()] U2+ (3),0)

lim A= (—o0,—-1]U[2,0) = A

n—-oo

. (0, 1) :n tekise
Ornek 333 E, =4, "
[;, 1); ncift ise

Seklinde tanimlanan (E,) dizisinin yakinsaklik durumu;
An=(0—=) ve B, = [%,1) olmak iizere (A,) ve (B,) dizileri (E,) dizisinin alt

dizileridir. {4,,} kiime dizisi A,,;; € A, oldugundan azalan bir dizidir. Oyleyse;

lim A, = Ny Ay = 0

n—-oo
(B,,) kiime dizisi B,, € B,,;; oldugundan artan bir dizidir. Oyleyse;

lim B, = U%., B, = (0,1)

n—-oo

(E,) dizisinin alt dizilerinin limiti birbirinden farkli oldugundan (E,) dizisinin limiti

mevcut degildir. Yani;

limsupEp = Nip=1(Upzm En) = Nipo1(Em U Emy U .. ) =AUB
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liminfEy = Up=1(Nazm En) = Up=1(Em N Eper N ) =ANB
olup limsupE,, # liminf E,, dir.

3.4.2. Wijsman vyakimsakhk (X,d) bir metrik uzayA ve Aj, X Kkiimesinin
elemanlarindan olusan X in bos kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olsun. Eger her bir

x € X i¢in,
lilgn d(x,A;) = d(x,A)
oluyorsa {A; } kiime dizisi A kiimesine Wijsman anlaminda yakinsaktir denir.
Ay 5a veya W — limA;, = A ile (Baronti ve Papini, 1986).
Ornek 3.34 Genel terimi,
A = {(x,y):x* + y? — 2ky = 0}

ile verilen {A;} kiime dizisi k — oo iken x- eksenine (4 = {(x,y):y = 0} Wijsman
anlaminda yakinsaktir. Yani W — limA; = A dir.

Sekil 3.2. Wijsman yakinsaklik grafigi

3.4.3. Hausdorff yakinsaklik (X, d) bir metrik uzay, A kiimesi X in kapali bir
altkiimesi ve {A;}, X kiimesinin elemanlarindan olusan kapali alt kiimelerinin bir kiime
dizisi olsun. Eger

m J2P|d(x, Ax) —d(x,A)| =0

,ll_)ooxex

oluyorsa, {A; } dizisi A kiimesine Hausdorff yakinsaktir denir.
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H
A, = Aveya H — limA;, = A ile gosterilir (Salinetti ve Wets, 1979).

Ornek 3.35 Genel terimi A, = (—o0,—1—=| U2+, +00) ile verilen {4,} dizisi

A = (—o0,—1] U [2, +) kiimesine Hausdorff anlaminda yakisaktir denir.

( 1

0 , x<—1——ise
n
1 1 1 1.
d(x,An)=<min{x—(—l——)’,’x—(2+—)‘} , —1——<x<2+-—lse
n n n n
1
kO , x =24+ —ise
n
0 ) xS—l
d(x,A) ={min{|x+1|,|x—2|} , —1l<x<2
0 ’ x =2

o XER

oldugu icin lim >:P|d(x,A4,) — d(x,A)| = 0 elde edilir. Bu da {4,} dizisinin A
n—-

kiimesine Hausdorff anlaminda yakinsak oldugunu gosterir.

3.4.4. Mosco yakinsakhk Eger liminf A, = w — limsup A,, = A ise {4,,} kiime dizisi

M
A kiimesine Mosco anlaminda yakinsaktir denir. (4,, = A) ile gosterilir. Burada;

W —limsup 4, = {x € X: k € N igin x,,, - x olacak sekilde x,,, € Ay, dizisi ve {4, }

n—->oo

alt dizisi vardir} (Baronti ve Papini, 1986).
Ornek 3.36 Genel terimi 4,, = {(x, y):y = % ,X € R} ile verilen kiime dizisi

A = {(x,0): x € R} ya Mosco anlaminda yakisaktir. Yani, A = M — lim A,, dir.

n—-oo

Sekil 3.3. Mosco yakinsaklik grafigi
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3.4.5. Fisher yakinsakhk {4, } kiime dizisi asagidaki sartlar1 saglarsa A kiimesine

F
Fisher anlaminda yakinsaktir denir. A,, = A ile gosterilir.

i. Her € > 0 verildiginde n > n, i¢in d(4,, A) < € olacak sekilde bir n, sayisi

vardir.

ii. Her ¢ > 0 ve x € 4 igin, d(x,Ay) < € olacak sekilde bir n > n , sayisi

vardir (Baronti ve Papini, 1986).

. F
Ornek 3.37 R de genel terimi A, = [—n,n] olarak verilen kiime dizisi 4, - R
oldugundan A,, kiime dizisi R ye Fisher anlaminda yakinsaktir denir (Baronti ve Papini,
1986).

Not 3.38 Aksi belirtilmedik¢e A kiimesini ve 4, kiime dizisini eger yakinsak ise,
Conveks ya da bostan farkli ya da smirli bir normlu uzayda diisiinebiliriz (Baronti ve
Papini, 1986).

k
Not 3.39 Elbette A,, = A limiti de bazen belirsizlige sahiptir. Boyle durumlarda daha

gii¢lii bir yakinsama kavrami kullanildiginda kapali olmayan kiime dizileri igin 4,, — A
iken A,, = A tanimlariz. Fakat bu yolla limitin tekligi tamamen kaybolur (Baronti ve
Papini, 1986).

Not 3.40 Fisher ve Hausdorff yakinsakliklari yeterli derecede n ‘ler i¢in, A, = @ ise
A, — @ dir. Tersi de her zaman dogrudur. Eger bostan farkli bir kiimenin limiti varsa

yakisakligin tiim tiirlerini, dizinin genel yakinsakligina indirgendiginde A, tektir

(Baronti ve Papini, 1986).

Teorem 3.41 Hausdorff anlamindan yakinsak her kiime dizisi, Fisher anlaminda,
Wijsman anlaminda, Kuratowski anlaminda her zaman yakinsaktir. Ayrica bazi
normlu uzaylar da Mosco anlaminda yakinsak ise Kuratowski anlaminda da yakinsak

olur (Baronti ve Papini, 1986).
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Ispat: Hausdorff = Fisher: (4,) kiime dizisinin hausdorff anlaminda yakinsak

oldugunu kabul edelim. Yani, Ill_r)n S22ld(x, Ar) — d(x, A)| = 0 oldugunu kabul edelim.

o)

Fisher yakinsakliginin (ii) sartindan; her € > 0 ve x € A igin, d(x,4,) < ¢ olacak

sekilde bir n > n, »y sayisi var oldugundan saglanir.

Fisher = Wijsman: (4,,) kiime dizisinin Fisher anlaminda yakinsak oldugunu
kabul edelim. Yani, her € > 0 verildiginde n > n, i¢in d(4,, A) < € olacak sekilde bir
ne Ve x € A igin, d(x,A,) < € olacak sekilde bir n > n ) sayisinin oldugunu kabul
edelim. Eger A =@ ise her n igin A, =@ dir. Simdi A # @ olsun; > 0 olsun
d(x,A) = d kiimesi i¢in x € X verilsin. Her n > n, i¢in A, € A® vardir. Boylece
d(x,A,) = d(x, A%) dir.

Her A igin d(x,A%) = max(0,d(x,A) —¢) ve her e >0 ve x € X dir. Bu
nedenle n > n, i¢in d < d(x,A,) + € olur. Bunun anlami d < liminf d(x, 4, dir.

y € A:d(x,y) < d + ¢ esitsizligini yakinsak secersek n ifadesi her n > n igin

d(x,Ay,) < € vardir. Boylece d(x,4,) < d(x,y) +d(y,A4,) <d + 2¢. Sonug

olarak lim sup d(x, 4,) < d + 2& dur. Ayrica € keyfi oldugundan lim sup d(x, 4,) <
d dir. Bunlardan lim d(x, A) = d oldugu goriiliir.

Wijsman = Kuratowski: (4,) kiime dizisinin Wijsman anlaminda yakinsak

oldugunu kabul edelim. Yani, limd(x, 4,,) = d(x, A) saglansin. Eger A = @ ise her x
n

K
icin lim d(x,A,) = oo dir. Buradan limsupA, = @ya da A, = A anlamina gelir.
n—-oo

n—-oo

Simdi A # @ osun x € A yani 0 = d(x, A) = limd(x, A,) alabiliriz. Bunun anlam1 x €

liminf 4,, yani A c limA,, dir. Simdi x € limsupA,, ya dalimd(x,A,) = 0 alalm. A,
n—-oo

2 A oldugundan d(x, A) = limd(x, 4,,) = 0 boylece x € A.

K
limsup A,, € A c liminf A,, den, A, — A olur. Kabul edelim ki X normlu

lineer uzay ise Mosco anlaminda yakinsak ise Kuratowski yakinsakligini gerektirir. Bu

liminf A,, c limsup A,, € W — limsupA,, = A = liminf A,, oldugu aciktir.
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Teorem 3.42 (C,), X normlu uzaymda konveks altkiimelerinin bir alt dizisi olsun.

Fisher yakinsakligi tanimindan (i) kosulu yani Her & > 0 verildiginde n > n, i¢in

k M
d(A,,A) < € olacak sekilde bir n, sayist var ve C, — C saglanirsa C, — C olur.
Buradan eger Fisher anlaminda yakinsak ise Mosko anlaminda da yakinsaktir (Baronti

ve Papini, 1986).

Ispat: {C,} kiime dizilerinin C kiimesine Kuratowski anlaminda yakinsak oldugunu
kabul edelim. Yani liminfC;, =limsupC;, = C olsun. O zaman {x,, } dizisini alalim, k €
N i¢in x,, € Gy, , boylece x,, — x dir. € > 0, yeterince biiyik k i¢in x,, € C¢ vardr.
Buradan Fisher yakinsakligin (i) kosulu saglanir. Yani her € > 0 verildiginde n > n,
icin d(C,, C) < ¢ olacak sekilde bir n, sayis1 vardir. Fakat C¢ kapali ve konvekstir.

Bunun anlami x € C€ dir. Bylece x € N, C¢ = C. Bu nedenle;
w — limsupC,, c C = liminfC,

dir. Oyleyse C, dizisi C kiimesine Mosco anlaminda yakinsaktir.

Sonu¢ 3.43 {C,}, X normlu uzayinda konveks kiimelerin bir alt dizisi olsun ve C
kiimesi i¢in Fisher yakinsakliginin (i) sartinin saglandigini kabul edelim. O halde C
kiimesine yakinsakligi ile ilgili; Fisher anlaminda yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli
sart Kuratowski anlaminda yakinsak olmasi, Kuratowski anlaminda yakinsak olmasi
icin gerekli ve yeterli sart Mosco anlaminda yakinsak olmasi, Mosco anlaminda

yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart Wijsman anlaminda yakinsak olmasidir.
3.5. Artan ve Azalan Monoton Kiime Dizileri
Tamim 3.44 {A,}, X kiimesinin elemanlarindan olusan altkiimelerinin bir dizisi olsun.

Hern € N igin A,4; € A,, oluyorsa {A,,} dizisi azalan bir kiime dizisidir.

A= N;-1 A, ise A, 1 Aile gosterilir (Papadimitrakis, 2004).

Mesela; I, = [—%,ﬂ kiime dizisi, I,,,; € I,, oldugundan I,, azalan bir kiime
dizisi ve Np=, I, = 1,, dir.
Tamm 3.45 {A,}, X kiimesinin elemanlarindan olusan altkiimelerinin bir dizisi olsun.

Hern € N i¢in A,, € A, oluyorsa {A,} dizisi artan kiime dizisi olur. Bu durumda;
A= Uy A, ise A, T A ile gosterilir (Papadimitrakis, 2004).
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Mesela; I, = [1 + % 5-— %] kiime dizisi, I,, € I,,,1 oldugundan I,, dizisi artan

bir kiime dizisi ve Up=q I, = I, dir.

Teorem 3.46 {A,,} kiime dizilerinin azalan bir dizisi olsun, her n € N i¢in 4,, D A, 41

K
ise A, = A =Ny, A, dir. Genellikle A, 5A degildir (Baronti ve Papini, 1986).

Ispat: X = £ ve her n € N igin A,, = {e,,, €41, ...} alalim. Ayrica A,, kiime dizisinin

kapali ortiisii C,, olarak tanimlansin. 8 € w — limsupA,,, 0 & liminf A,, dir.

[oe) . . 1 1 1 .
Elbette Mosco anlaminda 4,, » Ny-; A, = @ dir. Cilinkii x = {ﬁ’ﬁ’ ...,2—;, }, ise

M
d(x,A,;) =2 (1 — in) — 2 # d(x,®) dir. Tersine , C,, = {8} ise

22

(C,.ktime dizisi C kiimesine Fisher anlaminda yakinsak degildir) ayni kiimeleri X =
#1 alirsak NS~ C, = O ve d(0,C,) = 1 < d(8,0) = oo dir. Buradan Wijsman

anlaminda C,, » @ iken Mosco anlaminda C,, = @ dur.

Teorem 3.47 Azalan konveks dizilerin, sinirli ve bostan farkli {C,} kiimeleri i¢in, C,
Xc= Ny=; C,, dir (Baronti ve Papini, 1986).
Ispat: Onermenin ispatin1 adim adim aciklayalim;

i. Eger dim(x) = oo ise, her n € N igin bir (x,,) dizisi segebiliriz. Oyle ki her n
ve migin ||x, || =1 = ||x,, — x,,|| dir.

ii. A = {x,; n € N} bir kiime ve (x,,) dizisi yukaridaki gibi verilsin.
X € X — B(0,1) alalm. O zaman N;_; 4,, = {x} olur. Burada A,,, s (f, %) U{x;; i > n}
kiimelerinin kapali konveks ortiistidiir. Eger (i) dogru degilse; zaten B(8,1) de {x,}

secmek miimkiin. Oyle ki her n ve m igin ||x,, — x,,,|| € [1,2] dir. Bu ispatin dogru

olmadigin1 gosterir. Tersine ii. Sart1 dogru degilse X reflexivedir.

iii. X'in bir reflexive Banach uzay1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart bostan farkl,

siurly, kapali ve konveks dizilerinin azalan olmasidir.

Teorem 3.48 Eger X normlu ve {4,,} konveks kiimelerin artan bir dizisi ise o zaman 4,,

M
- (Up=1 A,) dir (Baronti ve Papini, 1986).



17

Ispat: Konveks olma sartinin gerekli oldugunu kabul edersek konveks kiimelerin
monoton dizisi i¢in bunu gdéstermek miimkiindiir. Buradaki A,, kiime dizisi i¢in her n
icin A c A, yeterlidir. Eger bu saglanirsa A,, dizisi Fisher ve Hausdorff anlaminda da A

kiimesine yakinsaktir.

F H K
Teorem 3.49 A, — A yakinsak ve A kompakt bir kiime ise A, = A dir. A,, = A, Fisher
M ; F
yakinsakliginin (i) sart1 saglanir ve A kompakt ise A, = A dir. Ozellikle A, - A ve A

M
kompakt ise A, — A dir (Baronti ve Papini, 1986).

Ispat: Ilk olarak & > 0, yeterince biiyiin n’ ler i¢in d(4,,A) < & Fisher anlamindaki
yakinsakligin (i). Sartinin saglandigin1 kabul edelim. Yeterince biiyiik en’ler i¢in A &
(Ap)¢ olsun. Oyleyse her n€ N igin d(x,,A,) = ¢ olacak sekilde x, € A segebiliriz.
X € A igin x,, — x secelim; bdylece yeterince biiytik k’lar i¢in d(x, Ay, ) > 2 olur. Bu
ise Fisher anlaminda yakinsakligin (ii) sart1 ile celisir. Boylece yeterince biiyiik n ler
icin A € (4,))¢ olur. Bu ise A, kiime dizisinin A kiimesine Hausdorff anlaminda

yakinsak oldugunu gosterir.

Ikinci olarak da Xn, € Ap, oldugunu kabul edelim. Yeterince biiylik n’ler igin
(¢ > 0) Ay, C A® aym zamanda ||xnk — ank” — 0 olacak sekilde (a,,) € A segebiliriz.
Boylece w — limsupA,, c limsupA, = A, olacagindan A, kiime dizisi A kiimesine

Mosco anlaminda yakinsaktir.



Cizelge 3.1. Kiime dizilerinin yakinsaklik ¢esitleri arasindaki iliski
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Normal Kiimeler

Konveks kiimeler

Genel durum

Fisher = Mosco

Hilbert uzaylar

Mosco = Wijsman

Wijsman = Mosco

dim(x) < o0 Kuratowski = Mosco
(Hilbert gerekli degil)
limd(4,,A) Fisher&KuratowskieWijsman | Kuratowski< Mosco

A, 7 (dim(x) < o)
(veya X Hilbert

olmasin)

Kuratowski, Wijsman, Fisher

sartlar1 saglanir.

Mosko sart1 saglanir.

Ap N (dim(x) < 00)
(veya X Hilbert

olmasin)

Kuratowski sart1 saglanr.

Mosko sart1 saglanir.

A, = A (Kompakt)

Hausdorff & Fisher =Mosco

A, € Kn > nigin
kompakt

Kuratowski < Hausdorff

3.6. Kiimelerin Cebiri

Bu kisimda bir X kiimesinin elemanlarindan olusan X in alt kiimelerinin

o —cebirini inceleyecegiz.

Tamim 3.50 X kiimesinin elemanlarindan olusan alt kiimelerinin herhangi bir kiimesi A

olsun. Oyleyse A ya X in alt kiimelerinin bir siifi denir (Papadimitrakis, 2004).
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Tanmm 3.51 X bostan farkli bir kiime olsun. X in elemanlarindan olusan bir A sinifi i¢in

asagidaki 6zellikler saglanirsa bu A sinifina X {izerinde bir cebirdir denir.

LXeEA

ii.HerA € Aicin A° =X\A €A

lii.n € Nigin 4,, € A = U;-, A, €A olursa A cebirine bir ¢ —cebiri denir
(Papadimitrakis, 2004).

Ornek 352 X =N, A ={0,{1,3,5,..,2n—1,...},{2,4,6, ...,2n, ...}, N} alinirsa A, X
tizerinde bir o-cebiridir (Balci, 2012).

Ornek 3.53 {@, X} kiimesi, X in alt kiimelerinin bir ¢ —cebiridir (Balci, 2012).

Ornek 3.54 Eger bostan ve X den farkli A € X igin {@, A4, A, X} kiimesi X in

altkiimelerinin bir o-cebiridir(Balci, 2012).

Ornek 3.55 P(X), X in tiim altkiimelerinin ailesi ise, X in altkiimelerinin bir

o —cebiridir (Balci, 2012).
Teorem 3.56 En az X ve @ kiimelerini iceren X in her o-cebir ise;
i. Sonlu birlesimi altinda kapalidur.
ii. Sayilabilir kesisimleri altinda kapalidir.
iii. Sonlu kesisimleri altinda kapalidir.
iv. Ayrik kiimeler altinda kapalidir. (Papadimitrakis, 2004).

Ispat: A, X in altkiimelerinin o-cebiri olsun. Hern > 2 i¢cin A € A, A; = Ave A,, =

A€ alalim. Oyleyse X = AU A° = US_, A, € A ve ayrica
P =X e Adir.

i.ALA, A, ..., Ay € Aolsun. UN_, A, = US_, A, € A verilirse hern > N

icin A,, = Ay disiinebiliriz.
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ii. Her n€ N icin A, € A olsun. Oyleyse N5 4, = (US-, 4,°)¢ € A.
iii. Ay, Ay, ..., Ay E Aolsun. NN_, A, = (UN_, A4,°)¢ €A dir.
iv.A,B € Aolsun A\ B =ANB° € A dir.
Ornek 3.57 X sayilamayan bir kiime olsun.
A, = {A c X: A sayilabilir}
A, = {A c X: A sayilabilir veya X \ A sayilabilir}

smiflart X iizerinde o-cebiri midir inceleyelim; X € A; oldugundan A; sinifi X iizerinde

o-cebiri degildir. X¢ = @ sayilabilir oldugundan X € A, dir.
Keyfi A € A, i¢in X \ A € A, oldugunu gosterelim.

A € A, = Asayilabilir (X \ A) = Ayani X \ A € 4,).
A€ A, = X\ Asayilabilir ve (X \ 4 € 4,).

Her n € N i¢in A4,, € A, olsunU;-; A, € A, oldugunu gdsterelim burada {i¢ durum sz

konusudur;

I. Her n € N igin A,, € A, sayilabilir olsun. Bu durumda U; -, 4,, sayilabilirdir.

Yani Up—; A, € A, olur.
ii. Her n € N i¢in A4,,° € A, sayilabilir olsun.
Bu durumda Ny~; 4,,° = (Us=; A,,)¢ sayilabilirdir. Dolayistyla U5, 4, € A, dir.
iii. B = {A,; A,sayilabilir }
A = {A,; A, sayilabilir } ile tanimlayalim.
U%O=1An = (U1010=1An) U(U?lO=1An)
yazilabilir.

(Un=1 A = (Np=1 An®) N(NEZ1 AnS) € NEZg AyS
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dur. C smifina ait olan A, kiimelerinin A,° tiimleyenler sayilabilir oldugundan
Ny, An© sayilabilirdir. Sayilabilir bir kiimenin her alt kiimesi sayilabilir olacagindan
(Up=1 A,)¢ sayilabilirdir. Dolayisiyla Up-; A, € A, saglanir. Dolayisiyla A, sinifi X

tizerinde o-cebiridir.
3.7. Kiimelerin Ol¢iimii

Tamim 3.58 X bir kiime ve A da X iizerinde bir o — cebir olsun. Bir u fonksiyonu A
sigma cebiri tizerinde ve [0, +oo] araliginda degerli sayilabilir toplamsal ise A daki

ayrik kiimelerin her sonsuz {4;} kiime dizisi i¢in;
n(U214) = X2 u(4y)

dir. Oyleyse p(4;) her i igin negatif degildir. A da bir dl¢iim olan p: A — [0, +o0]
fonksiyonu u(@) = 0 ve sayilabilir toplamsaldir. Diyelim Ki A, X kiimesi tizerinde bir
cebir olsun (¢ — cebir olmasmn). Bir u fonksiyonu, A cebiri ve [0, 4+o] araliginda

degerli sonlu toplamsal ise A daki her ayrik kiimenin her sonlu A4, ..., 4,, dizisi i¢in;
u(Uiz, 4) = Xim u(4))

olur. A cebiri tizerinde bir sonlu toplamsal 6l¢ii u: A — [0, +oo] fonksiyonu ise u(@) =

0 ve sonlu toplamsaldir. Her sayilabilir toplamsal 6l¢iim sonlu toplamsaldir.

Ay, ..., A, sonlu dizisini i >n ise A; = @ verilirse sonsuz bir {4;} dizisine
genigletmemiz yeterlidir. O zaman p(®) = 0 dir. Bununla birlikte sonlu toplamsal
Olctiler sayilabilir degildir. Sonlu toplamsallik ilk basta sayilabilir toplamsalliktan daha
genel bir Ozellik gibi goriinebilir. Ancak sayilabilir toplamsal oOlgiiler bir yandan
neredeyse tiim uygulamalar icin yeterlidir. Diger yandan sonlu toplamsal dl¢iilere gore

¢ok daha gii¢lii bir integrasyon teorisini destekler (Cohn, 2010).

Tamm 3.59 X bir kiime, A ise X lizerinde bir o — cebir ve u, A da bir dlgiim ise
(X, A, p) tgliistine 6l¢ii uzay1 denir. Ayni sekilde, X bir kiime ve A, X tizerinde bir o —
cebir ise (X, A) ¢iftine bir dlgiilebilir uzay denir. Eger (X, A, u) bir 6lgiim uzay1 ise o
zaman soyleyebiliriz ki u, (X, A) lizerinde bir 6l¢tdiir (Cohn, 2010).

Ornek 3.60 A = P(X) = 2¥ olsun. Her A € A igin;
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(4) = { A daki kiime say1st, Eger A sonlu ise
H " oo , Eger A sonsuz ise

tarafindan tanimlanan u bir 6l¢iimdiir (Mukherjea ve Pathoven, 1984).

Yani; A € A olmak lizere A = P(X) oldugundan A € P(X) dir. Eger A = @ ise
A sayilabilir oldugundan u(A) = 0 dir. Eger A # @ ise ; A sonlu ise s(A) > 0 dir. A

sonsuz ise s(A) = oo oldugundan p(A4) = co > 0 dir.
i. A € A olmak tizere A = @ ise u(A) = u(@) = 0 dir.

ii. (A =y = A, A kiimesi lizerinde ikiser ikiser ayrik olan sonlu bir kiime
k=1

dizisi olsun. Bu durumda her k = 1,2,3,....n — 1 i¢in A, N Ay, = O dur.
S(Ak U A1) = s(A) + 5(Aks1) — s(Ak N Agyq) = 5(Ax) + s(Ag4q) olur.

Daha genel olarak, s(Uj=; Ax) = Xr=1S(Ag) olmak tizere u(UR-1 Ar) = Xp=1 t(Ar)
dir. (Ay)n=1 , A kiimesi iizerinde ikiser ikiser ayrik olsun. A, N A, ;1 = @ olmak iizere
sS(Up=145) = Yim=15(A4,) oldugundan pu(Unzq Ayn) = Xmeq 1(Ay) olur ki bu durumda

u bir 6l¢timdiir.
Tamm 3.61 R de her E kiimesinin 6lgiisii sonlu ise u ye bir sonlu 6l¢ii denir
(Halmos, 1950).

Mesela; X #@ ve A = P(X) olsun. Her E € A igin u(E) =0 bigiminde

tanimlanan y fonksiyonu bir sonlu 6l¢ii veya o-sonlu 6l¢tidiir.
Teorem 3.62 (X, A, u) olgtilebilir bir uzay ise;

i. Eger Ay,4,, ..., A, € A, ikili gruplar halinde ayrik ve Uj-; A; €A olmak

tizere u(U1 4;) = X~ u(4;) olur. (Bu u nin sonlu toplamsal oldugunu gosterir)
i=1 =1

ii. Eger A,B € A i¢in A € B olursa u(A) < u(B) saglanir. Bu u niin monoton
oldugunu gosterir (Aliprantis, 1998).
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Ispat:

i. Eger Ay, Ay, ..., Ay € A, UL, A; € A ikili ayrik kiimeler ise i > nigin A; = @
olur. O zaman {A;} kiime dizisi Uj2; 4; = UL, 4; € A saglayan A nin ayrik kiime

dizisi olur. Béylece u niin o —toplamu ile,
p(Uis1 4) = u(UZ, A) = X2, w(4) = i u(4y)
ise u(@) = 0 oldugunu gosterir.

ii. AABE€A icin AS B olur. B\ A=Uj-,(; gibi A nin C,...,C, ayrik

kiimelerinin bir sonlu koleksiyonu se¢elim. Buradan,

B=AU(B\A) =AUC;U..UC,, A nin ayrik kiimelerinin sonlu birlesimidir.
Boylece u(B) = u(A) + u(Cy) + -+ u(C,) = u(A) olur.

Teorem 3.63 (X, A, u) olgiilebilir bir uzay ve A € B olmak lizere A ya ait olan X in alt
kiimeleri A ve B olsun. O zaman p(A) < u(B) dir. Eger u(A) < oo ise u(B — A) =
#(B) — pu(4) dur.

Ispat A ve B — A kiimeleri ayrik oldugundan B = A U (B — A) olur. Boylece u
nin toplanabilirliginden, u(B) = u(A) + u(B — A) olur. u(B — A) = 0 oldugundan,
u(A) < u(B) dur. u(A) < oo durumundan, u(B) — u(A) = u(B — A) olur.

U, (X,A) olgiilebilir uzayr tizerinden bir 6lgiim olsun. Eger pu(x) < oo ise u
sonlu bir 6l¢iidiir. Eger V i igin u (4;)< oo Ve A ya ait A, A,, ... kiime dizilerinin bir
birlesimi ise ¢ —sonlu 6l¢iimdiir. Daha genel olarak <A dan alman bir kiime pu altinda
sonlu Ol¢iime sahip ve A daki kiime dizilerinin birlesimi ise u altinda ¢ —sonludur.
(X,A,u) olgim uzayr eger o —sonlu veya sonlu ise o —sonlu veya sonlu olarak

adlandirilir. Bu yapilarin ¢ogu ve temel 6zellikleri her 6l¢lim i¢in gegerlidir.

Birka¢ 6nemli teorem i¢in, ancak ilgili 6l¢iimlerin sonlu ve o —sonlu oldugunu

kabul etmemiz gerekir.

Eger (X, A, p) 6lgiim uzayr o —sonlu ise A ya ait ayrik kiimelerin {B;} kiime

dizilerinin birlesimi ve u ol¢iimii altinda sonludur. {B;} kiime dizisi ¢ —sonlu olarak
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tanimlandigindan {A;} kiime dizisini olusturabiliriz. Buradan B; = A; ve eger i > 1 ise

B; = A; — (U'Z] 4;) dir (Cohn, 2010).

Teorem 3.64 A bir X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir cebir olsun. {4;}, A

icinde bir kiime dizisi ise A i¢inde ikiser ayrik olan bir {B;} kiime dizisi vardir ve
UiZ1Bi = U2, 4;
olur.
Ispat {4;}, A icinde bir dizi olsun. 4; = B; ve her n > 2 igin
B,=A,—(UA) =4, nASNnA5N...NnAS_,
olarak tanimlansin;

i. Her n € N i¢in B, € A olur ¢iinkii, A, tiimleyen ve sonlu kesisim altinda

kapalidir.
ii. Hern € N i¢in B,, C A,,.

lii. B, kiimeleri ikiser ayriktir yani m < n oldugunu varsayalim. B,, C A,

oldugundan,
B,NB,cA,NB,
=A,N[A, NA{N..NAS N..NAS_]

= (A4, NA4A5) N ..

iv. U2, B; = U2, 4; heri € N igin B; € 4; oldugundan, U;2; B; € U2, 4; dur.

Tersini ispatlayalim, x € U;2; 4; olsun. Agiktir ki x,A4; kiimelerinin en az
birinde olmalidir. n,x € A; olan en kii¢iik i degeri olsun. Bu durumda x € B, ve

boylece x € U2, B; dir. Buradan U2, B; © U2, 4; olur (Jain ve ark., 1986).
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Teorem 3.65 {4;:i € N}, olgiilebilir kiimelerin artan bir kiime dizisi ve A; C A;,4 ise
u(UiZ, A;) = lim p(4,) dir.

{A;:i € N}, Olgiilebilir kiimelerin azalan bir kiime dizsi ise A; D A;41 Ve

u(A4;) < oo olur. Budurumda u(N;2, 4;) = lim p(4;) dir (John K. Hunter, 2011)
L—>00

Ispat {A;:i € N}, olgiilebilir kiimelerin artan bir kiime dizisi ve B; = A;4; \ 4; ise
{B;:i € N}, benzer birlesimleri ile ayrik bir kiime dizisidir. Bdylece p niin sayilabilir

toplama ile;
u(UZ; 4) = p(Ui2, By) = X2, u(B))
dir. Ustelik A; = U’_, B; oldugundan,
u(4) = X, u(By)

olur. Bunun anlamu ise ),;2; u(B;) = Jlg?o /,t(Aj) dir. Boylece A; € A; 4 ise
(U2, 4;) = llLrg u(A;) oldugu ispatlanir.
U(A;) < o ve {A;} kiime dizisi azalan ise {B; = A; \ 4;} artan ve
u(B;) = u(A;) — u(4;) olur. Bir 6nceki sonucu takip edersek,

#(UiZ1 B) = lim p(By) = u(Ay) — lim p(A;)
olur. Bundan dolay,

UiZ1 Bi = At \ NiZ1 A, (U2, By) = u(Aq) — u(NiZ, 4)

olur.

Ornek 3.66 Genel terimi her n € N icin E,, = (n, ») ile verilen kiime dizisi 6lciilebilir
kiimelerin bir azalan dizisidir yani 6yle ki her n € N i¢in u(E,) = o ve Np=, E, =

@ dir. Boylece u(Uj2, E;) = lim u(E,) olur. (Jain ve ark., 1986)
n—->00

Ornek 3.67 Bazi n degerleri igin u(4,,) < oo sart1 saglanmazsa A,, D A, oldugunda
1<n<owigind, € A, u(4d;) < o ve
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Np=14n € A ise u(Ny=1 4,) = rlll_r)I.}O(An)
esitliginin saglanmadigin1 gosterelim (Mukherjea ve Pathoven, 1984).
X =R ve A, = (n, o) igin A = P(X) ve u sayilabilir bir 6l¢tim olsun.

Her neEN i¢in A; = (1,0), A, =(2,0), Az =(3,0)... olmak iizere
Np=14p =@ oldugunda u(Nj-;4,) =0 olur. Fakat her n igin, u(4,) =
oldugundan dolayr u(Np=; A,) # lim u(A4,) olur. Bu da A, = (n, ©) kiimelerinden

n—-oo

bazi A, ler i¢in u(A4,) < oo olmadik¢a bu esitlik saglanmaz.
Teorem 3.68 {E;} ol¢iilebilir kiimelerin bir dizisi ise
u(liminf E;) < liminfu(E;).
Ayrica, bir p € N igin u(Uj2, E;) < oo ise,
p(limsupE;) = limsupu(E;)
(Jain ve ark., 1986).
Ispat F, = N{2, E; olsun. Tanimdan,
liminfE; = Up=q By
Dikkat edilirse {F,} 6l¢iilebilir kiimelerin bir artan kiime dizisidir. Dolayisiyla,
#(Unz B = lim p(E,)
uliminfE;) = lim p(F)

n € N sabitlensin. Bu durumda her k € N igin F,, c F,,, ve boylece u(F,) < u(Ensix)
dir. O halde

u(E,) < liminf u(E,4r) = liminfE;.
k—oo
Bu her n € N igin dogru oldugundan

lim u(F,) < liminfu(E;)
n—-oo
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yani,
p(liminfE;) < liminfu(E;)

olur. §imdi bir p € N igin u(U;2, E;) < o0, p(limsupE;) = limsupu(E;) oldugunu

gosterelim. F, = Uj2,, E; olsun,
limsupE; = Ny~ F,

olur. Dikkat edilirse {F,} dlgiilebilir kiimelerin bir azalan kiime dizisidir. n € N

sabitlensin, dolayisiyla
#(Ny=y Fy) = lim pu(F,)
ulimsupE;) = lim p(F)
olur. Bu durumda her k € N igin F,,,; € F, ve boylece u(F,,,) < u(E,) olur. O halde

u(E,) = limsup u(E,) = limsupkE;
k—>oo

dir. Bu her n € N igin dogru oldugundan
lim pu(F,) = limsupp(E;)
yani,
u(limsupkE;) = limsupu(E;).
Ornek 3.69 A cebiri iizerinde sonlu toplamsal bir 6l¢iim  olsun. A, B € A igin,
i.A c Bise u(A) < u(B) olur. Yani,
A,B € Ave A c Bolmak iizere B= AU (B — A) olarak yazarsak A; = A,

A, =B—A, n>2 igin A, =@ ise 0 zaman u sayilabilir toplamsal olur Gdyleyse
u(B) = pu(A) + u(B — A) ifadesinden u(A) < u(B) elde edilir.

ii. u(AUB) + u(An B) = u(A) + u(B) oldugunu gosterelim,
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Olgimiin iii. ozelliginden dolayr (A,)n=; dizisi ikiserli ayrik olacagindan

toplamsal olarak yazabiliriz. Yani, k = 1,2,...,n — 1 i¢in A, N Ay, = @ ve

A; = A,A, = B olmak tizere u(A; U Ay) = Yp=1Ax = u(4,) + u(A,) olur. Buradan
dau(A U B) = u(A;) + u(B) oldugu agiktir.

iii. Eger A c B ve u(A) ise u(B — A) = u(B) — u(A) dir. Gosterecek olursak,
AcB ise B=AU(B—-A) ve u(A) < o olmak tizere u(B) = u(A) + u(B —A)
ifadesinden w(B) — u(A) = u(B — A) elde edilir (Mukherjea ve Pathoven, 1984).

Ornek 3.70 Sonlu toplanabilir u 6lgiimii igin, eger A, D A,+1, 1< n < oo olacak
sekilde A, € A, u(4,) < o ve Ny, 4, € A ise 0 zaman

u(Ny=q Ay) = lim p(A,,) nin sayilabilir bir 6l¢lim olmadigini gosterelim (Mukherjea
n—oo

ve Pathoven, 1984).

X=7Z"={12,..} ve AcX alahm. 4, ={n,n+1,n+2,..} olmak iizere
A, ={1,23,..}, A, ={234..}, A3 ={3,45..}... i¢in Ny=; A, =@ oldugundan
u(Ny=1 A,) = 0 olur. Ayrica A,, kiimesi sonsuz oldugundan u(A4,) = o oldugundan

Olctimii sayilabilir bir 6l¢glim degildir.

Ornek 3.71 A cebiri tizerinde bir Olgim u ve A € A, her E € A igin,

Ua(E) = u(A N E) olmak tizere {E € A: E c A} cebiri lizerinde p4 bir 6l¢timdiir. Yani,
i. E € A olmak iizere E C A oldugunu biliyoruz. O halde E = @ i¢in

(@) = u(An @) = u(@) = 0.
ii.E € AveE c Aigin AN E = E oldugundan,

Us(E) =u(ANE)=u(E) = 0olur.

iii. u bir 6l¢tim oldugundan u(Un=, Ey) = Yn=q1 4(Ey) oldugunu biliyoruz. O
halde pu,(Up=1 Ey) = .u(A N (Up=1 En))

pa(Upz1 Ep) = pa(Up=1(A N EY)), (her n igin E,, € A oldugundan)

= :LL(U?:):l En)v



0 halde py4 bir 6lgtimdiir (Mukherjea ve Pathoven, 1984).
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4. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA
4.1. Yakinsak Kiime Dizilerinin Ol¢iimii

Tamm 4.1 (X, A) bir 6l¢iilebilir uzay olsun. A sinifi {izerinde tanimli negatif olmayan,

genigletilmis reel degerli ve sayilabilir bir u fonksiyonu;

i.u(@) =0

ii. A nmn ikiser ikiser ayrik ve yakinsak her {A4,} artan kiime dizisi i¢in

lim A, = Aiken A € A ve U,-; 4, € A olmak iizere

n—oo
p(U7 An) = e (lim 4,) = u(A)
ozellikleri saglanirsa bu fonksiyona 6l¢iilebilir yakinsak kiime dizisi denir.

Tamim 4.2 (X, A) bir 6lgiilebilir uzay olsun. A sinifi iizerinde tanimli negatif olmayan,

genigletilmis reel degerli ve sayilabilir bir u fonksiyonu;

i.u(@ =0

ii. A nin ikiser ikiser ayrik ve yakinsak her {A,} azalan kiime dizisi igin

lim A, = Aiken A € A ve N~ A, € A olmak iizere

n—->oo
Ny A) = (lim 4, ) = p(a)
ozellikleri saglanirsa bu fonksiyona 6lgiilebilir yakinsak kiime dizisi denir.

Teorem 4.3 (X, A, u) bir 6l¢li uzay1 olsun. {4, }, A’daki konveks kiimelerin yakinsak

artan bir dizisi ve
#(Unz14n) = lim p(An) = u(4)
sart1 saglanirsa {4,,} kiime dizisi 6l¢iilebilirdir.

Ispat: {A,} Artan kiime dizisinin 4,, » (U, 4,) oldugunu gostermistik. Simdi bu

kiimenin 6l¢iilebilir oldugunu gdsterelim;

Bazi n’ler igin u(4,) = +oise u(Up=1 A,) = 4+ olur. Her n igin
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u(4,) < oo oldugunu kabul edelim.
M, =A,ven>licin M, = A, \ 4, ,
Burada M,, dizi A daki kiimelerin ikiserli ayrik dizisi olur. Ayrica
Ay = Uiy My ve Up_1 Ay = Up M,
oldugunu soyleyebiliriz. u bir 6l¢ii fonksiyonu oldugundan
#(Unz14n) = u(Unzy M) = Xomg (Mp) = lim Y3, p(My,) =
= p(My) + nlllfgo Y=z (M) = p(My) + T}ll_rgo Yn=2 b(An \ An-1)
= u(My) + lim Y5, u(An) = p(An-1) = p(Ay) + lim [(Am) —
1(A1)]
= lim u(4,,) =4
m—ao

bulunur. Oyleyse u dlcii foksiyonu iizerinde tanimli A kiimesine yakinsak olan {A4,}
kiime dizisi Slgiilebilirdir.
Ornek 44X =7 ={..—3,-2,-1,0,1,2,3, ...} ve A c P(X) olsun

B, ={-n,..,—1,0,1,...,n} genel terimi ile verilen yakinsak kiime dizisi

A={{-n..,—-1,01,..,n},9, U:;lEk JEx', (U:;lEk)'} sinifi iizerinde bir

o —cebirdir. Yani;
. X ={B,}alirsak, {B,} € A olur.
. Her Ey € Aigin |J,_ Ey € A dir.
Uk=1 Ey i¢in;
El = {_1,0,1} = Bl’

E]_ U Ez = {_1,0,1} U {_Zp _1;0)1)2} = BZ’

E;UE,U ..UE, = B, dir.
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1.  HerE € Aigin E€ = B, \ E € A dir.
{B,\ B;} = {-n,..,—1,,0,1,..,n}\ {~1,0,1}
{B,\ B;} = {-n,..,—1,,0,1,...,n}\ {~2,—-1,0,1,2}
{B,\ B} ={-n,..,—1,,0,1,..,n}\ {-3,-2,-1,0,1,2,3 }

lim {B,} =B;'NB,'NB3'N..= 0@ dir. Béylece o —cebir olma sartlar1 saglanmis
n - o

olur. Oyleyse (B,,) kiime dizisi dl¢iilebilirdir.

Simdi yakinsak (B,,) kiime dizisinin 6l¢iimiinii gdsterelim;
Her n € N i¢in B,, € B,,;; oldugundan (B,,) artan bir kiime dizisidir. O halde
Upe1 B, = {-1,0,1} U {-2,-1,0,1,2} U ..U {—n,..— 1,0,1, ...n}

lim B, = Up~, B, = Z olur.

n—oo

E; = B; ve n > 1 olmak tizere E,, = B, \B,—; kiime dizisini alalm (burada E,,

kiime dizisi A daki kiimelerin ikiser ikiser ayrik kiime dizisidir).
El = Bl = {_1,0,1}
E, = B,\B, = {-2,-1,0,1,2} \{-1,0,1,} = {—2,2}

Es = B;\B, = {-3,-2,-1,0,1,2,3} \{-2,-1,0,1,2} = {—3,3}

E, =B\By_1 ={-n,..,—1,0,1,...,n}\{(-(n— 1), ...,-1,0,1,..(n — 1)} =

{—n, n} olur. Buradan,
u(EyUE, U ..UE),)

= u({=1,01} U {-22} U ..U {-n,n}) = u({=1,0,1} + {~2,2} + - + {—n,n})
= u{=1,0,1} + lim (u{=2,2} + p{3,3} + -+ + p{-n,n})

= u{-1,0,1} + lim (u{-2,-1,0,1,2} — u{—-1,0,1} + --- + u{-n, ...,—1,0,1, ..., n}
n—-o0o

—uf{—-n—-1),..,-1,01,..,(n—1})
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= u(By) + Tlli_{fgo(li(Bz) — n(By) + u(B3) — u(By) + -+ u(By) — H(Bn—l))
= u(By) — u(By) + lim u(By,) = lim u(By) = u(Uy=1 By) = u(Z) = p(By)

dir. (B,,) kiime dizisi sonsuz bir kiime oldugundan p(B,,)=c0 olur. Oyleyse u

Ol¢iimii sayilabilir bir 6l¢tim degildir.

N Y PR TA Y

ww@
m m m
-

EUEU..UE =B =>u(UE)=u(B)

Sekil 4.1. Yakinsak artan kiime dizisi

Teorem 4.5 (X, A, u) bir 6l¢ii uzayi olsun. Yakinsak {C,} kiime dizisi, A ’daki konveks

kiimelerin sinirh ve azalan bir dizisi ise
#(Nzy Go) = lim p(Ey) = p(Cr)
sartin1 saglayan {C,} kiime dizisi 6lg¢iilebilirdir.
Ispat: p, 1(Cp) < o kosulunu saglayan en kii¢tik dogal say1 olsun. Bu durumda
her m > p i¢in u(G,,) < oo dir.
C=Nm=1Cpn Ve K, =Cp—Chns

burada K,,, kiime dizisi A kiimesinde Olgiilebilir ve ikiserli ayriktir; ayrica
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Cp —C=Unm=pKn
esitligi dogrudur. Buradan
u(Cy =€) = Zrm—p t(Km) = Xin=p #1(Cm — Cint1)

C c C, ve Cpyq € Gy oldugundan, her m = p igin ,u(Cp) = u(C) +u(C, —C) ve
U(Cp) = u(Cpy1) + u(C; — Cppyq). Ayrica, her m > p igin u(Cp,) < o oldugundan
u(c, — €) = pu(C,) — u(C) ve herm = p igin,

1(Cn = Ce1) = u(Cn) — 1(Cirs1)
olur. Buradan,
u(Cy) — u(C) = Xm=pU(Cr) — u(Cms1))
= lim ¥ —p(U(Cn) — 1(Cmv1))
= lim {u(C,) — u(Co)}
= u(Cp) — lim u(Cy)
#(Cp) < oo oldugundan u(C) = lim 4(C,)bulunur.

Ornek 46 X = Z* = {1,2,3, ...} ve A © P(X) olsun.

C, ={n,n+1,n+ 2,...} genel terimi ile verilen yakinsak kiime dizisi;
¢, ={123,..}

C,={234..}

C;={345..}...C, ={n,n+1,n+2,..}i¢in C,, D Cy4,0ldugundan azalan bir
kiime dizisidir. Oyleyse; lim C,, = Ny~ C, = @ olur.

n—-oo
(C,) kime dizisi A = {(C,), 9, U:;lEk,Ek' , (UzozlEk)'} smifi tizerinde bir cebir
olusturur. Yani;

. X = (C,) olarak alinirsa, (C,,) € A dur.
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Il. Her E, € A i¢in U:;lEk € A dir.
Ill.HerE € Ai¢in E€ = C, \ E € A dur.
e B, = U:; , Ex olarak alirsak;
B, =E;
B, =E,UE, ={123,..}U{2,34,..} = (4,

B3 = El V) EZ U E3 = {1,2,3, ...} U {2,3,4‘, ...} U {3,4‘,5, ...} = Cl’

BTL :E1UE2UE3U UEn = Cl dll’
[ ] (Cl U Cz)' = Cll N Czl = @1

(61UCZUC3)'= C1'0C2'0C3' =®

(61UCZUC3U ..U Cn)'=C1'ﬂC2'ﬂC3'ﬂ...ﬂCn'=Q)

o C,={123,..}=E,,
Cz — {2,3,4, } = Ez,
C3 = {3,4,5, } = E3,

C,={nn+1,n+2.}=E,
C; evrensel kiime olarak alirsak C;' = @ dir.
C, ={1}, C;'={1,2},..,C,' = {1,2,3,..., k — 1}
Azalan bir kiime dizisinde 111_1}30 Cyr= nneN C,, oldugundan,
lim (C,)' =1{1,23,..}\ {0} olur.
n — oo

lim (C)'=(,_,C)' =(NCN..NC

n — oo

CinCyN...NnC, ={@} dir. Evrensel kiimemiz {1,2,3, ...} oldugundan {1,2,3, ...} \ {0}
dir. Buradan {C,} kiime dizisi iizerinde A sinifi bir ¢ —cebirdir. Oyleyse yakinsak {C,}
kiime dizisi 6l¢iilebilirdir.

Simdi 6l¢iimiinii inceleyelim;

I. lim C, = Ny=;C, = @ oldugundan,

n—-oo
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Ilim u(Cy) = u(Ny=q Cp) = u(®) = 0 sart1 saglanir.

1. (Ep)i=; € A smifilizerinde (Ey) = Cy4q — Cy ile tanimli ikigerli ayrik olan
sonlu bir kiime dizisi olsun. Burada;

Ey =G, —( ={1}

E, =0C3—C, ={2}

E3=C4—C3={3}... By = Cyyq — Cp = {n}

u(EyUE, UE; U ..UE,) = ’lggou(Ek)

H(ED) U p(ER) U p(E3) U ..U p(Ey) = lim p(E)
u(Uk=1 Ei) = lim u(Ey) = p(k)

(Ex) = {k} olugundan Uj}_;E; = (C,) ve u(Ur=1Ex) = u(C,) dir. Burada
yakinsak (C,) kiime dizisi sonsuz oldugundan 6l¢iimii x(C,,) = o oldugundan teorem
4.1.1. i¢in sayilabilir 6l¢tim degildir. (C,,) kiime dizisi yakinsadigi kiimenin 6lgiimii ise

u(®@) = 0 dir.

e12+3 ¢4 aee ) E,

EUEUE,..UE =A => u(UE)=pn(A)
n=1

Sekil 4.2. Yakinsak azalan kiime dizisi
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuglar

Yakinsak kiime dizileri tanitildi. Kiime dizilerinin yakinsaklik ¢esitleri olan
Kuratowski, Wijsman, Hausdorff, Mosco ve Fisher anlamindaki yakinsakliklar
incelenerek bunlarin arasindaki iligkiler agiklandi. Kiime dizileri incelenerek bunlarin

Olciilebilir olup olmadig: arastirildi.
5.2. Oneriler

Bu calismadan yola ¢ikilarak yakinsak kiime dizilerinin Lebesque Ol¢limii

lizerine calisabilir.
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