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1. GİRİŞ 

Fraksiyonel kalkülüs, doğal sayı mertebeden türev ve integralin genelleştirilmiş 

hali olan herhangi keyfi reel ya da karmaşık sayı mertebeden türev ve integralin 

hesaplanması olarak tanımlanır.  Son yıllarda, fraksiyonel diferansiyel denklemler fizik, 

kimya, mekanik, elektrik, biyoloji, ekonomi, kontrol teorisi, sinyal ve görüntü işleme, 

biyofizik, aerodinamik, deneysel donanım gibi çeşitli alanlarda karşılık bulmasından 

dolayı çok önemli bir rol oynamaktadır. Son on yılda, fraksiyonel analiz, uzun bellek 

süreçlerini tanımlamak için en iyi araçlardan biri olarak kabul edilmektedir. Bu 

modeller mühendisler ve fizikçiler için değil, aynı zamanda saf matematikçilerinde 

ilgisini çekmekte ve gizemli bir alan olduğunu sürdürmektedir. Adi diferansiyel 

denklemlerin çözümlerinin nitel davranışlarını incelemede geçerli olan klasik 

yöntemlerin fraksiyonel diferansiyel denklemler için uygulanması zor olmaktadır. Bu 

nedenle, araştırması daha zor hale gelen yeni teorilerin ve yöntemlerin özel olarak 

geliştirilmesi gerekmektedir. Klasik diferansiyel denklemler teorisi ile 

karşılaştırıldığında, kesirli diferansiyel denklemler teorisi üzerine yapılan araştırmalar 

sadece gelişimin ilk aşamasındadır. Söz konusu nedenler bizi fraksiyonel diferansiyel 

denklemleri çalışma noktasında motive etmiştir. 

Bu çalışmada fraksiyonel diferansiyel denklemler teorisine zemin oluşturan 

temel kavramlar verilerek belli bir modelde fraksiyonel mertebe bir diferansiyel 

denkleme gecikme eklenerek sıfır çözümünün karalılığı Lyapunov’un ikinci metodu 

kullanılarak kararlılık için yeter şartlar verilecektir. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

Kesirli türev ilk olarak 1695 yılında Marquis de L'Hopital’in Gottfried Wilhelm 

Leibniz’e gönderdiği mektupta sorduğu “ 
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛  türev operatöründe 𝑛 kesirli bir sayı 

olursa bu nasıl bir anlam ifade eder ” sorusu ile ortaya atıldığı düşünülür. Sonra Leibniz 

cevaben gönderdiği mektubunda “ Bu ucu açık bir sorudur ve ilerde bundan çok faydalı 

sonuçlar elde edilebilecektir” dedi (Miller ve Ross, 1993).  Sonra, 𝑚 pozitif tamsayı 

olmak üzere 𝑦 = 𝑥𝑚 fonksiyonunu 𝑛. türevini Lacroix (1797) Gamma fonksiyonunu 

kullanarak 

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
=

Γ(𝑚 + 1)

Γ(𝑚 − 𝑛 + 1)
𝑥𝑚−𝑛 

olarak ifade etti. Daha sonraları birçok yazarın kesirli türev ile ilgili farklı tanım ve 

yaklaşımları olmuştur (Liouville, 1832; Liouville, 1835; Grunwald, 1867; Letnikov, 

1868; Riemann, 1876; Weyl, 1917; Riesz, 1949; Caputo, 1969; Nishimoto, 1991). 

Fraksiyonel kalkülüs hakkında ayrıntılı bilgi için Miller ve Ross (1993), Podlubny 

(1998), Kilbas ve ark. (2006), Burton (2012), Yong ve ark. (2016) gibi yazarların 

kitaplarına bakılabilir. 

   Son yıllarda fraksiyonel mertebeden diferansiyel denklemlerin çözümlerinin 

kararlılığı, düzgün kararlılığı, asimptotik kararlılığı, düzgün asimptotik kararlılığı, 

sınırlılığı gibi nitel özellikler üzerine çalışmalar yapılmaktadır. Bu çalışmalarda 

Lyapunov’un ikinci metodu, sabit nokta metodu, lineer matris eşitsizliği gibi çeşitli 

metotlar kullanılmaktadır. Özellikle bu metotlardan Lyapunov’un ikinci metodunun 

sonuç alma noktasında daha etkili bir araç olduğu gözlemlenmektedir. Fraksiyonel 

diferansiyel denklemler, adi diferansiyel denklemlere göre daha karmaşık olmakta ve 

özellikle yazarlar uygun Lyapunov fonksiyonlar elde etmede oldukça zorlanmaktadırlar. 

Literatürde kararlılık üzerine yapılan çalışmaların bazıları aşağıda özetlenmiştir; 

Lakshmikantham (2008), Lakshmikantham ve Vatsala (2008) adi fonksiyonel 

diferansiyel denklemler teorisine karşılık gelen fraksiyonel fonksiyonel diferansiyel 

denklemler için başlangıç değer probleminin temel teorisini ve ekstrem çözümler, lokal 

varlık, çözümlerin global varlığı gibi nitel özellikleri araştırdılar. 

Burton (2011)  Caputo fraksiyonel mertebe bir diferansiyel denklemi skaler bir 

integral denklemine dönüştürerek Lyapunov’un ikinci metodu ile çözümlerin nitel 

özelliklerini inceledi. 
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Aguila-Camacho ve ark. (2014) fraksiyonel mertebe sistemlerin kararlılığını 

Lyapunov’un ikinci metoduyla ispatlamada kullanılacak çok faydalı bir lemma’yı 

Caputo’nun fraksiyonel türevi için ispatladılar. 

Duarte-Mermoud ve ark. (2015) genel kuadratik Lyapunov fonksiyonlar için iki 

yeni lemma ve bir teorem ortaya koyarak iki FOMRAC şemasının kararlılık analizini 

kontrol etmede kullandılar. 

Gallegos ve Duarte-Mermoud (2016) fraksiyonel mertebe sistemler ve 

Lyapunov metodu üzerine bazı temel özellikler elde ederek irdeleyici bir çalışma 

yaptılar. 

Chen ve ark. (2017) Lyapunov fonksiyonlar inşa ederek fraksiyonel mertebe 

sistemlerin kararlılığını analiz etmek için çok kullanışlı bir eşitsizlik sundular. Sunulan 

eşitsizliği kullanarak Mittag-Lefler kararlılık için yeter şartlar elde ettiler.  

Gecikmeli ya da gecikmesiz fraksiyonel diferansiyel denklemlerin nitel 

özellikleri çeşitli metodlar uygulanarak Krol (2011), Baleanu ve ark. (2017), Agarwal 

ve ark. (2010), Wen ve ark. (2015), Liu ve ark. (2016) yeter şartlar için önemli sonuçlar 

elde ettiler. 

Son olarak, Badri ve Tavazoei, (2019) konveks fonksiyonlar kullanarak adi 

diferansiyel denklemleri için kullanılan uygun Lyapunov fonksiyonların fraksiyonel 

diferansiyel denklemler içinde kullanılabileceğini gösterdiler. Yazarların bu 

çalışmasından esinlenerek bizde bu çalışmada fraksiyonel diferansiyel denklemler 

üzerine bir model kurarak bu modelin denge noktasının kararlılığı üzerine dördüncü 

bölümde bir teorem ispatlayarak bir örnekle destekledik. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Bu bölümde materyal olarak çalışmada kullanacağımız literatürde mevcut 

kararlılık tanımları, kararlılık teoremleri, gecikmeli diferansiyel denklem tanımı ve 

fraksiyonel türevde kullanılan fonksiyon tanımları verilecektir. 

3.1. Kararlılık ve fraksiyonel türev ile ilgili temel kavramlar 

 Fizik ve mühendislikte en çok tanımlanan matematiksel modeller ya da 

denklemler çoğunlukla x(t0) = x0  başlangıç şartı ile birlikte, 

x′ = F(t, x) (3.1) 

formunda otonom olmayan adi diferansiyel denklemlerdir. Burada D ⊂ Rn, x = 0 

orijini içeren bir bölge ve F: [0, +∞]xD → Rn fonksiyonu [0, +∞]xD üzerinde x’e göre 

Lipchitz şartını sağlayan ve t’ye göre parçalı sürekli bir fonksiyondur. Genellikle tüm 

ölçüm türlerinden kaynaklanan ilk verilerde hata olabileceğinden, ilk verilerdeki küçük 

farklılıkların (3.1) in çözümlerinin istenen davranışını ne kadar etkilediğini bilmek 

önemlidir. Yani başlangıç şartında yeterince küçük bir değişiklik yapılması durumunda, 

ilgili çözümde önemli bir sapma gözlenirse, o zaman verilen başlangıç verilerinden elde 

edilen çözüm kabul edilemezdir, çünkü istenen davranışı yaklaşık olarak 

tanımlamamaktadır. Çözümlerin kayda değer bir şekilde istenen davranıştan sapmasına 

izin vermeyecek koşulların araştırılması problemi, bunun için önemlidir. (3.1) in 

çözümlerinin davranışlarıyla ilgili bu tür problemlerle ilgilenen matematik alanı 

genellikle kararlılık teorisi olarak tercih edilir. t0 ≥ 0 sağında var olan (t0, x0) 

başlangıç noktasından geçen (3.1) in bir çözümü x(t) = x(t, t0, x0) olsun. Biz x(t) 

çözümü için kararlılığın temel kavramlarını tanıştırmadan önce t0 ve x0  başlangıç 

değerleri üzerine x(t, t0, x0) çözümlerinin sürekli bağımlılığına ilişkin bir sonuç 

ispatlayacağız. 

Teorem 3.1  F(t, x) fonksiyonu B = {(t, x): t0 ≤ t ≤ t0 + α , ǁx − x0ǁ ≤ b} kümesinde 

sürekli ve (t, x1), (t, x2) ∈ B için, 

ǁF(t, x1) − F(t, x2)ǁ ≤ Kǁx1 − x2ǁ 

Lipschitz şartını sağlasın. O zaman xn → x0  demek t ∈ [t0, t0 + α]  için 

x(t, t0, xn) → x(t, t0, x0) 

düzgün demektir (Ahmad ve Rao, 1999). 

İspat: Sırasıyla (t0, x0) ve (t0, xn) den geçen (3.1) in herhangi iki çözümü x(t, t0, x0) 

ve x(t, t0, xn) olsun. 



5 

 

 

x(t, t0, xn) = xn + ∫ F(s, x(s, t0, xn))ds
t

t0

, 

x(t, t0, x0) = x0 + ∫ F(s, x(s, t0, x0))ds
t

t0

 

Lipchitz şartını kullanarak t ≥ t0 için, 

ǁx(t, t0, xn) − x(t, t0, x0)ǁ ≤ ǁxn − x0ǁ + ∫ Kǁx(s, t0, xn) − x(s, t0, x0)ǁ
t

t0

ds. 

ǁx(t, t0, xn) − x(t, t0, x0)ǁ ≤ ǁxn − x0ǁ. exp (Kα) 

Bu da sonucu ima eder (Ahmad ve Rao, 1999).  

Şimdi (3.1) in x(t, t0, x0) çözümü için çeşitli kararlılık tanımları verilir.  

Tanım 3.1 (3.1) diferansiyel denklem sisteminin herhangi bir çözümü x(t) olsun. Eğer 

her ε > 0 için bir δ = δ(ε) > 0 vardır ki (3.1) in herhangi bir x̅(t) = x(t, t0, x̅0) 

çözümü için ǁx̅0 − x0ǁ ≤ δ iken her t ≥ t0 için ǁx̅(t) − x(t)ǁ < 𝜀 oluyorsa (3.1) ‘in 

x(t) çözümüne kararlıdır denir (Ahmad ve Rao, 1999). 

Tanım 3.2 Eğer (3.1) in x(t) çözümü kararlı ve bir δ = δ(ε) > 0 var ǁx̅0 − x0ǁ ≤ δ 

iken her t ≥ t0 için ǁx̅(t) − x(t)ǁ → 0 oluyorsa (3.1) ‘in x(t) çözümüne asimptotik 

kararlıdır denir  (Ahmad ve Rao, 1999). 

Tanım 3.3 (3.1) diferansiyel denklem sisteminin herhangi bir çözümü x(t) olsun. Eğer 

her  ε > 0 için bir δ = δ(ε) > 0 vardır ki (3.20) in herhangi bir x̅(t) = x(t, t0, x̅0)  

çözümü ve t1 > t0 için ǁx̅(t1) − x(t1)ǁ ≤ δ iken her t > t1 için ǁx̅(t) − x(t)ǁ < 𝜀 

oluyorsa (3.1) in x(t) çözümüne düzgün kararlıdır denir (Ahmad ve Rao, 1999). 

Tanım 3.4  Eğer (3.1) in x(t),  çözümü düzgün kararlı ve bir δ0 > 0 vardır ve her bir 

ɳ > 0 için bir  T = T(ɳ) > 0 vardır ki t1 ≥ t0 için ǁx̅(t1) − x(t1)ǁ ≤ δ0 iken her 

t ≥ t1 + T   için    ǁx̅(t) − x(t)ǁ < ɳ  oluyorsa (3.1) in x(t) çözümüne düzgün 

asimptotik kararlıdır denir (Ahmad ve Rao, 1999). 

Tanım 3.5 (3.1) diferansiyel denklem sisteminin herhangi bir çözümü x(t) olsun. Eğer 

her ε > 0 için bir δ = δ(ε) > 0 vardır ki (3.1) in herhangi bir x̅(t) = x(t, t0, x̅0) 

çözümü ve t1 > t0 için ǁx̅(t1) − x(t1)ǁ ≤ δ iken her t ≥ t0  için ǁx̅(t) − x(t)ǁ < 𝜀 

oluyorsa (3.1) ‘in x(t) çözümüne kuvvetli kararlıdır denir (Ahmad ve Rao, 1999). 

𝐷 ⊂ ℛ𝑛  olmak üzere 𝑓 ∶ 𝐷 → ℛ𝑛 lokal lipchitz şartını sağlayan bir dönüşüm 

olsun. 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) (3.2) 
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otonom diferansiyel denklem sistemi verilsin. 

Tanım 3.6 (3.2) diferansiyel denklem sisteminin denge noktası 𝑥 = 0 olsun. Eğer 

∀ 𝜀 > 0 için ‖𝑥(0)‖ < 𝛿 iken ∀ 𝑡 ≥ 0 için ‖𝑥(𝑡)‖ < 𝜀 oluyorsa  (3.2) nin x = 0 denge 

noktası kararlıdır denir. Aksi takdirde kararsızdır. Eğer (3.2) nin 𝑥 = 0 denge noktası 

kararlı ve ‖𝑥(0)‖ < 𝛿 iken lim𝑡→∞ 𝑥(𝑡) = 0 oluyorsa (3.2) nin 𝑥 = 0 denge noktası 

asimptotik kararlıdır denir (Khalil ve Grizzle, 2002). 

 Orijini içeren 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 bölgesinde tanımlanan 𝑉: 𝐷 →  𝑅 sürekli 

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. 𝑉 nin (3.2) eğrisi boyunca türevi  

  

𝑉̇(𝑥) =  ∑
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
 𝑋𝑖

̇

𝑛

𝑖=0

= ∑
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
 𝑓𝑖(𝑋)

𝑛

𝑖=0

               

= [
𝜕𝑉

𝜕𝑥1
,

𝜕𝑉

𝜕𝑥2
, ⋯ ,

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑛
] . [

𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
⋮

𝑓𝑛(𝑥)

] 

=
𝜕𝑉

𝜕𝑥
 𝑓(𝑥)                                       

olur. 

Teorem 3.2 𝑓(𝑡, 𝑥) fonksiyonu 𝑡 ye göre parçalı sürekli, 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 bölgesinde her 𝑥 ve  

her t > t0 için 𝑥 e göre lokal Lipchitz sağlasın. 𝑊 kümesi 𝑥0 içeren 𝐷 nin kompact bir 

alt kümesi olsun. Eğer  𝑥′ = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑥(𝑡0)  başlangıç değer probleminin her çözümü 

tamamen 𝑊 da kalırsa o zaman  her t > t0 için başlangıç değer probleminin tanımlanan 

bir tek çözümü vardır (Khalil ve Grizzle, 2002). 

Teorem 3.3 (3.2) diferansiyel denklem sisteminin 𝑥 = 0 denge noktasını içeren bir 

𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 bölgesi verilsin. 𝑉: 𝐷 →  𝑅 sürekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. 

Eğer  𝑉(0) = 0, 𝐷 − {0} da 𝑉(𝑥) > 0 𝑣𝑒 𝐷′𝑑𝑒 𝑉̇(𝑥) ≤ 0  ise o zaman (3.2) nin 𝑥 = 0 

çözümü kararlıdır. Ayrıca eğer 𝐷 − {0} da 𝑉̇(𝑥) < 0 ise (3.2) nin 𝑥 = 0 çözümü 

asimptotik kararlıdır (Khalil ve Grizzle, 2002). 

İspat: 𝜀 > 0 verilsin. 𝐵𝑟 = {𝑥 ∈ ℛ𝑛: ‖𝑥‖ ≤ 𝑟} ⊂ 𝐷 olacak şekilde 𝑟 ∈ (0, 𝜀]  seçelim.                       

𝛼 = min‖𝑥‖=𝑟 𝑉(𝑥) olsun. O zaman 𝐷 − {0} da 𝑉(𝑥) > 0 olduğundan 𝛼 > 0 olur. 
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Şekil 3. 1 İspattaki kümelerin geometrik temsili 

 

𝛽 ∈ (0, 𝛼) alalım ve Ω𝛽 = {𝑥 ∈ 𝐵𝑟: 𝑉(𝑥) < 𝛽} olsun. O zaman Ω𝛽 , 𝐵𝑟 nin iç 

bölgesidir. 𝑡 = 0 da Ω𝛽 da başlayan herhangi bir eğri her  𝑡 ≥ 0 için Ω𝛽 da kalır. 

 Bu durum 𝐷 kümesinde 𝑉̇(𝑥) ≤ 0 olduğundan dolayıdır. Çünkü ∀ 𝑡 ≥ 0 için  

𝑉̇(𝑥(𝑡)) ≤ 0 ⇒ 𝑉(𝑥(𝑡)) ≤  𝑉(𝑥(0)) ≤ 𝛽 

Ω𝛽 kompakt bir küme olduğundan dolayı Teorem 3.2 den (3.2) sistemi 𝑥(0) ∈ Ω𝛽 da 

∀ 𝑡 ≥ 0 için tanımlanan bir tek çözüme sahiptir. 𝑉(𝑥) sürekli ve 𝑉(0) = 0 olduğundan 

‖𝑥‖ < 𝛿 iken    𝑉(𝑥) < 𝛽 olacak şekilde 𝛿 > 0 vardır. O zaman  

𝐵𝛿 ⊂ Ω𝛽 ⊂ 𝐵𝑟 

 ve  

𝑥(0) ∈ 𝐵𝛿 ⇒ 𝑥(0) ∈ Ω𝛽 ⇒ 𝑥(𝑡) ∈ Ω𝛽 ⇒ 𝑥(𝑡) ∈ 𝐵𝑟 

Böylece  ∀ 𝑡 ≥ 0 için ‖𝑥0‖ < 𝛿 ⇒ ‖𝑥(𝑡)‖ < 𝑟 ≤ 𝜀 olur. Bu da 𝑥 = 0 denge noktası 

noktasının kararlı olduğunu gösterir. 

 

Şekil 3. 2  Lyapunov fonksiyonunun seviye yüzeyi 

𝐷 𝐵𝑟 

Ω𝛽 

𝐵𝛿 

V(x) = 𝑐1 𝑐2 
𝑐3 
 

𝑐1 < 𝑐2 < 𝑐3 
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 Şimdi 𝐷 − {0} da 𝑉̇(𝑥) < 0 olduğunu varsayalım. Asimptotik kararlılığını 

göstermek için 𝑡 → ∞ iken 𝑥(𝑡) → 0 olduğunu göstermeye ihtiyaç duyarız, yani her 

𝑎 > 0 için ∀  𝑡 > 𝑇 için ‖𝑥(𝑡)‖ < 𝑎 olacak şekilde 𝑇 > 0 vardır. Önceki argümanları 

tekrarlayarak her 𝑎 > 0 için Ω𝑏 ⊂ 𝐵𝑎 olacak şekilde 𝑏 > 0 seçebiliriz. Dolayısıyla 

𝑡 → ∞ iken 𝑉(𝑥(𝑡)) → 0 göstermek yeterlidir. 𝑉(𝑥(𝑡)) monoton azalan ve sıfır ile 

alttan sınırlı olduğundan dolayı 𝑡 → ∞ iken 𝑉(𝑥(𝑡)) → 𝑐 ≥ 0 olur. 

𝑐 = 0 olduğunu göstermek için çelişki kullanırız. Farz edelim ki 𝑐 > 0, V(x) in 

sürekliliği ile 𝐵𝑑 ⊂ Ω𝑐 olacak şekilde 𝑑 > 0 vardır. 

𝑉(𝑥(𝑡)) → 𝑐 > 0 limiti 𝑥(𝑡) yörüngesinin her 𝑡 ≥ 0 için 𝐵𝑑 yuvarının dışına uzandığını 

ima eder. 

−𝛾 = max
𝑑≤‖𝑥‖≤𝑟

𝑉̇(𝑥) 

olsun. Sürekli 𝑉̇(𝑥) fonksiyonu  {𝑑 ≤ ‖𝑋‖ ≤ 𝑟} kompakt kümesi üzerinde bir 

maksimuma sahip olduğundan dolayı −𝛾 vardır. 𝐷 − {0} da 𝑉̇(𝑥) < 0 dan −𝛾 < 0 

olur. Böylece 

𝑉(𝑥(𝑡)) = 𝑉(𝑥(0)) + ∫ 𝑉̇(𝑥(𝜏))

𝑡

0

𝑑𝜏 ≤ 𝑉(𝑥(0)) − 𝛾𝑡 

Sonuçta eşitliğin sağ tarafı negatif olacağından dolayı 𝑐 > 0 kabulü ile çelişir. Buda 

gösterir ki 𝑥 = 0 denge noktası asimptotik kararlıdır (Khalil ve Grizzle, 2002). 

Tanım 3.7  𝛾(0) = 0 ve 𝛾: [0, 𝑎) → [0, ∞)  sürekli fonksiyonu sıkı artan ise 𝛾 ya K-

sınıfına aittir denir. Eğer 𝑎 = ∞ ve 𝑟 → ∞ iken 𝑎(𝑟) → ∞ ise 𝛾 ya 𝐾∞ sınıfına aittir 

denir (Khalil ve Grizzle, 2002). 

Lemma 3.1 Orijini içeren 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 bölgesi üzerinde tanımlı, sürekli pozitif tanımlı  

𝑉: 𝐷 → 𝑅 fonksiyonu verilsin. Bir 𝑟 > 0 için 𝐵𝑟 ⊂ 𝐷 olsun. O zaman her 𝑥 ∈ 𝐵𝑟 için  

𝛼1(‖𝑥‖) ≤ 𝑉(𝑥) ≤ 𝛼2(‖𝑥‖) 

olacak şekilde [0, 𝑟] de tanımlanan 𝛼1 ve  𝛼2 K-fonksiyonlar sınıfı vardır. Eğer 𝐷 = 𝑅𝑛 

ise 𝛼1 ve  𝛼2 fonksiyonları [0, ∞] tanımlanmış olacak ve yukarıdaki eşitsizlik 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 

için sağlanacak. Ayrıca 𝑉(𝑥) radyal sınırsız ise o zaman 𝛼1 ve  𝛼2 fonksiyonları 𝐾∞ 

sınıfından seçilebilir (Khalil ve Grizzle, 2002). 

Teorem 3.4 (3.2) sisteminin 𝑥 = 0 denge noktasını içeren bir bölge 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 olsun. 

𝑉: [0, +∞]𝑥𝐷 → 𝑅 sürekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. ∀ 𝑡 ≥ 0 ve ∀ 𝑥 ∈ 𝐷 

için 𝑊1(𝑥) ve 𝑊2(𝑥) sürekli pozitif tanımlı fonksiyonlar olmak üzere aşağıdaki 
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𝑊1(𝑥) ≤ 𝑉(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑊2(𝑥) (3.3) 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑓(𝑡, 𝑥) ≤ 0 (3.4) 

şartları sağlanıyor ise o zaman (3.2) sisteminin 𝑥 = 0 denge noktası düzgün kararlıdır 

(Khalil ve Grizzle, 2002). 

İspat: (3.2) sisteminin yörüngeleri boyunca 𝑉 Lyapunov fonksiyonunun türevi 

𝑉̇(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑓(𝑡, 𝑥) ≤ 0 

ile verilir. 𝐵𝑟 ⊂ 𝐷 ve 𝑐 < min‖𝑥‖=𝑟 𝑊1(𝑥) olacak şekilde 𝑟 > 0 ve 𝑐 > 0 seçelim. O 

zaman {𝑥 ∈ 𝐵𝑟: 𝑊1(𝑥) ≤ 𝑐 } kümesi 𝐵𝑟 nin iç bölgesidir. Zaman-bağımlı Ω𝑡,𝑐 =

{𝑥 ∈ 𝐵𝑟: 𝑉(𝑡, 𝑥) < 𝑐} kümesi tanımlansın. 𝑊2(𝑥) ≤ 𝑐 ⇒ 𝑉(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑐 olduğundan dolayı 

Ω𝑡,𝑐 kümesi {𝑥 ∈ 𝐵𝑟: 𝑊2(𝑥) ≤ 𝑐 } kümesini içerir. Diğer taraftan; 𝑉(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑐 ⇒

𝑊1(𝑥) ≤ 𝑐 olduğundan dolayı Ω𝑡,𝑐 kümesi {𝑥 ∈ 𝐵𝑟: 𝑊1(𝑥) ≤ 𝑐 } kümesinin bir alt 

kümesidir.  

 Böylece ∀ 𝑡 ≥ 0 için {𝑥 ∈ 𝐵𝑟: 𝑊2(𝑥) ≤ 𝑐 } ⊂ Ω𝑡,𝑐 ⊂ {𝑥 ∈ 𝐵𝑟: 𝑊1(𝑥) ≤ 𝑐 } ⊂

𝐵𝑟 ⊂ 𝐷  bu beş iç içe küme şekil 3.3 de çizilir. 𝑉(𝑡, 𝑥) = 𝑐 yüzeyi şimdi 𝑡 ye bağımlıdır 

bu sebepten dolayı bu yüzey 𝑊1(𝑥) = 𝑐 ve 𝑊2(𝑥) = 𝑐 zaman bağımsız yüzeyler ile 

çevrelenmiştir.

 

Şekil 3. 3 İspattaki kümelerin geometrik temsili 

 

Herhangi 𝑥0 ∈ Ω𝑡0,𝑐 ve herhangi 𝑡0 ≥ 0 için 𝐷 de  𝑉̇(𝑡, 𝑥) ≤ 0 olduğundan dolayı 

(𝑡0, 𝑥0) da başlayan çözüm ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0 için Ω𝑡,𝑐 de kalır.  

D 

𝑩𝒓 

{𝑾𝟏 ≤ 𝒄 }  

{𝑾𝟐 ≤ 𝒄 }  

{𝑽 ≤ 𝒄 }  
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Bu yüzden {𝑥 ∈ 𝐵𝑟: 𝑊2(𝑥) ≤ 𝑐 } de başlayan herhangi bir çözüm Ω𝑡,𝑐 de kalır ve 

sonuçta her gelecek zaman için {𝑥 ∈ 𝐵𝑟: 𝑊1(𝑥) ≤ 𝑐 } kümesinde bunun sonucu olarak 

çözüm her 𝑡 ≥ 𝑡0 için tanımlı ve sınırlıdır. Ayrıca 𝑉̇ ≤ 0 olduğundan dolayı ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0 

için 

𝑉(𝑡, 𝑥(𝑡)) ≤ 𝑉(𝑡0, 𝑥(𝑡0)) 

 

Lemma 3.1 den  

𝛼1(‖𝑥‖) ≤ 𝑊1(𝑥) ≤ 𝑉(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑊2(𝑥) ≤ 𝛼2(‖𝑥‖) 

olacak şekilde [0, 𝑟] üzerinde tanımlanan 𝛼1 ve 𝛼2 fonksiyonlar sınıfı vardır. Önceki iki 

eşitsizliği birleştirerek 

‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝛼1
−1(𝑉(𝑡, 𝑥(𝑡))) ≤ 𝛼1

−1(𝑉(𝑡0, 𝑥(𝑡0))) ≤ 𝛼1
−1(𝛼2(‖𝑥(𝑡0)‖)) 

 𝛼1
−1𝜊 𝛼2 bir 𝐾 fonksiyon sınıfı olduğundan dolayı 

‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝛼1
−1(𝛼2(‖𝑥(𝑡0)‖)) 

Bu da orijinin düzgün kararlı olduğunu gösterir (Khalil ve Grizzle, 2002). 

Tanım 3.10 Gamma fonksiyonunun en temel açıklaması faktöriyel kavramının reel 

sayılar için genellemesi olup 𝑥 ∈ 𝑅+ için 

Γ(𝑥) = ∫ 𝑒−𝑡𝑡𝑥−1𝑑𝑡

∞

0

 

ile tanımlanır. Gamma fonksiyonu gibi Beta fonksiyonuda belli bir integral ile 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅+ 

için 

𝛽(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡

1

0

 

olarak tanımlanır. Fraksiyonel kalkulusta önemli bir rol oynayan Mittag-Leffler 

fonksiyonu 𝑒𝑥 üstel fonksiyonunun bir genellemesi olup 𝛼 > 0 , 𝛽 > 0  için 

𝐸𝛼(𝑥) = ∑
𝑥𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 1)

∞

𝑘=0

 

ve  

𝐸𝛼,𝛽(𝑥) = ∑
𝑥𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽)

∞

𝑘=0

 

kuvvet serileri ile tanımlanır (Podlubny, 1998). 
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3.2. Lyapunov metodu 

Yarım yüzyıla yakın bir zamandır lineer olmayan diferansiyel denklemlerin nitel 

teorisinin araştırılması için büyük çabalar sarf edilmiştir. Bu bağlamda çözümlerin 

sınırlılığı, kararlılığı, periyodikliği ve yakınsaması gibi nitel özelliklerin 

araştırılmasında kullanılan tekniklerden bir tanesi de Lyapunov’ un ikinci metodudur. 

Kararlı olan sistemlerin yakınsama özelliği teorik olarak önemlidir. Uygulamalarda 

denge noktasında gerçekleşen küçük sapmalar sonsuza gittiğinde yörünge yine ona geri 

dönecektir. Bu tezin niteliksel özelliklerini inceleyen yaklaşım Lyapunov’ un ikinci 

metodudur. Bu kavram dinamik sistemlerin kararlılık alanı ve otomatik kontrol 

uygulamalarının farkındadır. Lyapunov yönteminin uygulanması skaler bir fonksiyonun 

oluşturulmasında yatar. Belirli özelliklere sahip bir skaler fonksiyon ve türevlerinin 

özellikleri karşılaştırıldığında sistemin kararlılık davranışı bilinir. Lyapunov ikinci 

metodunun uygulanmasındaki en büyük zorluk lineer olmayan sistemlerin çözümlerinin 

niteliksel özelliklerine uygun Lyapunov fonksiyonlarını bulma işleminin kolay bir 

prosedür olmamasıdır. Lyapunov fonksiyonu bulmak bir sanattır ve diğer sanatlar gibi 

takip edilmesi gereken yörüngeler içerir. Kararlı bir sistem için çok sayıda hatta sonsuz 

sayıda Lyapunov fonksiyonu oluşturulabilir. Lyapunov fonksiyonlarını oluşturmak için 

literatürde önerilen bir çok yöntem mevcuttur. Krasovskii’s Metodu, Schultz – Gibson’s 

Variable Metodu, Intrinsic Metodu bu yöntemlerden bir kaçıdır. Yüksek mertebeden 

lineer olmayan diferansiyel denklemlerle ilgili bir çok araştırma sonucu Lyapunov 

teoremleri ve genellemeleri kullanılarak elde edilir. 
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4. ARAŞTIRMA SONUÇLARI ve TARTIŞMA 

4.1. Belirli bir modelde gecikmeli fraksiyonel diferansiyel denklemlerin kararlılığı 

Tanım 4.1 İkinci mertebeden sürekli diferansiyellenebilir 𝑓: 𝑅𝑛 → 𝑅 fonksiyonu ve 𝑓 

nin Hessian matrisi 𝐻(𝑓(. )): 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛𝑥𝑛 verilsin. Eğer herhangi konveks ve kompakt 

𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 için aşağıdaki; 

i) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için 𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥) − (𝜕𝑓(𝑥) 𝜕𝑥⁄ )𝑇(𝑦 − 𝑥) ≥ (𝜃 2⁄ )‖𝑦 − 𝑥‖2, 

ii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için ((𝜕𝑓(𝑦) 𝜕𝑦⁄ ) − (𝜕𝑓(𝑥) 𝜕𝑥⁄ ))
𝑇

(𝑦 − 𝑥) ≥ 𝜃‖𝑦 − 𝑥‖2, 

iii)  ∀𝑥 ∈ 𝐷 için 𝐻(𝑓(𝑥)) ≥  𝜃𝐼𝑛 

eşdeğer şartları sağlayan 𝜃 > 0 sabiti varsa 𝑓: 𝑅𝑛 → 𝑅 fonksiyonu lokal güçlü konveks 

denir (Chen ve ark., 2017). 

Lemma 4.1 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅 sürekli ve diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O zaman 

herhangi 𝑡 ≥ 𝑡0 ve ∀𝛼 ∈ (0,1) 

1

2
𝐷𝑡

𝛼𝑥2(𝑡) ≤𝑡0

𝐶 𝑥(𝑡) 𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡)𝑡0

𝐶  (4.1) 

olur (Aguila-Camacho ve ark., 2014). 

İspat : (4.1) ifadesinin doğruluğu ispatlamak için (4.1) ifadesine eşdeğer olan 

∀𝛼 ∈ (0,1) 

için 

𝑥(𝑡) 𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡)𝑡0

𝐶 −
1

2
𝐷𝑡

𝛼𝑥2(𝑡) ≥ 0 𝑡0

𝐶  (4.2) 

 

doğruluğu ispatlanır. Caputo fraksiyonel türev tanımından 

𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡)𝑡0

𝐶 =
1

Γ(1 − 𝛼)
∫

𝑥̇(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼

𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 (4.3) 

 

ve aynı şekilde 

1

2
𝐷𝑡

𝛼𝑥(𝑡)𝑡0

𝐶 =
1

Γ(1 − 𝛼)
∫

𝑥(𝜏)𝑥̇(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼

𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 (4.4) 

 

yazılır. Böylece (4.2) ifadesi 
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1

Γ(1 − 𝛼)
∫

[𝑥(𝑡) − 𝑥(𝜏)]𝑥̇(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼

𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 ≥ 0 (4.5) 

 

olarak yazılır. 

𝑦(𝜏) = 𝑥(𝑡) − 𝑥(𝜏) değişken değiştirmesi yaparak (4.5) ifadesi  

1

Γ(1 − 𝛼)
∫

𝑦(𝜏)𝑦̇(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼

𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 ≤ 0 (4.6) 

 

olarak yazılabilir. Şimdi de (4.6) ifadesine kısmi integrasyon uygulanarak 

 

𝑢 =
1

Γ(1 − 𝛼)(𝑡 − 𝜏)𝛼
 𝑑𝑢 =

𝛼

Γ(1 − 𝛼)
(𝑡 − 𝜏)−𝛼−1 

𝑑𝑣 =  𝑦(𝜏)𝑦̇(𝜏)𝑑𝜏 
𝑣 =

1

2
 

 

− [
𝑦2(𝜏)

2Γ(1 − α)(𝑡 − 𝜏)2
]|

𝑡−𝜏

+ [
𝑦0

2(𝜏)

2Γ(1 − α)(𝑡 − 𝜏)2
] 

(4.7) 

+
𝛼

2Γ(1 − α)
∫

𝑦2(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼+1

𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 ≥ 0 

olarak yazılabilir. 𝑡 = 𝜏 da bir belirsizliğe sahip olan (4.7) ifadesinin birinci terimi 

kendisine özdeş olan  

lim
𝑡→𝜏

𝑦2(𝜏)

2Γ(1 − α)(𝑡 − 𝜏)2
 =

1

2Γ(1 − α)
lim
𝜏→𝑡

[𝑥(𝑡) − 𝑥(𝜏)]2

(𝑡 − 𝜏)𝛼
 

 

 
=

1

2Γ(1 − α)
lim
𝜏→𝑡

[𝑥2(𝑡) − 2𝑥(𝑡)𝑥(𝜏) + 𝑥2(𝜏)]

(𝑡 − 𝜏)𝛼
 (4.8) 

limiti ile analiz edilir. 
0

0
  belirsizliği olduğundan L’Hospital kuralı uygulanabilir. O 

zaman  

1

2Γ(1−α)
lim
𝜏→𝑡

[𝑥2(𝑡)−2𝑥(𝑡)𝑥(𝜏)+𝑥2(𝜏)]

(𝑡−𝜏)𝛼
  =

1

2Γ(1−α)
lim
𝜏→𝑡

[−2𝑥(𝑡)𝑥̇(𝜏)+2𝑥(𝜏)𝑥̇(𝜏)]

−𝛼(𝑡−𝜏)𝛼−1
  

 =
1

2Γ(1−α)
lim
𝜏→𝑡

[2𝑥(𝑡)𝑥̇(𝜏)−2𝑥(𝜏)𝑥̇(𝜏)](𝑡−𝜏)1−𝛼

𝛼
  

 = 0 
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Böylece (4.7) ifadesi 

𝑦0
2

2Γ(1 − α)(𝑡 − 𝜏0)𝛼
+

𝛼

2Γ(1 − α)
∫

𝑦2(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼+1

𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 ≥ 0 (4.9) 

 

 

indirgenir. (4.9) eşitsizliğinin doğruluğu açıktır. Bu da ispatı tamamlar (Aguila-

Camacho ve ark., 2014). 

Not 4.1  𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 olduğu durumda ∀ 𝛼 ∈ (0,1) ve ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0 için  

1

2
𝐷𝑡

𝛼𝑥T(𝑡)𝑡0

𝐶 ≤ 𝑥𝑇(𝑡) 𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡)𝑡0

𝐶  

olur (Aguila-Camacho ve ark., 2014). 

Lemma 4.2 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları türevleri ile birlikte (0, +∞) da sürekli iseler o zaman 

Caputo’nun fraksiyonel türevi için Leibniz kuralı (
𝛼
𝑘

) =
Γ(1+α)

Γ(1+k).Γ(1−k+α)
 olmak üzere 

𝐷𝑡
𝛼

0
𝐶 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)) = ∑ (

𝛼

𝑘
)

∞

𝑘=0

𝑓(𝑘)(𝑡). 𝐷𝑡
𝛼−𝑘𝑔(𝑡) 

formunu alır (Kilbas ve ark., 2006). 

Lemma 4.3 𝐴(𝑡) = (𝑎𝑖𝑗(𝑡))
𝑛𝑥𝑛

 zaman değişkenli bir matris ve 𝑎𝑖𝑗(𝑡) ler sürekli ve 

türevlenebilir fonksiyonlar olsun. 𝑄 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛 olmak üzere o zaman aşağıdaki eşitlikler 

𝐷𝑡
𝛼

0
𝐶 𝐴(𝑡) = (

𝐷𝑡
𝛼

0
𝐶 𝑎1,1(𝑡) ⋯ 𝐷𝑡

𝛼
0
𝐶 𝑎1,𝑛(𝑡)

⋮ ⋱ ⋮
𝐷𝑡

𝛼
0
𝐶 𝑎𝑛,1(𝑡) ⋯ 𝐷𝑡

𝛼
0
𝐶 𝑎𝑛,𝑛(𝑡)

) 

𝐷𝑡
𝛼

                           0
𝐶 (𝑄𝐴(𝑡)) = 𝑄 𝐷𝑡

𝛼
0
𝐶 𝐴(𝑡) 

vardır (Yige ve ark., 2015). 

Lemma 4.4  𝛼𝜖(0,1) olmak üzere 𝑥(𝑡0) = 𝑦(𝑡0) ve 𝐷𝑡
𝛼

𝑡0

𝐶 𝑥(𝑡) ≥ 𝐷𝑡
𝛼

𝑡0

𝐶 𝑦(𝑡) olsun. O 

zaman 𝑥(𝑡) ≥ 𝑦(𝑡) olur. 

Lemma 4.5 𝐴 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛 pozitif tanımlı bir matris olsun. O zaman 𝐴 = 𝐵2 olacak şekilde 

𝐵 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛 pozitif tanımlı bir matris vardır (Yige ve ark., 2015). 

İspat: A matrisi reel simetrik matris olduğundan bir ortogonal 𝑃 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛 matrisi vardır. 

Şöyle ki 
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𝑃−1𝐴𝑃 = Λ = (

𝜆1

𝜆2

⋱
𝜆𝑛

) 

Ayrıca A matrisinin pozitif tanımlı olması 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 lerin pozitif olmasını ima eder. 

Λ1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(√𝜆1 , √𝜆2 , … , √𝜆𝑛 ) seçelim, 𝐵 = 𝑃Λ1𝑃−1   o zaman pozitif tanımlı 𝐵 

matrisini alırız. Böylece  

𝐵2 = 𝐵𝐵 = 𝑃Λ1𝑃−1𝑃Λ1𝑃−1 = 𝑃Λ1
2𝑃−1 = 𝑃Λ𝑃−1 = 𝐴 

elde edilir (Yige ve ark., 2015). 

Lemma 4.6  𝛼 ∈ (0,1), 𝑥(𝑡) = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡) )𝑇 ∈ 𝑅𝑛 ve 𝑥𝑖(𝑡) ler sürekli ve 

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman herhangi 𝑡 ≥ 0 için  

1

2
𝐷𝑡

𝛼
0
𝐶 𝑥𝑇(𝑡)𝑃𝑥(𝑡) ≤ 𝑥𝑇(𝑡)𝑃 𝐷𝑡

𝛼
0
𝐶 𝑥(𝑡) 

olacak şekilde pozitif tanımlı 𝑃 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛 matrisi vardır (Yige ve ark., 2015). 

İspat: Bir önceki Lemmadan 𝑃 = 𝑄2 olacak şekilde pozitif tanımlı 𝑄 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛 matrisi 

vardır.  

O zaman  

1

2
𝐷𝑡

𝛼
0
𝐶 𝑥𝑇(𝑡)𝑃𝑥(𝑡) =

1

2
𝐷𝑡

𝛼
0
𝐶 𝑥𝑇(𝑡)𝑄𝑇𝑄𝑥(𝑡) 

sahip olunur. 𝑦(𝑡) = 𝑄𝑥(𝑡) olsun. 

1

2
𝐷𝑡

𝛼
0
𝐶 𝑥𝑇(𝑡)𝑃𝑥(𝑡) =

1

2
𝐷𝑡

𝛼
0
𝐶 𝑥𝑇(𝑡)𝑄𝑇𝑄𝑥(𝑡) 

 =
1

2
𝐷𝑡

𝛼
0
𝐶 𝑦𝑇(𝑡)𝑦(𝑡) 

 ≤ 𝑦𝑇(𝑡) 𝐷𝑡
𝛼

0
𝐶 𝑦(𝑡) 

 = 𝑥𝑇(𝑡)𝑄𝑇 𝐷𝑡
𝛼

0
𝐶 𝑄𝑥(𝑡) 

 = 𝑥𝑇(𝑡)𝑄𝑇𝑄 𝐷𝑡
𝛼

0
𝐶 𝑥(𝑡) 

 = 𝑥𝑇(𝑡)𝑃 𝐷𝑡
𝛼

0
𝐶 𝑥(𝑡) 

sahip olunur (Yige ve ark., 2015). 

Teorem 4.1 Otonom olmayan fraksiyonel mertebeden 𝐷𝑡
𝛼𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑡0

𝐶  sisteminin 

denge noktası  𝑥 = 0 olsun. Kabul edelim ki sürekli 𝑉(𝑥(𝑡), 𝑡) Lyapunov fonksiyonu ve 

K-fonksiyonlar sınıfından skaler bir   𝛾1(. ) fonksiyonu vardır. Eğer  ∀𝑥 ≠ 0 için 
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i) 𝛾1(‖𝑥(𝑡)‖) ≤ 𝑉(𝑥(𝑡), 𝑡) 

ii) 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐶 𝑉(𝑥(𝑡), 𝑡) ≤ 0, 𝑣𝑒 𝛽 ∈ (0,1] 

sağlanırsa o zaman 𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑡0

𝐶  sisteminin denge noktası Lyapunov 

kararlıdır. Eğer ek olarak K-fonksiyonlar sınıfından skaler bir   𝛾2(. ) fonksiyonu var ve 

iii) 𝑉(𝑥(𝑡), 𝑡) ≤ 𝛾2(‖𝑥(𝑡)‖) 

sağlanırsa o zaman  𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑡0

𝐶  sisteminin denge noktası Lyapunov düzgün 

kararlıdır (Duarte-Mermoud ve ark., 2015). 

İspat: İlk olarak 𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑡0

𝐶  sisteminin denge noktasının Lyapunov 

kararlılığı ispatlanır. Yani Teorem’in i) ve ii) şartları sağlanırken her 𝜀 > 0 için 

‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝛿 iken öyle bir 𝛿(𝜀, 𝑡0)  vardır ki ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0 için ‖𝑥(𝑡)‖ < 𝜀 olduğu gösterilir. 

Teorem’in ii) şartından ve fraksiyonel kıyaslama ilkesinden ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0 

 

𝑉(𝑥(𝑡), 𝑡) ≤ 𝑉(𝑥(𝑡0), 𝑡0) (4.10) 

 

elde edilir. i) ve (4.10) dan ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0 için 

 

𝛾1(‖𝑥(𝑡)‖) ≤ 𝑉(𝑥(𝑡), 𝑡) ≤ 𝑉(𝑥(𝑡0), 𝑡0)  (4.11) 

 

 

yazılabilir.  𝑉(𝑥, 𝑡) Lyapunov fonksiyonu 𝑥 e göre sürekli ve 𝑉(0, 𝑡0) = 0 olduğundan 

‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝛿 iken  

 

𝑉(𝑥(𝑡0), 𝑡0) < 𝜂 = 𝛾1(𝜀) (4.12) 

 

olacak şekilde bir 𝛿 bulunabilir. Bu demektir ki eğer ‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝛿 ise o zaman (4.11) ve 

(4.12) den ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0 

 

𝛾1(‖𝑥(𝑡)‖) ≤ 𝛾1(𝜀) (4.13) 

 

Bir K-fonksiyon sınıfından 𝛾1(. ) fonksiyonu azalmayan olduğundan (4.13) eşitsizliği 

∀ 𝑡 ≥ 𝑡0 için ‖𝑥(𝑡)‖ < 𝜀 olduğunu ima eder. Buda sistemin denge noktasının Lyapunov 

kararlı olduğunu gösterir. Şimdi de Teorem’in  i)-iii) şartlarının sağlanması durumunda 
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sistemin denge noktasının düzgün Lyapunov kararlı olduğu gösterilir. Yani i)-iii) 

sağlanması halinde her 𝜀 > 0 için ‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝛿 iken öyle bir 𝛿(𝜀)  vardır ki ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0 

için ‖𝑥(𝑡)‖ < 𝜀 olduğu gösterilir. Teorem’den ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0 için 

 

𝛾1(‖𝑥(𝑡)‖) ≤ 𝑉(𝑥(𝑡), 𝑡) ≤ 𝛾2(‖𝑥(𝑡)‖) (4.14) 

 

olduğu bilinir. Şimdi herhangi 𝜀 > 0 için 𝛾2(𝛿) < 𝛾1(𝜀) olacak şekilde 𝛿(𝜀) > 0 

bulunabilir. 𝑥(𝑡0) başlangıç şartı ‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝛿 olacak şekilde seçilsin o zaman (4.10) 

açıklamasının bir sonucu  

 

𝛾1(𝜀) > 𝛾2(𝛿) ≥ 𝑉(𝑥(𝑡0), 𝑡0) ≥ 𝑉(𝑥(𝑡), 𝑡) ≥ 𝛾1(‖𝑥(𝑡)‖) (4.15) 

 

yazılabilir. 𝛾1(. ) artmayan olduğundan ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0 için ‖𝑥(𝑡)‖ < 𝜀 olması demektir. Bu 

durumda 𝛿 sayısı 𝑡0 dan bağımsız olduğundan sistemin denge noktası Lyapunov düzgün 

kararlıdır. Buda ispatı tamamlar (Duarte-Mermoud ve ark., 2015). 

Teorem 4.2 Sürekli ve diferansiyellenebilir iki fonksiyon 𝑉(𝑥(𝑡)): Ω → R ve 

𝑥(𝑡): [𝑡0, +∞) → Ω olsun. Burada Ω ⊆ 𝑅𝑛 bir kümedir. Eğer 𝑉(𝑥(𝑡)) fonksiyonu Ω 

üzerinde konveks bir fonksiyon ise o zaman herhangi 𝑡 ≥ 𝑡0 ve 𝛼 ∈ (0,1) için 

 

𝐷𝑡
𝛼𝑉(𝑥(𝑡)) ≤ (

𝜕𝑉(𝑥(𝑡))

𝜕(𝑥(𝑡))
)

𝑇

𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡)𝑡0

𝐶
𝑡0

𝐶  (4.15) 

 

olur (Chen ve ark., 2017). 

İspat: (4.15) eşitsizliği kendisine eşdeğer  

 

𝐷𝑡
𝛼

𝑡0

𝐶 𝑉(𝑥(𝑡)) − (
𝜕𝑉

𝜕𝑥
)

𝑇

𝐷𝑡
𝛼

𝑡0

𝐶 𝑥(𝑡) ≤ 0 

 

(4.16) 

 

olarak yazılabilir. Fraksiyonel türev tanımı kullanılarak (4.16) eşitsizliği 

1

Γ(1 − α)
∫

[((𝜕𝑉(𝑥(𝜏))) 𝜕𝑥) − ((𝜕𝑉(𝑥(𝜏))) 𝜕𝑥)⁄⁄ ]
𝑇

𝑥(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼

𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 ≤ 0 (4.17) 
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yazılabilir. 𝜑(𝜏, 𝑡) = 𝑉(𝑥(𝜏)) − 𝑉(𝑥(𝑡)) − (𝜕𝑉 𝜕𝑥⁄ )𝑇(𝑥(𝜏) − 𝑥(𝑡)) değişken 

değiştirmesi yapılarak  

 

1

Γ(1 − α)
∫

(𝑑 𝑑𝜏⁄ )𝜑(𝜏, 𝑡)

(𝑡 − 𝜏)𝛼

𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 =
1

Γ(1 − α)
∫

𝑑[𝜑(𝜏, 𝑡)]

(𝑡 − 𝜏)𝛼

𝑡

𝑡0

≤ 0 

 

(4.18) 

elde edilir. Kısmi integrasyon uygulanarak (4.18) eşitsizliği 

 

1

Γ(1 − α)
∫

𝑑[𝜑(𝜏, 𝑡)]

(𝑡 − 𝜏)𝛼

𝑡

𝑡0

=
1

Γ(1 − α)

𝜑(𝜏, 𝑡)

(𝑡 − 𝜏)𝛼
|

𝜏=𝑡

−
1

Γ(1 − α)

𝜑(𝑡0, 𝑡)

(𝑡 − 𝑡0)𝛼
 

−
𝛼

Γ(1 − α)
∫

𝜑(𝜏, 𝑡)

(𝑡 − 𝜏)𝛼+1

𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 

 

(4.19) 

(4.19) eşitsizliğinde eşitliğin sağ tarafındaki ilk terimdeki tanımsızlığı ortadan 

kaldırmak için L’hospital kuralı uygulanarak  

 

 

𝜑(𝜏, 𝑡)

(𝑡 − 𝜏)𝛼
|

𝜏=𝑡

= lim
𝜏→𝑡

𝜑(𝜏, 𝑡)

(𝑡 − 𝜏)𝛼
= lim

𝜏→𝑡

[
𝜕𝑉(𝑥(𝜏))

𝜕𝑥
−

𝜕𝑉(𝑥(𝑡))
𝜕𝑥

]

𝑇

𝑥(𝜏)

𝛼(𝑡 − 𝜏)𝛼−1
 

= lim
𝜏→𝑡

[
𝜕𝑉(𝑥(𝜏))

𝜕𝑥
−

𝜕𝑉(𝑥(𝑡))
𝜕𝑥

]

𝑇

𝑥(𝜏)(𝑡 − 𝜏)1−𝛼

𝛼
= 0 

 

bulunur. 𝑉(𝑥) fonksiyonu konveks olduğundan dolayı 𝜑(𝜏, 𝑡) ≥ 0 sahip oluruz. (4.19) 

da son iki terim 

 

−
1

Γ(1 − α)

𝜑(𝑡0, 𝑡)

(𝑡 − 𝑡0)𝛼
−

𝛼

Γ(1 − α)
∫

𝜑(𝜏, 𝑡)

(𝑡 − 𝜏)𝛼

𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 ≤ 0 

olduğundan böylece 
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1

Γ(1 − α)
∫

𝑑[𝜑(𝜏, 𝑡)]

(𝑡 − 𝜏)𝛼

𝑡

𝑡0

≤ 0 

olur bu durumda ispat tamamlanır (Chen ve ark., 2017). 

 

Tamsayı mertebeden zaman gecikmeli 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − 𝜏))    𝜏 ∈ [0, +∞) (4.10) 

sisteminin denge noktasının kararlılığı için yeter şartlar uygun aday Lyapunov 

fonksiyonu kullanılarak Krasovskii metodu ile elde edilir.  

(4.10) sisteminin fraksiyonel mertebeden diferansiyel denklem hali 𝜏 ∈ [0, +∞), 

𝛼 ∈ (0,1] için  

𝐷𝑡
𝛼𝑥 = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − 𝜏))𝑡0

𝐶  (4.11) 

olur.  

Tamsayı mertebe (4.10) diferansiyel denklem sisteminin kararlılığı için 

kullanılan Lyapunov fonksiyonunun uyarlanması ile fraksiyonel mertebe (4.11) 

diferansiyel denklem sisteminin kararlılığı kontrol edilir.  

  

Kabul edelim ki 𝑥 = 0  (4.10) sisteminin denge noktasıdır. Eğer türevi  

𝑉̇(4.10)(𝑡) = (
𝜕𝑉(𝑥)

𝜕(𝑥)
)

𝑇

𝑥̇(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡)) − 𝑔(𝑥(𝑡 − 𝜏)) (4.12) 

 

 negatif tanımlı olacak şekilde  

𝑉(4.10)(𝑡) = 𝑉(𝑥(𝑡)) + ∫ 𝑔(𝑥(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝜏

 (4.13) 

 

Lyapunov fonksiyonu varsa o zaman 𝑥 = 0   denge noktası asimptotik kararlıdır. Eğer 

konveks ise (4.13) Lyapunov-Krasovskii fonksiyonu Teorem 4.2 ve Riemann-Liouville 

integral tanımı kullanılarak fraksiyonel mertebeden (4.11) sistemi için aşağıdaki 

Teorem verilir (Badri ve Tavazoei, 2019). 

Teorem 4.3 Kabul edelim ki (4.10) ve  (4.11) sistemlerinin denge noktası 𝑥 = 0  dır. 

𝑉̇4(𝑡) negatif tanımlı ve 𝑉(𝑥(𝑡)) fonksiyonu 𝑥 vektörüne göre konveks olacak şekilde 

(4.10) sistemi için 𝑉4(𝑡) formunda Lyapunov-Krasovskii fonksiyonu varsa o zaman 

(4.11) sisteminin  𝑥 = 0  denge noktası asimptotik kararlıdır (Badri ve Tavazoei, 2019). 
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İspat: 𝑉(4.10)(𝑡) Lyapunov fonksiyonu (4.11) sistemi için 

𝑉(4.11)(𝑡) = 𝐼𝑡
1−𝛼

𝑡0
𝑉(𝑥(𝑡)) + ∫ 𝑔(𝑥(𝑠))

𝑡

𝑡−𝜏

𝑑𝑠 (4.14) 

 

olarak modifiye edilir. Caputo fraksiyonel türevin özelliğinden dolayı herhangi 

diferansiyellenebilir ℎ(𝑡) fonksiyonu için 

lim
𝛾→1−

𝐷𝑡
𝛾

ℎ(𝑡)𝑡0

𝐶 = ℎ′(𝑡) (4.15) 

 

ifadesinden 

𝑙𝑖𝑚
𝛾→1−

𝐷𝑡
𝛾

𝑉(4.11)(𝑡)𝑡0

𝐶  = 𝑙𝑖𝑚
𝛾→1−

𝐷𝑡
𝛾

𝑡0

𝐶 𝐼𝑡0 𝑡
1−𝛼𝑉(𝑥(𝑡)) + 𝑙𝑖𝑚

𝛾→1−
𝐷𝑡

𝛾
𝑡0

𝐶 ∫ 𝑔(𝑥(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝜏

  

 = 𝐷𝑡
𝛼

𝑡0

𝐶 𝑉(𝑥(𝑡)) + 𝑔(𝑥(𝑡)) − 𝑔(𝑥(𝑡 − 𝜏) (4.16) 

𝑉(𝑥) konveks bir fonksiyon olduğundan Teorem 4.2  den  (4.16) eşitliği 

𝑉̇(4.11)(𝑡) ≤ (
𝜕𝑉(𝑥)

𝜕𝑥
)

𝑇

𝐷𝑡
𝛼

𝑡0

𝐶 𝑥(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡)) − 𝑔(𝑥(𝑡 − 𝜏) (4.17) 

 

 olarak elde edilir. (4.17) den 𝑉̇(4.10)(𝑡) nin negatif tanımlılı 𝑉̇(4.11)(𝑡) nin negatif 

tanımlılığı demektir. Bu  da gösterir ki (4.11) sisteminin 𝑥 = 0  denge noktası 

asimptotik kararlıdır (Badri ve Tavazoei, 2019). 

Teorem 4.4 Fraksiyonel mertebeden 

 

𝐷𝑡𝑡0

𝐶 𝑥(𝑡) = −𝒶𝑓(𝑥(𝑡)) + 𝑓(𝑥(𝑡 − 𝜏)) (4.18) 

 

diferansiyel denklemini alalım. Eğer 𝒶 > 1   𝜆 > 0 olmak üzere 𝑓(0) = 0,   

𝜆

𝒶
< 𝑓′(𝑥) < 𝜆      

ise o zaman (4.18) denkleminin 𝑥 = 0 denge noktası asimptotik kararlıdır. 

İspat: Teorem’i ispatlamak için (4.18) fraksiyonel diferansiyel denkleminin tamsayı 

mertebe karşılığı olan gecikme argümanlı  
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𝑥̇ = −𝒶𝑓(𝑥(𝑡)) + 𝑓(𝑥(𝑡 − 𝜏)) (4.19) 

 

diferansiyel denklemi için 𝑓2(𝑥) konveks fonksiyon olmak üzere uygun  Lyapunov 

fonksiyon olarak 

 

 

𝑉(𝑥) = 𝑓2(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑓2(𝑥(𝑠))

𝑡

𝑡−𝜏

𝑑𝑠 (4.20) 

 

alırız.  𝑉(0) = 0 ve 𝑥 ≠ 0 için 𝑉(𝑥) > 0 olduğundan Lyapunov fonksiyonu pozitif 

tanımlıdır. Şimdi (4.20) Lyapunov fonsiyonunun negatif tanımlı olduğunu gösteririz. 

 

 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
 = 2𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥)𝑥̇ + 𝜆[𝑓2(𝑥(𝑡)) − 𝑓2(𝑥(𝑡 − 𝜏))] 

 = 2𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥)[−𝒶𝑓(𝑥(𝑡)) + 𝑓(𝑥(𝑡 − 𝜏))] + 𝜆𝑓2(𝑥(𝑡)) − 𝜆𝑓2(𝑥(𝑡 − 𝜏)) 

 
= −2𝒶𝑓′(𝑥)𝑓2(𝑥) + 2𝑓′(𝑥)𝑓(𝑥)𝑓(𝑥(𝑡 − 𝜏)) + 𝜆𝑓2(𝑥(𝑡))

− 𝜆𝑓2(𝑥(𝑡 − 𝜏)) 

 
≤ −2𝒶𝑓′(𝑥)𝑓2(𝑥) + 𝜆𝑓2(𝑥) − 𝜆𝑓2(𝑥(𝑡 − 𝜏))

+ |2𝑓′(𝑥)𝑓(𝑥)𝑓(𝑥(𝑡 − 𝜏))| 

 ≤ −2𝒶𝑓′(𝑥)𝑓2(𝑥) + 𝜆𝑓2(𝑥) − 𝜆𝑓2(𝑥(𝑡 − 𝜏)) + 𝜆𝑓2(𝑥) + 𝜆𝑓2(𝑥(𝑡 − 𝜏)) 

 ≤ (−2𝒶𝑓′(𝑥) + 2𝜆)𝑓2(𝑥) 

 ≤ 0 

 

Lyapunov fonksiyonunun kendisi pozitif tanımlı türevi negatif tanımlı olduğundan 

Teorem 4.3 gereği (4.18) fraksiyonel denkleminin denge noktası asimptotik kararlıdır. 

Örnek 4.1  𝐷𝑡𝑡0

𝐶 𝑥(𝑡) = −2𝑥(𝑡) + 𝑥(𝑡 − 𝜏), 𝜏 > 0 fraksiyonel mertebeden 

diferansiyel denkleminin sıfır çözümü kararlı mıdır? 
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Çözüm: 𝑓(𝑥) = 𝑥 ve 𝑓(0) = 0 ve 𝑓2(𝑥) = 𝑥2 konveks bir fonksiyon olduğundan 

lyapunov fonksiyon olarak 𝑉(𝑥) = 𝑥2 + ∫ 𝑥2(𝑠)
𝑡

𝑡−𝜏
𝑑𝑠 alırız. Şimdi gösterelim ki 

Lyapunov fonksiyonun türevi negatif tanımlıdır. 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
 = 2𝑥𝑥̇ + 𝑥2(𝑡) − 𝑥2(𝑡 − 𝜏) 

 = 2𝑥[−2𝑥(𝑡) + 𝑥(𝑡 − 𝜏)] + 𝑥2(𝑡) − 𝑥2(𝑡 − 𝜏) 

 = −4𝑥2(𝑡) + 2𝑥(𝑡)𝑥(𝑡 − 𝜏) + 𝑥2(𝑡) − 𝑥2(𝑡 − 𝜏) 

 ≤ −2𝑥2(𝑡) 

 ≤ 0 

Bu da denge noktasının asimptotik kararlı olduğunu gösterir. 

Örnek 4.2  𝐷𝑡𝑡0

𝐶 𝑥(𝑡) = −𝑎[2𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 − ln(1 + 𝑥2) + 4𝑥] + 2𝑥(𝑡 − 𝜏)arctan (𝑥 −

𝜏) − ln(1 + 𝑥2(𝑡 − 𝜏)) + 4𝑥(𝑡 − 𝜏), 𝜏 > 0 fraksiyonel mertebeden diferansiyel 

denklemin sıfır çözümü kararlı mıdır?  

Çözüm  

𝑓(𝑥) = 2𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 − ln(1 + 𝑥2) + 4𝑥,  𝑓(0) = 0 ve  𝑓′(𝑥) = 2arctanx + 4 

olduğundan  4 − 𝜋 < 𝑓′(𝑥) < 4 + 𝜋 olur böylece 𝜆 = 4 + 𝜋 ve 𝑎 =
4+𝜋

4−𝜋
 seçeriz. 

[𝑓2(𝑥)]′′ = 2[𝑓′(𝑥)]2 + 2𝑓′′(𝑥)𝑓(𝑥) 

                                                         =2(2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 + 4)2 +
4[2𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥−ln(1+𝑥2)+4𝑥]

1+𝑥2 > 0 

olduğundan 𝑓2(𝑥) = (2𝑥. 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 − ln(1 + 𝑥2) + 4𝑥)2 konveks bir fonksiyon olur. 

Böylece Lyapunov fonksiyonunu  

𝑉(𝑥) = 𝑓2(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑓2(𝑥(𝑠))

𝑡

𝑡−𝜏

𝑑𝑠 

olarak seçersek Teorem 4.4 gereği 𝑥 = 0 denge noktası asimptotik kararlıdır.  
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

5.1 Sonuçlar 

Tamsayı mertebeden zaman gecikmeli 

 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − 𝜏))    𝜏 ∈ [0, +∞) (5.1) 

 

diferansiyel denklem sisteminin denge noktasının kararlılığı için kullanılan uygun 

Lyapunov fonksiyonunun fraksiyonel mertebeden 

 

𝐷𝑡
𝛼𝑥 = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − 𝜏))𝑡0

𝐶  (5.2) 

 

denklemi içinde kullanılabilir (Badri ve Tavazoei, 2019). Yazarın bu çalışmasını göz 

önüne alarak biz de belli bir fraksiyonel mertebeden bir diferansiyel denklem sisteminin 

denge noktasının asimptotik kararlılığı için Lyapunov’un ikinci metodunu kullanarak 

yeter şartlar elde ettik ve iki örnekle destekledik. 

5.2 Öneriler 

Yapılan bu çalışmada kullanılan Lyapunov fonksiyonunun türevinin negatif 

tanımlı olduğunu göstermek için 𝑉(𝑥) konveks bir fonksiyon olmak üzere 

 

𝐷𝑡
𝛼𝑉(𝑥(𝑡)) ≤ (

𝜕𝑉(𝑥(𝑡))

𝜕(𝑥(𝑡))
)

𝑇

𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡)𝑡0

𝐶
𝑡0

𝐶  

 

eşitsizliği kullanılmıştır. Acaba bu konvekslik şartı olmadan yeterli şartlar elde edilebilir 

mi?  
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