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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI
GREEN FONKSIYONU VE PARCACIKLARIN ESNEK SACILMA PROBLEMI
Hasret CINAKLI

Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danmisman: Prof. Dr. Cevad SELAM

Bu ¢alismada, Green Fonksiyonu ve Par¢aciklarin Esnek Sagilma Problemi incelenmistir. Ayrica
Notronlarin Cekirdekten Sagilmasi siireci ele alinmigtir.

Bes boliimden olusan bu tezin ilk béliimiinde konuya iliskin 6n bilgiler verilmistir. Ikinci boliimde
kaynak arastirmas, tiglincii boliimde integral denklemler tanimlanmig ve simiflandirilmigtir. Ayrica Green
Fonksiyonu ele alinmis ve onun araciligi ile diferansiyel denklemlerin integre edilmesi yontemi
gosterilmistir. Dordiincti boliimde pargaciklarin esnek sagilmasinin Klasik Teorisi verilmis ve Green
fonksiyonuna dayanarak s6z konusu sagilmanin Kuantum Teorisine dokunulmustur. Besinci boliimde ise
elde edilen formiillere dayanarak farkl1 enerjiye sahip ndtronlarin 39 Ca cekirdeginden sacilma tesir kesitleri
hesaplanmis ve deneysel degerlerle karsilastirilmustir.

2020, 53 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Green Fonksiyonu, Integral Denklemler, Sagilma.



ABSTRACT

MS THESIS
GREEN FUNCTION AND ELASTIC SCATTERING OF PARTICLES
Hasret CINAKLI

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF MUS
ALPARSLAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS SCIENCE

Advisor: Prof. Dr. Cevad SELAM

In this study,Green's function and elastic scattering problems of particlesare examined. Inaddition,
elastic scattering process of neutrons from the nucleus is discussed.

Preliminary information on the subject is given in the first part of this thesis, whichconsists of five
chapters. In these condpart, integral equationsare defined and classified. Inaddition, Green's Function is
discussed and the method of integrating differential equations is shown. In the four chapter, the Classical
Theory of elastic scattering of particles is given and the Quantum Theory of the scattering is touched based
on the Green function. In the five section, based on the Formula sobtained, scattering crosssections of the
neutrons with different energy from the 43 Ca nucleus were calculated and compared with the experimental
values.

2020, 53 Pages

Keywords: Scattering, Green Function, integral Equation.
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1. GIRIS

Tez konusu olarak “’Green Fonksiyonu ve Pargaciklarin Esnek Sagilma Problemi”
ele alindi. Bu konuyla ilgili tarafimdan bir¢ok kaynaklar incelendi. Bunlarin arasinda:
Integral Denklemler Teorisine giris (KrasnovM.L; DavidovA.S, 1967; Uryson P.S,1951)
kitaplarinda lineer integral denklemlerin tanimi, siniflandirilmasi ve ¢6ziim yontemleri
ele almmistir. Ayni Kkitaplarda integral denklemlerin ¢oziimlerinin varlik ve teklik
kosullar1 gosterilmistir. (Petrovsky,1965; SobolevS.A,1996) ¢alismalarinda ise integral
denklemler teorisi farkli fizik, mekanik ve miihendislikle 1ilgili problemlere

uygulanmigtir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Sunulan tez ¢alismasinda Green fonksiyonu yontemi ile homojen olmayan ikinci
dereceden lineer diferansiyel denklem integral denkleme doniistiiriilerek pargaciklarin
kuantum sagilma siirecine uygulanmustir. Parcaciklarin kuantum sacilma teorisi
(LandauL.D, Lifshitz E.M, 1957; MikhlinS.G,1959; Lalesco T,1912) yayinlarinda ele
alimmustir. S6z konusu tezde birinci Born yaklagiminda pargaciklarin hem dikdortgen hem
de Saxon-Woods tipli potansiyellerden sagilma tesir Kesitleri i¢in analitik formiiller
bulunmustur. Bu formiillerle yapilan hesaplamalarla elde edilen sonuglar deneysel
degerlerle karsilastirilmistir.

Tezin birinci kisminda integral denklemler ve Green fonksiyonu hakkinda temel
bilgiler verilmistir. Tezin ikinci kisminda parcaciklarin esnek sagilmasinin hem klasik ve
hem de kuantum teorisi verilmistir. Kuantum teorisinde var olan diferansiyel denklemler
Green fonksiyonu araciligi ile ¢ozilmistir. Saxon-Woods potansiyelinin binomial
fonksiyonlar cinsinden seriye agilmasi yontemine dayanarak pargacigin bu potansiyelden
sacilma tesir kesiti icin ilk defe analitik ifadeler bulunmustur.

Tezin bir sonraki bolimiinde ise farkli enerjiye sahip nodtronun
30 Cagekirdeginden sacilma tesir kesitleri hesaplama sonuglar1 deneysel degerlerle

karsilastirilmistir.



3. INTEGRAL DENKLEMLER

3.1. integral Denklemlerin Siiflandiriimasi

Integral denklemler kisaca; bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda
bulundugu denklemler olarak tanimlanabilir. Ancak bu tanim yetersiz kalmaktadir.
Ciinkii bu tanimdan hareket ederek, integral denklemlerin hepsini kapsayacak bir teori
kurmak miimkiin degildir. Matematikte, fizikte, mithendislikte kisaca teknik seyler igeren
biitiin problemlerin ¢ogu diferansiyel veya integral denklemlerin ¢6ziilmesi problemine
indirgenir.1700’lerde baslamasina ragmen integral denklemlerin ¢oziilmesi bugiine kadar
giincelligini koruyor. Integral denklemlerle ilgili yogun calismalar 19.yiizyilim ilk
yarisinda baglamistir. Onceleri dagiik ve rastgele arastirmalar yapilmisken, ayni yiizyilin
sonlarina dogru daha sistematik ve bilingli aragtirmalarin yapildig1 ve birtakim sonuglar
alinmaya baglandig1 tespit edilmistir. Abel 1823 yilinda bir mekanik problemini
incelerken ilk defa integral denkleme rastladigi bilinmektedir. Ancak integral denklem
kavramini (Reymond, 1888) yilinda yayinlanan bir caligmasinda 6nerdigi anlasilmaktadir.
Bilinmeyen fonksiyonu integral altinda bulunan denklemlere integral denklemler denir.
Fakat boyle bir tanim, tam degildir, en azindan o nedenle ki; s6z konusu tanimda integral
islemi disinda bilinmeyen fonksiyon {iizerinde daha hangi islemin yapildig:

belirtilmemistir. Ornegin; bilinmeyen fonksiyonu x(t) olan asagidaki integral denklem

t
x(t) = J x(s)ds + x(0)
0

bir 6zdesliktir ve bu 6zdeslik belirli (—a, a) araliginda siirekli ve diferansiyellenebilir her
bir fonksiyon i¢in saglanir.

Amacimiz integral denklemlerin mantiksal agidan kusursuz tanimini vermek
olmadig1 icin burada yukarida gosterilen betimsel tanimla yetinecegiz. Tanimin tam
olmamasina ragmen bu tezde ele alinacak integral denklemlerin 6nemli siniflarindan

bahsedilecektir.
3.1.1. Lineer Integral Denklemler

Bilinmeyen fonksiyonu dogrusal bir bigimde igeren integral denklemlere dogrusal

integral denklemler denir. Ornegin;

(6 = 1[) K(t,5)p(s)ds + (1) (3.1
dogrusal integral denklemdir. Burada ¢(t) aranan fonksiyon, f(t), K(t,s) bilinen

fonksiyonlar ve A ise bir parametredir. a < t,s < b kuadratik alanda belirlenen K(t,s)



fonksiyonuna (3.1) denkleminin ¢ekirdegi, a <t < b araliginda belirlenen f(t)
fonksiyonuna ise serbest terim denir.
2 ‘ye ayrilir:
a. Fredholm denklemi: Bu denklem, dogrusal integral denklemlerin en 6nemli
smiflarindan biridir. Fredholm denklemleri iki tiirdiir; 1. tiir ve 2. tir Fredholm

denklemi. 2. tiir dogrusal Fredholm denkleminin en basit bi¢imi asagidaki sekildedir:

@(©) =1 [, K(t,5)ds + f(£) (3.2)
Burada ¢ (t) bilinmeyen fonksiyondur. a,b integral sinirlari sonsuz da olabilir.
t degiskeninin degisim aralig olarak integral sinirlari kabul edilir. (3.2) denkleminde
yer alan K (t, s) ¢ekirdegi Q{a < t,s < b} kare alaninda, f(t) serbestterimiisea <t <
b bolgesinde ya siireklidirler ya da asagidaki esitsizligi saglarlar:

[2 [1K (6, 9)]? dt ds < +oo, (3.3)

LIF@1? dt < +oo. (3.4)
(3.3) esitsizligini saglayan ¢ekirdeklere Fredholm ¢ekirdekleri denir.

Eger f(t) = 0 ise (yani, [a, b] kapali bolgesinin hemen-hemen tiim noktalarinda
f(t) = 01ise) (3.2) denklemine homojen integral denklem, aksi durumda ise homojen
olmayan integral denklem denir.

(3.2)’nin sadece bir denklem olarak diisiiniilmedigini, onun A parametresine bagl
olan denklemler ailesini belirttigini not edelim.

Bilinmeyen fonksiyonu sadece integral i¢inde bulunan denklemlere 1. Tiir

Fredholm denklemi denir. Bu tiir denklemin en basit hali agagidaki gibidir:

b
[ K(t,9)p(s)ds = (1) (35)
Burada K (t,s) ve f(t) yukarida gosterilen kosullart saglar.
Ornek 3.1 Asagidaki denklem

1 1
@(t) = EJ(t + s2)p(s)ds +sint
0

3.tir Fredholm denklemidir. Burada K(t,s) =t+s? ve serbest terim f(t) =
sin t fonksiyonlar1 sirasiyla ¢[0 <t,s < 1] kare alaninda ve 0 <t < 1bdlgesinde

sureklidir.

Asagidaki denklem



+ oo

@) =f et p(s)ds + e t*/?

1

Fredholm denklemidir, ¢iinkii (3.3) ve (3.4)

+ o0 +00 400

1[ f2 (t)dszf et dt<+oolf 1f K2 (t,s)dtds

+00  +0 +00
1 e—Zt
=f dtf e 2ds =—af dt < +oo
2 t
1 1 1
esitsizlikleri saglanir.
Asagidaki denklem
+00
0@ = | e l=lpas + 1@
Fredholm denklemi degildir. Ciinkii bu durumda
e |kt 5) |2 deds = [F2de [T e le=s | 4 (3.5)
olacaktir. Bu denkleminin sag tarafindaki i¢ integral
+o0 t +o0
f -2 lt=s| go — fe_(t_s) ds +f 0G0 gs = 1,
—oo —00 t

bire esit oldugu i¢in 1raksaktir.

b. Volterra denklemleri: Asagidaki denklem 2. tiir ¢izgisel Volterra denklemi
adlanir:

o(t) =2 [ K(t,)p(s)ds + f()a<t <b (3.6)
Burada ¢(t) bilinmeyen fonksiyon, K(t,s) c¢ekirdegi ve f(t) serbest terimi bilinen

fonksiyonlar, A ise sayisal paremetredir.
F(t) = 0 durumunda (3.6) denklemi

p(t) = lf K(t,s) o(s)ds

bi¢gimine indirgenir ve 2.titr homojen Volterra denklemi olarak adlandirilir.

1. tiir Volterra denklemi ise

[y K@ s)ds =f(0) (37)



bigimindedir.

Baz1 kisitlamalar altinda Volterra denklemine Fredholm denkleminin bir 6zel hali
gibi bakilabilir. Problemin mantigmma gore (3.6) denkleminin K(t,s) c¢ekirdegi s
degiskenine gore a < s <t aralifinda tanimlanmistir. S6z konusu ¢ekirdegi s >t

bolgesine uzatalim. Bunun i¢in t < s < b araliginda

K(t,s) =0
alalim. Bu durumda (3.6) denklemi g¢ekirdegi asagidaki gibi belirlenmis:
_ (K(,s) s<t icin
Hbs) = {O s>t icin
Bir Fredholm denklemidir.
5
] y
/rrr,
Y. § S
0 2 6t

Sekil 3. 1 H(t's) Fonksiyonu

Sekildeki taranmig bolgede H(t,s) fonksiyonu K(t,s) fonksiyonunun aynisi,
bolgenin diger yarisinda ise 6zdeslikle sifirdir. (¢, s)bu sekilde belirtildiginde asagidaki

Fredholm integral denklemi

b
o(6) = 1 f K(t,s) (s)ds + £ (©)

(3.6) denklemi ile 6zdestir.

Bu nedenle Fredholm denklemi i¢in bulunan sonuglar, Fredholm denkleminin
0zel hali olan Volterra denklemlerine kolayca uygulanabilir. Fakat Volterra denkleminin
kendine has 6zellikleri de vardir.

3.1.2. Lineer Olmayan Integral Denklemler
Dogrusal olmayan integral denklemler c¢ok ¢esitli oldugu i¢in onlarin

siiflandirilmasi kolay degildir. Bunlar igerisinde teorik ve uygulama acisindan dnemli
olanlar1 ele alalim. 3’e ayrilir:



a. Uryson denklemi:

o) = [ K(t,s,0(s)) ds (3.8)

Genelde  K(t,s, @) fonksiyonunun a <t,s <b; —M < ¢ < M, M > Oaraliklarinda
stirekli oldugu diisiiniiliir. Burada M-yeterince biiylik bir sayidir.

2°.Uryson denkleminin 6zel hali olan 6nemli denklemlerden biri Hammerstein
denklemidir.

@(© = [ K(ts) F(s, ¢(s))ds (3.9)

burada K(t,s) Fredholm ¢ekirdegidir.

a. Lyapunov-Lihtenstein Denklemi:

b
o(6) = F(©) + A f Ky (£, )@ (s)ds

burada daha yiiksek kattan ¢izgisel olmayan terimlerde ilave edilebilir.

b. Volterranin dogrusal olmayan denklemi

o(t) = [ F(t,5,9(s))ds (3.10)

Burada F(t,s, @) fonksiyonu t,s,¢’lere gore a <t,s <b,—M < ¢ < M araliginda
stireklidir.

3.2. Simetrik Integral Denklemler

Simetrik integral denklemler teorisi [bu denklemlerin ¢ekirdekleri degiskenlerine
gore simetriktir, yani K(t,s) = K(s,t)] Fredholm teorisinden bagimsiz bir sekilde

olusturulabilir.
[k dnce simetrik ¢izgisel operatorlerle ilgili genel teoremleri ele alalim.
Asagidaki operator bi¢cimindeki denklemi ele alalim:
Ax —Ax =f (3.11)
Burada A- tamamen siirekli simetrik operator, f ise bilinen bir elementtir, f yerine ise
f = Y;m;x; + f, yazarsak

i =D& X — Ao = Xinix; + (3.12)



denklemini buluruz. iki durumu ele alalim:

Durum 3.1 Her bir i indisi igin A # A; olsun. (3.12) denkleminin her iki tarafin1 xy ile

skaler ¢arpalim. Xy elemani tiim (K # 1)X;, X, Ve f, elemanlari ile ortogonal oldugu i¢in

A — D& =i (3.13)
veya
S =15 (3.14)

bulunur. Buradan bulunan §; (3.12)’de yazilirsa
_}\XO == fo

veya

elde edilir. Sonug olarak
i 1
x=Tizxi — 1fo (3.15)

ifadesi bulunur. Bulunan sonu¢ A = A;(i = 1,2, ...) i¢in (3.1) denkleminin ¢oziimiidiir.
Istenilen f icin s6z konusu ¢dziim bir degerlidir. Buradan da A # A; (i = 1,2, ...) icin

R, = (A — AI)~! rezolventinin var oldugu goriilmektedir.

Goriildugii gibi 6z degere esit olmayan A- sabitinin her bir degeri A operatdriiniin
regliler degeridir. Yani Hilbert uzayindaki tamamen homojen simetrik operatdriin

spektrumu sadece 6z degerlerden olugmaktadir.

Durum 32 A=Ay =An4q =" =Apyp-1 Olsun. Buradan p-A 6z degerinin

tekrarlanma katidir.

k#m,m+1,..,m+ p — 1 oldugunda & eskisi gibi (3.14) formiili ile belirtilir. K—nin
mm+1,...,m+p—1 degerlerinin herhangi birine esitligi durumunda ise (3.13)
esitligi genellikle saglanmaz. Zira esitligin sol tarafi sifira esit, sag tarafi genellikle
stfirdan farklidir. Bu durumda (3.13) denkleminin ¢oziimiiniin varligi i¢in 1 =
0O(k=m,m+1,..,m+p— 1) gerekir. Yani (3.11) denklemindeki serbest terimin A-
ya kargilik gelen Xy, Xm41,...) Xmep—1 €lemanlart ile ortogonal olmasi gerekir. Bu
durumda (3.13) denklemi 0=0 6zdesligine doniisiir ve (3.13) ifadesi tiim &, katsayilari

icin saglaniyor. Bu durumda (3.11) denkleminin ¢6ziimii



Ni +p—-1 1
X = 2i¢m,m+1,...,m+p—1mxi + ZE;IE CxXk — Xfo (3.16)
bigiminde olur. Burada Cp,, Ci41, -+ » Cmyp—1 S€rbest sabitlerdir.

Boylece (3.11) denklemi her zaman ¢6ziilebilir degildir. Coziildiigli durumda ise onun

¢Ozlimii bir degerli degildir. (3.15) formiiliinii degisik bi¢imde yazalim:

IO A=) 1. 1 Ain;
i i i

1 Aini 1
=;Zirlxi—ifo (3.17)

Bu bilinen Schimidt formiiliidiir.
3.2.1. Simetrk operatorler.Hilbert — SchimidtTeoremi
Hilber- Schimidt Teoremi
Tamm 3.1 Her bir x,y € H igin
(Ax,y) = (x, Ay) (3.18)

kosulunu saglayan ve H Hilbert uzayindan H Hilbert uzayma etkiyen c¢izgisel A

operatoriine simetrik operatdr denir.
(3.18) denkleminden
A'y=Ay Vye€eH

oldugu goriilmektedir. Yani simetrik operatdr eslenik operatoriine esittir. Bu nedenle

simetrik operatdrlere 6z eslenik operatdrler de denir.

K (t,s)L, gekirdek fonksiyonu gergek(reel) olan L,[a, b] uzayinda bir Fredholm

integral operatorii ele alalim

b
Ax =f K(t,s)x(s)ds

a

Burada K (t, s) ¢ekirdegi L, uzayinda ger¢ek fonksiyondur. Fubini teoreminden:
b b
(Ax,y) = J {J K(t,s)x(s)ds}y(t)dt
a a

=217 K¢, 9)y(®dt}x(s)ds = (x,A"y)

yazilabilir. Burada
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b
Aty = f K(t,$)y(t)dt

a

Boylece eslenik operatdrii bulmak igin integral islemini birinci degiskene gore yapmak

gerekir, oysa baglangi¢ operatorde integral islemi ikinci degisken iizerindendir.
Eger K(t, s) c¢ekirdegi simetrik ise yani
K(t,s) = K(s,t) Vt,s

bu durumda

b b
Ay =f K(t,s)y(t)dt =f K(s, t)y(t)dt = Ay

a

olacaktir. Yani Fredholm operatorii de simetrik olacaktir.
Karmagik degerli K (t, s) ¢ekirdegi ise
K(t,s) = K(s,t)
Kosulu saglandiginda simetrik ¢ekirdek adlanir.
Cekirdegi simetrik olan integral denklemlere simetrik integral denklemler denir.
Cizgisel operatorlerle (simetrik olmayada bilir) bagli asagidaki hususlar1 animsayalim.
Ax—Ax=0veya A—ADx=f (3.19)

denklemini ele alahm. Burada A — Banach X uzayinda bir ¢izgisel operatordiir. A ise bir

parametredir.
(3.19) denklemi ile beraber asagidaki denklemi de ele alalim:
Ax —Ax=0veya(A—ADx =0 (3.20)

Bu, (3.19) denkleminin homojen kismidir. S6z konusu denklemin her zaman sifirinci

¢Oziim adlanan x = 0 ¢6ziimii vardir.

Belirli bir A degerinde (4 — AI) operatérii icin(A — AI)~! =R, ters operatdriiniin
var oldugunu diisiinelim. Bu operator (3.19) operatoriiniin rezolvent operatorii adlanir. A’

nin s6z konusu degerinde istenilen f € X i¢in (I) denkleminin

x =Rf

tekil ¢oziimii vardir. Bu durumda (3.20) homojen denkleminin ise sadece trivial ¢oziimii

x = 0 vardir.
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Tamm 3.2 Eger A parametresinin herhangi degerinde R; — rezolventi tiim Xuzayinda
taniml1 ve sinirlt ise ve tiim f € X igin (3.19) denklemi tekil ¢éziime sahip ise, bu degere

A operatoriiniin regiiler degeri denir.

Reguler degerler kiimesi A operatoriiniin rezolvent kiimesi p(A) adlanir. Verilmis
A degerinde (3.20) denkleminin sifir ¢6ziimii disinda da ¢oziimii varsa, bu durumda
A’ya A operatoriiniin 6z degeri, sifir olmayan ¢6ziime ise A operatdriiniin bu degere

karsilik gelen 6z eleman1 (6z fonksiyonu) denir.

R™ uzayinda A ¢izgisel operatoriiniin 6z vektorii 6yle bir X vektoridiir ki, ona A

operatorti ile etkilediginde x vektoriine kolleniar bir vektor alinir, yani

Istenilen % vektdrii birim I vektdriiniin 6z vektoriidiir, 6z degeri ise birdir. Ciinkii
IX=X% VX

Benzerlik katsayis1 a olan benzerlik operatdriiniin s6z konusu a 6z degerine karsilik gelen

0z vektorii istenilen ¥ fonksiyonu olabilir. Ciinkii tanimina gore
Ax = ax’dir.

R%’de etkileyen 0 < ¢ < marahgindag acis1 kadar dondiirme operatdrii 6z
vektore sahip degildir. Clinkii ¥ # 0 ne olursa olsun 0 < ¢ < m araligindaki herhangi agi

kadar dondiirtildiigiinde 0, kendisine koelenior vektore donlismez.

Eger A degeri A operatoriiniin 6z degeri ise ve belirli bir f i¢in (3.19) denkleminin
¢6ziimii var ise, bu durumda s6z konusu ¢oziim tek degildir. Gergekten, eger X, (I)

denkleminin ¢6zliimii ise yani
Axg —Ax, =0

denklemi saglaniyorsa ve €A operatoriiniin 6z elemani ise (soz konusu A’ya karsilik

gelen) bu durumda 6z elemanin tanimina gore
Aé—2é=0
esitligi ve buradan da
AGg+8) —A(xg+8) = Ax] — Axg+Aé—A8=f

yazilabilir. Yani X, + € vektorii de (3.19) denkleminin ¢oziimiidiir.
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Tamm 3.3 Regiiler olmayan tiim A degerlerine A operatériiniing(A) spektrumu denir.

A operatoriiniin 6z degerleri onun spektrumuna dahildir.
Ornek 3.2 A operatorii R uzayimnda etkiyen bir operatér olsun.
A = ay (i,j = 1,2, ..., n)ise s6z konusu operatoriin matrisi olsun. Bu durumda

AX - X =f (3.21)
denklemin sayida bilinmeyenli n.dereceden homojen olmayan ¢izgisel cebirsel
denklemlerdir. Burada % = (xq, ... ,xy)Vef = (fy, ..., fy)’dir. Cizgisel eger sistemin
A(A) determinant1 sifir degil ise, yani A degeri A(A)=0 denkleminin koki degil ise, bu
durumda istenilen ?igin (3.21) denkleminin tekil ¢6ziimii vardir. Bu nedenle s6z konusu
A parametreleri regiilerdir. A(A)=0 denkleminin kokleri ise spektrumu olusturur. Zira

A'nin s6z konusu degerlerinde (3.21) denklemi genelde c¢oziilemiyor. A'nin bu

degerlerinde
AX-X=0

homojen denklemi sifir olmayan ¢éziime sahiptir, yani spektrumun istenilen noktasi 6z

degerdir.
C[0,1] uzayinda bagimsiz degiskenle ¢arpma operatdriiniin ele alalim.
AX(t) = txX(t)
Bu durumda (3.19) denklemi
(1) — A%(0) = f(t)
veya
t-Dx()=fO<t<1) (3.22)

bigiminde olacaktir. Eger A € [0,1] ise, bu durumda istenilen f(t) € C[0,1] igin (3.19)

denkleminin asagidaki sekilde siirekli

. 1 .
X(t) = mf(t)

tekil ¢Oziimi vardir. Yani biitiin A € [0,1]’lar regiilerdir. Diger taraftan kolayca
gosterilebilir ki, [38] A € [0,1] olan A’nin tiim degerleri spektrumdaki noktalardir. Bu

arada spektrumun hicbir noktas1 6z deger degildir. Zira

(t—=2)X(t) =01 €[0,1]
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homojen denkleminin C[0,1] araligindaki ¢dziimii sadece X(t) = 0°dir. Gergekten,
istenilen belirlenmis A, € [0,1] igin (t — Ay) carpan sadece t = A, oldugunda sifirdir;
(t — A9)X(t) nin [0,1] araliginda dzdeslikle sifir olmast igin ise mutlaka X(t) = 0 olmasi

gerekir.

Asagidaki integral denklemi ele alalim:

b
@) = )\f K(t, s)(s)ds + f(t)

ve

b
Ap = fK(t, s)@(s)ds

a

notasyonunu yapalim. uz)l\ oldugunu kabul edelim ve denklemi

Ap —pp = —pf

bi¢ciminde yazalim. Goriildiigii gibi, A operatdriiniin 6z degerleri (eger var ise) K(t,s)

cekirdeginin karakteristik degerlerinin ters degerleridir.

Siirli boyutlu simetrik operatorlere benzer olarak, H Hilbert uzayinda simetrik

operatorlerin 6z eleman ve 6z degerlerinin 6zelliklerini inceleyelim.

1. Simetrik A operatoriiniin H Hilbert uzayindaki 6z degerlerinin timii gercek

degerlidir. Bunu gosterelim. Ax = Ax, ||x|| # 0 olsun. Bu durumda
A(x,x) = (Ax,x) = (x,Ax) = (x,Ax) = A(%,X)
buradan da A =A esitligi bulunur. Yani A gercek degerdir.

2. Simetrik operator i¢in farkli 6z degerlerin karsilik gelen 6z elemanlar

ortogonaldir.
Ax = Ax ve Ay = puy, A # p olsun. Bu durumda

Axy) = (Ax,y) = (x,Ay) = (x,1y) = u(x,y)

yazilabilir. Buradan da (x,y) = 0 alimr. Tamima goére bu kosul H Hilbert uzayinda
ortogonallik kosuludur.

Simetrik A operatorii i¢in (Ax, x) her zaman gergek degerdir. Gergekten
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(Ax,x) = (x,Ax) = (Ax,X)
yazilabilir. Bu da (Ax, x)’ in ger¢ek deger oldugunu gosterir.

Asagidaki bir kavrami tanimlayalim. Eger istenilen y € H icin

(Xn ,Y)_)(XO !y)

ise, bu takdirde {x,} (x, € H) serisi x, € H elementine zayif yakinsaktir denir ve x,

zayif . ) . , . .
—> X, olarak isaretlenir. H hilbert uzayinda norma gore yakinsaklia ise kuvvetli

yakinsaklik denir. Eger bir seri kuvvetli yakinsak ise, o seri hem de zayif yakinsaktir.

Bunun tersi dogru degildir.

Bilindigi gibi sonlu boyutlu uzay kiiresi kompakttir, yani onun elemanlarindan
olusan her bir sonsuz dizi yakinsak olan alt dizi igerir. (Bolzano-Weierstrass prensibi).
Sonsuz boyutlu uzaylarda ise bunun dogru olmadigini gordiik. Buna ragmen, sonlu
boyutlu uzaylarda kuvvetli yakinsaklikla zayif yakinsaklik cakisir. Zayif kompakttik

0zelligi sonsuz boyutlu uzay i¢inde gecerlidir.
Hilbert uzayinda her bir sonlu kiime zayif kompakttir, yani boyle kiimeye dahil
olan istenilen elementler dizisi icerisinde zayif yakinsak olan bir dizi vardir.

[leride isimize yarayacak bir teoremi ispatlayalim.

Teorem 3.1 H Hilbert uzayinda etkileyen, sifir olamayan istenilen tamamen siirekli

simetrik A operatoriiniin sifir olmayan en az bir tane A 6z degeri vardir.

Ispat 3.1 A # 0 operatorii H Hilbert uzayinda etkiyen tamamen siirekli simetrik operator
olsun. S;: ||x||=1 birim kiiresinde kuadratik forma sahip (Ax, x) fonksiyonelini ele alalim.
Analiz kursuna gére, m — boyutlu uzayin kapali sonlu G bolgesinde (kompakt kiimede)
stirekli olan m degiskenli f(x4, X5, ... , X,y )fonksiyonu bu bolgede en biiyiik ve en kiigiik

degerlerini alir.

Buna benzer olarak, S; c H kiiresi zayif kompakt ve (Ax,x) kuadratik formu ise
zayif siirekli olduguna gore s6z konusu (Ax, x) fonksiyoneli S; de en biiyiik ve en kiigiik

degerine sahiptir.
M=supyjj=11(Ax,x)|
kabul edelim. (M=||A|| oldugu gosterilebilir.)

Ust sinir tanimina gére normlu dyle {e,} dizisi bulunabilir ki, onun igin
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lim (Aey, e,)
n—-,oo

vardir ve onun degeri ya +M, ya da - M’dir. Sifir olmayan bu limiti A; ile gosterelim. A

operatorii tamamen siirekli oldugu i¢in sonlu {e, } dizisinden limiti:

lim Ae,, = h (3.23)

a0
olan bir {e, };2, alt dizi ayrilabilir.

|Aen, — Aen ||” = (Aen, — Myen, , Aen — Aen ) = [|Aen||” — 221 (Aey, en,) + 22,
oldugu i¢in asagidaki limit yazilabilir:

lim||Aen, = Ayen || = IIBIIZ = 223 +22 = [In|I? - 22 (3.24)
Fakat
[aen || < Mlleq,[| =M = A4,

oldugundan ||h|| < |A;| bulunur.

ilig”Aeni —Men | =0, (3.25)

Bu esitlikten lim e, 'nin var oldugu goriilmektedir. Limitininh/ll’ye esit oldugunu
]1—>00

goriiriiz. Normu bire esit olan x; = h/7\1 elementini ele alalim.

Ax; —Ax; =0
veya
Axy = Axq
bulunur. Bu, sifir olmayan A; 6z degerine karsilik gelen sifir olmayan x, (||x4|| = 1)

elemaninin var oldugunu gosterir. Bu arada
A1l = supjx=11(Ax,x)| = [|A]l.
Yukarida gosterilenlere dayanarak asagidaki hiikiim verilebilir.

Sifirdan farkli 6z degere sahip olmayan herhangi bir tamamen siirekli simetrik

operator kesinlikle sifir operatordiir: A = 0

n boyutlu uzayda simetrik olmayan operatorler i¢in ise asagidaki teorem vardir:
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n - boyutlu uzayda her bir ¢izgisel doniisiim en azindan, bir tane 6z vektore

sahiptir.

Bu husus H Hilbert uzayinda tamamen siirekli olan genel operatdrlere samil

edilemez. Bunu gosterelim. 1,’de asagidaki gibi belirlenen bir A operatorii verilsin:

X2 Xn—1
Ax = A(Xq1, X5, 0oy Xpy oe ) = (0,X1,7, . , )

n-1
S6z konusu operatoriin tamamen siireklidir, fakat higbir 6z vektore sahip degildir.

Bir bagka ornek olarak L,[0,1]’de siirekli ¢ekirdege sahip Volterra integralini
gosterelim:

1

Ax = fK(t, s)x(s)ds

0

Bu integral operator bir tanede olsa sifir olmayan 6z elemana sahip degildir.

Tammm 3.4 Eger her bir x € L i¢in Ax € L ise, bu durumda L € H alt uzaym A

operatoriiniin degismez (invaryant) alt uzay1 denir.

Eger A operatorii simetrik ise, hem L alt uzay1 hemde, L alt uzayinin H Hilbert
uzayindaki ortogonal ek uzayt H © L onun invaryant alt uzay:1 olacaktir. (L alt uzaya
ortogonal olan tim Z € H elemanlarindan olusan alt uzaya L alt uzaymin H Hilbert
uzayinda ortogonal ek alt uzay:r denir). Bunu gosterelim y — alt uzayimin bir elemani ve

x € H © L olsun. Bu durumda

(Ax,y) = (x,Ay) =0

olacaktir. L invaryant alt uzay oldugu i¢in Ay € L’dir. Boylece AXL alt uzaym her bir
elemani ile ortogonaldir. Yani Ax € H &S L. Bu da H© L alt uzayinin da invaryant

oldugunu gosterir.

Simetrik ve tamamen siirekli operatdriin spektrumunun olusturulmasina bakalim.
X, elemanindan olusmus L, alt uzayini, yani {tx, } elemanlar1 kiimesini ele alalim. Burada

t sayisal parametredir. Bu durumda
AtXl == tAXl == t)L1X1 € Ll

oldugu icin L; alt uzayr A operatoriiniin invaryant alt uzayidir. Bu durumda H; =
HOL, de invaryant alt uzay olacaktir. Simdi H; alt uzayinda etkileyen 6yle bir, x, € Hy,

x5 || = 1 eleman: vardir ki, onun i¢in
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AXZ = }\2X2
olsun. Oyle ki, x, eleman1 x; elamanina ortogonaldir ve
%] = sups, au, | (A%, %)| < sups, | (Ax, )| = 4]

Daha sonra ise x; ve X, elemanlarindan olusan L, alt uzay1 ele alalim ve ayni islemleri

yapalim ve bunu devam ettirelim.
Mantiksal olarak burada iki durum vardir.
1. n. adimdan sonra
an = infs, np, (AX, X) = By = sups,u, (Ax,x) =0
Sonucuna vartlir, bu durumda H,, uzayinda (Ax,x) = 0’dir. Bu ise sadece H,, uzayinda
Ax = 0 oldugunda miimkiindiir. Boylece
X1,X2, -, Xp
ve
A1,Ay, o, Ay ler

A operatorlinlin tim 6z vektdr ve sifir olmayan 6z degerler sistemini olusturur. Bu
durumda

H=L,®N

olacaktir. Burada L,, X;,Xs,..,Xy¢elemanlarindan olusan bir alt uzaydir, N ise A
operatoriiniin sifirlarindan olusmus (yani A=0 6z degerlerine karsilik gelen elemanlardan
olugmus) bir alt uzaydir. Bu uzay KerA olarak gosterilir. @ sembolii ise ortogonal alt

uzaylarin toplamini gosterir.
Boylece, istenilen x € H elemani
X=X +Xo, Xo€KerA

biciminde gosterilebilir. Buradan da

n

Ax = Z CiAiXi

i=1
bulunur. Bu durumda A operatdrii H Hilbert uzayini kendi sonlu boyutlu alt uzayma

gorintiiledigi i¢in 0, bu anlamda sonlu boyutlu operatordiir.
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Yozlasmis ¢ekirdekli Fredholm integrali buna bir 6rnektir.

2. Operatoriin 6z elemanlarmin olusturulmasi siirecini sinirsiz devam ettirmek

miimkiindiir. Bu durumda ortogonal ve normalize olunmus
X1, Xg ey Xp y eee

0z elemanlar sistemini buluruz. S6z konusu sistem sayilabilir diizeydedir. Bunu asagidaki

teorem gosterir.

Teorem 3.2 A operatorii H Hilbert uzayinda etkileyen tamamen siirekli simetrik bir
operator olsun. Bu durumda s6z konusu operatdr mutlak degeri verilmis p > 0’ tan biiyiik
olan sinirlt sayida 6z degeri vardir ve her bir sifir olmayan 6z degere sonlu sayida lineer

bagimsiz 6z vektor karsilik gelir.

Ispat 3.2 Bunun tersini, yani A operatériiniin biitiin i’ler i¢in |A;| = p > 0 olan sonsuz
sayida 0z degerlerinin oldugunu diistinelim. Her bir A; 6z degerine en azindan bir tane x;
0z elemani karsilik gelecektir. Genel kurala dayanarak ||x;|| =1 yazlabilir.{x;},i =
1,2, ..., elemanlar toplulugu sonlu bir kiimedir. Diger taraftan teoremin sartina gore A
operatorii tam siirekli oldugu igin {Ax;},i = 1,2, ..., kiimesi kompakt kiimedir. i # j’ler

i¢in X; Ve x; ortogonal olduklari i¢in
lax; — Ax;|* = [[Ax; = Al * = (i = A5, A — Ayx)
= Rllxill? + A2 [|x;||* =27 + 27 > 2p?

ifadesi yazilabilir. Buradan da,{Ax;}’ nin kompakt kiime olmasina ragmen, {Ax;}’in ve
onun herhangi bir alt kiimesinin yakinsak olmadig: goriilmektedir. Bu geliski varsayimin
dogru olmadigini, teoremin ise ispatini gosterir. Teoremin ikinci kismi da benzer sekilde

ispatlanir.

Sonug 3.1 Eger tamamen siirekli ve simetrik olan bir A operatorii sayilabilir A4, A, ..., 6z

deger kiimesine sahip ise, bu durumda

limA,=0

n—-oo

olacaktir.

Simdi artik A operatoriinlin tiim 6z deger ve 0z elamanlarini siralayabiliriz.

Siralama 6z degerin mutlak degerinin azalma yoniinde yapilacaktir. Her bir 6z deger onun
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kat1 kadar tekrarlanacaktir (yani bu 6z degere karsilik gelen lineer bagimsiz 6z elemanlar

sayist kadar). Boylece asagidaki sonlu bir sistem
AL A, v, Ay, e
X1, Xg, weey Xppy oo

elde edilir. Bunlar, A operatoriiniin 6z deger ve 0z vektorlerinden olusmus tam

takimlardir.

L- {x;} ortonormal sistemden olusturulmus bir alt uzay olsun. Eger, x € L, yani
X = ;& x; ise, budurumda Ax = }}; & AiX; € L olacaktir. Bu, L uzaymin A operatoriiniin
invaryant alt uzayr oldugunu gosterir. Bu durumda N=H & L’ de Aoperatoriiniin
invaryant alt uzay1 olacaktir. N alt uzayinda Ax = 0 olacag: agiktir. Aksi taktirde N alt
uzayinda A operatoriiniin sifir olmayan ortonormal 6z eleman1 var olurdu. Bu ise olamaz,
zira tim Oz elemanlar L alt uzayina aittir. Bulunan bu sonuglar Hilbert — Schimidt adi

verilen temel teoremini igerigini olusturur.

Teorem 3.3 Her bir tamamen siirekli simetrik dogrusal A operatoriiniin, H Hilbert

uzayinda her bir x € H i¢in asagidaki kosullar1 saglayan:

X = Y &xXk + X0, Xo € N = KerA (3.26)

AX = Y Ay Giexc (3.27)

ve {A,} 6z degerlerine karsilik gelen ortonormal {x;} 6z elemanlar1 vardir. Burada Xy
islemi A operatoriiniin 6z eleman sayisina bagl olarak ya sonlu bir toplamdir, ya da

sonsuz dizidir. Eger {x;} 6z elemanlar sistemi sonsuz ise, lim A, = 0’ dur.
n—-oo

Bu teorem, 6z eslenik dogrusal operatoriin ortonormal baz- araciligi ile sonlu
olgiilii Oklid uzayinda kdsegen hale gelmesi isleminin H Hilbert uzaymda tam siirekli

simetrik operatore de uygulanabilirligini gosterir.
3.2.2. Operator Bicimindeki Denklemlerin Coziilmesi
Asagidaki operatdr bicimindeki denklemi ele alalim:
Ax —Ax =f (3.28)

Burada A- tamamen siirekli simetrik operator, f ise bilinen bir elementtir, f € H (3.28)

formiiliinde, x ve Ax yerine § 24’iin ifadelerini, f yerine ise f = Y;n;x; + f, yazarsak
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i =D& x; —Axo = Ximix; + (3.29)
denklemini buluruz. iki durumu ele alalim:

Durum 3.3 Her bir i indisi igin A # A; olsun. (3.29) denkleminin her iki tarafin1 xy ile

skaler ¢arpalim. xj elemani tiim (k # 1)x;, X Ve f, elemanlari ile ortogonal oldugu i¢in

A — D& =i (3.30)
veya
S =15 (3.31)

bulunur. Buradan bulunan §; (3.29)’de yazilirsa
—Axo = fo

veya

elde edilir.
x=Tir5% — 1fo (3.32)

ifadesi bulunur. Bulunan sonu¢ A = A;(i = 1,2, ...) i¢in denklemin ¢dziimiidiir. Istenilen
f icin s6z konusu ¢6ziim bir degerlidir. Buradan da A # A; (i=1,2,...) i¢in Ry =

(A — A1 rezolventinin var oldugu goriilmektedir.

Gorildigi gibi 6z degere esit olmayan A- sabitinin her bir degeri A operatdriiniin regiiler
degeridir. Yani Hilbert uzayindaki tamamen homojen simetrik operatoriin spektrumu

sadece 0z degerlerden olugsmaktadir.

Durum 34 A=2Apn =Apn41 = =An4p-1 Olsun. Buradan p-A 6z degerinin

tekrarlanma katidir.

k#m,m+1,..,m+ p — 1 oldugunda & eskisi gibi (3.31) formiilii ile belirtilir. K—nin
mm+1,...,m+p—1 degerlerinin herhangi birine esitligi durumunda ise (3.30)
esitligi genellikle saglanmaz. Zira esitligin sol tarafi sifira esit, sag tarafi genellikle
sifirdan farklidir. Bu durumda (3.30) denkleminin ¢oziimiiniin varligi i¢in 1 =
0(k=m,m+1,..,m+p— 1) gerekir. Yani (3.28) denklemindeki serbest terimin A-

ya karsihk gelen Xp,Xmi1,--+, Xm4p-1 €lémanlan ile ortogonal olmasi gerekir. Bu
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durumda (3.30) denklemi 0=0 6zdesligine doniisiir ve (3.30) ifadesi tiim &, katsayilari

icin saglaniyor. Bu durumda (3.30) denkleminin ¢oziimii
1
X = Zlim m+1,..,.m+p— 1):] A Xj + Zm+p ! Cka - Xfo (3-33)

bigiminde olur. Burada Cp,, Cpyq, -, Cyyp—1 Serbest sabitlerdir. Boylece bu formiili

degisik bigimde yazalim:

o —A—2) 1 A,
Xz_iz l 17\1—)\ =xi =5 =“<2”‘Xl+f° Al—lx '
1

= T — 1 fo (3.34)

Bu bilinen Schimidt formiiliidiir.
3.2.3. Simetrik Cekirdekli integral Denklemler

L,[a, b] uzayinda asagidaki integral denklemini ele alalim:

@) = A [P K(t s)e(s)ds + f(t) (3.35)
Burada K(t, s) 6zdeslikle sifir olmayan ve L, uzayinda simetrik bir fonksiyondur.
Bilindigi gibi,

b
Ap = f K(t,s)p(s)ds

a

Operatorii L, [a, b] Hilbert uzayinda tamamen siirekli ve simetriktir.
Boylece asagidaki sonuglar sdylenebilir:

1) K[t s] ¢ekirdek fonksiyonu en azindan bir tane karakteristik degere sahiptir ve onun

tiim karakteristik degerleri gercektir.
2) Farkli karakteristik degerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar ortogonaldir.

3) Her bir karakteristik degere simirl sayida ¢izgisel bagimsiz 6z fonksiyon karsilik

gelir.

Egzersiz 3.1 A, - K(t, s) simetrik ¢ekirdek fonksiyonunun karakteristik degeri olsun. So6z
konusu karakteristik degere karsilik gelen ¢izgisel bagimsiz 6z fonksiyon sayisi olsun.

Asagidaki esitsizligin dogru oldugunu gosteriniz.
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b b
P < A3B%|[ B? = JfIK(t,s)Izdtds
a a

Ortogonallestirme islemini yaparak s6z konusu karakteristik degere karsilik gelen

cizgisel bagimsiz 6z fonksiyonlarii birbirine ortogonal hale getirilebilir.
Ortogonallestirme siireci, L, [a, b] uzayinda sinirh sayida ya da sayilabilir

@1 (D), (D), ..., @ (D), ...

Cizgisel bagimsiz fonksiyonlar verilsin. (Cizgisel uzayda istenilen sonlu alt sistemi
cizgisel bagimsiz olan sonsuz sayida elementten olusan sistem cizgisel bagimsizdir.)
Otogonallestirme siireci (Sonin-Schmidt) asagidaki islemlerle

P10 = @1(1), w1 (D) = T(w(j

n-1
n® = 00 = ) (@n GO
k=1

a(®)
Q,(t) = "TNJ““ ,n=23,...

w1 (1), w, (1), ..., w, (1), ortonormal fonksiyonlar sisteminin olusturulmasidir. Burada

1, b

b
1l = j W2t (@m0 = f on®oox (Dt

a
$imdi (3.35) denkleminin her tarafini A # 0’a bolelim ve =, —=f(t) = g(t) gibi
gosterelim. Boylece:
PRt $)e(s)ds — no(®) = g(t) (3.36)
Denklemi elde edilir. S6z konusu denklemin operator bigimi agsagidaki gibidir:
Ap—pp =g (3.37)
Burada A- tamamen homojen simetrik operatordiir.

Bu sonuglara gére A operatoriiniin spektrumu sinirl sayida veya sayilabilir degerlerden

M1, U2, ey Uy oo
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olusan bir kiime olusturur. Eger pu’ niin degeri bunlardan higbirine esit degilse, bu

durumda istenilen g(t) € L,[a, b] igin

O = TiE () — 28 (338)

bigiminde bir tekel ¢dziimii vardir. Burada ¢;(t) fonksiyonlar1 K(t,s) ¢ekirdeginin 6z

normlu fonksiyonlaridir ve
g = [ g(Oe; (Ddt.
Bu durumda homojen denklemin (g(t) = 0) bir tek sifir (trivial) @(t) = 0 ¢oziimii vardir.
Eger - degeri A operatoriiniin kati p olan 6z degerine esit ise, yani
L= Hm = Hmt1 = * = Hmyp—1 IS8 V€ g(t) fonksiyonu s6z konusu 6z degere karsilik
gelen K(t, s) ¢ekirdeginin 6z fonksiyonlarina ortogonal ise, yani
fab g®erdt=0(k=mm+1,.., m+p-—1) (3.39)

kosulu saglanirsa, bu durumda (3.37) denklemi ¢oziilebilirdir. Fakat onun ¢6ziimii tekil
degildir. Bu sonug¢ Fredholm teoremi ile tamami ile uyum i¢indedir. Zira bu durumda

homojen eslenik integral denklemler Ortiisiir.

Bu durumda @(t) ¢6ziimii asagidaki formiille verilir:

1 Wig; 1
o®== > Egm--g®+
1 i#m,m+1,..m+p—1 Hi " "
+Cmq)m(t) + -+ Cm+p—1(pm+p—1(t) (340)
CmCms1s - Cmyp—q gelisi giizel sabitlerdir. Eger eski parametrelere geri donmiis

" - . - 1
olursak, 6z degerler sonsuz kiime olusturdugu durumda A, = ™ ve Ay — oo sonucunu
k
elde ederiz.

Yani, L,’de simetrik ¢ekirdege sahip 2. tiir Fredholm denklemi her zaman sonlu sayida

karakteristik degere sahiptir.

Karakteristik deger olmayan A’lar i¢in (3.35) denkleminin ¢6ziimii igin

fi
A=A

Q) =AY,

o;(O +f(t) (i=12..) (3.41)

ifadesi bulunur. Burada f; = fab f(t); (t)dt (6) formiiliinden ise:
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f.
eO=1 ) O+
i#m,m+1,..,m+p-1 !

+ TP G (D) (3.42)

k=m
ifadesi bulunur. Cx (k=m,m + 1, ..., m + p — 1) gelisigiizel sabitlerdir.

(3.41) ve (3.42) formiilleri simetrik ¢ekirdekli integral denklemler igin Schimidt

formilleri adlanir.

Eger (3.41) ve (3.42) denklemlerinin sag taraflari sonsuz seri ise, bu durumda
onlar ortalama olarak yakinsaktirlar. Eger ek olarak K(t,s) ¢ekirdeginin asagidaki (A)

kosulunu da sagladigini

b
j K?(t,s)ds < A = constV t € [a,b]

a

kabul edersek, bu durumda (3.7) serisi mutlak ve diizenli yakinsak olacaktir. Bunu
gosterelim. Her yerde sonsuz seri yazalim, zira 6z fonksiyon sayisi smirli oldugunda,
toplam da sinirli olur ve bunun i¢in yakinsakligin ispati gerekmiyor.

Boylece, f(t) € Ly[a,b]ve f; (i=1,2,..) ise K(t,s)’in @;(t) ortonormlu 6z
fonksiyonlar1 cinsinden Fourier a¢iliminin katsayilari olsun. Yani:

b

f; = jf(t)q)i mdt (=12..)

a

Asagidaki seriyi ele alalim:

TG
i=1 A4 i

Bu serinin mutlak ve diizglin yakinsak oldugunu gosterelim. Serinin agagidaki kismini

ele alalim:

n+p n+tp b

Z %(Pi(t) = Z fi f K(t s)@; (s)ds

Burada P istenilen pozitif sayidir.

Buna Cauchy esitsizligini uygulayalim:



n+p n+p n+p 2

Z |}\ (p‘(t)| Z f? Z fK(t, s); (s)ds
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Burada fab K(t,s)@; (s)dsbiiyiikliiklerine K(t,s) ¢ekirdeginin Fourier serisine agilim

katsayilar1 olarak bakilabilir. Bu katsayilar Bessel® esitsizligini uygularsak

b 2 b

N K(t,s)@;(s)ds | < | K%(t,s)ds<A
2 J

o b
Zfﬁ < ffz(t)dt

sonucuna variriz.

Boylece

(2n+p

(t)|) <AYMP2 <AY® f2VteE [a,b]

yazilabilir. Zira f(t) € L, [a,b]’de X2, f? sayisal serisi yakinsaktir. Bu nedenle n — i

yeterince biiyiik say1 kabul ederek sonuncu esitligin sag tarafi, p’den asil olmayarak

onceden verilmis pozitif € degerinden kiiclik yapilabilir. Boylece, istenilen € > 0 i¢in

Oyle bir N(&) numarasi vardir ki, timn > N ve istenilen p > 0 i¢in degeri igin

n+p

fi
E |xq)i(t)| <e Vte]ab]
— A

esitsizligi saglanir. Cauchy kosuluna gore yukaridaki esitlik Z{ﬁl%cpi(t) serisinin

mutlak ve diizenli yakinsak oldugunu gdosterir.

(3.41) formiiliindeki toplam ise bu seriyi A carparsak bulunur:
Ai—A

ix 20 (©= ZA M ¢i(V)
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A o . D A g
}V—‘A — ¢arpanlar1 belirli i — den sonra art1 isaretli ve 1’nin artmasiyla ﬁ — 1 yaklastig1
i~ i~

icin (3.41) ifadesindeki seri mutlak ve diizenli olarak yakinsaktir. (3.41) ifadesi asagidaki
gibi degisik bir sekilde

f(s) ;i (D)d
(p(t)—f(t)+7\2f w;f >

veya

o) =ft) + Af R(t,s; M)f(s)ds

yazilabilir. Burada

£siA) = z cpl(t)cpl(S)

fonksiyonu ¢oziilebilir ¢ekirdektir?.
£siA) = Z cpl(t)cpl(S)

bi¢imindeki a¢ilim simetrik L, c¢ekirdegi rezolventinin sadece basit kutuplarinin

oldugunu gosterir. Bu kutuplar ¢ekirdegin karakteristik degerleridir.

3.3. Green Fonksiyonunun Simr Deger Problemlerinin integral Denklemlere

Indirgenmesi

3.3.1. Adi Diferansiyel Denklemler i¢cin Simr Deger Problemlerinin Green

Fonksiyonu

Ly

SX+qx(® = h(Y (3.43)

diferansiyel denklemini ele alalim. Burada q(t) ve h(t) fonksiyonlar1 [a,b] araliginda

stirekli fonksiyonlardir.

x(@a) =x(b) =0 (3.44)
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siir degerlerini saglayan x(t) fonksiyonu aranmaktadir.

Tammm 3.5 Sinir deger probleminin Green fonksiyonu a <t,s <b bolgesinde

tanimlanmis ve asagidaki 6zelliklere sahip iki degiskenli bir fonksiyondur:

1) L,G(t,s) =0 t<s ve t>s icin, yani G(t,s) fonksiyonu t ve s’nin gdsterilen

denklemini saglar.
2) G(t, s) fonksiyonu sinir kosullarini sagliyor
G(a,s) =0, G(b,s)=0 a<s<b
t = soldugunda G(t, s) fonksiyonu siireklidir:
G(s+0,s) =G(s—0,s)
t = s noktasinda Z—(t; tiirevinin kirilma noktas1 vardir ve

dG(s+0,s) 0G(s—0,s)

ot ot >
)
| 8(t-5)
7 SO —— .
e
a1 £=5 !

Sekil 3. 2 Basamak Fonksiyonu

Bu birim kirilmay1 ve Sekil 3.2°de gosterilen 8(t — s) fonksiyonunun tiirev kuralin1 da

g0z Oniine alirsak

2 2

d G(t —d th =6(t +dG
dtz (‘S)_dt dt (FS) - ( S) dt2

¢

2
yazabiliriz. Burada 6(t — s) - delta fonksiyonu, re ise Green fonksiyonunun t’ye gore

klasik ikinci tiirevidir. Bu nedenle (1) — (4) kosullar1

L.G(ts) = 8(t—s) (3.45)
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seklinde yazilabilir. Boylece, Green fonksiyonunun basit bir fiziksel yorumu vardir: bu

fonksiyon
h(t) =6(t—-s)
noktasal birim kaynak probleminin ¢oziimiidiir.
Simdi, artik (1) — (2) sinir deger probleminin ¢dziimii Green fonksiyonu araciligi
ile yazilabilir. (1) — (2) problemin ¢éziimii

x(t) = [7 G(t, $)h(s)ds (3.46)

ile verilir. Gergekten Green fonksiyonu i¢in 2) kosuluna gore belirlenen x(t) fonksiyonu

(2) simnir kosullarin1 saglar. Boylece:

b b

Lx(t) = L, fG(t, s)h(s)ds =thG(t, s)h(s)ds

a a

b
_ f 5(t— s)h(s)ds = h(t)

yazilabilir.
Problem 3.1
Lx = 20 (1) = h() (3.47)

x(0)=0, x(1)=0

(43) — (44) sinir deger problemi i¢in Green fonksiyonunu olusturalim. (3.47) denkleminin

homojen kisminin

d?x(t)
dt2

—-x(t)=0

genel ¢oziimii
X(t) = Clet + Cze_t
fonksiyonudur.

G(t,s) green fonksiyonu t < s ve t > s i¢in s6z konusu homojen denklemin ¢6ziimii

oldugu i¢in onu asagidaki sekilde yazalim:
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G(t,s) = a;(s)et +a,(s)e™t 0<t<s

G(t,s) =b;(s)et +b,(s)e™t s<t<1 } (3.48)
2) ozelligine gore

G(0,s) =0 G(1,s) =0

olacaktir. Buradan da

e b 20 ) (349)
cebri denklemi bulunur. t = s noktasina 3) 6zelligine gore

b,e® +bye™ =a;e’ +ae”® (3.50)

esitligi yazilabilir. 4) 6zelliginden ise
b,e5 —b,e ™5 —[a;e5 —a,e” 5] =1

(3.48) — (3.50) esitliklerinden a;,a,,b; ve b, sabitleri bulunur. Boylece Green

fonksiyonu i¢in

sh tsh(s—1)
—, 0<t<s

G(5:5) § gh s shet) (351)
T, s<t<l1

ifadesi elde edilir. Kolayca G(t,s) = G(s,t) oldugu yani Green fonksiyonunun simetrik
oldugu goriilmektedir. Bu, genel bir husustan: “ eger (1) — (2) siir deger problemi 6z
eslenik ise, o zaman, bu problemin Green fonksiyonu simetriktir” hiikmiinden

gorilmektedir.

Bu sonucun fiziksel anlami karsilikli iliskidir, yani s — deki birim degismeye t

noktasindaki tepkiyle, t noktasindaki birim degigsmeye s’in tepkisi aynidir.
3.3.2. Delta Fonksiyonu ve Ozellikleri

Admi Paul Dirac' tan alan Dirac delta fonksiyonu tek boyutta
o, X = X
5(x — =
(x = x0) {O, X # X

seklinde tanimlidir. Bu gosterime uyacak biitiin matematik temsillerine delta fonksiyonu
veya delta fonksiyonunun temsili denir. Delta fonksiyonu n boyuta genellestirilebilir.

Gosterimi ise 8™ (X — Xy)seklinde olur. Burada x ve xyn boyutlu vektérlerdir. Diger
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taraftan n boyutta delta fonksiyonu her bir boyuttaki delta fonksiyonlarinin garpimi
seklinde de yazilabilir. Ornegin 3 boyutta §3(¥ — %y) = §(X — X)6(y — ¥0)6(z — z)

e (x)

Dirac-Delta fonksiyonu basamak fonksiyonunun tiirevidir. 6 (x) = —

Delta fonksiyonunun bazi 6zellikleri:

JZ )8 (x = xo)dx = f(xo)

o 5(kx) = ﬁé(x)

o (x—xp).f(x)=680x—x0)f(x0)

1 [ee]
. Ef—oo cosax.dx = §(a)

. ffooo6 (x)dx=1

S(x—x;
© o) =% |z(j'c(xf)|)

burada x;, u(x) fonksiyonunun kokleridir.

3.3.3. Siir Deger Problemlerinin Integral Denklemlere indirgenmesi

Basit bir durumla yetinelim.

Lx = 2 4 (=1 + Aq(0)x(t) = h(t) (3.52)

dt?
x(0) =x(1) = 0 (3.53)

Denklemininx(t) ¢6ziimiiniin arandigini diisiinelim. Burada A — sayisal parametredir.

(3.52) denklemini

d?x

<z — (0 = h(t) —2Aq(Ox(V) (3.54)

Bi¢iminde yazalim. Bu denklemin sag tarafini bilinen fonksiyon olarak kabul edelim. Bu
durumda (3.52) denklemi igin (3.53) sinir deger problemine 6zdes olan asagidaki integral

denklemi yazilabilir
x(t) = —A [ G(t,5)q(s)x(s)ds + hy () (3.55)

Burada

hy(©) = J; G(t )h(s)ds,
G(t,s) — ise (3.53) smir kosullarin1 saglayan asagidaki denklemin ¢éziimiidiir

d?x
W - X(t) =0
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4. PARCACIKLARIN ESNEK SACILMASI

4.1. Esnek Sacilmanin Klasik Teorisi
4.1.1. Parcaciklarin Esnek Carpismasi

Parcaciklarin ¢arpismasinda onlarin i¢ durumlart degismez ise bu olaya esnek
carpisma denir. Bu nedenle boyle olaylart incelerken enerjinin korunum kanunlart bu
carpigmalara uygulandiginda onlarin i¢ enerjileri g6z 6niine alinmaz.

Bu olay1 parcaciklarin eylemsizlik merkezlerinin durgun oldugu koordinat
sisteminde (KM sisteminde) incelemek daha kolaydir. Bu sistemdeki biiyiikliiklerin
indislerini sifir (0) ile gosterecegiz. Pargaciklarin ¢arpismadan dnce KM sistemindeki

hizlari ile laboratuvar koordinat sistemindeki ( L sistemindeki) hizlar1 arasindaki ifade;

2
Vio = \% Voo =
10 mi+m; ! 20 mi+m; !

seklindedir. Burada v, ve v, birinci ve ikinci parcacigin L sistemindeki hizlaridir.
Momentumun korunum kanunu nedeni ile parcaciklarin momentumlarinin
degerleri ¢arpismadan sonra ayni olup ydnleri ise birbirine zittir. Enerjinin korunum
kanununa gore ise onlarin mutlak degerleri de degismemektedir. Boylece; KM
sistemindeki bir carpisma olayinda pargaciklarin hizlarmin yonleri zit olarak kalir,
(carpismadan Once parcaciklar birbirine yaklasir, ¢carpismadan sonra ise uzaklagirlar)
fakat bulunduklar1 dogrultu ise doner. Ty birim vektor olarak kiitlesi m; olan pargacig@in
carpismadan sonraki hiz yoniinii kabul edersek, her iki parcacigin carpismadan sonraki

hizlar1 i¢in;

— - ms —
vn Vog = — vn 4.1
0 20 my+m, 10 (4.1)

\7’ —
10 mq+m;

ifadeleri bulunur.

Laboratuvar sistemine gegmek igin bu ifadelere kiitle merkezinin V hizini ilave

etmek gerekir. Boylece L sisteminde carpismadan sonraki hizlar i¢in;

— -
m; — m;v; + m;v,

Vg
m; + m, m; + m,
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mq — J_m1V1+m2\72

\_7)’2 = - (42)

my+m,  © my+m,
formiilleri elde edilir.

Boylece enerjinin ve momentumun korunum kanunlarindan yararlanarak elde
ettigimiz bagintilar bu kadardir. 1, vektoriiniin yonii ise o pargaciklarin etkilesme kanuna
ve ¢arpisma esnasinda pargaciklarin konumuna baghdir.

Bulunan sonuglar1 geometrik olarak incelemek miimkiindiir. Bu durumda hizlar
yerine momentumlar1 kullanmak daha uygundur. Bu nedenle (4.2) esitliklerini uygun

olarak m; ve m, ile carptigimizda asagidaki formiilleri;

p’'1 = mvn, + m:lrlmz (P1 + P2) (4.3)
= —mvn, + ————
P2 vy m, + m, (P1 + P2)

elde ederiz. Burada m = m;m,/(m; + m,) indirgenmis kitledir. Sekil 3.1> de
gosterildigi gibi yarigapt mv olan bir gember ¢izelim. Eger birim vektor 1, 0C
dogrultusunda ise bu durumda AC ve CB vektorleri uygun olarak p; ve p, vektorlerine
karsilik gelmektedir. Verilen p, ve p, degerleri i¢in ¢cemberin yarigapi, A ve B

noktalarimin konumu degismez kalmaktadir. Fakat C noktasi ise ¢ember iizerinde

istenilen noktada bulunabilir.

-
oc = mv

G

A0 = o, (Pt Py}

0B = %, (Py+ P2

Sekil 4. 1 Carpigsmadan Sonraki Momentumlarin Diyagrami

Simdi 6zel bir durumu (m, pargaciginin ¢arpismadan O6nce durgun oldugu

mp

durumu) daha ayrintili inceleyelim. Bu durumda OB = p1 = mv parcasi ¢gemberin

m1+m2
yaricapidir ve B noktast ¢ember iizerindedir. AB vektorii ise birinci pargacigin

carpigmadan Onceki p; momentumuna eist olur. Bu durumda A noktasi ya gemberin
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icinde (m; < m,), ya da ¢gemberin disinda (m; > m, ) oldugunda olur. Buna karsilik
gelen diyagramlar sekil 4.1°de gosterilmistir. 8, ve 8, agilar1 pargaciklarin ¢carpismadan
sonraki yonleri ile vurus yonii (p;) arasindaki ag¢ilardir. 1, vektoriiniin yoniinii belirten x
merkez agis1 ise birinci parcacigin KM sistemindeki donme agisidir. Sekilde goriildiigii
gibi 6, ve 0, acilar1 x agisi ile asagidaki gibi;

misX g = IX (4.4)

tanf; = —— =—
1 m, +m,cosy 2

ifade edilir. Pargaciklarin ¢arpismadan sonraki hiz degerlerinin x agisina baglilig;

\/m%+m%+2m1m2cosx

’ I} 2mqv . X
v, = \% v, = ———sin= 45
1 m1+m2 ’ 2 m1+m2 2 ( )

formiilleriyle verilir.

0, + 0, parcaciklarin ¢arpigsmadan sonraki hareket yonleri arasindaki agidir. Gergekten;
m; < m, oldugunda®; + 6, > m/2 olur, m; > m, oldugunda ise

0, + 6, < m/2olur.

Carpismadan sonra parcgaciklar ayn1 dogrultuda hareket ederse x = m olur yani, C noktasi
cemberin ¢api lizerinde olup ya A noktasinin solunda bulunur, ya da A ve O noktalar1

arasindadir. Bu durumda pargaciklarin ¢carpisma sonrasi hizlari;

m; —my -

=t

V1= Vo =
m; + m,

2m,
—vV
m; + m,
olur. Goriildiigii gibi bu V, ’nin alabilecegi en biiyiik degerdir. Carpisma dncesi hareketsiz
olan pargacigin ¢arpigsma sonrasi sahip olabilecegi en biiyiik enerji ise;

2
M3 Vymax 4mj;m;
E’ = = 4.6

2max 5 (m;+m,)2 1 ( )

m1V%

formiilii ile verilir. Burada E; = gelen parcacigin ilk enerjisidir.
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m1<m2 AB=I_))1;@=m—
2

Sekil 4. 2 Carpismadan Sonraki Hizlarin Diyagrami

m; < m, oldugunda ¢arpisma sonrasi birinci par¢acigin hizi istenilen yonde olabilir.
4.1.2. Parcaciklarin Esnek Sacilmasi

Bundan 6nceki kesimde belirtildigi gibi ¢arpisma olaymni tam aciklamak igin (y
acisin1 bulmak i¢in) pargaciklar arasindaki etkilesmeyi gbéz Oniline alarak hareket
denklemini ¢6zmek gerekir.

Bir kural olarak 6nce, s6z konusu olaya 6zdes olan m kiitleli cismin merkezi (kiitle
merkezinde yerlesen) durgun olan U(r) merkezcil potansiyelinden sagilmasi problemi ele
almacaktir.

Parcacigin yoriingesi, merkezle ona en yakin (yoriinge iizerinde bulunan) olan
noktay1 birlestiren dogruya (OA dogrusu) gore simetriktir, (bkz. Sekil 4.2). bu nedenle
yoriingenin her iki asimptotu s6z konusu dogruyu ayni1 a¢1 altinda keser. Bu agiy1 @, ile
gosterirsek, parcacigin merkezi gegen y sapma agisi asagidaki gibi;

X = I = 2¢ol (4.7)
yazilabilir. @gagisi ise

M

—dr
(o] l"2

@0 = J - (4.8)

min 2m[E-U(M)]-15

bagintisindan hesaplanmaktadir. Burada; r,;, (4.8) ifadesindeki karekokiin igindeki

fonksiyonun kokiidiir.
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Sekil 4. 3 Sagilma Olaymin Geometrik Goriiniisii

Sinirsiz hareketlerde E ve M biiyiikliikleri yerine parcacigin sonsuzdaki hizi v,
ve vurus paramatresi p’dan yararlanmak daha faydalidir. Burada p gelen parcacigin
sonsuza giden dogrultusu ile merkez arasindaki uzakliktir, diger deyimle kuvvet alani
olmadiginda parcacikla merkez arasindaki en yakin uzakliktir, (bkz. Sekil 4.3). Parcacigin

enerjisi ve acisal momentumu bu biiyiikliikler cinsinden asagidaki gibi;

E=mv§°
2

M=m, pve (4.9)

ifadeleri elde edilir. (4.8) formiilii ise;

('pO = Timin " (410)
gibi yazilabilir.

Fiziksel uygulamalarda, yalniz bir parcacigin sapmasi ile degil de, sagilma
merkezine dogru esit V,, hizi ile gelen ayni parcaciklar demetinin sagilmasi olay1 ile
karsilagmaktayiz. Bu demette bulunan pargaciklar demetinin uzakliklari fakli oldugundan
onlar farkliy agilar ile sagilacaktir. Birim zamanda x, x + d, agilar arasinda sacilan
parcaciklarin sayisint dNile gosterelim. Buradaki dN sayisi gelen parcaciklarin
yogunluguna bagli oldugundan, sa¢ilma olayini agiklamak i¢in kullanmak uygun degildir.

Bu nedenle asagidaki fiziksel biiytikliik;

__dN
_n

do (4.11)

Kullanilir. Burada n birim zamanda demetin birim kesitinden gecen parcacik sayisidir.
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(Burada demetteki pargacik yogunlugu homojen kabul edilmistir). do biiylikligi alan
biriminde oldugundan buna sac¢ilma etkin tesir kesiti denir. Bu biiylikliikk sa¢ilma
olaymin en 6nemli biiyiikliigiidiir ve sa¢ilma alaninin bigimine baglidir.

x Ve p’ nun birbirine baghiliginin bir degerli oldugunu kabul edelim. Bu durum sagilma
agistnin, X' in p’ ya gore tekdiize azaldig1 durumlarda olabilir. Bu durumda ¥, x + d,
acis1 araliginda sagilan pargaciklarin sahip oldugu vurus uzakliklari p(x),

p(x) + dp(x) araliginda olabilir. Bu parcaciklarin sayisi yarigaplari p(y) ve

p(x) + dp()) olan ¢emberler arasindaki alanin n ile c¢arpimina esittir, yani

dN=2mpdpn'dir. Bu nedenle etkin tesir kesiti;
do = 2mpdp (4.12)

gibi yazilabilir.

Tesir kesitinin sagilma agisina bagliligini bulmak i¢in (4.12) formiiliiniin;
d
do = 2mp () |‘;—X°‘)| dx (4.13)

Seklinde yazilmasi yeterlidir. dp/dy eksi deger de alabildiginden bu ifadede mutlak
deger kullanilmistir, (eger p(X) c¢ok degerliyse yukaridaki ifadede p’ larin toplamini
yazmak gerekir). Genellikle sagilma teorisinde do/dy degil do/dQ buyiikligi kullanilir.
Burada dQ = 2msinydy’ dir. Bunu goz 6niine aldigimizda (4.13) ifadesi;

Ny 9)
siny

dp
d—x| da (4.14)

bi¢iminde olur.

Bundan sonra parcacik demetinin herhangi bir hareketsiz kuvvet merkezinden
degil de, durgun pargaciktan sagilma olayma bakalim. Bu durumda, daha 6nce verilen
(4.13) formiilii, KM sisteminde tesir kesitinin sagilma agisina bagliligin1 gosterir. Tesir
kesitini L sistemindeki sagilma agis1 'nin bir fonksiyonu olarak bulmak igin ise (4.14)
formiliinii kullanarak y’ yi 6 cinsinden gostermek yeterlidir. Bu durumda hem gelen
pargaciklarin tesir kesiti i¢in (y acis1 6;ile ifade dilirse), hem de once durgun olan
pargacigin sagilma tesir kesiti igin (y agis1 8, ile ifade edilirse) bir ifade bulunur.

Ornek olarak nétronunu 39Ca ¢ekirdeginden esnek sagilma olayini ele alacagimiz
icin, bunun klasik analogu, bir parcacigin kiitlesi kendi kiitlesinden 40 defa biiyilik olan
bir mutlak kat1 kiiresel cisimden (yani r < a i¢in U = oo ve r > a i¢in ise U = 0) sac¢ilma

olaymi ele alalim.



37

a,’ 4
// ¢O Ve

L

e et T — f—
———————— —— -

Sekil 4. 4 Bir Mutlak Sert Parcacigin Kendisinden Cok Agir Mutlak Sert Cisimden Sagilmasi Diyagrami

Kiire disinda pargacik serbest oldugundan ve kiire icine de giremediginden sagilan
pargacigin yoriingesi kiire ile parcacigin dokunma noktasindan gegen yarigapa gore
simetrik olan iki dogrudan olusacaktir. Bu, Sekil 4.4’te gosterilmistir. Sekilden gorildigi
gibi:

p = a-sin(po) = a-sin(“=) = a- cos ()

Bagintis1 vardir. Boyle bir sacilmanin KM sistemindeki tesir kesiti
2 2
do = %sinxdx = a:dQ (4.15)
bicimindedir. Goriildiigl gibi KM sisteminde sagilma tesir kesiti izotroptur, yani sagilma

acisina baglh degildir.

S6z konusu sagilmanin tesir kesitinin ’L’” sistemindeki ifadesi ise;

[ 2
22 | m 1+%—c05291 |
do, = —|2—cos0; + —= ldQ, (4.16)
4 ma 1_m%sin291
m3

1
Bigimindedir.m, = 40my;a = R, = r(.A3; 1y = 1,24; A = 40 degerleri icin % egrisi
1

asagidaki sekilde gosterilmistir:
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46
44

N 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
07
Sekil 4. 5 Klasik teoriye gore esnek sagilmanin diferansiyel tesir kesitinin sa¢ilma acisina baglilik grafigi
Ele alinan sacilmanin KM sisteminde izotrop olmasina ragmen Laboratuvar
sisteminde izotrop olmadig1 sekilden agikg¢a goriilmektedir. Bu anizotropluk carpisan
parcaciklarin  kiitle oranmna baghdir. Kiitle orani sifira yaklastikca sagilmanin

izotroplupREkay @t Yanillh [d—"]L—fdir
anizotroplugu da kayip olur. Yani lim |7o-] = dir.

mp
4.2. Esnek Sa¢ilmanin Kuantum Teorisi
4.2.1. Spinsiz Parc¢aciklarin Esnek Sa¢ilmasi

Kiitlesi m; olan bir parcacigin kiitlesi m, ve hareketsiz olan diger pargacikla
carpigsma olayini inceleyelim. L laboratuvar sisteminde birinci pargacigin koordinati Ty,
kinci parcacigin koordinati ¥, olsun. Bu iki parcacik arasinda etkilesme V (|¥; —
I, |) biciminde gosterilir. Bu iki cisim problemidir ve bilindigi gibi bu tiir problemler kiitle
merkezi (KM) sisteminde p kiitleli bir pargacigin diger par¢acigin olusturdugu potansiyel
alanindan sacilma problemine indirgenir. Pargaciklarin kiitle merkezindeki sac¢ilma

yoriingeleri asagidaki sekilde gosterilmistir:

Sekil 4. 6 KM Sisteminde Esnek Sacilma Semast
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n= % pargaciklarin indirgenmis kiitlesi, ¥ = ¥, — T, par¢aciklar arasindaki uzaklik
1 2

ve 0 ise KM sisteminde sagilma agisidir.
Sacilma iki tiirdiir: Esnek ve esnek olmayan sagilma. Bu tezde sadece esnek sagilma
stireci ele alinacaktir. Tanima gore esnek sagilma durumunda pargaciklarin i¢ enerjileri
degismez kalir. Boyle sagilmalarda gelen pargacigin  sagilmadan Onceki P,
momentumunun degeri sagilmadan sonraki p, momentumun degerine esit olur:

|Pal = IPul =p
Parcacigm V(r) potansiyel alanindan sagilmasi i¢in Schrodinger denklemi asagidaki

bicimde yazilir:

(V2 + k)P () = 22y (4.17)

Burada

k=

> ol

(4.18)

pargacigin bagil hareketinin dalga vektoridiir. Y(r) Schrodinger denkleminin ¢6ziimii-
parcacigin dalga fonksiyonudur. VZise Laplace operatoriiniin radyal kismidir:

Vi= d_z zd
T dr2 rdr

(4.19)

Sadece |F| <d bolgesinde V(r) potansiyelinin sifirdan farkli oldugunu varsayalim.
Genelde uzayin bu kismi etki alani olarak adlandirilir. Etki alaninin disinda pargacik

serbest olarak hareket eder. Serbest harekette bulunan pargacigin Schrodinger denklemi
(V2+kH)p() =0 (4.20)
Bi¢imindedir. Onun dalga fonksiyonu ise

@a(r) = exp(ik,r) (4.21)

seklinde diizlem bir dalgadir(gelen dalga). S6z konusu fonksiyon (4.17) denkleminin
homojen kisminin ¢éziimiidiir.

Buradaki amac (4.17) denkleminin (4.19) ile verilen diizlem dalga ile potansiyel
merkezinden sagilan dalgalarin superpozisyonundan olusan ¢6ziimiiniin bulunmasidir.Bu

tiir problemleri Green fonksiyonu aracilifiyla ¢6zmek daha kolaydir. Serbest hareket
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operatdriiniin G(?/?) Green fonksiyonu asagidaki noktasal kaynak denkleminin

¢Ozimiudiir:
(V2 +k)GE/) =860 —T1) (4.22)

Burada 8(f — ')Dirak delta fonksiyonudur. (4.22) denkleminin ¢oziimii belli ise (yani

Green fonksiyonu belli ise) asagidaki denklemin:

(V2 + k) P(r) = A®D) (4.23)
genel ¢oziimii her zaman:

®(F) = @) + [ GE/T)A(F) )d* () (4.24)

bigiminde yazilabilir. Burada ¢(r) fonksiyonu (4.22) denkleminin homojen kisminin

¢Ozliimiidiir:
(V2 + k@) =0 (4.25)

Bilindigi gibi sagilan dalgalara karsilik gelen Green fonksiyonu

> /7 ik|F—71r
Gy (/) = — exp(kIF-—tr) (4.26)

4TT|T-T|

bi¢cimindedir. (4.22)-(4.25) denklemleri araciligi1 ile diferansiyel denklemi asagidaki

integral denklemine indirgenir:

ZRQIETD v (#) g (r)a () d3r (4.27)

Y@a® = @a(® - 7

|F=71|

Elde edilen bu integral denklemin ¢oziimii sagilma probleminin W,(¥) tam dalga

fonksiyonudur.
Etki alanindan biiyiik uzakliklarda (r >>d) |¢ — ¥| ~ kr — kp?", burada ky, = k;

oldugu i¢in bu uzakliklarda (r),(¥) fonksiyonunun asimptotik degeri
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P = @uD) + Apy =, 1>d (4.28)

bi¢iminde yazilabilir. Burada:

Apa = =5z [ e ToF VE DY (r)a (F) T (13)

veya Dirak parantezleri ile isaretlenirse

Aba = = 32 (o IVIU(D),) (4.29)

esnek sagilmanin genligi olarak adlandirilir. Sagilmanin diferansiyel tesir kesiti ile

sacilma genligi arasinda asagidaki bagint1 vardir:
do = = | Ape|2d0 (4.30)

Burada o sagilmanin tesir kesiti  ise kat1 agisidir.

Boylece sagilmanin tesir kesiti bir degerli olarak sacilma genligi ile belirlendigi
goriilmektedir. Sagilma genliginin hesaplanmasi igin ise (4.27) integral denkleminin
¢oziilmesi gerekir. V() potansiyel enerjisi kii¢iik oldugu durumlarda esitlik asagidaki
Born Serisi olarak bilinen bir dizi ardisik ve tekrarlamali yontemlerle yaklasik olarak

¢oziilebilmektedir. Bu durumda ¢6ziim asagidaki bicimdedir

exp(ik[F-7])

Y@ = a® - 21 V)T + - (4.31)

[F=T7|

Bu denklem (4.29)’de yerine yazildiginda sagilma genligi i¢in asagidaki formiil bulunur:

1k|r S|

Aab = — 5 <‘Pb|V|‘Pa>+(2ﬂhz) f o VE ()3 rd3r + - (4.32)

|F— rd

Eger bu seri yakinsak ise ve bu seride N. terimle yetinirsek boyle bir yaklasima N. Born

yaklasimi denir. Ornegin 1. Born yaklagiminda sagilma genligi;

ALY = ——E(@pVI@a) (4.33)
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biciminde yazilir. 1. Born yaklagiminda sag¢ilmanin diferansiyel tesir kesiti

d 2
2 = (225) KeplVipa)? (4.34)

4.2.2 Esnek Sacilmada Born Yaklasim

Bu baglikta esnek sagilma siireci 1. Born yaklasiminda ele alinacaktir. Bunun igin
4.2.1 boliimiinde sagilma genligi icin elde edilen (4.33) formiiliinii integral seklinde

yazalim.

AP = — L[ eila ko)l y (i) g3r (4.35)

2mh?2

Burada Ea gelen, Eb ise sacilan pargaciklarin dalga vektoriidiir. Sacilma zamani aktarilan

momentumu
g = Ak, — Kp) (4.36)

ile gosterelim ve |q| nu hesaplayalim:
q? = k% + ki — 2k ky,cosy (4.37)

Esnek sagilmada k, = ki, = k oldugu i¢in
q = 2Kksin ()2—(> (4.38)
ifadesi bulunur. (4.35)-(4.37) formiilleri 4.2.1 boliimiindeki (4.34) formiiliinde g6z 6niine

alarak 6 ve o agilarina gore integral islemleri yapilirsa esnek sagilmanin diferansiyel tesir

kesiti i¢in asagidaki ifade bulunur:

d z S - 2
£ = (#) |%Tf0 V(r) - r-sin(qr) - dr (4.39)
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5. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

5.1. Notronlarin Cekirdeklerden Sagilmasi

Bu béliimde notronlarin ¢ekirdekten sagilmasi olay1 ele alinacaktir. Onceki
boliimlerde anlatildigr gibi bu durumda nétron ¢ekirdegin etrafinda olusturdugu bir V(r)
potansiyelinden sagilacaktir. V(r) olarak ise Gauss, Dikdortgen, Saxon-Woods ve diger
potansiyeller kabul edilebilir. Bu potansiyeller i¢erisinde en gergekg¢i olan1 Saxon-Woods
potansiyelidir. ilk olarak dikdértgen potansiyelinden sacgilma olay: icin sagilma tesir

kesitini hesaplayalim
5.1.1. Dikdortgen Potansiyelinden Sacilma

Dikdortgen potansiyeli asagida verilmis bigimdedir

V =

{—VO r <Ry (5.1)

0 r >R,

V(r) A

A
Sekil 5. 1 Dikdortgen potansiyel grafigi

Burada iki serbest parametre vardir. Bunlardan biri Vo potansiyel kuyunun

derinligi, digeri ise Ro kuyunun enidir.

4 0o . 4 R .
1= ?nfo V(r) - r-sin(qr) - dr = [f [—Vo J, ° - sin(qr) - dr]
=— 4an° fOR° r-sin(qr) - dr (5.2)
Sonug olarak asagidaki ifade bulunur:
4mv, (aRo)
I = 220 [RO cos(qRy) — %} (5.3)

Diferansiyel tesir kesiti i¢in ise

£ () [ ocostan - =)

2

(5.4)
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ifadesi elde edilir
5.1.2. Saxon -Woods Potansiyelinden Sa¢ilma

Herhangi bir ¢ekirdek i¢in Saxon-Woods potansiyeli

V) = Vo f();  f(r) = — = (5.5)

1+e @0

bi¢iminde yazilir. Burada f(r)- Fermi dagilim fonksiyonu, V,-potansiyel kuyusunun
derinligi, R,- ¢ekirde§im yarigapi, a,- ise c¢ekirdek sinirmin yayginlik parametresidir.
Genelde (1) potansiyeli ile 4.2.2 paragrafinda gosterilen formiildeki integral sayisal
olarak hesaplanir. Bu ¢alismada ise s6z konusu integral Saxon-Woods potansiyeli
binomial fonksiyonlar cinsinden seriye acilarak analitik olarak ¢oziilecektir.

Bilindigi gibi Fermi dagilim fonksiyonunun binomial fonksiyonlar cinsinden
acilimidir. (H useyin Kog,Erhan Eser and Cevad Selam, Analytical solution of the
Coulomb potential for spherical nuclei, Modern Physics Letters A Vol. 34 (2019)
1950237 (11)

m(r—Rg)

1 1 + Zm=1(_1)me a0 , I < RO
—Ro — " —(m+1)(r-Rg) (5.6)
L+e 20 Ym=o(—DMe 2 , T>Rg

bigimindedir. (5.5) acilimi 4.2.2. paragrafindaki formiilde yerine yazilirsa integral
kolayca ¢oziilir. Uzun fakat basit matematiksel hesaplamalar sonucunda esnek

sacilmanin genligi i¢in asagidaki analitik ifade bulunur:

R &

(5.7) ifadesindeki birinci terim dikdortgen potansiyelinden sacgilma genligine karsilik
gelir (¢ekirdegin ana hacminden sagilma genligi):

_ 4T[V0

in(qRo)
[Ag? = [=—2 [RO cos(qRy) — %] (5.8)

qZ

(5.7) ifadesindeki ikinci terim gekirdegin kabuk kismindan sagilma genligidir ve
asagidaki analitik formiille belirlenir:

41V, - Ro
[Ag?] —__ 0 Z (_1)m f r- Sin(qr)e(xm(r—Ro)dr
fo E m=1 0
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= S ym L (iR [RonCeh + 49+ - 4
- - 2 2\2 0 0¥m\¥m - Um
q £ (af +9%)
+0 c0s(aRo) [20t — ol + )] — Zatye™ ) 59

(5.7) ifadesindeki sonuncu terim ise ¢ekirdegin “kuyrugundan” sagilma genligidir ve
asagidaki analitik formiille ifade edilir:

o)

41V O
[Ag? = — 4 Z (—1)m_1f r- sin(qr)e”“mT—Ro)qr
* m=1 Ro

q

41V, o ) 1 _
- Zl(—l)m 1W{SIH(QR0) [Rootm (afy + 9%) — q* + afy] +
m=

+q - cos(qRy) [Ro(az, + q*)] + 20} (5.10)

Burada a,, = aﬁ olarak kabul edilmistir.
0

Boylece (5.7)-(5.9) formiillerinden 4.2.2°deki formiilii ile verilen tesir kesiti analitik
olarak hesaplanir

do _ [ ,(®)]?
dQ |Abal

(5.11)

5.1.3. Farkh Enerjiye Sahip Notronlarin 30Ca Cekirdeginden Sacilmasi

Bu béliimde kiitlesi mn olan nétronun 39Ca ¢ekirdeginden esnek sacilma tesir
kesitinin farkli sagilma agilar1 igin (5.11) formiilii ile hesaplanmis degerleri tablo
bi¢ciminde gosterilecektir. Hesaplamalar yapilirken Saxon-Woods potansiyelinin igerdigi
parametreleri i¢in Chepurnov (Soloviov V.G. Theory of ComplecsNuclei, NAUKA FIZ-
MAT, Moscow, 1971) parametrizasyonuna dayanarak asagidaki degerler kullanilmistir:

Vo=53.3 MeV, ro=1.26fm, oo=0.63 fm?

Sayisal hesaplamalar FORTRAN-77 programu ile ger¢eklestirilmistir. Program “EK-2"te
gosterilmistir.

Farkl1 enerjilere sahip ndtronlarin 59Ca cekirdeginden esnek sagilma tesir kesitinin farkl
sacilma agisindaki degerleri asagidaki tablolarda gosterilmistir.

Tablolarin birinci siitununda sacilma agilar (derecelerle), ikinci siitununda diferansiyel
tesir kesitinin sistematik ve istatistik hatalari ile birlikte deneysel degerleri, tiglincii

siitunda tesir kesitinin bu ¢alismada elde edilen normalize edilmemis degerleri, dordiincii
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siitunda teorik degerlerle (ligiincii siitun) deneysel degerlerin orani, besinci siitunda
oranlarin ortalama degerine normalize edilmis teorik degerler ve sonuncu siitunda ise
oranlarin ortalama degeri gosterilmistir. Karsilagtirilacak teorik ve deneysel degerler
koyu renkte gosterilmistir.

Cizelge 5.1 Notronun 39Ca gekirdeginden esnek sagilma diferansiyel tesir kesitinin sagilma agisina baglilik
grafigi.

z0Ca
E = 65 MeV
J. H. Osborne, et | Bug¢alisma Bu caligma Oranlarin
6° al.,PRC70, 054613 | (normalize Oran (normalize Ortalamasi
(2004) edilmemis) edilmis)
do/dQ,(mb/sr)
7.2 4660+1090+410 90552.47 19.43 6139.15
9.2 4780+180+340 73646.09 15.41 4992.96
11.3 3940+180+310 56026.35 14.22 3798.39
13.3 2600+120+260 40846.05 15.71 2769.22 14.75
154 1890+110+210 27571.62 14.59 1869.26
175 1210+50+170 17405.48 14.38 1180.03
19.5 768+22+142 10492.01 13.66 711.32
21.6 537+38+127 5689.69 10.59 385.74
z0Ca
E =75 MeV
PHYSICAL Bu ¢alisma Bu ¢alisma Oranlarin
6° REVIEW C 70, | (normalize (normalize Ortalamasi
054613 (2004) edilmemis) Oran edilmis)
do/dQ
(mb/sr)
7.2 4380+1070+440 80438.78 18.37 6497.48*
9.2 4970+270+380 63258.40 12.73 5109.73
11.3 2780+170+280 46000.43 16.55 3715.71*
13.4 26201504260 31162.33 11.89 | 2517.15 12.38
154 2200+60+240 20052.48 9.11 1169.48*
175 1130+70+£170 11653.79 10.31 941.34
19.5 632+18+131 6384.73 10.10 515.72
21.6 307+24+102 3062.01 9.97 247.33
z0Ca
E = 85 MeV
PHYSICAL Bu ¢aligma Bu ¢alisma Oranlarin
6° REVIEW C 70, | (normalize (normalize Ortalamasi
054613 (2004) edilmemis) Oran edilmis)
do/dQ
(mb/sr)
7.2 4940+1100+300 71371.69 14.45 6084.54
9.2 3770+£240+220 54233.03 14.39 4623.44*
11.3 3140+170+200 37651.42 11.99 3209.84
13.4 2020130160 24067.22 1191 | 2051.76 11.73
154 1450+90+130 14469.77 9.98 1233.57
175 700+41+92 7706.32 11.01 656.97
19.5 313+41+62 3812.27 12.18 325.00
21.6 201+29+56 1602.04 7.97 136.57
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z0Ca
E =95 MeV
PHYSICAL Bu ¢aligma Bu ¢aligma Oranlarin
6° REVIEW C 70, | (normalize (normalize Ortalamasi
054613 (2004) edilmemis) Oran edilmis)
do/dQ
(mb/sr)
7.2 3780+900+270 63258.75 16.74 5240.99*
9.2 3360+210+210 46405.55 13.81 3844.70*
11.3 2650+170+180 30714.63 11.59 2544.71
13.4 1600100150 18484.41 1155 | 153143 12.07
154 909+54+110 10350.24 11.39 857.52
175 407+56+68 5026.78 12.35 416.47
19.5 245+46+49 2231.89 9.11 184.91
21.6 82+28+44 819.14 9.99 67.87

Esnek sacilma diferansiyel tesir kesitlerinin teorik degerleri deneysel degerlerle

karsilastirildiginda ele alinan biitiin enerjilerde teorik degerlerin hemen hemen biitiiniiniin
(yildizla gosterilen degerler hari¢) deneysel degerleri hatalar1 igerisinde oldugu

goriilmektedir
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6. SONUCLAR VE ONERILER

6.1 Sonuclar

Bu tez ¢alismasinda ilk defa olarak Saxon-Woods potansiyeli i¢eren integral s6z
konusu potansiyel binomial fonksiyonlar cinsinden seriye agilarak analitik olarak
hesaplanmistir. Diferansiyel tesir kesiti i¢in elde edilen sonuglarin hemen hemen
biitiiniiniin (32 degerden sadece altis1 deney hatast disindadir) deneysel degerlerin hatasi
icerisinde oldugu goriilmistiir. Benzer problemlerdeki integrallerin  sayisal
hesaplamalarinda gereken siire, sunulan tezde elde edilen analitik formiil hesaplamalar1
ile bir hayli azalmaktadir.

Notronlarin ¢ekirdeklerden esnek sagilmasi i¢in bu tezde elde edilen analitik
ifadelerin diger parcaciklarin esnek sacilma problemlerinde, esnek sagilmanin optik
modelinde ve esnek olmayan sagilma problemlerinde de kullanilabilir oldugu

diisiincesindeyim.
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EK-1: RORTRAN-77 PROGRAMI
C BU PROGRAM PARCACIKLARIN ESNEK SACILMASINI HESAPLAR
(08.08.2019)13:28
DIMENSION
SIGV/(500),SIGWV(500),SIGWY (500),SIGVSO(500),SIGWSO(500)
DIMENSION SIMP(1000),VINT(1000)
OPEN(23,FILE=ESSACIL',STATUS='OLD)
WRITE(**)'N,VH,RVV,AVV E,A GIRINIZ'
READ(**)N,VH,RVV,AVV,E,A
WRITE(23,*)HACIM PARAMETRELERI',VH,RVV,AVV,E,A
WRITE(*,*)'VY,RVY,AVY-YUZEY DEGERLERINI GIRINIZ'
READ(* *)VY,RVY,AVY
WRITE(23,%)'YUZEY PARAMETRELERI',VY,RVY,AVY

RVV=RVV*A**(1./3.)

RVY=RVY*A**(1./3.)

AMN=939.565378*A/(A+1)

AMP=938.272029%A/(A+1)

HX=197.327

SABIT=(AMN/6.283/HX/HX)**2

AK=SQRT(2.*AMN*E/(HX**2))
WRITE(*,*) SABIT,AK

BET=2.*AK*SIN(TET/2)
SIMP(1)=1.
SIMP(400)=1.

DO 2 1=2,399

FAZ=(-1.)%*

DS=4.

IF(FAZ.LT.0.)DS=2

SIMP(1)=DS
2 CONTINUE

DTET=0.05

DO 6 ITET=1,N

TET=ITET*DTET
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BET=2.*AK*SIN(TET/2.)
SUM=0.

SUMY=0.

DH=0.1

BURADAN DOGRUDAN INTEGRAL HESABI BASLAR
DO 4 1=1,400
RX=I*DH
FER=1./(1+EXP((RX-RVV)/AVV))
FERY=1./(1.+EXP((RX-RVY)/AVY))
VINT(1)=FER*RX*SIN(BET*RX)
VINTY=FERY*(BET*RX*COS(BET*RX)+SIN(BET*RX))
SUM=SUM+VINT(1)*SIMP(l)
SUMY=SUMY+VINTY*SIMP(I)

4 CONTINUE

SUM=SUM*DH/3.

VHBET=-(4.*3.1415*VH/BET)*SUM

SUMY=SUMY*DH/3.
VHBETY=(4.*3.1415*VY*AVY/BET)*SUMY
VHBETDD=(4.*3.1415*VH/BET**3)*(BET*RVV*COS(BET*RVV)-

SIN(BET*RVV))

TKINT=SABIT*VHBET*VHBET
TKINTVY=SABIT*(VHBET+VHBETY)**2
TKDD=SABIT*VHBETDD**2

BURADAN HUSEYIN YONTEMI BASLAR
TKT=0.
TKTY=0.
DO 8 KK=1,200
ALF=KK/AVV
TKT=TKT+(-1.)*KK*(EFH(RVV,ALF,BET,RVV)+EFH(RVV,-

ALF,BET,RVV)-

*EFH(0.,ALF,BET,RVV))
ALFY=KK/AVY
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TKTY=TKTY+(-1.)**KK*(FIY(RVY,ALFY,BET,RVY)+FIY(RVY,-

ALFY,BET,RVY)

*FIY(0.,ALFY,BET,RVY))

8 CONTINUE
TK=(4.*3.1415*VH/BET)*(TKT+(SIN(BET*RVV)-
*BET*RVV*COS(BET*RVV))/BET**2)
TKY=4.*3.1415*VY*AVY*(TKTY+RVY*SIN(BET*RVY))/BET
TKV=SABIT*TK**2
TKY=SABIT*(TKY-TK)**2

WRITE(23,10)TET, TKINT*10., TKINTVY*10., TKV*10., TKY*10

10 FORMAT(5(2X,F15.5))

C PAUSE

6 CONTINUE
STOP
END
FUNCTION EFH(R,A,B,RC)

A2B2A=A*A+B*B

A2B2E=A*A-B*B
FH=EXP((R-RC)*A)*(A*R-A2B2E/A2B2A*SIN(B*R)-
*(B*R-2.*A*B/A2B2A)*COS(B*R))

EFH=FH/A2B2A

RETURN

END

FUNCTION FIY(R,A,B,RC)

A2B2A=A*A+B*B

A2B2E=A*A-B*B
FH=A*SIN(B*R)-B*COS(B*R)+B*((A*R-A2B2E/A2B2A)*COS(B*R)+
*(B*R-2.*A*B/A2B2A)*SIN(B*R))
FIY=FH*EXP((R-RC)*A)/A2B2A

RETURN

END
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