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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

h Planck sabiti

o(x) <1 dereceli polinom

h ( X) agirlik fonksiyonu

P, (x)} ortogonal polinomlar sistemi
{f’n (x)} ortonormal polinomlar sistemi
F. (X) m<n dereceli polinom

T,(x) 1.nevi Tchebyshev polinomlari
U, (x) 2.nevi Tchebyshev polinomlari
P, (X) Legendre polinomlar1
P, (X; a, fp ) Jacobi polinomlar1
H, (x) Hermite polinomlari

L, (x) Tchebyshev-Laguerre polinomlar1
a)(5 , f ) surekilik moduliu
p(A,B) metrik anlamda uzaklik
E, (f) en iyi yaklagim ifadesi

3, (%) 1. nevi Bessel fonksiyonu
Kisaltmalar Aciklama
(0.n.s) ortonormal sistem

(0.s) ortogonal sistem
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Sevgiil OZTURK
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Fen Bilimleri Enstitistu

Fizik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Ferhad H. NASIBOV

Bu arastrrmada klasik mekanik, kuantum mekanigi kavramlarma agiklik getirilmis,
bunlarin arasindaki iligski arastirilmistir. Kuantum mekaniginde esas olan Schrodinger
denklemi, onun birka¢ 0Ozel halleri incelenmistir. Boyle denklem c¢o6ziimleri olan
fonksiyonlarm argumentin biiylik degerlerinde yaklasik-asimptotik ifadelerin bulunmasi
icin kuazi-klasik yaklagim yontemi agiklanmistir. Bu kuazi-klasik yaklasim metodunda
matematiksel problemlerden biri denklemin ¢6ziimii olan fonksiyonun yaklasik
ifadelerinin bulunmasidir, zira bu fonksiyonlarm kesin bulunmasi bir¢ok durumlarda
miimkiin olmamaktadir. Bunun i¢in ise diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziim
metotlarindan faydalanilir. Burada da cesitli ortogonal polinomlar, bu tip polinomlar
iizere Fourier serilerine agilim esas konu olur. Calismada baz1 ortogonal polinomlarin
onemli 6zelliklerine de yer verilmistir. Yaklasik metotlarda ortaya ¢ikan hatalarin
degerlendirilmesi, yani asimptotik ifadelerin bulunmasi s6z konusu yontemin baslica
problemidir. Burada ise fonksiyonlarin en iyi yaklasim teorisi ¢ok Onemli essiz bir
katkis1 olan teori olarak bilinmektedir. Bu ¢alismada bu konuya verdigimiz 6nem de
bununla iligkilidir.
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METHOD IN QUANTUM MECHANICS
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In this study clarified the terms of classical mechanics and quantum mechanics and
investigated between of them relation. Equation of Schrodinger and its a few special
cases investigated which is foundation in quantum mechanics. Quassi-classical
approximation method is explained which argument of the functions of such large
values of solutions of finding approximate-asymtotic expressions. in quassi-classical
approximation method is found approximate expression of the functions which is one of
the mathematical problems that solution of the equation. But in many cases this is
impossible that findig accurately the functions. For this purpose, from the
approximation methods are utilazed. Here too various orthogonal polynomials, this type
of polynomials is primitive subject that Fourier series expansions. And this study some
important properties of orthogonal polynomials are also included. Finding asymtotic
expressions are main problem of method which evaluated that to occur inaccurary in
approximation methods. Here the theory of the best approach of functions are known
that the theory is very important and unique contribution to them. Our commitment to
this issue in this study are associated with it.

Keywords: Semi-classical approximations; quassi-classical approximations; WKB

method; classical mechanics; quantum mechanics; Tchebyshev Polynomials
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TESEKKUR

Calismalarimi yonlendiren, arastirmalarimm her asamasmda bilgi, 6neri ve yardimlarini
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hocam Prof Dr. Ahmet Kacar’a ve saym hocam Yrd. Do. Dr. Can Dogan Vurdu’ya ve
calismalarim siiresince bir¢ok fedakarliklar gostererek beni destekleyen aileme en derin
duygularmmla tesekkiir ederim. Sevgiil OZTURK
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§1. GIRIS

Bizim giinliik pratigimizde rastladigimiz uzay, OKklit uzayidir; buna gére de onun
yapist OKlit geometrisine uygundur. Bizim g¢evremizde meydan gelen olaylarin
hepsi Oklit uzayma ait edilmektedir. Fizigin ve geometrinin inkisafi gosterdi ki,

OKklit uzay1 gergek uzayin en kaba soyutlagsmasidir.

Isik ve 151k olaylarmin arastirilmasi elektrodinamige ve A. Einstein’in Gorelilik
(relativity) teorisine yol agmis oldu. Bunlar gosterdi ki, 11k 1smnlarinin hareket
ettigi uzayin yapist ¢ok farklidir, bu uzay zamana baghdir ve ii¢boyutlu OKklit
geometrisi ile degil artik dort boyutlu, yani, gayri-Oklit geometrisi ile karakterize
edilir.

Makro alemde uzay miinasebetlerinin belirtilmesi igin pratik (empirik)
esaslandirma olarak kati cisimlerin ve 1sik 1sinlarmm hareketi kullanilir. Buna
gore uzayl tanimlamak i¢in maddi obje ve onun hareketi veya objeler arasindaki
iligkilerin yapis1 gerekmektedir. Bu gibi problemlerin incelenmesi bir problem
olarak ortaya ¢ikt1 ve bununla ilgili gayri-OKlit geometrisi iddiasinin etkisi altinda
non-OKlit uzaylarda hareketin mekanigini belirlemek i¢in bir¢ok ¢alismalar ortaya

¢ikmis oldu ( Tilli, Kotelnikov, vd.).

Bununla da klasik mekanikten farkli yeni bir mekanik teorisi sekillenmeye

baslad1.

Bu tipli gegisle ilgili karsiya ¢ikan soru soyle ifade edilebilir: OKlit uzayindan

non-Oklit uzayma gecis zamani1 mekanik nasil degisiyor?

Dolayisiyla, klasik mekanikten (19. yy.’da sekillenmistir), kuantum mekanigine
(20. yy.’in baglarinda ortaya ¢ikmistir) gegislerde uzay kavrami nasil degisir?
Cagdas kuantum mekanigi dalga mekaniginin etkisi altinda ortaya ¢ikti; yani
Broglie- Schrodinger © in dalga teorisinin Geyzenberg, Jordan ve Born ‘un matris
mekanigi ile birlesmesi ve inkisafi siirecinde yaratilmis oldu. Dalga mekanigi
Hamilton’un  optik-mekanik  benzetmelerinden yola ¢ikarken kuantum

mekaniginin esas denklemi olan Schrédinger denklemini ortaya ¢ikardi.



Ornegin, hareketin diskrit olmasi sarti dahilinde klasik mekanigin Hamilton-
Jacobi matris mekanigi de klasik mekanikten ¢ikmustir (Geyzenberg). Boylece
klasik mekanik ile kuantum mekanigi arasinda bir baglant1 (vereselik) oldugu

aciklanmis olur.

1960 yilinda P.A.M. Dirac ‘Kuantum Mekaniginin Prensipleri’ adli eserinde:
‘Klasik mekanige kuantum mekaniginin limit durumu olarak bakilabilir’

yazmustir.

Giliniimiizde kuantum mekaniginin birka¢ formal sekilde olusumu bellidir. Fakat

biz bu konulara girmekten vazgegiyoruz, zira bu bizim konumuzdan farklidir.

Biz, kuantum mekaniginde rastlanan diferansiyel denklemlerin yaklasik
¢cozlimleriyle bagh ‘kuazi-klasik yaklasim’ denilen konu ile ilgileniyoruz. Klasik

fizik ile kuantum mekanigi arasinda bir uygunluk problemleri arastirilirken

[k(x)y']l+/1r(x)y:0 (11)

denkleminin ¢6ziimii igin A — +oo iken diizgiin (uniform) asimptotik ifadenin

elde edilmesi problemi ortaya ¢ikmis oldu.

Boyle arastirma zamaninda elde edilen denklemin ¢oziimiiniin yaklasik gosterimi

kuazi-klasik yaklasim olarak adlandirilir.

Bu tip aragtirma ilk defa Wentzel, Kramers, Brillouin tarafindan yapilmistir. Daha

sonra da Langer ve birgok bagkalar1 tarafindan gelistirilmistir.

Belirtelim ki, (1.1) denkleminde bulunan k(x) ve r(x) fonksiyonlar1 6zel olarak

secilebilir. Bunlar1 6zel olarak se¢gmekle 6zel diferansiyel denklemler elde edilir
ve bunlarin her biri ayrica birgok matematikgi tarafindan arastirilmastir.
Ayrica belirtelim ki, asimptotik ifadelerin bulunmasi y(x) ¢Oziimiiniin herhangi

{gpk(x)} sistemi lizere Fourier serisine acilimma dayanmaktadir, teorik esas

olarak da fonksiyonlarin en iyi yaklasim teorisi 6nemli sekilde uygulanmaktadir.



Biz bu c¢alismamizda yalnizca matematiksel fizigin en Onemli 0&zel
fonksiyonlarindan bir tanesi olan ve (1.1) denkleminin 6zel ¢oziimlerinden olan
birka¢ ortogonal polinomlar, onlarin 6zellikleri, hangi diferansiyel denklemin
¢oziimleri olduklari, bazilarinin asimptotik ifadeleri, onlar esas almarak
diizenlenen Fourier serilerinin yakimsaklik problemleri, vb. ile ugrasirken, burada
onemli yeri olan fonksiyonlarin en iyi yaklasim teorisi lizerine de bazi onemli

neticeleri hatirlatmak zorundayiz.

Ayrica belirtelim ki, P.L. Tchebyshev’in adi ile bilinen polinomlar {izerine bilgi

vermeyi de amagliyoruz.
§2. KURAMSAL BIiLGILER
2.1. KLASIK MEKANIK VE TARIHI GELISiMi

Bilindigi gibi, fizik problemleri en eski zamanlardan beri bilirkisileri

diisiindiirmiis, ¢agimizda da diistindiirmektedir.

En eski zamanlarda Aristo ile baslayan G. Galile ile devam ettirilen ¢aligmalar

I. Newton tarafindan miitkemmel bir teori haline getirilmistir.
Bu agamada sekillenmis olan fizik yasalar1 ‘Klasik Mekanik’ olarak bilinmektedir.

Burada, Galile’nin gosterdigi gibi, temel kavram ‘hareket’ kavramidir. Aristo’ya
gore ‘hareket bir amaca ulagsmak’ olarak tanimlanirken, Galile ‘hareketi dis

kuvvetlerin etkisi altinda meydana ¢ikan bir olay ‘ olarak tanimlamastir.

[Ik calismalarinda Galile anlamistir ki, o ana kadar ‘hareket’ kavrammin kendisi
dogru diirist hi¢ incelenmedi. Buna gore de Galile ‘hareket’in kendisini

arastirmaya bagladi.

Fizigin tarihsel gelisimi, doga olaylarin sorgulanmaya baslamasi, yani fizigin
dogusu, ilk uygarhklarin ortaya ¢ikmasiyla birlikte oldu. Mezopotamya’da M.O.
3000’lerde, Siimer ve Akad uygarliklarinda su degirmenleri kullaniliyor, agir
heykeller dikiliyor, piramitler yapiliyor, zaman, uzaklik ve hiz d&lglimleri

gerceklestirilebiliyordu. M. O. 2500°den sonra Misir’daki uygarliklarda pratik



olarak agir basan miihendislik sorunlarinin ¢oziimiinde fizik kurallarindan

yararlanmiglardi.

Ama bu pratik gereksinimlerden dogan tekniklerin ortak temellerini olusturan
ilkelerin aramisi, M.O. 6. ve 5. yy.’larda Ege kiyilarinda yasayan filozoflarin
soyutlamalarla dogay1 sorgulama ydntemlerinde ortaya ¢ikti. Bu diinya, kaostan
nasil dogdu? Coklugun ve ¢esitliligin kdkenleri nedir? Hareket ve degisim nasil

hesaplanabilir?

Bazi temel kabullerden mantiksal olarak sistematik fizik kuramlar1 ¢ikarsamanin
ilk drnegi, Thales’in (M.O. 6. yy) suyu tiim varliklarin temel maddesi saymasidir.
Thales, iki temel kuvvet olarak, biiziilmeye yol agan merkezcil kuvvet ile

genislemeye yol acan merkezka¢ kuvveti tanimladi.

Fizik, olaylar1 uzay ve zamana bagli olarak inceler. Mekanik, elektrodinamik,
akigkanlar mekanigi, vb. uygulamalarmm sonuglari ¢ogu zaman vektor
denklemleri seklinde ifade edilirler. Bu vektorlerin tiirevleri ve integralleri de

denklemlerde yer alir.

30 il kadar siiren bir arayisin sonunda kuantum mekanigi denilen yeni bir bilim
felsefesi dogdu. Kisaca tanimlamak gerekirse, kuantum mekanigi mikroskopik
sistemleri (atom, c¢ekirdek, vs) matematiksel nesneler (dalga fonksiyonlar1)
cinsinden tanimlayan ve matematiksel nesneleri fiziksel icerige doniistiirmek

iizere bir dizi kurallar veren bilimsel bir yontemdir.

2.1.1. Kuantum Mekaniginde Belirsizlik ilkesi

Atomik olguyu aciklamak i¢in elektrodinamik ve klasik mekanigi uygulamaya
calistigimizda, yapilan deneylere gore celiskili sonuglara neden olurlar. Yani,
Klasik olarak, yoriingelerde ¢ekirdegin etrafinda hareket eden elektronlari
diisiiniirsek, bir model atoma elektrodinamigi uyguladigimizda elde edilen
sonugtan bu c¢eliski ¢ok acik bir sekilde goriilir. Boyle hareket boyunca
elektronlar siirekli elektromanyetik dalgalar1 yayarlar. Bu emisyon ile elektronlar
enerjilerini kaybederler ve sonugta bu onlarin gekirdegin igine diismesine neden
olur. Boylece, klasik elektrodinamige gore, atom kararsiz olurdu. Bu hatalar

atomik olgu i¢in uygulanabilir teorinin yapisini, teori ve deney arasindaki



celiskiyi gosterir, yani, bu olgu cok kiigiik uzakliklardaki ¢ok kiiclik kiitleli
parcaciklarda meydana gelir. Yani, temel fizik kavram ve yasalarinda temel

degisiklik gerektirir.

Bu degisikligin arastirilmasi i¢in baslangi¢ noktasi olarak, elektron kirinimi olarak
bilinen deneysel olarak gozlemlenen olguyu almak uygun olur. Homojen elektron
1511 bir kristal boyunca gectiginde, ortaya cikan 1sin demeti maximum ve
minumum yogunluklu bir desen sergiler. Bu tamamen elektromanyetik dalgalarin
kiriniminda gozlenen kirinim desenine benzer. Boylece, bu durumda kati
parcaciklarin davranist belirli kosullar altinda, elektron-dalga siirecine ait olan

ozellikler gosterir.

Bu hareketin aligilagelmis fikirleri arasindaki g¢eliski, kristalle elektron kirmimi
deneyinden agik¢a goriiliir. Elektronlar igin iki yarikli su gegirmez bir ekran
digiinelim. Diger yarik kapali olmak iizere, yariklardan biri boyunca elektron
ismlarinin gegisini gézleyerek, yarigin arkasindaki ekranda siirekli olarak yer alan,
yogunluk dagilimimin bir kisim desenleri elde edilir; benzer sekilde birinci kapali
ikinci yarik agik olmak tizere diger desen elde edilir. Yarigin her iki tarafindaki
yol boyunca 1sinin gegisini gozlemleyerek, klasik fizik fikirlerinin temeline gore
desenler: her elektron yariklarin biri boyunca gecgen her elektron igin desen elde
edilir ve diger yarik boyunca gegen elektronlarin etkisi yoktur. Elektron kirinimi
deneyi gosterir ki, gercekte kirinim deseni elde edilir, yani her iki yarik boyunca
elde edilen desenin toplami tiimiiyle yani tamamiyla ilgili degildir. Ag¢ik ki bu
sonug yariklar boyunca hareket eden elektronlarin davranislariyla higbir sekilde

uyusmaz.

Boylece, mekanikler atomik olguyu temel olarak dalga mekanigi veya kuantum
mekanigi ile agiklar. Yani klasik mekanikten farkli olan hareket fikirlerine dayali
olmalidir. Kuantum mekaniginde pargacigin yolu olarak boyle bir kavram yoktur.
Kuantum mekaniginin temel ilkelerinden bir tanesi olan ve belirsizlik ilkesi olarak
isimlendirilen kavramin igerigini olusturan bu kavram ilk defa 1927 de W.

Heisenberg tarafindan kesfedilmistir (Landau ve Lifshitz, 1958).



Bu belirsizlik ilkesinin olumsuzluk icerdigi sdylenebilir, yani, klasik mekanigin
ilkelerini reddeder. Bu ilke parcaciklarin yeni bir mekanik yapisi i¢in temel olarak
yeterli degildir. Dogal olarak boyle bir teori bazi olumlu iddialar tizerine kurulmus
olmalidir. Bu iddialar1 formiile etmek igin, Oncelikle kuantum mekaniginde
karsilagilan problemlerin ¢6ziimiinii belirlememiz gerekir. Bunu yapmak ic¢in
oncelikle klasik mekanik ve kuantum mekanigi arasindaki karsiliklr iliskinin 6zel
dogasini incelemeliyiz. Daha genel bir teori genellikle eksiksiz bir sekilde formiile
edilebilir, onun limit durumunda olan formu klasik mekanikten bagimsiz degildir.
Boylece, Newton mekanigi icin herhangi bir referans olmadan relativistik
mekanigi kendi temel ilkeleri temelinde olusturulabilir. Ancak klasik mekanigi
kullanmadan kuantum mekaniginin temel kavramlarmi formiile etmek miimkiin
degildir (elektronun hareketinin karakteristigi, kiitle, yiik gibi degil, bunlar
parametrelerdir, bir pargacik olarak diisiiniiliir). Dolayisiyla aciktir ki, kuantum
mekaniginde olusan bir sistem i¢in mekanik yapi klasik fizige gore tamamen
farkhidir. Klasik mekanik elektronun hareketini fiziksel nesnelerle agiklama
imkanin1 gerektirir. Eger elektron boyle bir klasik nesne ile etkilesirse, 0 zaman
elektronun durumu degisir. Bu degisimin biiyiiklik ve yapisi elektronun

durumuna baglidir ve bu yiizden nicel olarak onun karakteristigi ile belirlenebilir.

Bu baglamda klasik nesne genellikle islemci olarak isimlendirilir ve elektron ile
etkilesimi Ol¢iim olarak sOylenir. Burada biz Olglimle kuantum mekaniginde,
elektronun disinda meydana gelen ve herhangi bir gézlemciden bagimsiz, klasik
ve kuantum nesneleri arasindaki herhangi bir etkilesim siirecini anlamaliyiz.
Kuantum mekaniginde 6l¢iim kavraminin 6nemi ilk defa N. Bohr tarafindan

aydmlatilmis oldu [Landau ve Lifshitz, 1958].

Klasik mekanikle yeterli dogrulukta ¢oziilen islemciyi fiziksel nesne olarak
tammladik. Ornegin, yeterince biiyiik kiitle gibi. Ancak, o islemci mutlaka
makroskopik olarak farz edilmelidir. Belirli kosullar altinda bu islemcilerin bir
kism1 (parcasi) mikroskopik bir nesne tarafindan alinabilir, c¢linkii yeterli
dogrulukta Onerilen asil probleme baghdir. Boylece, Wilson odasindaki

elektronun hareketi elektron yogunlugu (bulutu) vasitasiyla gozlenir ve elektronun



hareketi, boyle diisilk dogrulukta belirlendigi zaman elektron kesinlikle klasik

nesne olarak diistiniiliir.

Boylece kuantum mekanigi, fizik teorileri arasinda ¢ok sira dist bir yere sahiptir:
klasik mekanigi bir limit durumu olarak igerir, yani klasik fizik, kuantum

mekaniginde sinirh olarak igerilir.

Anlasilacag1 tizere, makroevrensel ve mikroevrensel nesnelerin 6zelliklerini
temsil eden matematiksel yapilarda 6nemli farkliliklar vardir. Makroevrensel
nesnelerin  baz1 Gzelliklerinin  eszamanli  Ol¢iimii  herhangi bir ilke ile
smirlandirilmamistir.  Mikroevrensel nesnelerin  Ol¢liimiinii  yapmak deneysel
acidan miimkiin olmasina karsin, makroevrensel Olciimlerde oldugu gibi,
sonuclar1 kesin bir bicimde degerlendirmek miimkiin degildir. Schrédinger

denklemi ile mikroevrensel nesnelerin hali y ile tanimlanir. Esasen,

mikroevrensel nesnelerle ilgili tiim felsefi tartigmalar bu hal tanimlamasindan
dogar. Ciinkii bunun neye karsilik geldigi tam aciklanamaz. Agiklanamayinca,

makroevrensele yansitmasi da yapilamaz.

Makroevrensel nesnelerin 6zellikleri hakkinda yapilacak dl¢timlerin bilgisi bir tist
simirla siirlanmamistir. Sonsuza kadar 6lglim yapabiliriz ve 6l¢lim yaptikca da bir
oncekinden daha kesin bilgiye ulasiriz. Buna karsin mikroevrensel nesnelerin
deneysel bilgisi, Heisenberg’in belirsizlik bagintis1 nedeni ile bir iist degerle
smirlandirilmistir. Ardigik 6lgmelerin yapilmasi, deneye dayali bilgiyi artirmak

amagcli olsa da, ters olarak bilgi eksilmesine yol agabilir.

Cesitli olgtim tiirleri arasinda, oSlgiilen nesne temel bir rol oynar. Kuantum
mekaniginin uygulanabilirlik sinirlart i¢inde, elektronun konumunun 6l¢iimii her

zaman istenen dogrulukla yapilabilir.

Varsayalim ki, At belirli zaman araliklarinda, elektronun koordinatlarinin ardisik
Olglimii yapilmistir. Sonuglar genellikle diizgiin bir egri lizerinde dogru olur.
Aksine, daha dogru yapilan 6lgiimler, olmayan bir elektronun hareketi varligiyla
daha kesintili ve diizensiz sonuclarinin degisimi olacaktir. Eger elektronun
koordinatlar1 diisiik dogrulukta Slciiliirse oldukca diizgiin bir elektron yogunlugu

elde edilir, 6rnegin Wilson odasindaki buhar damlaciklarinin yogunlagmasi.



Eger, dlclimlerin dogrulugunu degistirmeden birakirsak, 6lgiimler arasindaki At
araliklarim azaltiriz, sonra diger (komsu) Olgiimler, koordinatlarin komsu
degerlerini verir. Ancak, ardisik bir dizi sonuglar uzayin kii¢lik bir bolgesinde olsa
da, hicbiri diizgiin egri olmayacak sekilde tamamen diizensiz bir sekilde bu
bolgede dagitilacaktir. Ozellikle At —0 iken, komsu dlgiim sonuclar1 higbir

sekilde diiz bir ¢izgi lizerinde komsu 6l¢lim sonuglarina bagl degildir.

Bu durum kuantum mekaniginde sunu gosterir: klasik anlamda pargacigin hiz
kavrami yoktur, bunlar arasindaki yani, bu koordinatlarin ard arda farkini
sinirlamak i¢cin At araligina bolerek, At — Oseklinde olur. Ancak kuantum
mekaniginde verilen bir anda par¢acigin hizinin makul bir tanimi yapilabilir ve bu
hiz klasik mekanige gegerken klasik hiz olarak gecer. Ama klasik mekanikte
parcacigin koordinatlar1 vardir ve herhangi bir anda hiz, kuantum mekanigi
durumundakinden tamamen farkhdir. Eger o6l¢iim sonucunda, elektron
koordinatlar1 kesin bulunabilirse onun kesin bir hizi vardwr. Tersine, eger
elektronun hizi varsa, uzayda kesin bir durumu (pozisyonu) olamaz.
Koordinatlarim ve hizin eszamanli varhigi i¢in olmayan elektronun varligi
anlamina gelir. Boylece kuantum mekaniginde elektronun koordinatlar1 ve hizi
ayni anda tam olarak Ol¢iilemeyen niceliklerdir; 6rnegin, ayni anda kesin
degerlere sahip olamazlar. Elektronun koordinatlar1 ve hizi aym1 anda var
olamayan niceliklerdir diyebiliriz. Ayn1 anda hizin koordinatlarinin hatali

Ol¢ciimiiniin olasiligmi belirleyen nicelikler arasindaki bagintiyi tiretebiliriz.

Klasik mekanikte fiziksel bir sistemin durumunun tam agiklamasi, belirli bir anda
tim hiz ve koordinatlar1 belirterek, bu ilk veri ile sonraki zamanlarda sistemin
davranisini belirleyen tam hareket denklemleri ile verilir. Kuantum mekaniginde
bdyle bir tanimlama ilke olarak miimkiin degildir, ciinkii koordinatlar ve hizlar
eszamanli olamazlar. Boylece kuantum sisteminin durumunun agiklamasi, klasik

mekanikten daha kiigiik niceliklerle hesaplanir.

Kuantum mekaniginde yapilan tahminlerin dogasindan ¢ok énemli bir sonug elde
edilir. Klasik tanimlama tam dogruluktaki mekanik sistemin gelecek hareketini
tahmin etmek icin yeterliyken, kuantum mekaniginde yeterli olmayabilir. Bu

demektir ki, kuantum mekaniginde bir elektron en eksiksiz bigimde miimkiin



oldugunca aciklanan bir durumda olsa bile, diger anlamda onun davranisi ilke
olarak hala belirsizdir. Yani, kuantum mekanigi elektronun bir sonraki
davraniglariyla ilgili kesin tahminleri tam anlamiyla yapamaz. Baslangicta verilen
elektronun durumu igin bir sonraki 6lgtimler degisik sonuglar verebilir. Kuantum
mekaniginde, Bose-Einstein yogunlagmasi ile 107 atom igeren makroskopik iist
iiste binme durumlar1 elde edilebilmistir. Yani 107 atom ayni kuantum
durumundadir. Hepsi bir ve tek davranirlar. Ayni bir dans grubundaki gibi tek
davranis olur. Bireyselliklerini terk edip aymi olurlar. Anlasildig1 lizere bazi

durumlarda 6l¢tim sonucunu veren olasilik tektir, birdir.

Kuantum mekaniginde tiim 6lciim islemleri iki smifa ayrilabilir. Olgiimlerin
cogunlugunu igeren bir tanesinde, sistemin herhangi bir durumunda kesin olan,
belirlenemeyen sonucun bulunmasidir. Digeri, sonucu kesin olan &lgiimiin
miimkiin olan her durumdaki Ol¢timlerini igerir. Bu son Olgiimler, tahmin
edilebilir dl¢iimler olarak isimlendirilir ve kuantum mekaniginde 6nemli bir rol
oynar. Bir durumun nicel ozellikleri kuantum mekaniginde fiziksel nicelikler
olarak isimlendirilen 6l¢iimlerle belirlenir. Eger bazi durumlarda 6l¢iim kesin olan
tek sonucu verirse, bu durumda fiziksel nicelikle ilgili olarak kesin degere sahip
oldugunu sdyleyebiliriz. Kuantum mekanigindeki her bir fiziksel niceligin higbiri
ardarda oOlglilemez, Ornegin, ayn1 anda hepsi ayni degerlere sahip olabilir.
Bahsetmis oldugumuz elektronun koordinatlar1 ve hizi, fiziksel niceliklerin
Ozellikleri kuantum mekaniginde 6nemli bir rol oynar: bu nicelikler ard arda
Olgtilebilir fakat bunlar ardi ardaysa kesin degerlere sahiptir, bu durumda diger
fiziksel nicelik (fonksiyon olmaksizin) tam degere sahip olabilir. Fiziksel
niceliklerin bdyle olmalar1 tam toplamlari olarak sdyleyebiliriz; bazi
durumlarda tam toplamlar sadece tek bir niceligi olusturur. Elektronun herhangi
bir durumdaki tanimi belli basli bazi 6l¢iim sonucu olarak ortaya ¢ikar. Kuantum
mekanigi durumunda tam tanimi formiile edebiliriz. Kesin olarak tanimlanan
durumlar fiziksel niceligin tam toplaminin ardi ardina 6lglimiiniin sonucu olarak
meydana gelir. Boyle Ol¢iimiin sonuglarindan ilk 6l¢ciimden 6nceki elektronun
durumlariyla ilgili kismen sonraki herhangi dl¢iimiin ¢esitli sonug¢larinin olasiligi

belirlenir. [Landau ve Lifshitz, 1958]



Kuantum mekaniginde, makro-mikroevrenler arasinda niceliksel ve niteliksel
‘gecig’in saglanabilmesi i¢in kargigelim ilkesi olusturulmustur. Mikroevrenden
makroevrene gecis i¢in, kuantum etkilerinin yok olmasi ve Planck sabitinin sifira
(h—0) gitmesi gerekir. Kuantum mekanigi, klasik fizigi bir limit durum olarak
iceren daha genel bir mekanik teorisidir. Ancak, bunun kesin bir bakis agis1
olmamasi gerekir. Ciinkii biliyoruz ki, asir1 iletkenler makroevrensel nesnelerdir
ve Planck sabiti sifira gitmedigi halde, kuantum etkisi ve isleyisi devam eder.
Benzer bir gecis 6rnegi, Newton mekaniginden gorelilik mekanigine gegistir.
Newton mekaniginin kiiglik hizlar i¢in gegerli olmasina karsin, goérelilik teorisi
151k hizina yakin hizlarda gegerlidir. Bu iki teori birbirine ve kuantum mekanigine,
limit yontemi ile baglanabilir. [Brack ve Rajat K. Bhaduri, Semiclassical Physics]

2.1.2 Klasik Mekanigin Limit Durumuna Gegis

Kuantum mekanigi, klasik mekanigin belirsiz limit durumunu kapsar. Bu limit

durumuna gegis nasil saglanir?

Kuantum mekaniginde elektronun konumu dalga fonksiyonuyla tanimlanir; bu
fonksiyon simdiye kadar bildigimiz lineer kismi diferansiyel denklemin sadece
kesin ¢oziimiidir. Klasik mekanikte ise hareket denklemleriyle belirlenen
elektronun hareketi, pargacigi materyal olarak gosterir. Burada karsilikli bir
bagint1 vardir; kuantum ve klasik mekanige benzer sekilde elektrodinamikte dalga
optigi ve geometrik optik arasinda da vardir. Dalga optiginde, elektromanyetik
dalgalar Maxwell denklemleri olarak isimlendirilen lineer diferansiyel denklemler
seklinde tanimlanan elektrik ve manyetik alan vektorleriyle tanimlanir. Geometrik
optikte, 151k veya 1g1k 1ginlarinin tanimlanan sistemde o yol boyunca yayilmasi
seklinde disiiniiliir. Boyle durumlar bize klasik mekanigin limit durumundan
kuantum durumuna gecise benzer sekilde geometrik optikten dalga optigine gecis

meydana gelir. [Landau ve Lifshitz 1958].

Bu doniisiimiin matematiksel olarak nasil yapildigin1 gosterelim. U -nun
elektromanyetik dalgadaki herhangi bir alanmn bileseni oldugunu gosterelim.

u=ae“ seklinde yazilabilir (a ve ¢ reel), burada a yiikseklik, ¢ dalga
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durumudur. Geometrik optigin sinir durumu kiigiik dalga uzunluklarina baghdir;
burada matematiksel olarak ¢ kisa dalga uzakliklar1 boyunca biiyiik miktarlarla

degistigi seklinde ifade edilir; bunun anlami, 0 dalga uzakliklar1 boyunca ¢ok
biiyiik tam degerler aldig1 olarak diisiiniilebilir.

Benzer sekilde klasik mekanigin smir durumu olarak a yavasca degisen
fonksiyon ve ¢ biyik degerler alan ve kuantum mekaniginde var olan dalga
fonksiyonlar1 olmak iizere y =ae"seklinde gosterilir. Yani, burada degisken

prensip olarak mekanikle belirlenebilir, mekanik sistemin hareketine gore bu
degisken miimkiin olan en az deger almalidir (the principle of least action veya
Hamilton Teoremi). Geometrik optikte 1sik 1sminm yolu 1smin optik yol
uzunluklar1 arasindaki fark yolun sonundaki ve basindaki durumlari olarak
belirtilir; yani, en az (veya en biiyiik) tam degerleri almalidir. [Landau ve Lifshitz
1958].

Bu benzerligin temelini, klasik mekanigin smir durumlarinda dalga fonksiyonu ¢

nin durumu olarak degerlendirebiliriz. Fiziksel sistemin mekanik hareketi yani,

S =sabitx¢ olmalidir. Bu sabit Planck sabiti olarak isimlendirilir ve 7 ile
gosterilir. Hareketin boyutu (¢ boyutsuz oldugu igin) ve son Olglimlere gore

degeri,
h=1,054x10"" erg sec (2.1)

dir. Boylece, dalga fonksiyonunun ‘hemen hemen (yaklasik) klasik (veya kuazi

klasik ) oldugu s6ylenir; fiziksel sistem

y =ae®’" (2.2)
denklemiyle belirtilir. Planck sabiti 7 Kuantumun olaganiistiiliigiinde temel bir
rol oynar. Onun relative (goreceli) degeri (diger niceliklerle benzer boyutlari
karsilastirir) verilen fiziksel sistemin miktarmi Olgmenin uzantis1 seklinde
belirlenir. Klasik mekanikten kuantum mekanigine gegis, biiyiik durumlara

baghdir, 7#—0 seklinde tanimlanabilir (4 — 0, sifir dalga uzunlugunun sinirina
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gecisle ilgili olarak geometrik optikten dalga optigine gecise benzer sekilde)
[Landau ve Lifshitz 1958].

Dalga fonksiyonundan smir durumuna gegisini belirttik, fakat klasik harekete
nasil bagl oldugu sorusu hala kalir. Genelde dalga fonksiyonuyla tanimlanan
hareket, tanimlanan fiziksel sistemdeki harekete bagli degildir. Klasik hareketle
baglantilidir, yani, anlik dalga fonksiyonu baslangigta ve verilen koordinatlarin
dagilim olasiligiyla birlikte bu dagilimdaki sonraki anlarda klasik mekanigin

kanunlarma gore degisecektir.

Tanimlanan sistemde hareketi elde etmek icin ilk olarak uzaym g¢ok kiigiik
bolgesindeki sifirdan farkli olan dalga fonksiyonundan baglamaliyiz; bu bdlgenin
boyutlar1 % ile birlikte sifira yaklasir. Bu durumda bunun kuazi-klasik oldugunu
sOyleyebiliriz, dalga paketi parcacigin klasik yolu boyunca uzayda hareket
edecektir.

Son olarak, kuantum mekanik operatorler fiziksel nicelige bagli olarak onunla

carpilarak sinir durumlarda azaltilmalidir [Landau ve Lifshitz 1958].
2.2.KUAZI-KLASIK DURUM
2.2.1.Kuazi-Klasik Durumundaki Dalga Fonksiyonu

Verilen problemin kosullarin1 belirleyen, pargaciklarin Broglie dalga uzunluklari,
karakteristiklerin boyutlariyla karsilastirildiginda eger kiiciik ise, sistemin
Ozellikleri klasik duruma yakm olurken; dalga uzunlugu sifira yaklasirken dalga
optigi geometrik optige geger. [Brack ve K. Bhaduri]
Kuazi-klasik sistemlerin 6zelliklerini daha yakindan inceleyelim. Bunu yapmak
icin

72
Zalz—aAa\p+(E—U)\|1 =0 (2.3)
Schrodinger denklemine bakalim. Burada

y = el@e

ifadesini yerine koyarak o fonksiyonu igin
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Za“ziua(Aac)z —Za:zi—iAao =E-U (2.4)
denklemi elde edilir. Sistemin 0zellikleri yaklasik olarak klasik oldugu
diistiniildiigii i¢in o y1 seriye agarsak
G:GO+(h/i)Gl+(h/i)202+... (2.5)
yazilir ve /i kuvvetinde genislemistir.
Bir pargacigin tek boyutlu hareketinin en basit durumu diisiinerek baslayalim. Bu

halde (2.4) denklemi
2u=E-U(x) (2.6)

GIZ

2u—ihc”

denklemine indirgenir. Bu denklem, X koordinatina bagh fark baslangicini

belirtir.

[lk yaklasimda o = o, yazilir ve 7 terimini denklemde ihmal edersek

0’2

2u=E-U (X)
elde edilir. Boylece
c, = ij \/{ZH[E— U (X)]}dx

yazilir. Integralde ifade edildigi gibi pargacigin p(x) momentumu klasiktir.

Degiskenin 6niindeki + isaretiyle ifade edilen p(x) momentumu,

o, :ijpdx ,p=y[2u(E-U)] 2.7)
seklindedir. Dalga fonksiyonu i¢in (2.2) limit ifadesinde oldugu gibi bu sonug

goriilmelidir. (2.6) denkleminde yapilan yaklagim sol taraftaki ikinci terim

birincisiyle karsilastirildiginda kiigiikse kurallara uygundur. Yani

h

o 4

o «1 veya d(7/c")/dx| <1

olmaldir. (2.7) e gore ilk yaklasimda , ¢’ =pdir, ¢iinkii kurala gore elde edilen

denklem
|d(2/2m)/dx| <1 (2.8)
gibi yazilabilir. Burada k(x) = 2nh/ p(X) parcacigin Broglie dalga uzunlugudur,

X -in bir fonksiyonu olarak p(x) Klasik fonksiyonuyla ifade edilir. Boylece elde
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edilen ‘kuazi-klasik’ sarti: pargacigin dalga boyu uzakliklar1 kendisine ¢ok yakin
olmalidir. Tiiretilen formiil bu sarta uymayan uzay bolgelerinde uygulanmaz.

(2.8) sart1

_d o WUy
dx  dx [2u(E-V)]= pdx p

formunda da yazilabilir. Burada F=-dU/dx pargaciga disaridan uygulanan
klasik kuvvettir. Bu kuvvetin terimlerinde

whF/p® <1 (2.9)
olmalidir. Buradan goriildiigii gibi, kuazi-klasik yaklagim parg¢acigin momentumu

cok kiigiikse uygulanamaz. Ozellikle, bu uygulanamayan déniis noktalari, mesela

parcaci@a yakin yerler, klasik mekanige gore pargacik durabilir ve zit yonde

hareket etmeye baslar. Bu noktalar p(x)=0 denklemiyle verilir, 6rnegin

E=U(x) oldugu durum. Aslinda p—0 iken Broglie dalga boyu sonsuza gider

ve kii¢iik olamaz.
(2.5) ifadesindeki sonraki terimi hesaplayalim. (2.6) denklemindeki 7

terimlerinin ilk siras1
! ! 1 "
G,0; + EGO =0
denklemini verir. Buradan denklemin
o' =—a} /20, =—p/2p
ifadeleri ve integralleyerek integrasyon sabiti ihmal edilerek
c, = —% logp (2.10)
elde edilir. (2.3) ve (2.5) ifadesinde yerine koyarak asagidaki dalga fonksiyonu

bulunur

~ —(i/h)J.pdx

1 (i/) [ pax =
y=Cp 2 " 4+C,p 2e (2.11)

(2.5) ifadesinde terimleri yerine koymak 7% kuvvetlerinin daha yiiksek ve ilk
terimleri ile ve iissel katsayilarin elde edilmesini saglar; bu terimleri hesaplamak

icin bu her zaman gerekli degildir.
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Dalga fonksiyonundaki ]/ \/E carpaninin bulunmasi sadece yorumdur. X Ve

X +dx arasmndaki noktada pargacigin bulunma olasilig |\y|2 ile verilir. Bu,

parcacigin kesinlikle ‘kuazi-klasik’ oldugunu sdyler, ¢iinkii klasik harekette dx
parcasindaki pargacigin gegen zamani par¢acigin (veya momentumun) hizina ters

orantilidir.

Uzayda, klasik kurallara uymayan E <U(x) durumuna gore, isler reel oldugu

icin p(x) sanaldir. Bu bolgede dalga fonksiyonu

Cy gwnfpex  Cy wnflpex
Pl Pl
seklinde yazilabilir. [Landau ve Lifshitz 1958].

(2.12)

2.3.GENEL ORTOGONAL POLINOMLARIN TEMEL OZELLIKLER]
2.3.1. Varhk Teoremi ve Ortogonallik
h(x) fonksiyonu, (0,0) arahiginda tammli ve h(x)>0 olmasmm yan: sira

O<_Th(x)dx<oo (2.13)

a

sartin1 da sagliyorsa, sonlu (a, b) arahiginda agirlik foksiyonu olarak adlandirilir.

(a,b) araliginin sonsuz olmasi durumunda ise h(x) fonksiyonunun kuvvet

momenti diye adlandirilan

h:

n

D ey T

x"h(x)dx, n=0,12,... (2.14)

integrallerinin mutlak yakinsak olmasi gerekir.

n derecesine sahip olan Pn(x) polinomlarinin

Py (X),P,(X), Py(X),....P,(X),..., (2.15)

dizisinin dnceden verilmis oldugunu diisiinelim.,
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Bu sistemden herhangi iki polinom igin,

(Pn,Pm):jlh(x)Pn(x)Pm(x)dx=O, n=m

sarti saglaniyorsa, o zaman (2.15) deki polinomlara (a,b) araliginda h(x)
agirlik fonksiyonuna goére ortogonal (dik) polinomlar denir. Bununla

birlikte, (a,b) aralig1 ortogonallik araligidir, ancak a ve b sayilarinin
sinirli olmast durumunda, ortogonallik araligi [a,b] olur. Yiiksek (bas)

terim katsayis1 pozitif olan P, (x) ortogonal polinomlari

=] [rr, (e =1

sartin1 da sagladiginda ortonormal polinomlar diye adlandirilir. Boylece,

(2.15) polinomlar sisteminin ortonormallik sart1 asagidaki gibidir:

(Pn,Pm):ih(x)Pn(x)Pm(x)dx:énm={(1)’ e (2.16)

Bu durumda da (xk,xm)zh olur.

k+m

Ortonormal polinomlar {f’n(x)} seklinde gosterilir ve (2.15) deki

polinomlar 6zel olarak sirasiyla

A

Py (x), P(X), P,(X)seees P (X),...
seklinde gosterilir.

h(x) agirlik fonksiyonu fonksiyonunun, (a,b) araliginda, sonlu sayida

noktalar hari¢ siirekli olmasi, miistesna noktalarin etrafinda ise sinirli

olmalar1 diisiiniilir. h(x) fonksiyonu sonlu sayida noktalarda veya
ortogonallik aralig1 dahilinde yerlesen bazi pargalarda sifir olabilir. (a,b)

araliginda h(X) fonksiyonunun siirekli ve pozitif oldugu noktalar agirlik

fonksiyonunun reguler noktalar: olarak adlandirilir. Diger tiim noktalar ve

dzellikle de h(x) fonksiyonunun sifir noktalar: kritik noktalar olarak

adlandirilir. Tabii ortogonallik araliginin uglart1 her zaman kritik

noktalardir.
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Ispata girmeden, yalnizca verilmis h(X) agirhik fonksiyonuna uygun
ortonormal (veya ortogonal) polinomlarin varlik teoremini vermekle
yetinelim:

Teorem 2.3.1. Her bir h(x) agirlik fonksiyonu igin yiiksek katsayist (bas
katsayis1) pozitif olan ve (2.16) ortonormlastirma sartini saglayan tek bir
{P,(x)}dizisi vardir.

Teorem 2.3.2. n dereceli P (x) polinomunun h(x) agirlik fonksiyonuyla
ortogonal polinom olmas: i¢in her bir m(<n) dereceli Qm(x) polinomu
i¢in

_b[h(x)Pn(x)Qm(x)dx:O, m<n (2.17)

sartinin saglanmasi gerekli ve yeterlidir.

Teorem 2.3.3 Ortogonallik araliginin koordinatlarin baslangicina gore

simetrik olmasi1 ve h(X) agirlik fonksiyonunun  ¢ift sayr olmasi

durumunda, her bir Pn(x) ortogonal polinomu sadece n numarasiyla ayni

esitlige sahip olan X derecelerini igerir. Yani

P, (-x)=(-1)"P,(x) (2.18)
esitligi olur.

Ispat: h(-x)=h(x) oldugunu ve a>0 oldugu (—a,a) arahiginda P (x)in
ortogonal oldugunu varsayallm. O zaman Teorem 2.3.2. geregi

[h(x)P, (x)F, (x)dx=0, m=0,1,..n—

sartlarinin saglanmasi gerekli ve yeterlidir, F,(x) ise derecesi m(<n) olan

herhangi polinomdur. Burada, x=-t degisken degistirmesi yaparsak bu

esitliklerden
[h(t)P,(-t)F,(-t)dt=0

elde edilir.
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F.(X) polinomu keyfi oldugundan, F,(-t) polinomu da m dereceli keyfi

bir polinomdur. Bundan dolayi, yine Teorem 2.3.2 ye gore, Pn(—t)
polinomu ortogonaldir ve P, (t) polinomundan sadece sabit ¢arpan ile
farkl1 olabilir, yani, Pn(—t)chn(t) dir. Ancak ortonormlastirilmis
polinomlar1 inceleyecek olursak, |C|=1 sartin1 elde ederiz. Bu iki
polinomun yiiksek katsayilarini karsilastirsak ¢=(-1)" oldugunu buluruz.

Bu 6zdeslik Pn(x) polinomunun, n in ¢ift veya tek sayr olmasina bagh

olarak x in sadece ¢ift veya tek kuvvetlerini igerdigi anlamina
gelmektedir.
Teorem 2.3.3 de ispatlanmistir.

Boylece, varlik ve teklik teoremine gore (Teorem2.3.1), (2.16) sartini

saglayan ortonormlastirilmis polinomlar sistemi {Pn(x)}, her bir h(X)

agirlik fonksiyonuna gore tek olarak belirlenir.
2.3.2. Ortogonal Polinomlarin Cebirsel Ozellikleri

Ortonormal polinomlarin temel cebirsel 6zelliklerini inceleyelim.

Teorem 2.3.4 {Pk (x)} ortonormal polinomlar sistemi igin

ipk (X)Pk (t) — //Ln Pn+1(X)Pn (t))(__fn (X)Pn+l (t) (219)

Christoffel-Darboux formiilii dogrudur.

Ispat: Ortonormal polinomlar sistemi igin
ﬂ’nPnJrl (X) = (X - a‘n )Pn (X) - ﬂ’n—lpn—l (X)

indirgeme formiilii saglanir. Bunun da her tarafin1 P, (t) ile garparsak,

AP (X)P, () =(x—a,)P, (X)P, (t)-A4,P. (X)P,(t) (a)
elde ederiz. Burada da x ve t nin yerlerini degistirirsek,

AP (P, (X)=(t—a,)P, (X)P, ()= 4, .P, . ()P, (X) (8)
bulunur.

(a) ve (B) esitliklerini taraf tarafa ¢ikarirsak:
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(X=t)P, (X)P, (t) = 4, [ Po.y (X)P, (1) =P, (X)P,., (1) ] -
_/1n—1 I:Pn (X)Pn—l (t) —-P (X)Pn (t)]

formiiliine ulasiriz. Bu denklemleri n,n—1,n-2,...,2,1 numaralar1 i¢in yazip da,
sonra hepsini terim terime toplayarak sonuca

(x=1)Pg () Py (t) = 215 (X =) = 2 [ P, (X)Py (£) P, (1) Py (x) ]

denklemini de ekleyerek (2.19) denklemini elde ederiz. Boylece teorem
2.3.4 ispatlanmistir.

Simdi denklem (2.14) ile belirlenmis olan ve {h,} agirlik fonksiyonu vasitasiyla

ortonormlastirilmis polinomlar1 belirleyen formiilii sonug olarak ortaya ¢ikaralim.

Bu amagla Gram determinanti diye adlandirilan

(L) (Lx) (@x) .. (Lx)
(x1)  (xx)  (x%) . (xx")
A =|(x01) (x%x) (x567) . ()

(1) (0 () - (x)

hO hl 2 hn
h h, .. h
An — hl 2 3 n+1 (2 ) 20)
hn hn+1 hn+2 h2n

determinantin1  inceleyelim. Bu determinantin sifirdan farkli  oldugunu
ispatlayalim.  Tersine, A, =0  oldugunu varsayallm. O zaman

hb, +hb, +...+h b, =0
hb, +h,b, +...+h b, =0

n+1

(2.21)

hb, +h, b +..+h, b =0

dogrusal (lineer) homojen denklemler sisteminin en azindan asikar olmayan bir

¢Oziimii mevcuttur, yani sifirdan farkli olan en az bir tane sifirdan farkli sayi

iceren ve sistem (2.21)’in ¢dziimii olan {bk }; sayilar sistemi mevcuttur. Bu sayilar

19



icin formiil (2.14)’lin yardimiyla (2.21) sistemi

h(x)(b0 +blx+...+bnx”)dx:0

h(x)(l, +byx+...+b,X") xdx =0

D m— T D —T

h(x)(b0 +b1x+...+bnx”)x”dx =0

D ey T

seklinde yazabiliriz. Bu denklemlerden birincisini b, ile ¢carpalim, ikincisini b, ile
carpalim, sonuncusunu da b, ile carpalim ve terim terime toplayalim. Sonug

olarak

Th(x)(b0 +bx+...+b,x") dx =0

a

denklemini elde ederiz. Ancak bu miimkiin degildir, ¢iinkii burada {b,}

sayilarindan en az bir tanesi sifirdan farkhidir. Bu sekilde A =0, yani Gramm

determinant1 her n i¢in sifirdan farklidir sonucu ortaya ¢ikar.

Teorem 2.3.5 n>1 halinde ortonormal polinomlar

h h h .. h
hl h2 h3 hn+l
Py(X)m | e e (2.22)
Bnalhy h N ha Ny
1 X X X"

seklinde gosterilebilir.

Ispat: Asagidaki polinomu inceleyelim:

h h h .. h
hl h2 3 hn+1
Q(x)=| (2.23)
n-1 hn hn+1 h2nfl
1 X X X"
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Bu polinomun (a,b) araliginda h(x) agilik fonksiyonuyla ortogonal
oldugunu ispatlayalim. (2.23) in her tarafini h(X) x*(0<k <n-1) ile carpar ve
(a,b) araliginda integralini alirsak, sag tarafta ayni 2 satira sahip determinant

elde edilir, boyle determinantlar ise sifira esit olur. Dolayisiyla

_Th(x) x‘Q,(x)dx=0, (k=0,1,2,..,n-1)

a

olur. Bu esitliklerden de

b

jh(x)Qn(x) F,(x)dx=0, m<n

a

sartn1 elde etmek zor degildir. Burada, F,(x), m(<n) dereceli keyfi bir
polinomdur. Bu sarttan ise Teorem 2.3.2°ye gore, Q,(X) in sabit ¢arpani ile

P, (X) ortogonal polinomundan farkli olabilecegi sonucunu ¢ikaririz.

Bu polinomun normunu hesaplayalim. Bunun i¢in ortogonallik sart1 ve denklem

(2.23) den yararlanarak,

o =) (xj0x= ) (), ¢ Jo

b
= An_l_[ h(x)Q, (x)x"dx=A,,A, >0

a
sonucuna ulasiriz.

A, =h, >0 oldugundan dolay1, A, >0 oldugu sonucuna variriz.
Ortonormal polinom P, (x) i elde etmek i¢in Q, (x) polinomunun |Q,| normuna

boliinmesi gerekir. Bu sekilde denklem (2.22) gergekten de dogrudur ve teorem

2.3.5 ispatlanmustir.

Denklem (2.22)’den, Pn(X) ortonormlastirilmis polinomunun bas katsayis1 p,
icin

fy = | (2.24)

formiilii gecerlidir, ve bu formiil yardimiyla A, katsayis1
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n-1

A, A
R

il n+l (2.25)
n+l n

formiiliinden bulunur. A | =1 tanimina gore (2.24) ve (2.25) formiillerinin n=0
durumunu da disiinebiliriz. (2.22) yerine A,=h, yazarak buna gore

normlastirma sarti1 (2.16)’dan
1

PO(X):IUO:F

sonucu ¢ikarilir.

2.3.3 Ortogonal Polinomlar Uzere Fourier Serileri

f(X) fonksiyonu (a,b) araliginda belirlenmis ve karesi h(X) agirlik
fonksiyonuyla integrallenebilir olsun. Genellikle bu tiir fonksiyonlar uzayi

L{a,b;h(x)] olarak veya bazen de kisaca L, olarak gosterilir. Her bir

L,[a,b;h(x)] uzaymdaki ~ f(x)  fonksiyonuna  uygun  olan
b b
||f||:{_[h(x)f2(x)dx} (2.26)
agirlik normu konulur. L, [a,b; h(x)] uzayindan olan her bir fonksiyon igin
b

a, = [h(t) f (t)P, (t)dt (n=012,..) (2.27)
Fourier katsayilar1 belirlenebilir. Seri, ortonormal polinomlara gére

ianPn (x) (2.28)
n=0

Fourier serisi diizenlenebilir.

Tim ortogonal dizilerde oldugu gibi, (2.28) dizisinin kismi toplamlar1 da
L =L, [abin(x)]
uzay1 metriginde f (X) fonksiyonunun en iyi yaklasimi veren polinomlardir.

Gergekten, n dereceli keyfi
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Q. (X) =CoPy (X)+C,P, (X)+...+C,P, (X)

polinom i¢in
2 b 2
[f=Qu = ()L (x)-Q, ()] dx=
b n n
=00 100~ 36, (0| - 3ep, () -
2 k=0 k=0
=t -22 cac e = f -2 ad+2 (e - ) >
k k=0 k=0 k
>[f["-> a
k=0
gecerlidir. Ozel halde (2.28) serisinin
s, (% f)=> aP,(x)
k=0
kismi toplamlari i¢in
It =l =l -2

esitligi elde edilir. Sonugta, (2.30)’a gore
[f=sill <]t -Qil

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

bulunur. Dolayisiyla derecesi <n olan polinomlar arasinda (2.31) kismi

toplamlar1 L, metriginde f(X)—e en iyi yaklasim veren polinomdur

denilebilir.

(2.32) nin sol tarafi pozitif olduguna gore, sag tarafi da negatif olamaz,

yani

n
> <|ff
k=0

(2.34)

esitsizligi saglanir ki, buna da Bessel esitsizligi denir. Bu esitsizlikten

lima, =0

n—oo

(2.35)

sonucunu elde ederiz. Zira, sag taraf n-e bagl degildir, sol tarafta ise n

keyfidir. O halde

> <]t
k=0

23



yazilabilir. Yani, Zaf serisi yakinsaktir. O yilizden de (2.35) saglanir.

k=0
Simdi de ortogonallik araliginin farkli bir noktasinda (2.28) dizisinin f(X)

fonksiyonuna yaklagmasi sartlarni inceleyelim.

Kn(x,t):kZ:;Pk(x)Pk (t) (2.36)

semboliinii kabul edersek (2.31) kismi toplamlar1

s, (X, f):ih(t) f (1)K, (xt)dt (2.37)

sekline doniisiir. Buradan goriliyor ki, f(x)=1 olursa, S, (xt)=1

olacagindan
Ih(t)[ng (x)P, (t)}dt _1

dzdesligi de saglanir ve bunun her tarafini f(x) ile ¢arparak ve (2.37) yi

¢ikararak

b

f(x)=s,(x F)=[h()[ f (%)~ (t)]K,(xt)dt (2.38)

a

O0zdesligini elde ederiz. (2.36) toplamimnin (2.19) Christoffel-Darboux

formiiliinii kullanarak bu 6zdesligi

f(x)—s,(x f)=
=ﬂnTh(t){M}[Pm(x)Pn (t)=P, ()P, (t)]dt (2.39)

) x—t

seklinde de yazabiliriz. Bu ifadeyi kisaltmak igin:

2 (t)=w . tefab] (2.40)

kabul edersek ve {an ((pX (t))} larm ¢, (t) nin Fourier katsayilari oldugunu
kabul edersek (2.39) a gore
f (X)_Sn (X’ f ): ﬂ“n |:an (¢X)Pn+1(x)_an+l(¢x)Pn (X)] (241)

formiilii elde edilir. Bu formiil yardimiyla Fourier dizilerinin bir noktada

ortogonal polinomlarla yaklagiminin yeterli sartlarini sdyleyebiliriz.
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Teorem 2.3.6 [a,b] aralig1 sonlu olmakla ¢, (t) fonksiyonunun fiks
edilmis (sabitlestirilmis) xe[a,b] noktasinda t-nin bir fonksiyonu olarak
o (t)el, =L, [a,b; h(t)] olmast  ve {Pn (X)} ortonormlastirilmis
polinomlar1 ise X noktasinda smirh ise bu durumda f (x) in {Pn(X)}

sistemi iizere Fourier serisi f (x) fonksiyonuna yakinsar. Yani

f(x)=>ap,(x), xe[a b] (2.42)

n=0
yazilir. Amacimizdan fazla uzaklagsmamak i¢in, bu temel teoremin ispatini

vermiyoruz.

Yalnizca onu belirtelim ki, 6zel olarak, bu f(t) fonksiyonu x noktasinin

herhangi bir komsulugunda (etrafinda) « =1 hali i¢in Lipschitz’in sartini

saglarsa, yani
£ (x)— f(t)|<M,[x—t], te(x=5,x+5) (2.43)
olursa, Teorem 2.3.6 gegerli olur.

h(t) agirlik fonksiyonunun X noktasinin herhangi bir komsulugunda
sinirl olmasi, f(t) fonksiyonunun ise x -in ayni komsulugunda (2.43)

yerine Lipschitz’in « >1/2 sartin1 saglamasi durumunda, yani
(%)= f ()] <M, [x—t", %<a£l, te(x—5, x+0) (2.44)
olmasi halinde,

Ih(t) f (t)_ f (X)

) t—x

2

dt

integrali has olmayan integraldir denir. [P, (x)|<M, (xe[ab])

esitsizligine gelince, onun saglanmasi h(t) agirlik fonksiyonunun X

noktas1 etrafinda sahip oldugu 6zelliklere baglidir.
Teorem 2.3.6 ve (2.43) ve (2.44) esitsizlikleri ile karakterize edilen 6zel

durumlarin incelenmesi, bazi genel sartlarda ortogonal polinomlarla

Fourier serisinin X noktasinda yaklasmasinin, sadece f (x)fonksiyonunun
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bu nokta komsulugunda o&zelliklerine bagli oldugunu gostermektedir. Bu
nedenle, Teorem 2.3.6 dan sonug¢ seklinde ortaya ¢ikan yakinsama sartlarini

lokalize prensibi olarak ifade edebiliriz.

Teorem 2.3.7 Lz[a,b;h(x)] uzayimdan iki fonksiyon olan f(X) ve g(X)
nin (% —0,%+6) araliginda ¢akigmasi halinde ve x noktasinda

ortonormlastirilmis polinomlar sinirli olursa, f(x) ve g(x) nin Fourier

dizileri ayn1 zamanda yakinsak veya iraksak olurlar.
Ispat: Bu iki fonksiyonunun kismi toplamlarinin farki igin (2.27) ve
(2.31)’e gore

Sn(XO'f)_sn(XO’g):Sn(XO’f_g) (245)
formiili. yazilir. f(x)—g(x) fonksiyonu (x,—&,% +&) araliginda sifir

oldugundan dolayi, onun ortogonal polinomlar iizere Fourier serisi X,

noktasinda ona yaklasir. (2.45) den

lim['s, (%, f)=s,(%.,9)]=0

nN—o0

sonucu ¢ikar ve bu sekilde {s (X, f)} dizisinin herhangi bir limite

yaklasmasi durumunda, {sn(xo,g)} dizisi de ayn1 limite yaklasir. Birinci
dizinin raksak olmasi halinde, ikinci dizi de iraksak olur. Boylece Teorem
2.3.7 ispatlanmistir.

Bundan Onceki tim sonuglar, f(x)fonksiyonunun I_z[a,b;h(x)] uzayina
dahil olmas1 sartiyla yapilmistir, yani, bu fonksiyon i¢in (2.27) integrali

vardir. Ancak Fourier dizileri ortogonal polinomlarla daha genel durumda

ele alinabilir.

L =L[absh(x)] ile

b

Ih(x)|f(x)|dx (2.46)
integralinin yakinsak oldugu fonksiyonlar uzayini gdsterelim. [a,b]

araliginin sonlu olmasi: halinde, tiim integraller (2.27) yakinsak olurlar ve

L, uzaymndan olan f (x)fonksiyonun, onun ortogonal polinomlar {izere Fourier
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serisi denk gelebilir. [a,b] araliginin sonsuz olmast halinde, (2.27)

formiilleri f (x)fonksiyonunun Fourier katsayilarmi, h(x)f(x) ¢arpimmin

sonlu kuvvet momentlere sahip olmasi sartiyla belirler.

Biz her yerde f (x)fonksiyonunun Lebesgue’e gore olgiilebilir ve bazi integral

sartlarmi sagladigini varsayacagiz hatta f(X) fonksiyonunun her yerde siirekli

oldugunu diisiinebiliriz.

2.3.4.Lebesgue FEsitsizligi Yardimiyla Yeterli Yakimmsakhk Sartlarimin

Incelenmesi

Sonlu ortogonallik araligi durumunda, Fourier ortogonal polinomlar1 dizilerinin
yakinsaklik sartlarmin incelenmesi yontemini gozden gecirelim. Bu yontem
Lebesgue fonksiyonlar: olarak adlandirilan fonksiyonlara dayanir

Stirekli fonksiyonlarm polinomlarla yaklagsmasi meselesi ilk olarak ortogonal
polinomlar teorisinde ve fonksiyonlarin yaklasimi teorisinde birgok sonug sahibi
olan biiyilk Rus matematik¢isi P.L. Tchebyshev tarafindan ortaya atilmis ve
incelenmistir. Burada ise birka¢ 6nemli kavrami veriyoruz. En kapsamli bilgiler
ise [Akhiezer-1947,1965], [I.P. Natanson-1949], [Jackson-1941] kitaplarinda

bulunabilir.

f(x)fonksiyonunun sonlu [a,b] araliginda siirekli fonksiyon olmasi
halinde, f(x)-in F,(x) polinomuna uzakhg:
f(x)_Fn(X)‘

seklinde tammlanr ve bu  F (x) polinomunun f(x) fonksiyonundan

n

p(f.F,)=max

Xe[a,b]

Tchebyshev sapmasi diye adlandirilir. Bu sapma F, (X) polinomunun degismesi

halinde degisir ve bu nedenle derecesi <n olan polinomlarin ve ®,

kiimesinde f (X) fonksiyonun en iyi yaklasimi diye adlandirilan

En(f)zipnf max f(x)-F,(x)| (2.47)
ifadesi ortaya ¢ikar.
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E,(f)=
(F)=max

f(x)-Q, () (2.48)

sartin1 saglayan Q,(x) polinomu vardir ve buna f(x)—e en iyi yaklasim
veren polinom denir.

Bu sekilde her f(x) fonksiyonu igin {E (f)} dizisi tanimlanir ve bu dizi
O, <P, ,, sartina gore artmamaktadir, yani

E,(f)=E,(f)>..2E (f)=>...

bagintis1 vardir.Bundan baska, Weierstrass teoreminden

limE, (f)=0 (2.49)

nN—o0

sonucu ¢ikar.

En(f)-in sifira yaklagsma hizi [a,b] araliginda f(X) fonksiyonunun yapisal

ve diferansiyel dzelliklerine baglidir. Stirekli fonksiyonun yapisal 6zelligi derken,

0zel halde

[f(x)—f(t)<Mx—t[", 0<a<1 (2.50)
Lipschitz sarti olarak kabul edilir. Bu tiir fonksiyonlar sinifin1 Lipa
olarak gosterecegiz.

[a,b] araliginda f(x)fonksiyonunun Lipschitz sarti O<a <1 olmasi

durumunda, en iyi yaklasimlar i¢in[Akhiezer-1965], [Jackson -1941]

C1
n“’

E, (f)<=%, n=12,.. (2.51)

esitsizligi saglanir ve burada c, bir sabittir.
f (x)fonksiyonu [a,b] araliginda p defa siirekli diferansiyellenebilir ise ve

f(p)(x)e Lipa olursa bu durumda Jackson teoremi:

En(f)sn(;ia, n=12,.. (2.52)

seklinde yazilir. Buradan, f(x) fonksiyonunun [a,b] araliginda tiirevleri ne

kadar fazla ise, onun en iyi yaklasimlar dizisi o kadar daha hizli sifira

yaklasir sonucu ¢ikar.

Bundan sonra f (x)fonksiyonunun siireklilik modiili:
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w(3, )= sup

[x—t|<5

f(x)-f(t), xtefab] (2.53)

ve bu sireklilik modili 6 —0 halinde monoton olarak sifira azalir.

Boylece, (2.51) yerine, & =0 halinde

E,(f)<co( ¥, 1) (2.54)

yazilabilir.
Simdi Fourier dizilerinin ortogonal polinomlarla Lebesgue esitsizligini

gosterelim. Bunun i¢in ilk dnce, en 1yi yaklagim polinomunun

ch x,Q,) (2.55)

seklinde gosterilebildigini belirtelim, burada

b

¢ = [h(t)Q, ()P, (t)dt (2.56)

a

olup c, Fourier katsayilaridir.
f (X)_Sn(x’ f):[f (X)_Qn(x)]—'_[sn(x’Qn)_Sn(x’ f )]:
=[ £ (x)-Q,(x)]+s,(xQ,— ) (2.57)

asikar ifadelerini yazar ve (2.48) tanimina gore,

5 (%@~ )= [, (0)- (0] Som )p, (1) =
<E,(f)L,(x) (2.58)
elde edebiliriz ki, burada
_h(t)[S P, (x)P, (t)‘dt (2.59)

ifadesi n dereceli {Pn(x)} sisteminin Lebesgue fonksiyonu diye

adlandirilir ve bu ifadenin maksimumu,

L, =max L, (x) (2.60)

xe[a,b]

ifadesi ise Lebesgue sabitidir. (2.58) yardimiyla (2.58) den

X) <(1+1L,)E,(f), xe[ab] (2.61)
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Lebesgue esitsizligi elde edilir. Buradan

rl]!l]o LE,(f)=0 (2.62)
sartinin yerine getirilmesi durumunda, siirekli f (X) fonksiyonunun Fourier
serisinin  f (x)-e yaklastiz1 sonucu ¢ikar, ustelik bu dizi [a,b] ortogonallik
araliginda diizgiin yaklasir.

{Ln} Lebesgue sabitleri sinirsiz olarak artmaktadir, ancak bir¢ok 6zel durumlarda,
h(X) agirlik fonksiyonunun bazi genel sartlarinda bu artisin hiz1 tespit edilebilir.

Bu sekilde Lebesque esitsizligi (2.62) ve (2.61) Fourier serilerinin tiim
ortogonallik araligi lizerinde, (bu ortogonallik araligmm sonlu olmasi sartiyla)
diizglin yakinsama sartlarinin tespit edilmesi imkanini vermektedir.

Ayni sekilde (2.57) den (2.58) i kullanarak her noktada
1(9-Fan
k=0

Lebesque esitsizligini buluruz. Ustelik (2.62) yerine burada limL, (x)E,(f)=0

<[1+L,(X)]E,(f), xe[a,b] (2.63)

sart1 ortogonal polinomlarla Fourier dizisinin bir x noktasinda yakinsakligini
gostermektedir.

(2.57) denklemini biraz farkli degerlendirebiliriz. Soyle ki, Bunyakowsky-
Schwartz esitsizligini uygulayarak (2.58) yerine

5, (0@~ 1 <]h(UR, (- (0 an()[S°2, (P, (1] e

~[Q. - fIF X Jp. (9 (2:64)
elde edecegiz ve
SIp, (x)f . x<[ab] (2.65)

toplaminin artis hizin1 bulmamiz gerekmektedir. (2.63) yerine burada

" %
705,00 )] (9-Qu (0} 1, 11| S () (256

esitsizligini elde edecegiz.
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Dolayisiyla, dyle {Qn (t)} polinomlar dizisi olsa ki, onun i¢in (2.64) ¢arpimu sifira

yaklagsm, yani

.- 1| fn(v

%
Q.(t)-f(t) dt}

ifadesi daha yiiksek hizla sifira yaklagsin, o zaman ortogonal polinomlar serisi

f (x)-e yaknsar.

En fazla teorik ve uygulama onemine asagida belirtilen klasik ortogonal

polinomlar sistemi sahiptir, yani asagidaki klasik ortogonal polinomlar

teorik ve uygulama agisindan en 6nemli olanlardir:

7
L X4

h(x)=

*

1.nevi Tchebyshev polinomlar: T, (X) [—1,1] araliginda ortogonaldir

ve agirlik fonksiyonu

\/:7 Cxe(-11) (2.67)
seklindedir.

2. nevi Tchebyshev polinomlar1 U, (x) [-11] arahiginda

ortogonaldir ve agirlik fonksiyonu h(x)=+v1-x* dir.

Legendre polinomlar: {Pn(x)} ayni aralik iizerinde h(x)=1 agirlik
fonksiyonu ile ortogonaldirler.

Jacobi polinomlari {Pn(x;a,ﬂ)} h(x)=(1-x)" (1+ X)ﬁ agirhik
fonksiyonu ile [—1,1] araliginda ortogonaldir ve burada a >-1 ve
S >-1 dir. Uslerin ¢akigmas1 halinde ise, yani a =/ oldugunda
Jacobi polinomlar:1 ultra kiiresel diye adlandirilir ve {Pn(X;a)} ile

gosterilir.
Jacobi polinomlarinin en fazla incelenmis olanlar1 Tchebyshev ve
Legendre polinomlaridir ve yukaridaki gosterimi dikkate alarak,

bunlarin

T,(x)=P,(x-%2), U,(x)=P,(x¥2), P,(x)=P,(x0) (2.68)

seklinde yazilmasi da miimkiindiir.
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% Tchebyshev-Hermite polinomlari {Hn(x)};

h(x)=e™, xe (-~ ) (2.69)

agirlik fonksiyonu ile tiim eksen iizerinde ortogonaldir.

R

% Tchebyshev-Laguarre polinomlar1 {Ln(x;a)}
h(x)=x"e™, xe(0,»), a>-1 (2.70)

agirhik fonksiyonu ile yar1 eksen lizerinde ortogonaldir.
2.4. KLASIK ORTOGONAL POLINOMLARIN GENEL OZELLILERI

Klasik ortogonal polinomlarm her biri belirgin bir diferansiyel denklemin
cOziimiidiir. Polinomlarm bu 06zelligi belli olduktan sonra onlarm hepsini
kapsayacak bir tane genel sekilde diferansiyel denklemin bulunmasi problemi
giindeme geldi ve bu konuda bir ¢ok ¢alismalar ortaya ¢ikti. Onlardan bir tanesi
de Pearson denklemi olarak bilinen denklemdir.

2.4.1 Pearson’un Diferansiyel Denklemi

Sag tarafindaki katsayilarin tiimii ger¢ek olan

!

Y__mrpx AL .71)
y O +0X+0,x°  B(X)

diferansiyel denklemi Pearson Denklemi diye adlandirilir. Burada

A(X)= P, + PX, B(X) =0, +qx+0,x* (2.72)
polinomlarin se¢imine gore ¢esitli polinomlar bulunabilir. Bu baglamda asagida
lic duruma ayrica bakalim:

1.B(X) polinomunun katsayilarinin ¢, =g, =0, g, #0 oldugu duruma bakalim.

Koordinat baslangicini da degistirirsek Pearson denklemi

!

Y _ 2px 2.73)
y

sekline gelmis olur. Bu denklemin ¢6ziimii

y=¢(x)=ce” (2.74)
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dir. \/,EX =t doniisiimii yapilirsa, bu fonksiyon Tchebyshev-Hermit polinomunun
agirlik fonksiyonundan c; sabit carpani ile farklasan sekle gelir. Sabit ¢arpan ise
polinomun ortogonallik &zelligini etkilemez, o ylizden de ¢, =1 oldugunu kabul

edebiliriz. Bu durumda (2.74) formiilii ile belirlenen ortonormal polinomlar ile

Tchebyshev-Hermit polinomlar1 arasinda

P, (x)= %H (VBx) (2.75)

bagintis1 oldugu ortaya ¢ikar. Zira

Iocleﬁxz %H (ﬁx)%ﬁm («/ﬁx)dx = Ioetzﬁn (O)A, (t)dt=3,,

esitligi mevcuttur.

2. Simdi g, =0 ancak g, #0 oldugunu varsayalim. O zaman q, =0 diyebiliriz,

bu durumda (2.71) denklemi

%:%— i (2.76)

seklinde gosterilebilir.

(2.76) denkleminin ¢oziimii

y=0,(x)=c,xe” (2.77)
fonksiyonu ise [O,oo) yart araliginda ¢, >0, a>-1, f>0 sartlariyla agirhk

fonksiyonu olabilir. (2.77) agirlik fonksiyonuyla (2.31) agirlik fonksiyonuna
uygun gelen ortogonal polinomlar da Tchebyshev-Laguerre polinomlarinin

genellemesi olarak kabul edilebilir.

3. Simdi B(x) polinomunun iki tane ger¢ek ve sifirdan farkh Katsayilarinin

oldugu durumu inceleyelim. @) zaman Pearson denklemi

!’

y Po + PuX B a
- = - 2.78
y @,(x—a)(x-b) x-a b-x (2.78)

seklinde yazilabilir. Burada o ve [ sabit degerlerdir ve a<b dir. (2.78)

denkleminin ¢6zimii

y:¢3(x):cs(b—x)“(x—a)ﬁ (2.79)
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dir ve agirhk fonksiyonu c,>0, a>-1, pB>-1 sartlartyla olabilir.
2x=(b—a)t+(a+b) lineer degisken degistirmesiyle (2.79) denklemi agirlik
fonksiyonu (2.28) olan Jacobi denklemine doniistiiriilebilir.

Aym1 katsayilarla Pearson denkleminin (—oo,a) ve (b,+oo) araliklarinda

¢ozliimlerinin bulundugu sdylenebilir ve (2.78) denklemi

Y_ B | «a
y x—-a b-x

seklinde gosterilebilir. O zaman (2.77) yerine x >b durumunda tanimlanmis olan
B a

y=0,(x)=c,(x—a)" (b—x) (2.80)

fonksiyonunu elde edecegiz. Ancak bu fonksiyonun (b,«) arahiginda herhangi

a ve [ agirhgr olamaz. Aymi sekilde (2.78) denklemini asagidaki sekilde

gosterirsek

Y__ B«

y a-Xx b-x

¢Ozlim olarak fonksiyonu elde edecegiz:

y=05(x) = (a=x)" (b-x)° (2.81)
fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon (—o,a) araliginda tanimlanmistir, ancak
agirlik fonksiyonu yoktur.

Bu sekilde (2.71) denkleminin sag tarafindaki paydasinda yer alan 3 terimli ifade,
(2.71) denkleminin ¢, >0, a>-1, f>-1 sartlartyla (a,b) araliginda ¢oziimii
(2.79) ifadesidir ve bagimsiz degiskenin lincer degistirilmesi ve sabit degerle

carpilmasiyla (2.75) ifadesindeki gibi Jacobi polinomlarma doniisen ortogonal

polinomlar sistemini tanimlar.

4, B(X) polinomunun katsayilarmin iki tanesinin sifir olmasi halinde (2.78) ve

(2.79) yerine

l _ P+ PX _£+g
- 2 T2 !
y qZX X X
B
y =@, (x)=c,x“e * (2.82)

sonuglarini elde edecegiz.
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Boylece ¢oziim tim X >0 durumlar1 i¢in tanimlanmistir, ancak tiim (O,oo)

araliginda agirlik fonksiyonu olmaz.

Yukarida belirtilen, Pearson denkleminin ¢ézliimiiniin agirlik fonksiyonu oldugu

li¢ durum igin, (a,b) ortogonallik arahgndaki limit bagintilar:

lim h(x)B(x)= lim h(x)B(x)=0 (2.83)

x—a+0 x—b-0

seklinde olur. Bu sekilde, Pearson denkleminin ilk ii¢ ¢dziimi, yani ¢, (x),

@,(x) ve ¢,(x) fonksiyonlar1 (2.83)ii saglamaktadir.

Bu tiir ortogonal polinomlar1 klasik polinomlar diye adlandiracagiz. Biz, klasik
ortogonal polinomlarin ii¢ ayr1 aile olusturdugunu tespit ettik: Tchebyshev —
Hermie’in  genellestirilmis  polinomlar,,  Tchebyshev ——  Laguerre’nin
genellestirilmis polinomlart ve Jacobi’'nin genellestirilmis polinomlar:. Bu
ailelerden her biri, sirasiyla Tchebyshev — Hermit polinomlari, Tchebyshev —
Laguerre polinomlar1 ve Jacobi’nin polinomlarindan bagimsiz degiskenin lineer
olarak degistirilmeleri ve bir sabit ile ¢carpimiyla elde edilir. Baska herhangi bir

klasik ortogonal polinom yoktur.
2.4.2 Klasik ortogonal polinomlar i¢in diferansiyel denklemler

Klasik ortogonal polinomlarin herhangi bir degisken katsayili ikinci mertebeden
lineer homojen diferansiyel denklemi sagladiklarini gosterebiliriz. Bu denklemin
miinferit durumlar1  muhtelif fiziksel ve teknik igerikli problemlerin
incelenmesinde sik sik ortaya ¢ikmaktadir. Bununla da aslinda klasik ortogonal

polinomlari uygulama meselelerinde 6nemli rol oynadiklar1 agiklanmaktadir.

h(X) agirlik fonksiyonunun (a,b)arahgmda Pearson diferansiyel denklemine

uygun oldugunu varsayalim, yani:

(X) _ ptpx  _A(X)
h(x) 6+ax+ax" B(x) (2.84)

ve ayrica, ortogonallik araliginin uglarinda, burada daha kisa bigimde yazacagimiz

h(a)B(a)=h(b)B(b)=0 (2.85)
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limit bagmtilarinin ortogonallik araliginin smirsiz olmast halinde bunun smirh

degere sahip olacagini dikkate alarak, yerine getirildigini varsayalim. Genellikle

{Pn (X)} ile h(x) agirhk fonksiyonuna tekabiil eden ortonormal polinomlar: ele

alacagiz. Bu sekilde, tiim {i¢ klasik ortogonal polinomlar ailelerini tek bir durum

olarak degerlendirelim.

Teorem 2.4.1. h(x) agrlk fonksiyonunun (2.84) ve (2.85) sartlarii yerine

getirmesi halinde, P_ () ortogonal polinomu

B(X)y"+[ A(x)+B'(x)]y' -7,y =0 (2.86)

diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinii saglamaktadir. Burada

Vo =n[ p+(n+1)q, | (2.87)
dir.
Ispat: J :.T[B(x)h(x)P’n(x)]’ X“dx (2.88)

integralini inceleyelim. Kismi integrasyon yaparak,

J =XB(x)h(x)P;(x) ;

:—kixk‘lB(x)h(x)P’ (x)dx

esitligine ulasiriz. (2.85) e gore integralin disindaki terim sifira esittir.

Bundan dolay1 yeniden kismi integrasyon yaparsak,

J :_kxk-lB(x)h(x)Pn(x):+kfpn (x)[xX'B(x)h(x)]dx =

= kiPn (x)[(k ~1)x*?B(x)h(x)+x*B'(x)h(x)+ xk‘lB(x)h'(x)]dx

a

buluruz. Daha sonra (2.84) den,
B(x)h'(x)=h(x)A(x) (2.89)

0zdesligi ortaya ¢ikar ve bunun yardimiyla bir 6nceki denklemden

J= kiPn (x)[(k —1)x“?B(x)+x“'B'(x)+ xk‘lA(x)]h(x)dx

a
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sonucunu elde ediyoruz. Koseli parantezler igerisinde k dereceli polinom

yer aldigindan ve P, (x) polinomunun ortogonalliginden dolay1

j.Pn (x)[(k ~1)x“?B(x)+x“"'B'(x)+ xk‘lA(x)]h(x)dx =0

(k =0,1, 2,...,n—1) esitlikleri elde edilir.

Bundan dolayi, ayn1 k degerlerinde (2.88) integrali de sifira esittir. Bu

integralde tirev alma islemini yaparak ve (2.89) u kullanarak

J= I[B (x)+B(x)N'(x)P; (x)+B(x)h(x)Py(x) |x“dx =

DO e T

{[B’(x)+A(x)]P{1 (x)+B(x)P;{(x)} x“h(x)dx =0

sonucu elde edecegiz. {} parantezlerinin igerisinde yer alan n dereceli

polinoma Qn(x) diyelim. O zaman son olarak yukarida belirtilen esitlik

b

J.Qn(x)xkh(x)dx=0, (k=0,1,2,..n- 1

seklinde yazilabilir.

Bu integralleri rastgele herhangi sabit bir sayiyla ¢arparak ve toplayarak
j Q, ( h(x)dx=0

sartin1 elde ederiz. Burada F,(x), m<n dereceli bir polinomdur. Ancak

Teoreml.2 ye gore bu sart Qn(X) polinomunun h(X)- agirlik fonksiyonu

ile ortogonal polinom olmasi i¢in gerekli ve yeterli sarttir, yani, bu

polinom ortonormlastirilmis Pn(x) polinomundan yalniz sabit g¢arpanla
farkli olabilir. Dolaylslyla;

B(X)Py(x)+[ A(x)+B'(x) P, (x)=7,P,(x)

esitligine ulagsmis oluruz. Sadece y, sabitini bulmamiz gerekir. Bunun i¢inde sol

ve sag taraflarda yiiksek terim katsayilarini esitlersek

AN (N=1) 1, +( P, +20, )Npt, = ¥ 1t
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sonucunu elde ediyoruz ve g, ile sadelesme yaparsak, y, bulunmus olur.

Teorem 2.4.1. ispatlanmustur.

Bizi (2.86) diferansiyel denklemi ve (2.87) sart1 ile yalniz Tchebyshev — Hermite,
Tchebyshev — Laguerre ve Jacobi polinomlarini elde edebilecegimiz kadari

ilgilendirmektedir. Denklem (2.86)’nin bu 6zel durumlarini inceleyelim.

Formiil (2.74)’te ¢, =1 ve f =1 oldugunu varsayarsak, o zaman Tchebyshev —

Hermite polinomlarmin agirlik fonksiyonunu elde edecegiz. Buna tekabiil eden

ilgili (2.73) Pearson denklemi

!

l:—Zx

y

Seklindedir. O halde burada

A(x)=-2x, B(x)=1
dir ve bu sebeple (2.86) yerine (2.87)’nin hesaplanmasindan sonra Tchebyshev—

Hermite polinomlari i¢in

y'—2xy"+2ny =0 (2.90)

diferansiyel denklemi elde edilir. Dolayisiyla,

H; (x)—2xH; (x)+2nH, (x)=0
0zdesligi gergceklesmistir.
Simdi formiil (2.77)’de C,=p=1 oldugunu farzedelim. O zaman

Tchebyshev —Laguerre polinomlarinin agirlik fonksiyonunu elde edecegiz.

Pearson’nun ilgili denklemi ise

y'  oa-—X

y X

seklinde olacaktir. Yani, Tchebyshev — Laguerre polinomlari igin

A(X)=a-x, B(x)=x, y,=-n
olur. Bu degerleri (2.86) da yerine koyarak Tchebyshev— Laguerre

polinomlar1 i¢in
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xy"+(a—x+1)y'+ny =0 (2.91)
denklemini elde ediyoruz, yani Tchebyshev— Laguerre polinomlari

XLy (x;a)+(a—x+1) L, (xa)+nL, (X;a)=0

¢coziimiidiir.

Nihayet (2.79)’da ¢, =1, a=-1, b=1 oldugunu varsayacagiz. O zaman Jacobi

polinomlarinin agirlik fonksiyonunu elde ederiz, denklem (2.78) ise

Y_ B« (B-a)-(a+p)x
1_

y X+1 1-x X2
sekline doniisiir. Bu yiizden, burada

A(X)=(B-a)-(a+pB), B(x)=1-x*, y,=—n(n+a+B+1)

oldugu ortaya ¢ikiyor. Diferansiyel denklem ise

(1-x*)y"+[ B—a—(a+B+2)x]y +n(n+a+B+1)y=0 (2.92)

seklini almus olur, burada da y =P, (x;, ) alwrsak,

(1-x* )P (%, B)+[ B—a—(a+ B+2)x [Py (%, B)+n(n+a+B+1)P, (X, B)=0
ozdesligini elde ederiz. Ozellikle, Legendre polinomlar1 i¢in = =0 oldugundan,

Legendre polinomlar1 i¢in diferansiyel denklem

(1-x*)y"—2xy’ +n(n+1)y =0 (2.93)

gibi olur.
Tchebyshev’in birinci nevi polinomlar1 « = #=-1/2 durumunda ortaya ¢ikar ve

bu durum i¢in:
(1-%*)y"—xy' +n’y =0 (2.94)
olur.

Benzer sekilde Tchebyshev’in ikinci nevi polinomlari igin, @ = /=12 sartim

dikkate alarak, (2.92)’den
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(1-x*)y"=3xy’+n(n+2)y =0 (2.95)

diferansiyel denklemini buluruz.
2.4.3 Genellestirilmis Rodrigues Formiilii
Klasik ortogonal polinomlar1 i¢in, Genellestirilmis Rodrigues Formiilii diye

adlandirilan formiil vasitasiyla agirlik fonksiyonunun g¢ok Onemli gosterimi

miumkiindiir.

Lemma 1. h(x) agirlik fonksiyonu ortogonallik arahginda,

(x) _A(x) xe(a,b) (2.96)

h(x) B(x)

sartinin yerine getirilmesi halinde, ve burada genellikle,

A(X)=p,+ pX, B(X) =0, + X+ X (2.97)

olmasi durumunda,

n (m)
Qu ()= ——[h(x)B"(x)] (2.98)
fonksiyonu <n dereceli polinomdur.

Ispat: F [h ] (2.99)

ifadesini inceleyelim.

k=0 ve k=1 durumunda, (2.96)’y1 kullanarak

Fo (xxn)=h(x)B" (x),
R (x;n) =h'(x)B" (x) +h(x)nB™* (x)B'(x) =
= (B ([ A(x) -1 ()] = (B ()R, (x)
oldugunu buluruz. Burada R, (X) késeli parantezlerin iginde yer alan ve derecesi

birden fazla olmayan polinomu ifade etmektedir. Timevarim (indiiksiyon)

yontemiyle (2.99) degeri i¢in

R (6n)=h(x)B™ (x)Rc (%) (2.100)
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ifadesinin gegerli oldugunu ispatlayacagiz ve burada R (x) - derecesi <k

polinomdur. (2.100) fonksiyonunun bir daha tirevini alalim. (2.96)’y1

kullanarak asagidakini buluruz:
Fea () =[F ()] =h () B™ (x)R, (x)+
+h<x><n—k)B“-k-l<x>B'(x>Rk(x>+h<x>B"-k<x>R;<x>=

X)B™ ()[ A(X)R, () +(n=K)B'(x) R, (x)+ B(X)R( (x)] =
:h(x)B"‘k‘l(x)Rk+l(x) (2.101)

ve burada R,,, (x) polinomu <k +1 dereceye sahiptir ve

R (X)=[ A(X)+(n—k)B'(x) |R (x)+B(x)R; (X) (2.102)
denklemi ile bulunur. Bununla (2.100) formiilii ispatlanmistir. Bu formiilde k =n
oldugunu farzedelim ve (2.98) esitligine F, (x;n)-i koyalim. Sonugta Q, (X)-in

derecesi <n olan polinom oldugunu goriiriiz.

Teorem 2.4.2. Klasik ortogonal polinomlar igin
P, (x)=c,——[h(x)B"(x)]", n=0,12,... (2.103)
Rodrigues formiilii dogrudur ve burada {Cn} sabit katsayilardir.

Ispat: Lemma 1.’e gore (2.103)’in sag tarafi derecesi <n olan polinomdur.
Formiil (2.100)’dan, (2.85) sartlarini kullanarak

F(an)=F/(b;n)=0, k=0,1,2,..n—
oldugunu buluruz. Bunlar1 da dikkate alirsak, (5.30)’dan

=0

x=b

=[h(x)B" (x)]"

X=a

[h(x)B" (x)]"

yazilir. (2.98) polinomu i¢in

b

J.h(x)kun (x)dx = j.xk [h(x)B” (x)](n) dx =

a
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n—k-1)

=0 (2.104)

~(-2) k![h(x)B" (x)]

esitliklerin gerg¢ek oldugunu goriiriiz.

Simdi (2.98) formiilii ile tamimlaman ve tespit edilen Q, (x)-polinomunun, (2.85)

sartlarinda derecesinin n oldugunu gosterecegiz. Aksini, yani Qn(x)-in n-den

daha diisiik olan dereceye sahip oldugunu varsayalim. O zaman, denklem (2.104)

k=0,1,...n—1 durumlarinda gegerli olduguna gore, bu denklemleri Q,(x)-

polinomunun katsayilarina ¢arparak ve sifirlar1 toplayarak,
b

J.h(x)Q,f(x)dx=O

a

sonucunu elde edecegiz, oysa bu denklem h(x) agirlik fonksiyonu oldugu i¢in

mumkiin olamaz.

Demek Qn(x)-polinomunun derecesi n dir. O zaman (2.104) sartindan, onun,

h(x) agirlik fonksiyonuna denk gelen P (X) ortonormlastirilmig polinomlarindan

yalniz sabit carpani ile farkli olabilecegi sonucu ¢ikmaktadir. Bununla formiil

(2.103) ve Teorem 2.4.2 ispatlanmustir.
Formiil (2.103)’1i (2.98)’e gore
P, (x)=¢,Q,(x) (2.105)

biciminde yazabiliriz. Bundan dolay1 da Q, (X)- polinomunun bas katsayisinin

hesaplanmas1 gerektigi ortaya ¢ikmaktadir. Ancak agiklama i¢in bu polinomun

ikinci bag katsayisinin da hesaplanmasi gerekir. Bununla ilgili olarak

Q. (X)=a,x"+bx""+..., (2.106)
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ayrisimina girecegiz ve bu iki katsayry1 bulacagiz.

Lemma 2. Q,(x)- polinomunun iki yiiksek katsayisi i¢in asagidaki formiiller

gecerlidir:

H[Pl (n+k)a,], (2.107)

b =n-PotN%h 4

(2.108)
p, +2nd,

n

Ispat: Formiil (2.101)’den R,(x) polinomunun birinci ve ikinci basg
katsayilarini a ) ve b olarak belirleyelim, yani
R () =a"x* +h{"x " +... (2.109)

oldugunu farzedelim. O zaman formiil (2.102)’den, (2.97)’yi dikkate alarak,
asagidaki elde edilir:

() k+1
ak+1 +bk+lx +..

= P+ px+(n—k)(q, +20,x )](ak X +bUX 4. )+

+(Gp + G X+ Py + qzxz)[kaﬁ”)xk‘1 +(k—1)b{"x 2 + ] (2.110)
ifadesinin sol ve sag tarafinda bas katsayilar1 kiyaslayarak,

a’, = p,+(2n-k)aq, Jal” (2.111)

oldugunu buluruz. (2.99) ve (2.100) denklemleri, k =n olmas1 halinde su hale

gelirler:

=[h()B" (0]", R (xim)=h(x)R, (x
Sonug olarak, (2.98)’¢ gore Q,(x) ve R (x) polinomlar1 birbiri ile
cakigmaktadir. Bundan dolayi, (2.111)’i uygulayarak,
= ar(1n) =|:p1 +(n+1)q2]a1@1 =
:I:pl +(n+1)q2:|[p1 +(n+2)q2]afli)2 =

=[P+ (4D J P+ (n+2), ][ py-+2ng, ]
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sonucunu elde ederiz. Ancak (2.99)’a gore a\"” =1 durumu mevcuttur ve bu

sekilde, formiil (2.107) ispatlanmustir.

Benzer sekilde, ikinci katsayr b, -nin bulunmasi i¢in formil (2.110)’da, sol tarafta

ve sag tarafta x* durumundaki katsayilar1 esitliyoruz. Sonug olarak

b") = [ P, +(n—k)ql]af(”) +[ p,+(n —k)2q2]b|§”) +

+akal" +a, (k—1)b"

veya

b@l:[p1 2n—k -1 qzjb [p, +na,]a” (2.112)
oldugunu bulacagiz. formiil (2.112)’de ilkénce k =0 oldugunu, bundan sonra da

k =1oldugunu varsayalim. Bunun sonucunda, a\” =1, h{" =0 denklemlerini ve

(2.111)’1 dikkate alarak, k =0 durumunda

bl(n) = Py +NQ,,
=[ p,+(2n-2)q, |6 +[ p, +ng,]a" =

_I:pl 2n 2 qz](po+nq1)+(po+nq1)(p1+2nq2):
_ _ o P tNQ, )
=2 2n-1 =2—

[p1+( n )qzj(po"'nql) pl+2nq2a2

sonucunu elde ederiz. Simdi indiiksiyon yontemiyle

b{" =k Po TG (0

2.113
p,+2nq, (2.113)

denklemini ispatlayacagiz. Bunun igin (2.113) ve (2.112)’yi yerine koyalim.

Bunun sonucunda sirasiyla

P, +NQ, n (n) _
2 k-1 k—— =
k+1 [ p,+(£n— qz] B, an2 [ P + nql]

_kp, +k(2n-k-1)q, + p, +2nq,

Py +(2n B k)qz (n) Py + NG, (n)
( + ) b, +2n0, (p0+nq1)ak ( + )pl+2nq2 Ay
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buluruz, ve bununla birlikte burada denklem (2.111)’den yararlanmstik.

Boylelikle denklem (2.113) bulunmustur. Bu formiilde k=n oldugunu

varsayarak ve b, =b!" oldugunu dikkate alarak, (2.108)’i elde ederiz.

Bu sekilde Lemma 2 ispatlanmuigtir.

Simdi a, ve b, katsayilarini tiim 6zel durumlarda hesapliyoruz.
Jacobi polinomlari igin

A(X)=(B-a)-(a+B)x, B(x)=1-x’ (2.114)

denklemleri mevcuttur. Bunun sonucunda, (2.108)’den

a, :ll[[—(oz+,8)+(n+k)(—1)]:(—1)n ﬁa+ﬂ+n+k =
(1) (a+B+n+1)(a+B+n+2)..(a+B+n+n) (2.115)
sonucunu elde ediyoruz.

Euler- Gamma-fonksiyonlari igin
r(p)=jtp-le-‘dt, p>0 (2.116)
0

tamim1 bilinmektedir. Bu fonksiyonun iyi bilinen 6zelliklerinden asagidaki

tekrarlama formiilini kullanalim;
I'(p+1)=pI(p), p>0 (2.117)
Bu formiilii birkag¢ defa uygulayarak asagidaki denklemi elde ederiz:

I'(a+pB+2n+1)=(a+pB+2n)..(a+p+n+1)[(a+S+n+1) (2.118)

ve bu denklem yardimiyla formiil (2.115) asagidaki bi¢imde ifade

edilebilir:

2 :(_1)n F(a+,8+2n +1)

2.119
[(a+p+n+1) ( )
bu sonucu kullanarak, (2.108)’e gore ikinci katsayiy1 hesaplayalim,
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b —nwan =nLan
p, +2nq, —(a+p)-2n

=(=1)"(a=p)n

I'(a+pB+2n)

[(a+p+n+1) (2.120)

Tchebyshev — Hermite polinomlari i¢in
A(x)=-2x, B(x)=1
gecerlidir. Bundan dolay1 bu polinomlar i¢in

n

a,=[](-2)=(-1)"2", b, =0 (2.121)

k=1

durumu gecerlidir.

Tchebyshev — Laguerre polinomlari igin:
A(X)=a-x, B(x)=x
olup bunun sonucunda, burada (2.107) ve (2.108)’¢ gore:

a,=[[(-1)=(-1)", b, =(-1)"" n(e +n) (2.122)

k=1

durumu mevcuttur.
(2.119), (2.121) denklemleri ve (2.122)’yi dikkate alarak, (2.104)’ten

P, (e B)=

_ (-1)'T(a+B+n+1)
['(a+B+2n+1)(1-x)" (1+X)

Jaanr @] ey

i, (x) Y (e )(") (2.124)

L, (%) =(-1)" x¢" (x‘“”e’x)(n) (2.125)

sonucunu elde ederiz.

Tchebyshev — Laguerre, Tchebyshev — Hermite, Tchebyshev - Jacobi

polinomlarmin pratikte kullanimda olan asagidaki standart sekilleri mevcuttur:
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1) . . )
=y e [ @ ()] @129
H,(9=(-"¢" ()" (2.127)
L, (% a)= % xe* (x*e™ )(") (2.128)

. (41" [(a+B+2n+1)T(a+B+n+1)
Pn(X,Ol”B)— - n!2a+ﬂ+1r(a+n+1)r(ﬁ+n+1)

(n)

X[(l—x)“ (1+x) (1) |

2.129
(1-x)" (1+x)" ( )
Bu polinomlarin normlasmis sekilleri de sunlardir:
o (1) [an+a ,\n ™
B, (xx0)="r T[(l—x /| (2.130)
1 (x)= Y e (e )(”) (2.131)
iz 2"
L, (xa)= (-1 X e (x“*"e” )(n) (2.132)

NIl (a+n+1)
2.4.4 Uretici Fonksiyon

(a,b) arahiginda h(x) agirlik fonksiyonlu {Pn(x)} ortogonal polinomlar1

sistemi igin, Xe(a,b) olmakla

F (% o) = gp"n(!x) o (2.133)

kuvvet serisi ve onun toplami incelenebilir, zira agirlik fonksiyonuna

iligkin bazi minimal sartlarda, bu seri pozitif yakinsaklik yarigapina

sahiptir. O zaman F(x,) fonksiyonu {P_(x)} polinomlarinin iiretici
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fonksiyonu diye adlandirilir.

Klasik ortogonal polinomlar igin iiretici fonksiyonlar sunlardir:

1) TChebyShev-Hermite polinomlart igin

o0

ZZw ? Z

n=0

(2.134)

Yani, F(z,0)= e _dyr,

2) Tchebyshev-Laguerre polinomlar1 i¢in

(1-0) " exp[——j ZL Z,a) (2.135)

oldugundan {iretici fonksiyon

F(z,0)=(1-0) " exp(—z—wj

1-w

olur.

(m)
3) Legendre polinomlar1 Q,(x )=[(1 X )} icin asagidaki {iretici

fonksiyon mevcuttur:

ZQ“ (2.136)
V1+4wz+40® = N
. 1
Yani, F(z,0)= -dur.

V1+40z + 40

Legendre polinomunun

P, (x;0) :ﬂ[(l_ x?)”}(n) (2.137)

ni2"

standart sekli i¢in de

1 o0
———=) P (2,0)0" 2.138
V1-2wz + @* ; ( ) ( )

iretici fonksiyonu bilinmektedir.

4) Jacobi polinomlari igin
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! -y (2) (2.139)

“ &=l
1+a)+1R 1—a)+1R R "°
2 2 2 2

ayrigimi gosteriyor ki,

1
F(z,0)= - 5
(1+a)+1Rj (1—w+1Rj
2 2 2 2
ve burada
1 a 2\" (")
Q.(2)= ﬂ[(l—z) (1+z)ﬂ(1—z ) J

(1-2)"(1+2)
R=+1+4zw+4&* dir.

Not: Kapsamli kaynaklarda ispatlanir ki, ortogonal polinomlarin tiirevleri de ayn1
araliklarda ortogonal polinomlar olur ve bunlarda klasik ortogonal polinomlar

listesine dahildirler [Suetin- 1979].

§3.EN iYi YAKLASIM KAVRAMI UZERINE

1. Cagdas matematik uygulamalarda ‘En Iyi Yaklasim® ifadesi sik sik
kullanilmaktadir. Bu kavram, cogunlukla da ‘Fonksiyonlar Teorisi’nden uzak
konularda ¢alisan matematik¢iler ve en dnemlisi fizik¢iler tarafindan bilinmeyen
bir kavramdir. Bunu dikkate alarak, bu kavram hakkinda az da olsa bilgi
vermemiz ¢ok yerinde olurdu. Zira bu kavram, yaklasik hesaplama yontemlerinin

daha ileriye getirilmis, gelistirilmis bir devami olarak diisiiniilebilir.

Bu konu da ilkel c¢aligmalar yapan kisilerin basinda biiyiik Rus alimi P.L.
Tchebyshev gelmektedir (=1853-lii yillardan baslayarak). P.L. Tchebyshev’den
sonra onun ileri siirmiis oldugu iddia bircok matematikg¢i tarafindan gelistirildi,
bir¢ok yeni problem ortaya ¢ikarildi ve ¢oziildii. Bunlarin arasinda K. Weierstrass,

D. Jackson, S.N. Bernsteyin onemli derecede yer almaktalar. Hazirda bu konu
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gelismis, sistemli, diizenli bir teori haline gelmis olurken, daha yeni yeni

caligmalarla gelismeye devam etmektedir.

Bu teoriyi bu kadar 6nemli kilan da onun sinirsiz uygulama alanlarina sahip
olmasidir. Ornegin; bir denklemin ¢oziimiinii kesin olarak bulmak miimkiin
olmadiginda onun yaklasik ¢o6ziimiinii bulmaya calisiyorlar. Ve bu ¢ogunlukla
fizikte, teknikte rastlanan diferansiyel (veya diger) denklemlerin ¢6ziimii sirasinda

karsimiza ¢ikmaktadir.

Burada da karsilasilan en 6nemli problem, bu yaklasiklik hatalarinin minimuma
indirilmesi problemidir. ‘Fonksiyonlarin en iyi yaklasim’1 ifadesi de bu durumu

cok giizel ifade etmektedir.

Simdi, fonksiyonlarin en iyi yaklasim probleminin genel ifadesini verelim. E
herhangi bir lineer metrik uzay, z=f (X) ise orada taniml bir fonksiyon olurken,
E, < E herhangi alt uzay olsun. Bu E, alt uzay1 isin karakteri geregince, f (X) -e

nisbeten daha iyi karakteristige sahip fonksiyonlardan olusur. O zaman p(X, y)
ile E- de tanimlanmis metrik gosterilirse, bu metrik anlaminda verilmis
f (x)eE elementiile ¢(x)e E, arasindaki uzaklik sdyle p( f,¢) gibi belirlenir:
Burada f verilmis bir tane element ¢ ise E, icerisinde degisebilir. O zaman da,
dyle bir ¢,(x)€E, clementinin bulunmasi gerekir ki, bu ¢,(x)-m f(x)-ten

uzakligr minumum olsun, yani f € E; olmakla,

minp(f.¢)=p(f.9,) (3.1)

pely

sarti saglansm. Boyle ¢, (x)eE, elementine, f(x)eE elementinin en iyi

yaklagim veren elementi denir.

Tabii, burada p metrigi, E,E - kiimeleri 6zel olarak secilmekle, problem

kesinlesir ve kesin ¢oziimler ortaya ¢ikar. En basit hal olarak, Tchebyshev metrigi

olarak bilinen metrigi tanimlayalim:
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E olarak herhangi <a,b> arahginda siirekli fonksiyonlar uzay1 C[a,b]yi alalim.

Burada metrik

F(t)-o(t)

p(f.p)=max

a<t<b

seklinde tanimlanir; E, olarak da, 6rnegin, derecesi <n olan

P (X)=a, +ax+..+axX"

n

Polinomlar uzay: alinirsa, Vf (X)eC[a,b] icin derecesi <n olan polinomlarla

(bunlarin kiimesini @, ile gosterirsek) en 1yi yaklasimi

En(f)zmin{max

P,e®, la<x<b

f (x)=P, (x)] (3.2)
seklinde tanimlanir.

27 periyotlu olup da, uzunlugu 27 olan herhangi bir aralikta ( diyelim[-7, 7]

araliginda)

tn(x):ao+znl(ak cos kx +by sinkx)

k=1

Trigonometrik polinomlarla en iyi yaklagimi

En*(f):inf{max

t,eT, \—z<x<z

f (x)=P, (x| (3.3)
seklinde tanimlanir, burada T, = {tn (x):t, (x)=a,+ Zn:(ak coskx+b, sin kx)}
k=1

2. Bir de anlattigimiz kadar genel sekilde, herhangi P>1 i¢in

||f||§:ﬂf(x)\"dx<+oo
E

sartin1 saglayan fonksiyonlarm L, uzaymnda metrik
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p(f.0)=]f -9

olarak tanimlanir ve

[f -t

t,eT,

b Jo
E,(f), :ngin[ﬂf(x)—Pn(x)rdx} , E,;°(f), =inf

seklinde en 1yi yaklagimlar tanimlanir.

Ayrica ispatlanabilir ki, her durumda verilmis fonksiyona en iyi yaklasimi veren

elementler vardir.

Fakat bu elementlerin bulunmasi en zor problemlerdendir. Yani, onlarin
bulunmasi degil, onlar1 karakterize eden sartlarin bulunmasi ¢ok 6nemli olur. Bu
baglamda P.L. Tchebyshev teoremi ve onun benzerleri vardir, yani

bulunmuslardir.

Bundan sonraki zor problem ise E,(f) ve E,;(f) lerin kesin degerlerinin

bulunmasi problemidir. Burada belirtelim ki, bu problemin ¢ok az durumlari
dikkate alinmazsa, kesin ¢oziimii miimkiin degildir. Bun gore de onlarin bir

sekilde degerlendirilmesi problemi ortaya cikar:

En(f)SC.q)(%j, En*(f)gcl.w[%j (3.4)

seklinde veya bunlarmn daha iyi durumlar1 s6z konusudur. H, olarak Amerikan

bilim adamu D. Jackson gostermistir ki, f(X) -in diferansiyel 6zellikleri (3.4)

tipli degerlendirmeleri 6nemli derecede etkiler.

Bu tipli teoremlere de Jackson tipli teoremler denir. Bu baglamda ([Akhiezer-
1965], [Natanson-1949], [Timan-1963]) kaynaklara bakilabilir. Burada yalnizca,
Ferhad H. Nasibov’a ait olan ([Nasibov-1969]) genel bir teorem vermekle

yetinelim.,
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Teorem 3.1. ([Nasibov-1969]). K(t) ve ¢(t)-2z periyodlu periyodik

fonksiyonlar olmak iizere p>1, q>1, 1=1+1—120 igin K(t)el,,
r-pq

o(t)eL, ise, o zaman

f(x)=(K*p)(x)= [ K(x-t)p(t)dt= [ K(t)p(x~t)dt (3.5)

Kn Kn

fonksiyonu igin

|f—to], <E.(K),En(9), (3.6)
olacak sekilde t)(X)=ty . . (X,%,..X,) trigonometrik polinomu vardur.

Burada x=(x,%,,..X,) €K, =K, xK,x..XK, =K" n boyutlu kiip, X, €[-7,7]
(i=12...n) E;(f) <|f-t7] oldugunu da dikkate alirsak, (3.5) formilil ile
tammlanan f (x)= f(x,..x,) fonksiyonunun E; (f) en iyi yaklagmn iist
degerlendirmesi igin K(X) ve (o(x) fonksiyonlarmin en 1iyi yaklagimlari
hakkinda bir bilgiye sahip olmak yeterli olur. Fakat bu K(x) ve ¢(x)
fonksiyonlarmdan bir tanesi K(X) onceden se¢ilmis belirli bir fonksiyon olarak,
(3.5) integral operatorii i¢in ¢ekirdek fonksiyonu adlandirilir. go(x) ise herhangi

belli bir smifta degisebilir ve bu sinifin karakteristigi olur.

Ayrica belirtelim ki, herhangi bir anlamda tiirevi olan fonksiyonlar da (3.5)

seklinde gosterilebilirler.

2r
| @ cos(Jt—zj
Eger, K(t)=_-> ————==D,(1)

olursa, m=1 durumunda (3.5) formiilii

f(X):%ZfDr(X—t)(p(t)dt
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sekline gelir ki, bu da demektir ki, ¢(t) fonksiyonu f(x) —in Weyl-Nikolsky

anlaminda r mertebe tirevidi. m=1 ve p=1 alirsak, r=q olur ve Nagi-

Dzyadik-Nikolsky tarafindan kesin olarak ispatlanmistir ki,

dir. Buna gore de, r>0 mertebe tiirevi olan 27 periyotlu f(x)eLq

fonksiyonunun < n dereceli trigonometrik polinomlarla en iyi yaklasimi i¢in

1

: ; 1.
By (1), < 2 E (), =B (1), (3.7)

esitsizligi saglanir.

Sunu da belirtelim ki, burada tiirev kavrami hem adi anlamda, hem de genel

anlamda -Weyl-Nikolsky anlaminda, yani r >0 keyfi reel say1 olabilir.

Nihayet, K fonksiyonunu se¢mekle, (3.5) gosterimine sahip olan sonsuz sayida

fonksiyonlar siniflar1 tanimlayabiliyoruz.

Son olarak belirtelim ki, benzer teorem F. Nasibov tarafindan periyodik olmayan

fonksiyonlar, hatta biitiin R" uzaymda tanimli fonksiyonlarin tam fonksiyonlarla

yaklasimi i¢in de ispatlanmistir [Nasibov, 1998], [ Nasibov, 1989].

Burada unutmayalim ki, teorik fizikte sik sik kullanilan diferansiyel denklemlerin

¢oziimleri de (3.5) tipli integraller seklinde gosterilirler [Nikiforov.-Uvarov,1978].

3. Periyodik olmayan, herhangi sonlu [a,b] araliginda tamimlh fonksiyonlar i¢in

kesir mertebe tirev: Riemann-Lioville anlaminda tirev kavrami tanimlanir.

Genelligi bozmadan [a,b] yerine [—1,1] almirsa, her s >0 igin

1 X

71
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esitligini saglayan ¢(t) fonksiyonunun f(x) -in s>0 mertebe Riemann-
Lioville anlaminda tiirevi denir ve f(s)(x):go(x) olarak yazilir. Burada
s=neN dogal say1 olursa, bu tanim adi f(")(x) tanimindan 6nemli derece

farklagsmaz.

F.H. Nasibov bu anlamda tiirevi olan fonksiyonlarla ilgili bircok c¢aligmalar
yapmustir ([Nasibov, 1962], [Nasibov, 1969], [Nasibov, 1983]). Burada tek bir
ornek verelim:

Teorem 3.2 ([Nasibov, 1962]) Eger ¢(t)e L, (—11) olmak iizere ¢(t)= f(s)(x)

(s>0) ise, 0 zaman

B (0, <ol (021 69

olacak sekilde c(s) sabiti vardr.

Hem (3.7) hem de (3.9) esitsizliklerinin sag tarafinda siireklilik modiilii

kullanilabilir.

Teorem 3.3. [Nasibov-1983] 27z periyotlu f(x) -in Weyl-Nikolsky anlaminda

6 (x) e L, tirevi varsa, o zaman

[—1,1]—da taniml1 f(X) -in Riemann-Liuoville anlaminda f(s)(x)e L, tiirevi

oldugunda ise

esitsizlikleri saglanir, burada p=>1, s pozitif reel sayidir, Lp(a’,b') ise Lp

normunun (a’, b') c (—1, 1) araliginda alinmasini ifade eder.
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Stireklilik modiillerinin w (¢, go)p —0 (6 >0) ozelligi vardur.

*
n

4. Bu teoremler de E (f)p ve E, (f )p en iyi yaklagimlari tanimlanirken keyfi

trigonometrik t (x) ve P, (X) (cebirsel) polinomlar: kullamlmistir. Fakat
burada, ornegin t,(x) yerine 2z periyotlu bir f(x) fonksiyonun adi
trigonometrik sistem iizere Fourier serisinin S, (t;x) kismi toplami da almabilir.
E,(f), tammnda ise, herhangi [a,b] pargasinda tammli ortogonal {o (%)}
sistemi lizere Fourier serisinin kismi toplami alinabilir.

Fakat altin1 ¢izmek istedigimiz sey sudur. Her iki durumda Fourier serisinin

S, ( f; X) kismi toplam1 diger polinomlarin hepsinden daha 1yi yaklasim verir.

Teorem 3.4. [M. Riesz], [Hrushikesh-2000] Eger 2z  periyotlu

f(x)elL,(-77)=L, (1<p <o ise, 0 zaman trigonometrik sistem iizere

Fourier serisi S, (f;x) kismi toplami
|f-s,(f, )Hp <(C,+1)E;(f), (3.10)
esitsizligini saglar, burada C, >0 —yalnizca p ‘e bagh bir sabittir.

n

Eger [f-S,(f)| 2E;(f), oldugunu da dikkate alwsak, (3.10) ile birlikte

E, (), <[f-s,()], <(2+C,)E:(F) (3.11)

iki tarafli esitsizligin saglandigini goriiriiz. Buradan da goriilityor ki, (1< p < oo)

durumunda
lim|f -s, (f,)| =0 (3.12)

olur, yani, (1< p <oo) olmak iizere her f(x)e L, fonksiyonunun Fourier serisi

L, (yani, orta) anlammnda f (x)-in kendisine yakmnsar, zira rI]EEIO E; (f )p =0 dir.
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Bu sonucun ne kadar Onemli oldugunu anlamak i¢in p=1 ve p=ow

durumlarinda bir fonksiyonun Fourier serisi onu iireten fonksiyonun kendisine

yakmsamayabilir oldugunu hatirlatmamiz yeterli olur.

Nihayet, (3.11) iki tarafli esitsizliginden

0<a;(f), =[f-s,(f)] —Ei(f),<C.E (f), (3.13)

p— —pn

elde ederiz ki, buradan da gbriililyor ki, n—oo -da A7 (f) farki E{(f) -—den

daha hizli sifira yaklasir. Bu da demek olur ki,
|f=s.(F)], ~En(F), (3.14)
asimptotik formiilii gergeklesir.

SONUC: n—oo -iken Hf—Sn(f)Hp ve E;(f) ifadeleri asimptotik olarak

esittirler. Bu halde

En(f), =[f=8,(f)], (L<p<eo)

Bu sebeple, Fourier serilerinin, yaklasik hesaplar yapilirken ne kadar onemli
oldugu ortaya ¢ikmis olur.

Bu nedenle de matematiksel fizik problemlerinin ¢6ziimii sirasinda Fourier serileri
Oonemli-essiz araclar olarak ortaya ¢ikmis olur.

3.1. Siireklilik Modiilit

E=<a,b> araliginda bir f(X) fonksiyonu verilmis olsun, burada <a,b> olarak
[a,b], (a,b), (—oo,oo), [O,oo), [a,b) v.d. diisiiniilebilir. Herhangi & >0 sayis1
alalim ve <a,b> araliginda olmakla |X— y| <o sartini saglayan biitiin X,y ciftleri

icin

o(5)=sup [f(x)-f(y)| (3.15)

[x-y|<s
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sayisina f (x)-in siireklilik modiilii denir. @(&) bir &-ya bagh olarak bazi

ozelliklere sahiptir. Onlardan:

1) w(6)-artan bir fonksiyondur: 0<6, <6, i¢in w(8)<w(5,) dur.
Gergekten |x—y|<8, sartmn saglayan (X,y) ciftleri |x—y|<&, sartim
saglayan (x, y) ciftlerinden daha zengin kiime olustururlar, o zamanda
genis kiimede sup daha biiytik olur.

2) f(x)-in E-de muntazam siirekli olmas i¢in !Si_r)rg @(8)=0 olmasi gerekli

ve yeterlidir.
3) n-dogal sayisi igin @(nd)<nw(5)-dr.

4) Keyfi 1>0 saysiigin @(A6)<(A+1)w(5)
TANIM: Biitin x,yeE=(a,b) icin |f(x)—f(y)|<M[x—y|" («>0) sart
saglandiginda, f(x), a gostergesi ile Lipshitz sartim1 saglar denir. Bu sarti

saglayan fonksiyonlar kiimesi Lip,,« seklinde gosterilir.

Teorem 3.5: Her f (x)e Lipy,a E-de diizgiin (muntazam) siireklidir-agiktar.

5) Eger bir f(X) icin ‘f'(x)‘SM (XEE) sartin1 saglayan tiirev varsa, o
zaman  f(x)elLip,1-dir. Gergekten Lagrange formiiline gore
[F ()= (y)=

6) f (X) elipya ve a>1 ise, f (X) =const-dir.  Gergekten:

fric)ly—x|<Mx-y].

£ (x)=f(y)|<M|x—y[" e‘%;(y) <M|x—y["" >0

X

(y—>x)~|f(x)|=0— f(x)=const
7) a<p ise Lipy a>Lip, S

8) f (X) e Lip,,a ve a)(é) <Mo“ esitsizlikleri esdegerdirler.
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3.2 Tchebyshev Polinomlar:

1.19. yiizyilda yasayan ve c¢aligan P. L. Tchebyshev biitiin zamanlarda biitiin
diinyada en biiyiik bilim adamlar1 arasinda 6n yerlerden birine sahip olup
matematikte, mekanikte birgok dnemli, essiz ¢alismalar yapmistir. Bu bilim adami
sirf mekanik bir problemin ¢éziimii ile ugragsmis ve bu problemin ¢oziimiini sirf

bir matematik problemin ¢dziimiine baglamstir. Problem soyle ifade edilebilir:
Problem A: P, (x)=x"+aX"" +a,x"* +..+a,X+a,
tipli polinomlar arasinda dylesi bulunsun ki, onun i¢in

max
—l<x<1

P.(x)=M(PR,) (3.16)

n

ifadesi minimum olsun.

Tamamen dogal olarak bu problemi soyle de sdylemek olur:

Problem B: Derecesi (n—1) olan ve

X"—-P

max ) (x)‘ (3.17)

=1<x<1

[fadesine minimum veren P)_ (x) polinom bulunsun.

Her iki problemin ¢oziimii olarak P. L. Tchebyshev tarafindan

T,(x) =cos(narccos x) (3.18)

polinomu bulunmus oldu.

Yeri gelmisken (3.16) ve (3.17) seklinde ifade olunan problemlerin her biri ¢ok
onemli bilimsel ¢alisma istikametlerinin baglangici oldu. Bunlardan, (3.17)
probleminin gelismesi, derinlesmesi, kesinlesmesi... g¢agimizda ¢ok 6nemli
uygulama alanlar1 olan, gelismis, sistemli, kapsamli bir teori haline gelmis olan
‘Fonksiyonlarin Konstruktiv Teorisi’ dir. Bu teoride de temel neticeler P. L.

Tchebyshev ve onun ardisillar1 olan matematikgilere aittir.
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T,(x) polinomuna Tchebyshev’in 1. nevi polinomu denir.

2.T,(x) polinomlar: tarih itibariyle 1. sikta sdyledigimiz sekilde ortaya gikt1.
Fakat sonralar1 onu arastiranlar gordiiler ki, bu polinomlar1 baska yontemlerle de
elde edebiliriz.

1) Uretici fonksiyon yardimiyla

_ 1-tcosd
1-2tcos@ +t?

T(t,6)

(-1<t<1)

fonksiyonu t’ nin kuvvetlerine gore acilimi zamant T, (X) polinomlar1 katsayilar

olarak karsimiza ¢ikiyor:

1-tcosé@ 1-tx =
= = ) t"cosn(arccos x 3.19
1-2tcos@+t> 1-2tx+t? nzz(; ( ) (3.19)

2) Bir diferansiyel denklemin 6zel ¢oziimleri olarak da T, (X)

polinomlar1 ortaya ¢ikiyor:

y =T,(x) polinomlari
(1-%*)y"—xy' +n’y =0 (3.20)
denkleminin ¢6ztimleridir.

agirlik fonksiyonuna gore kurulan ortogonal

3) Birde h(x)=

1
N

polinomlar olarak da T, (x), Tchebyshev polinomlari ortaya ¢ikiyor.

3.h(x)=v1-x* agirlik fonksiyonuna gore kurulan

U, (x)=K sin(n+1)arccos x (3.21)

" N

ortogonal polinomlart da 2. nevi Tchebyshev polinomlar1 olarak adlandirilir.

Burada normlastirici katsay1 olan K,
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1 Vq
J.Uf (x)W1-x*dx :Kﬁj'sin2 (n+1)6dé :%Kﬁ
0

-1

ile bulunur. Ancak, ortonormal U, (x) igin K, = \/Z olmalidir. Tamamen agiktir
7

ki,

dT,., () (n+1 )sm(n+1)arccosx

Y i (n+1)U, (x)

Bu T,(x) ve U,(x) polinomlarmm her ikisi kendi agiwrhk fonksiyonu ile

ortogonal polinomlar sistemidir ve bunlar iizere Fourier serilerine agilim ¢ok sik

rastlanmaktadir.

4. Simdi gosterelim ki T, (X) gercekten X -in pozitif kuvvetlerine gore yazilabilir

ifadeler-cebirsel polinomlardir.

Euler formiilii geregince & =arccosx, X =c0sé oldugu i¢in
e’ =cos@+isin@, e =cos@—ising; cosnd=isin nd = (cos O £isin 9)";
einé? +e—in9

1 - - n - = n
cosnG:TZE[(coseﬂsm 0) +(cosf—isin0) ]

= %[(xﬂdl—xz ) +(x—i»\/1—x2 ) } = %[(x+x/x2 —1) +(x—ixfx2 —1) }
yazilabilir. Bunlar1 dikkate alirsak,

T (0= 2] () x| (622)

formiiliine ulasiriz. Burada x=cosé oldugu igin |X|£1 dir. Fakat bazi

durumlarda |x| >1 degerleri de merak konusu olabilir. Bu durum igin ise

Tn(x):l[(x+\/E)n+(x— x2—1)n} (3.23)
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Formiilii uygulanabilir.

(3.22) formiiliinii
zck X" (J_l)k [1+(-1)"] (3.24)

seklinde yazabiliriz. Buradan da goriiliiyor ki, yalnizca Kk -nin ¢ift kuvvetlerine
uygun ifadeler sifirdan farkli, k -nin tek kuvvetlerinde ise 1+(—1)k =0 oldugu

icin toplamda bulunan uygun terimler sifir olur. k-nin ¢ift kuvvetlerinde ise
k
1+(-1) =2 ve ( (1- xz)) ifadesi koksiiz olacag: icin (3.24) ifadesinde her

yerde Xx-in tam kuvvetleri diginda bir terim kalamaz, yani sag taraf X -e bagl bir

polinom, yani T, (x) bir polinomdur.

Direk hesaplamalar ile kolayca asagidaki ifadeler bulunabilir:

To(x)=1
T,(x)=x
T,(x)=2x-1
T, (x)= x—3x
T, (x)=8x*-8x*+1

T, (x =16x° —20x> +5x,..

Bu esitliklerden ilk ii¢ tanesi direk hesapla elde edilirken, digerlerini kolay

bulmak i¢in
T, () =2xT, 4 (%) =T, (x) (3.25)

Rekurense (tekrarlama) formiiliinii kullanmak daha sade bir yontem olurdu.

(3.18) formiiliinden

T,(1)=1, T,(<1)=(-1)", T,, (0)=(-1)", T, (0)=0, T5,(0)=0, T/(1)=

T/(-1)=(-1)"n*, T,,.(0)=(2n +1)sin(n+%j7z (3.26)
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oldugu kolayca gorilebilir. (3.25) formiilii ise
cosné = 2cosdcos(n—1)&—cos(n—2)6
trigonometrik formiiliinden elde edilir, zira
cosnd+cos(n—2)6 =2cosdcos(n—1)6
seklindedir.

5.8imdi gosterelim ki, T,(x) ifadesinde x"-in katsayis1 2"*-dir. Gergekten,

(3.23) formiiliinii kullanarak

den
T ﬂ n | n
li ”(n )——[Iim(u 1—%} +Iim(1— 1—%] }32”—2nl
X—o X X—>00 X X—0 X
yani,

T,(X)=2""X"+c X" +..+C,,

oldugunu buluruz.

Herhangi P, (X) polinomunda yiiksek terimin katsayis1 1 oldugunda 6zel olarak

P, (x) sembolii kullanilir. Bu nedenle de

T, () =5, ()

kabul edilir.
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6. T,(x) polinomunda n - tek say1 oldugunda x -in ancak tek kuvvetleri, n - gift
sayt oldugunda ise Xx-in ancak ¢ift kuvvetleri bulunur. Bu 6zellik

T,(-x)=(-1)"T,(x) formiiliinden de goriilii.

3.2.1 Tchebyshev Polinomlarina Gére Seriye A¢ihm Uzerine

1. Once Tchebyshev polinomlarmm h(x)= agirhk fonksiyonu ile [-1,1]

1-x?
araliginda ortogonal olduklarini, yani
) 0, Nn=m
dx
[T.(0T, (X)) —=—==1x (3.27)
N 1=x 2’ n=m>0

oldugunu gorelim.

Ispat icin @=arccosx, x=cos@ oldugunu ve 0<@<rx oldugunu dikkate
alirsak, sonucgta cosng ve cosmé fonksiyonlarmm ortogonallik o6zelligi
yardimiyla ispati bitiririz:

LT (T, (X) . 1% On=m
I—dx=—I[cos(n—m)9+cos(n+m)¢9]d9: z/2,n=m>0

,/_ 2 2
1 N1=X o z,n=m=0

Dolayisiyla, (Tn,Tm):O, n=m ise, (Tn,Tn)=%, ||Tn||:\/§ (n 21) -dir.

(o),

Bu {Tn(x)} ortogonal sistemi normlastirirsak, sonugta {\/ZTn}
T

T, (x)=—=T,(x)=—= sistemine ulasmus oluruz.

a,=[1(t) L0 & (n-012.) (3.28)

° J1-t?

katsayilarmi bularak, onlarin yardimiyla da
> aT, (x) (3.29)
n=0

serisini olusturabiliriz.
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Teorem 3.1. f(x), [-11] arahgmnda siirekli ise ve onun w( f;&5) sireklilik

modiila

|imw(f;5)|n%=o (3.30)

60
Dini sarti saglarsa, bu durumda f (x) fonksiyonu [-1,1] arahiginda yakimnsak

olan, Tchebyshev polinomlari serisine agilabilir
)=>aT (x) (xe[-11]) (3.31)
n=0
olur. Simdi bu seri i¢in Lebesque fonksiyonunu alalim:

1

0=]12

+ Y cosk@coskr
-1

n

T dr

ZCOS kO.coskr

\/1 t2 T

dr

s

1 1
=21k

-

=LT 1+Zn:cosk(6—r)+zn:cosk(6’+r)
k=1 k=1

2 *

dr

r)‘dfzilnn

(0-7)+ Dn(9+r)\drsl D
T

T

- -

2w
Burada D, (t)-Dirishlet ¢ekirdegidir.

Dolayisiyla, Fourier- Tchebyshev serileri igin Lebesque sabiti Inn hiziyla artar.

Buna gore de Lebesque teoremi [Suetin,1979 (s-94)] bu durum ig¢in

‘f(x)—kzn;akfk(x) <

seklinde olur. Burada da en iyi yaklasim hakkinda sdylediklerimizi dikkate alirsak

¢E, (), (1+Inn) (vxe[-11]) (3.32)

sOyle bir sonuca varilir:

F.H. Nasibov Teoremi geregince [Nasibov, 1962] (Teorem 2.4.1) eger f(X)-in

s>0 (s-nin kesir sayida olabilecegi unutulmasin) f(s)(x)e Lip,, olursa, o

Zaman

E.(f), <

olur, ve buna gore de

c

S+a

n
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<% jnp (3.33)

Sta
n

‘f (x)- n aT (X)

k=0

elde edilir.
NOT: Bir¢ok elementar fonksiyonlarm seriye agilimi zamani Fourier- Tchebyshev

serileri daha hizli bir sekilde yakinsaklik sergilemektedir. Bunun da kaynagi,
ornegin, Taylor serisine agilim zamani [—1,1] araligmmda Yyakmsaklik hizma,
fonksiyonun birim g¢ember (|Z|=1) tizerinde bulunan aykiri noktalar1 etkide
bulunurlar, Fourier- Tchebyshev serisinin yakimsaklik hizi ise yalnizca
fonksiyonun birim pargada ([—l, 1] pargasi) sahip oldugu 6zelliklere baghdir.

Bu nedenle, uygulamali problemlerde Fourier- Tchebyshev serilerinin kullanimi
daha avantajli olur.

Simdi, Fourier- Tchebyshev serisine agilima ait birkag¢ 6rnek verelim,:

1. In 2cos€ =In 14cosg =Inl+ln 2COSZQ =—In2+|n(1+cos€):
2 2 2 2 2

:—In2+In(1+x):—ln2+ln2+i(_1)n an(1X)
1

] 2 4&cos2nd
2. |Sln¢9|=;—; ~ 4n2 _1

(0<@<7) -de @=cosx dersek

NS S L R P

T r44n*-1
3. x=co0s@ oldugunu bilerek

e = e’ ¢ift fonksiyonunu kosiniisler serisine agabiliriz;

cos"0 & a" s o (a) 1S (e
:Zm!zm(e9+e ’) :Z(Ej —_Zcr';e( Kiogkio

— N E RS ; (m—2k)io
_2(2] Zk!(m—k)!e (3:39

(3.34) parantezi dahilinde olan toplamlarin yerlerini degistirirsek,
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acost _ . E " 1 —(m-2k)ig 3.35
° z(zj Zk'(m—k)!e (3.35)

m=0 k=0 ™=
formiiliine de ulasiriz. (3.22) ve (3.23) formiillerini taraf tarafa toplarsak,
e""°°w=2( j >— cos m-2k)o

m=0 k=0 k

formiiliine ulasiriz ki, bu da

e’ =1, (a)+ ZZOO:I” (a)cosné

(az)

seklinde yazilabilir ki, burada da I -sanal argiimentli Bessel

s kI n+k
fonksiyonudur. Sonugta cosé = x dersek,
)+ ZZI )cos(n@) =1, (a)+ ZZI x) (10)
Ozel halde, x =1 dersek,
1, (1)+ 231, (DT, (x), ~1<x<1 (3.36)

acilimini bulmus oluruz.
4. Simdi de sinax, cosax fonksiyonlarmin Tchebyshev polinomlaria gore
seriye agilimina bakalim. Bu amagla

(0"(3) "

mi(n+m)!

=i_

1.nevi Bessel fonksiyonu kullanilabilir. Bu fonksiyonla sanal arglimentli

(3.37)

fonksiyon arasinda

I,(ia)=i"J,(a)

bagmntisi vardir. (2.90) formiiliinii de kullanarak

™ =cosax-+isinax =1, ( +22 (x)

elde edilir. Burada da sanal ve reel kisimlar ayrilirsa, sonugta

o0

cosax=1(a)+2> (-1)" I, (a) T, (X) (3.38)

m=1
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sinax =23 (1) ;1.1 (2) Ty (X) (3.39)

acilimlarina ulagmis oluruz.
(3.35), (3.37), (3.38) agilimlar1 yalnizca —1<x<1 degerleri igindir. Fakat a

sabitini degistirerek, onlarin her X i¢in gecerli oldugunu da goriiriiz.

3.2.2 ikinci Nevi Tchebyshev Polinomlari

1.Yukarida artik sdylemistik ki, h(x)=+1-x*(-1<x<1) agirlik fonksiyonuna

uygun gelen ve 2.nevi Tchebyshev polinomlari olarak adlandirilan

_sin [(n +1)arccos x]

U, (x
( NG

Polinomlart ile T, (x) polinomlar: arasinda

(n=012,..) (3.40)

T,.. (X)=U, (x)(n+1)

bagmtis1 vardir. Bu fonksiyonlar da [-1,1] araliginda ortogonaldirlar. Gergekten

1

1
. . 1
U, (x)U, (x)\1-x*dx = | sin| (n+1)arccos x |sin| (m+1)arccos x dx
JUs (U (x)a=dx= [ sin[(n-+1)arccos ]sinf (m + T)arccos )=
i 0, N=m
=Isin(n+l)03in(m+1)9: T
0 2’ n=m
olmaktadir.
sin(n+2)@+sinnd = 2sin(n+1)&cos (3.41)

trigonometrik formiiliinden, @ =arccosx oldugunu dikkate alirsak ve her tarafi
J1-x? ile bolersek, sonucta

U, (X)=2xU, (x)-U,_(x) (3.42)

Rekurense (tekrarlama) formiiliinii elde ederiz. Bu formiilleri kullanarak birkag
U, (X) polinomu i¢in
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Uy (x)=1
U, (x)=2x
U,(x)=4x"-1
U, (x)=8x*—4x
U, (x)=16x"-12x*+1
U, (x)=32x" —32x° +6x

Ozel polinomlar: elde edilir. (3.42) formiiliinden gériiliiyor ki, U, (x)-de x"-in

katsayis1 2" -dir.

1. siktan goriiliiyor iizere,

U,(-1)=(-1)"(n+1), U, (1)=(n+1)

yani,

~ 1

U, () =57V, (x)
dir.

1. L]n (x) polinomlar1 lizere de seriye agilimlar diizenlenebilir.
1 b3
a, = [ f(t)U,()V1-t*dt = \/Zj f (t)sin[(n+1)tsintdt] (n>0)
T 0

formiilleri ile a, katsayilar1 hesaplanir ve onlarin da kullanimu ile Zan J, (x)
n=0

Fourier- Tchebyshev serisi diizenlenir.

Bu Ljn(x) polinomlar serisinin yakinsaklik problemi de asagidaki teoremle
¢Oziiliir.

Teorem 3.2: [—1,1] pargasinda siirekli f(X) fonksiyonunun stireklilik modiili
|imw(f,5)|n§=o (3.43)

50

Dini sartin1 sagliyorsa, bu durumda f (X)-in Fourier serisi

i aU,(x) (3.44)
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(-1,1) arahgmin her noktasinda f(x)-e yakmnsar ve Ve >0 i¢in [-1+¢&,1-¢]

parcasinda bu seri diizgilin yakinsar. Bunun da yani sira

\J1-x?

<cE,(f)@+Inn) (| <1) (3.45)

(- 20, (1

esitsizligi saglanir.
Teorem 3.3.: f(x), [-11] pargasinda siirekli diferensiyellenebilir olsun ve
a>% igin  f'(x)eLipa olsun. Bu durumda f(x)-in 2.nevi Tchebyshev

polinomlar: iizere Fourier serisi [-1,1] parcasmm her X noktasinda f(x)-e

yakinsar ve

< n:‘l% (xe[-11]) (3.46)

‘f(x)_k"zoakuk(x)

esitsizligi saglanir.
Teorem 3.4.: Eger [-1,1] da f(x)-in s>2olmak iizere s. mertebe dahil siirekli

f(k)(x) tiirevleri varsa (k =2,3,...,s) ve f(s)(x) e Lipa ise, bu durumda

‘f (x)—kZ:‘akUk(x)

o= = (xe[-11]) (347)

esitsizligi saglanir.

Ayrica belirtelim ki, burada f ©) (X) tiirevi Riemann-Liuoville anlaminda tiirevdir

ve bu tirev i¢in E (f)-in degerlendirilmesi F.H.Nasibov Teoremi geregince

yapilmaktadir.

NOT: (3.46) ve (3.47) esitsizlikleri hemen hemen ayni anlami tagirken, sag tarafta

n-in kuvvetinde bulunan —%,—g sayilar1 Lebesque fonksiyonu L, (X)-in

degerlendirilmesine baghdir ve bu 1l.ve 2.nevi polinomlar1 farklilastiran
noktalardan bir tanesidir. 1.nevi Tchebyshev polinomlari i¢in

4
L <—I
L (%) —Inn

olurken, 2.nevi polinomlarda
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L% (x)<cn®; L, (x)<c,n¥
gibidir.

3.2.3 Tchebyshev Polinomlarinin Asimptotik Ozellikleri Uzerine

1. 1. T, (x)=cosn(arccosx) (—1<x<1) tanimindan goriilerek [-1,1] da

T, (x)| <1 dir.

T, (X)‘ < \/% (I <1) olur.

3 1 .
Tn(x)‘z o (|x|£1) dir.

2. T (x)= \/ZTH (x) normlagmus polinomlari igin
r

3. Nihayet, yiiksek terimi 1 olan T, (x) icin

Bunlar [-11] araliginda T,(x), T,(x), T,(x) polinomlarimn diizgiin siirekli

olduklarim gosterir.

Simdi [—1,1] par¢asmin disinda bu polinomlarin sahip olduklar1 6zellikleri

aciklamaya calisalim.

T,(x) polinomlar:
Tn(x)zé{(XM/H)n+(x—x/x2—1)n} (3.48)

seklinde yazilabilir. Bu formiiller,

x|>1 igin T,(x)-in karakterini belirtmeye

imkan vermektedir.

X| >1 halinde x++/x*—1 toplami x—+/x*—1 farkindan ¢ok ¢ok

Gergekten,

biiyilik olur. Buna gore de (3.48) formiilii

Tn(x)=%(x+ﬁ)” ll{—i;%M (3.49)
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seklinde ~yazilabilir. Burada da n—>co-da (X—Xl] >0 (|X>1)

oldugundan T, (x) i¢in

Tn(x)z%(x+M)n (3.50)

asimptotik ifadesini bulmus oluruz.

X <=1 oldugu durumda ise (3.49) ve (3.50) yerine uygun olarak

(3.51)
X—4/X" -1

T,(x) :%(x— x? —1)n 1+£—X+@Jn

Tn(X)z%(X—a/Xz—l)n (x<-Ln— o) (3.52)

ifadelerini bulmus oluruz.

Sonug: |X|>1 halinde {T,(x)} Tchebyshev polinomlar1 geometrik dizi hiziyla

artarlar.

2°. ®(z)=z+Nz*-1 dersek, L:z—x!zz—l olur. Burada z kompleks
z

®(2)
say1 olmakla [—1,1] araligini i¢ine alan bir D bolgesinde ‘(D(z)‘>1 olur. Ona

gore de

1 )" 2-N77-1)
Tn(Z):E(Z-F z —1) l+[Tﬁ] (353)

— 2 —
formiilinde (Z 21

z+42%-1

J geometrik dizi hiziyla azalir ve buna gore de

T,(z2)==®"(z) (zeD,n—>wx) (3.54)
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asimptotik estetigine ulagmis oluruz. Bunu da (3.53) te kullanirsak,

Tn(z):%(z+«/m)n {“O(Rlz” ﬂ (3.55)

asimptotik formiiliinii elde ederiz ki, burada kalan terim de vardir,

W] Z‘(D(Z)‘ =R >1 dir.

Nihayet,

n(z)=%(z+«/ﬂ)n[l+o(;znﬂ (3.56)

asimptotik formiiliinii de buluruz.
4. KUAZI-KLASIK YAKLASIM VE ONUN BiR UYGULAMASI
(Bir Kuantum Mekanik Probleminin Coziimii)

1. Daha 6nce de belirttigimiz gibi kuantum mekaniginin bir¢ok probleminin

¢Oziimiinde

[k(x)y’]'+/’tr(x)y=0 (4.1)

tipli denklemin ¢6ziimii i¢in A —> +oo-da asimptotik bir ifadenin bulunmasi

problemi ortaya ¢ikiyor.

(4.1) denklemini

y(x)=p(x)u(s), s=s(x) (4.2)
doniisiimiiyle
u"(s)+[A-q(s)u(s)=0 (4.3)

standart hale getirebiliriz, burada

73



seklindedir. Bir sira standart doniisiimler yaparak k (X) >0, r (X) >0 (x € (a, b))

halinde (4.1) denkleminin ¢éziimii igin A — +o0-da [a,b] = (a,b) arahginda

1 .
y(x)zW[Acosf(x)+ Bsin&(x)] (4.4)

asimptotik ifadesi bulunabilir [Nikiforov ve Uvarov, 1988 (s.117-119)], burada

seklindedir. k(x)>0, r(x)<0 oldugunda ise

1 X —&(x
y(x)zW[Ae"E( )+ Be ™ )} (4.5)

formiilu elde edilir, burada da

p(x)=

r(x) T
ﬂm : é(x)_x_[ p(t)dt

ile tanimlidur.

1. Eger (4.1) denkleminde
k(x)=(L1-x)""(1+x)"", r(x)=(1-x)"(1+x)", A=n(n+a+p+1)

secilirse,
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y(x)=P'“”(x) (Jacobi polinomu)

n

fonksiyonu (4.1) denklemini saglar. B durum icin m=g+1, |=4, v=4.

n—oo-da A —>oo-dir. -1<x<1-5 igin

()

(1-x)2'

y(x)=

[ A, (£)+BI, ()] (4.6)

B
(1+x)2s

NI

elde edilir. Burada da

§=§(X)—uT 1dtt2 = uarccos(—x), u=~2
- Co@n o L(n+B+1)
lely(X)_P" ( 1)_( 1) n!l“(ﬁ+1)_
oldugu i¢cin B=0

a+p

2,1 5,1
A lim (1-x)2 74 (1+x)2

ot JE3,(8)

y:\/n(n+a+ﬂ+1)

n2 2 T(n+f+1)

1
ﬂ+§

y(x)=(-1)

n!u

olur, ve x=—-cos@ dersek, 0<O<7z—0 igin

P(n“'ﬁ)(—cosﬁ)z (_1)nr(n+ﬂ+1) %

M (esty)  (sn)

elde edilir. Burada a=p8=0 halinde P"”(cos@)="P,(cosd)-Legendre

3,(ub) (4.7)

1
ﬂ*E

polinomu olur ve onun i¢in

P, (cosd) z\/%cos[(n;iy%@—%} (4.8)

asimptotik formiiliine ulasilir.
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L1
0{=—1, ,6’=—% olursa, P£ 2 Zj(cose):Tn(x)-Tchebyshev polinomuna

2
donisiir ve (4.7)-den:

asimptotik formiilii elde edilir.

2. Tekrar u=¢(x)y doniisiimii yapilarak

[ky']' +Ary=0

denklemi

d dy
—|op— [+ Apy =0
S|

sekline doniistiiriilebilir, burada p(x) fonksiyonu (Jp)’ =1p denklemini saglar.

r(x), f(x) ve (o(x) arasida ise

r=t+21 0

SERE

bagntis1 vardir [Nikiforov ve Uvarov, 1988].

Lineer Harmonik Osilator

Lineer harmonik osilatér i¢cin E enerjinin ve 6zel fonksiyonlarin bulunmasi

problemini alalim. Bu durumda u =%ma)zx2 potansiyel enerjili alanda hareket

eden pargacik soz konusudur. m-kiitle, x-denge durumunda egim, @ -agisal
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: : : 1 - .
frekanstir. En basit harmonik osilator > mw’x®> potansiyeline sahip non-
relativistik pargacik dogadaki sistemler i¢in miitkemmel bir modeldir.

Bu problem kuantum elektrodinamigi olustururken temel rol oynar. Kristal ve
molekiillerde c¢esitli dalgalarin incelenmesinde biiyiik Olglide uygulamalara

sahiptir.

Harmonik osilatérde y (x) dalga fonksiyonu igin Schrodinger denklemi

n d’y  mo’
_— +
2m dx? 2

X’y =By (—0<x<o)

seklinde olur.

E -nin 6yle degerleri bulunmasi gerekiyor ki, y nin siirekli olmasinin yani sira

0

jwz(x)dx:l

—00

normalizasyon sartin1 da saglasin.

Bu problemi ¢6zmek i¢in X koordinati ve E enerjisi yerine yiiksek enerji

seviyeleri incelenirken &, ¢ gibi birimsiz degiskenlere gegis yapilir:

h2
X=,—¢&=al, E=hwe
Mo

Sonugta
74 +(28—§2)1// =0
denklemi elde edilir.

Bu denklemde 0(§)=1, f(f):O, &(§)=25—§2 olmakla genellesmis

hipergeometrik denklemdir.

7% (f) icin olan denklemi
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o(&)y' +7(&)y' +Ay=0

hipergeometrik sekle getirelim, bunun i¢in w(&)=¢(&)y(&) almamz yeterli

olur ve ¢(¢&) nmn kendisi

7r(§

¢ _z)
o o

denkleminin ¢dziimidiir. 7 (&) polinomu igin

72'(5) = i»\/k —25+§2

ifadesi bulunur, k sabiti dyle secilir ki, kok i¢indeki ifadenin iki kat kokii olsun,

yani, k=2¢. O zaman 7(&)=+¢& olur ve bu 2 ¢oziimden Syle seilir ki,

(Jp)’ =7p olsun (burada 7(&)=7(&)+27(&)), (—o0,0) da smirli olsun ve
o(&)p(£)EY s, =0 (k=0,1,2,...) olsun.

Eger d(f)ze*‘f2 segersek, p {lizerine konulan sartlar saglanir ve buna uygun

gelenler

{:2

7(&)==¢, p(&)=e *;
r(§)=—2§, A=2e-1

olur. Enerjinin 6zdegerleri

A +nt'+

denkleminden bulunur. Buradan da

e=g, =n+%,yani E=E, =ha)£n+3 (n=0,12,..)
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elde edilir. y, (&) dzvektorler ise

w(&)-Be Gale)

formiili ile bulunur. Bunlar ise, sabit carpan farkiyla H, (&)-Hermite

polinomlaridir. y (x) dalga fonksiyonu igin

h

—ce ¢ - Y L
v, (X)=ce " H, (&), x=as, a= —

¢, normalizasyon sabiti ise

Ty/nz(x)dx:l

formiiliinden kolayca bulunabilir: Buradan
actdn? =1, dn? = 2"n!\z Hermite polinomu igin H, (x)-in karesidir. Sonucta

1 1
C,=——

" Na iz
olur.

E=E, :ha)(n+—j enerji ifadesi n=0 i¢in sifir nokta enerjisini verir. Buna

gore katilarda diisiik sicakliklarda tiim katilarin 6zgiil 1s1 diismesi agiklanir.
Diizensiz diisiik sicakligin davranisi ise Einstein soyle agiklamustir: her bir atom
bagimsiz basit harmonik osilatér olmalidir. Buna gore osilatorler siyah cisim
1s1mas1 gibi sadece kuantali enerji yaymali ya da sogurmalidir. Boylece diisiik
sicakliklarda osilatorleri hareketlendirmek i¢in termal uyari ortaminda yeterli

enerji nadiren vardir sonucu ¢ikar.
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9. SONUC VE ONERILER

Bu aragtrmada klasik mekanik, kuantum mekanigi kavramlarmna agiklik
getirilmis, bunlarin arasindaki iligki arastrilmistir. Kuantum mekaniginde esas
olan Schrodinger denklemi, onun birkag 6zel halleri incelenmistir. Boyle denklem
¢ozlimleri olan fonksiyonlarin argumentin biiyiik degerlerinde yaklasik-asimptotik
ifadelerin bulunmasi i¢in kuazi-klasik yaklasim yontemi agiklanmistir. Bu yontem
matematiksel fizigin 6zel fonksiyonlarindan olan Tchebyshev polinomlarina
uygulanmistir. Ayni zamanda ¢6ziim olacak fonksiyonlarin bdyle o6zel
fonksiyonlar serisine acilimi, bu acilimlarin  yakmsakhigr ile iligkili
‘Fonksiyonlarin en iyi yaklagim teorisi’nin bazi dnemli neticeleri de ele alinmistir.
Bu c¢alisma, mikro pargaciklarin fizigi ile ilgili ortaya ¢ikan problemlerin
matematiksel olarak ¢oziim yontemlerinden olan kuazi-klasik yaklasim metoduna
atf edilmistir. Bilindigi gibi klasik mekanik Aristo-Galile-Newton’dan baslayarak
gelistirilmeye calisilmistir. Galile’nin anladigi lizere en ¢ok konusma objesi olan
‘hareket” kavrami daha hi¢ incelenmemistir. Galile’nin bu yaklagimina gore
hareketin fiziksel olarak incelenmesi ancak matematigin uygulanmasi ile miimkiin
olabilir. Anitsal hiz problemi matematikte ‘tiirev’ kavramimin ortaya ¢ikmasina,
belirlenmesine sonunda da mekanige uygulanmasina imkan saglamistir. Bundan

sonra I. Newton bu konuyu daha da ileriye gétiirdii.

Tamamen agik ki, bunlarm hepsi icerisinde bulundugumuz diinyanin yapisina
baglidir. Bu ise o zaman igin mevcut olan bir tek geometriye- OKlit geometrisine
bagli olarak anlasilabilir oldugu igin klasik mekanik sadece bu geometrinin
ilkelerini temel alabilirdi. Bu da sadece makro cisimler i¢in gecerli olan

kanunlarm bulunmasmi sagladi.

Fakat daha sonralari bu kanunlar bazi problemlerin incelenmesi i¢in 151k,

elektromanyetik gibi olaylar i¢in yeterli olmadi. Burada ortaya ¢ikan en dnemli
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problem ‘uzay’ kavramina olan yaklasim oldu. Yani OKlit geometrisinde var olan
iic boyutlu uzay burada yeterli olmuyor. Artik 4 boyutlu uzay kullanim1 gerekti.
Burada nesnelerin uzayda sahip oldugu konum zamanla birlikte ele alinmaliydi.
Boylece non-Oklit geometrisi yani ¢gok boyutlu uzaylar ortaya ¢ikti. Daha dnceden
varlig1 bile diisiiniilmeyen N. I. Lobagevsky, B. Riemann (vd.) geometrileri

kullanilmaya baglad:.

Artik bu geometriler yeni objelere uygulanmaya basladi. Ornegin, OKklit
geometrisinde temel olusturan nokta, yoriinge, uzaklik gibi kavramlar su ana
kadar sahip olduklar1 anlamini kaybetmis oldular. Bu kavramlar yeni bir anlam
kazandilar. Tek bir 6rnek verelim: Oklit geometrisinde ‘nokta’ béliinemez oldugu

halde fiziksel nokta sonsuz olarak bolinebilir.

Dolayisiyla, mikro parcaciklarm 6grenilmesi bu geometrinin yardimi ile basariya

ulasti.

Burada da klasik mekanikte oldugu gibi incelenmekte olan bir olayin
matematiksel modelini olusturmak gerekiyordu, béyle modeller olarak da bu veya
diger sekilde diferansiyel denklemler ortaya ¢ikmaya basladi. Bu tiir denklemler
arasinda en ¢ok bilinen kismi tiirevli, 2. mertebe diferansiyel denklemler oldu. Bu
tiir denklemler arasinda da kuantum mekaniginde 6nemli bir kullanima sahip olan
Schrodinger denklemi vardir. Boyle denklemlerin ¢Ozliimiinii kesin olarak
miimkiin degildir. Bu yiizden bu tiir denklemleri ¢6zmek i¢in yaklasik ¢éziimlerin
bulunmasi problemi ortaya ¢ikiyor. Bu konuda ise kuazi-klasik yaklasim metodu

daha ¢ok kullanilan bir metotdur.

Kuazi-klasik yaklasimin temel problemi, ¢6ziim i¢in bir limit durumu ile ilgili

yaklasik-asimptotik bir ifadenin bulunmasidir. S6z konusu denklem

[k(x) y] +Ar(x)y=0
A — o -da ¢6zlim i¢in yaklagik-asimptotik bir ifadenin bulunmasidir.

Hazirlamis oldugum bu tez de bu konuyla ilgili baz1 kavramlara agiklik getirmeye

calistik. En c¢ok kullanilan arag-ortogonal sistemlerdir. Boyle sistemler iizere
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Fourier serileri, fonksiyonlarm en iyi yaklasim problemi ile ilgili sonuglar oldugu

icin bu konulara ait gerekli bilgileri vermeye calistik.

Diferansiyel denklemin ¢dziimii olacak fonksiyon, bu serilerin kismi toplamlari ile
yaklasik ifade olur. Bu yaklasikligin hatalarinin hesaplanmasi kolay degildir, hatta
cok Onemli bir problemdir. Bu konuda da yaklasim teorisinde Jackson tipli
teoremler olarak bilinen teoremler dnemlidir. Bu s6z konusu hatalar, fonksiyonun
kacmc1 mertebe tiireve sahip olmasina bagl olarak belirlenir. Bunu da dikkate
alarak F.H. Nasibov’a ait olan Jackson tipli teoremlerin son durumlarini belirten

birka¢ sonucu da vermeyi uygun bulduk.

Sorularin cevaplandirilmasinda, matematiksel fizigin 6zel fonksiyonlar1 olan
Tchebyshev, Legendre, Hermite, Jacobi, Laguerre polinomlar1 hakkinda bilgi
verdik. Ozel olarak Tchebyshev polinomlar: igin asimptotik ifadeleri bulmaya
calistik. Fizik ve uygulama 6rnegi olarak da lineer harmonik osilatér i¢in E -

enerjinin ve 0zel fonksiyonlarmn bulunmasi problemini ele aldik.

Oneri olarak asagidakileri verebiliyoruz:
1. Fizik boliimlerinde matematik derslerine daha ¢ok 6nem verilsin.
2. Yaklasik ¢oziim yontemleri cok 6nemli konular olarak ele alsin.

3. Fonksiyonlarmm en iyi yaklasim teorisine bir sekilde Ogrenme imkani

saglansin.

4. Genel integral kavramlari ile ilgili 6grencilere bilgiler verilsin, zira eski
Riemann integrali g¢agmmuzda ¢ok yetersiz kalmaktadir. Olgiilebilir
fonksiyonlar, Lebesque integrali, Stieltjes integrali daha ¢ok Onem
tagimaktadir. Unutmayalim ki, fizikte, 6zellikle kuantum fiziginde Dirac

fonksiyonu tipli fonksiyonlar kullanilmaktadir.
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