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1. GIRIS

Iki nokta arasindaki en kisa uzakhigin bu noktalar arasindaki dogru parcasinin
uzunlugu oldugu hipotezi Archimedes tarafindan [1] de kullanilmistir. Dokuzuncu
yilizy1l sonunda bir yiizey iizerindeki herhangi iki noktay1 birlestiren en kisa yolu
bulma probleminden geodezik kavrami ortaya ¢ikmistir. 1732 yilinda Euler [2] de bir
ylzey tizerindeki geodeziklerin diferansiyel denklemini yayinlamistir. Boylece iki
noktaya bagli olarak verilen geodeziklerin sadece ylizeyin cinsine bagli olarak
verilebilecegi  gosterilmigtir.  Archimedes ve  Apollonius’un  ortagagdaki
calismalarinin Latin tercimeleri ve 1637 de Fermat ve Dekart’in analitik geometriye
girigleri 19. yiizyilin ilk yarisinda diizlem egrilerinin tegetlerini bulmak icin
kullanilan geometrik tekniklerin gelismesini saglamistir. Bir lineer olmayan egrinin

uzunlugunu veren ve analitik geometri kullanilarak elde edilen cebirsel formiil
y*=x", 1658 civarinda Neil van Heuraet ve Fermat tarafindan ayr1 ayr

bulunmustur. 19. ylizyilin dordiincii ¢eyreginde oklidyen yay uzunlugu elementi
Newton ve Leibnitz tarafindan bagimsiz olarak bulunmus ve bu iki geometrici
diizlem egrisinin yay uzunlugunu integral kullanarak hesaplamislardir. Metrik

uzaylarda yay uzunlugu kavramina 1930 yilinda [3] de Menger tarafindan girilmistir.

Bu tezde, oklidyen uzaydaki konformal yapilanmadan faydalanilarak, hiperbolik
uzaydaki konformal yapilanmalar1 ve hiperbolik uzayda 6zel konformal {i¢genlerin
alanlar1 ile tepe noktalarinin ve i¢ acilarinin yarigaplart cinsinden ifadeleri

incelenmistir.



2. ON BILGILER

2.1. Oklidyen Uzay
Tanim 2.1.1.

X ve Y iki metrik uzay olmak tizere, Vx,y € Xi¢in ¢: X — Y doniisiimii

esitligini saglhiyor ise ¢ ye bir izometri denir. ¢ donlisimi birebir ve Orten bir

dontisimdiir. E" den kendisi lizerine tanimli izometri, Oklidyen izometri olarak

adlandirilir [5].
Tanmim 2.1.2.

¢:R" > R" doniisimii, Vx,y € R"igin

(0(x).0(v)) = (x.y)

esitligini sagliyorsa, ¢ ye ortogonal doniisiim denir [5].
Tanim 2.1.3.

[a,b] , R de kapali bir aralik ve a<b olmak iizere y:[a,b]—)X surekli
fonksiyonuna X metrik uzayinda bir egri denir.

Eger X=E" ise y egrisinin lineer olmasi i¢in gerek ve yeter sart, Vt e [a,b] icin

y(a+t(b—a))=v(a)+t(y(b)-v(a))

olmasidir [5].



Tanim 2.1.4.
E"in x, y, z gibi li¢ noktasi1 i¢in

y:X+t(Z—X)

olacak sekilde bir t € [0,1] reel sayis1 varsa bu li¢ noktaya dogrusaldir denir [5].

Tanim 2.1.5.

[a,b] , R de kapali bir aralik ve a < b olmak iizere o.: [a,b] — X doniistimii uzunluk

koruyan siirekli bir fonksiyon ise a ya X metrik uzayinda bir jeodezik yay denir [5].
Tanim 2.1.6.

Bir X metrik uzayinda x,y € X icin a:[a,b]—)X jeodezik yayinin goriintiisiine,

baslangi¢ noktasi x, bitis noktast y olan jeodezik parcasi denir. E" in jeodezik

pargalari, kendisinin dogru parcalaridir [5].
Tamm 2.1.7.

X bir metrik uzay olsun. x,y € X ayrik ¢ifti i¢in x ve y’yi i¢eren bir tek jeodezik

parga varsa X metrik uzayina jeodezik olarak konvekstir denir [5].

Tanmim 2.1.8.

X bir metrik uzay olmak iizere A:R — X jeodezik dogrusunun gorintiisiine X

metrik uzayinda bir jeodezik denir. E" in jeodezikleri kendisinin dogrularidir [5].



Tanim 2.1.9.

E" 6klidyen uzayinda bir koordinat sistemi {Xl 3 Xgyeens Xn} olmak {izere
z ax,+b=0

i=1
ile tanimlanan hiperdiizlem B olsun.

E"deB, ={P

iaixi(P)+b>O(<O),PeE“}

i=1

seklinde tanimlanan alt uzaya yari-uzay denir [6]. BU B, kiimesine kapali yari-uzay

denir [5].

2.2. Lorentz Uzay1

X,y € R" iki vektor ve n > 0 olsun. x ile y’nin lorentzian i¢ ¢arpimi

<X’ y>L ==Xy, XY, T XY,

ile tanimlanan indefinit bir i¢ ¢carpimdir. Bu i¢ ¢arpimla birlikte R" uzayima lorentz

uzay1 denir. R ile gosterilir [2]. R} uzayinda bir vektoriin normu,
P2
[l =[x %), |

ile tanimlanir. x ve y vektoriiniin lorentz uzunlugu

d, (x.y)=[x~y]

ile tanimlanir [5].



Tanim 2.2.1.

R Lorentz uzayinda ||X|| =0 olacak sekilde biitiin x lerin kiimesine, yani;

{XERT

2_ 2 2 2
X, =X, +X, +..+X, }

seklindeki C"' kiimesine 1s1k-konisi (light-cone) denir. ||X|| =0 ise x vektoriine 151k-

benzeri (light-like veya null ) vektor denir [5].
Tanim 2.2.2.

x € R} igin <X,X>L >0 ise x vektoriine uzay benzeri (space-like) vektor denir.

C™"  hiperkonisinin digs, R} in uzay benzeri vektdrlerden olusan

acik alt kiimesidir [5,8,9].
Tanim 2.2.3.

x € R} i¢in <X, X>L <0 oluyorsa x vektoriine zaman benzeri (time-like) vektor denir.

C"" hiperkonisinin igi, R} in zaman benzeri vektdrlerinden olusan agik alt
kiimesidir. Eger x, >0 ise x vektoriine pozitif zaman benzeri, x, <0 ise x vektoriine

negatif zaman benzeri denir [5,8,9].

Tanim 2.2.4.

Sifirdan farkli x,y e R igin <X,y>L =0 oluyorsa x ve y vektorlerine lorentz

ortogonaldir denir [2].



Teorem 2.2.1.

Sifirdan farkli x,y e R} vektorleri Lorentz ortogonal olsun. eger x vektorii zaman

benzeri ise y vektorii uzay benzeridir [5].
fspat.

[5] de sayfa 60-61 de goriilebilir.
Onerme 2.2.1.

R in bir V alt vektor uzaymin, zaman benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V nin

en az bir zaman benzeri vektore sahip olmasidir.
Uzay benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V deki sifirdan farkli her vektoriin
uzay benzeri olmasidir.

Isik benzeri olmasi icin gerek ve yeter kosul V deki sifirdan benzeri her vektor i¢in

<X, X>L =0 olmasidir [5.9].

Tanim 2.2.5.

xvey, R} de pozitif ya da negatif zaman benzeri iki vektor olsun.

(x¥), ==[x[[[¥|coshn(x.y)
olacak sekilde negatif olmayan bir tek T](X, y) reel sayisi vardir. x ve y arasindaki

lorentz zaman benzeri (time-like) ag1 n(x, y) olarak tanimlanir [5,8].



2.3. Hiperbolik Uzay

HE:{XER‘I‘+l

(x), =)

kiimesine n boyutlu birim pseudo-hiperbolik uzay denir. H; uzaymin iki bagmtili

bileseni H;, ve H;_ olmak iizere, bu bilesenlerin her biri n-boyutlu hiperbolik
uzayin bir bileseni olarak alinabilir. Biz literatiire bagl kalarak hiperbolik uzayin
modeli olarak pozitif bileseni g6z oniine alacagiz; yani Hg, =H" C]R’f+1 olarak

alacagiz [5].
Tanim 2.3.1.

x,y € H" c R}"'ve x ile y arasinda Lorentz zaman benzeri ag1 n(X, y) olsun. x ile y

arasindaki hiperbolik uzunluk
dy (x,y)=n(xy)

seklinde tanmlt bir reel sayidir.
(x5}, =—llleoshn(x.y)
oldugundan

coshd, (x,y)=—(x,y),

olur [5,9].



Teorem 2.3.1.

d,, uzunluk fonksiyonu H" {izerinde bir metriktir [5].
jspat.

[5] den goriilebilir.

Tamm 2.3.2.

d,, metrigi ile birlikte H" uzay1 hiperbolik n-uzay olarak adlandirilir [5].

Tanim 2.3.3.

H"in bir dogrusu R} in iki boyutlu zaman benzeri alt vektor uzayi ile H" in ara

kesitidir. x,y € H" vektorleri R in V(X, y) ile gosterilen iki boyutlu bir zaman

benzeri alt uzayimni gererler. Boylece
L(x,y)=H"nV(x,y)

x ve y den gegen H" in bir dogrusudur. Buna goére, H" in jeodezikleri onun

dogrulandir [5].
Tanim 2.3.4.

H"in bir m-diizlemi R} in (m+1) boyutlu zaman benzeri alt vektdr uzay: ile H”

in arakesitidir. H" in bir hiperbolik 1-diizlemi onun hiperbolik dogrulari, hiperbolik

(n - l) -diizlemi onun hiperdiizlemi olarak adlandirilir [5].



2.4. Oklidyen ve Hiperbolik Uzayda Tammlar

Burada X =E", H" olarak alinacaktir.

Tanim 2.4.1.

X in bir alt ctimlesi C olsun. V x,y € Cayrik ¢ifti i¢in X ve y yi igeren dogru pargasi

C de kalryorsa, C kiimesine konveks kiime denir [5].

Tanim 2.4.2.

X in bir H hiperdiizlemi, X uzaymi iki kapali yari-uzaya bdler. Bu yari-uzaylarin

sinir1 hiperdiizlemdir [5].

Teorem 2.4.1.

X de kapal1 bir konveks kiime yari-uzaylarin arakesitidir [5].

Tanim 2.4.3.

X de bir konveks polihedron, bostan farkli sonlu sayida H. kapali yar1 uzaylarin

arakesitinden olusur ve

seklinde ifade edilir [9].

Tanim 2.4.4.

X de bir konveks alt kiime C olsun. 0C in bostan farkli en biiyiik konveks kiimesine

C nin bir kenar1 denir [5].



Tanim 2.4.5.

X de n-boyutlu bir konveks polihedron P olsun, k=1,2,...,n+1 igin

P nin bir k-ytizii (face), P nin (k+1)-yiiziiniin bir kenar1 (side) olarak tanimlanir [5].

Tanim 2.4.6.

X de n-boyutlu bir konveks polihedron P olsun, P nin 0-yiiziine, P nin tepesi (vertex)

denir [5].
Tanim 2.4.7.

X in bir A alt kiimesi i¢in, A y1 igeren X in biitiin konveks alt kiimelerinin arakesitine

A nin konvekslik bolgesi denir [5].

Tanim 2.4.8.

X de n-boyutlu bir polihedron P olsun. Eger P nin sonlu sayida tepe noktas1 varsa ve

P bu tepelerin konvekslik bolgesi ise P ye bir ¢ok koseli (politop) denir [5].

Tanim 2.4.9.

Eger x,,X,,...,X, noktalar1 n den daha kii¢iik bir diizlemde kapsanmiyorsa bu nokta

kiimesine genel durumludur denir [10].

Onerme 2.4.1.

X in bostan farkli bir alt kiimesi S olsun. S tarafindan gerilen ve S yi igeren bir en

kiiciik alt uzay vardir ve <S> ile gosterilir. Bu uzay S yi igeren biitiin alt uzaylarin

arakesitidir [10].

10



Sonuc 2.4.1.

Eger boy(X) =n<o ise X in {XO X X }, (n+1) nokta kiimesi olusturmasi icin

LR EXXITIL N

gerek ve yeter sart <x0, Xyseens xn> =X olmasidir [10].

Tanim 2.4.10.

X =E"in bir {xo,xl,...,xk}, (k+1) nokta kiimesine; boy<x0,xl,...,xk>:k oluyorsa

afin bagimsizdir denir [10].
Tanim 2.4.11.

X de (n + 1) tepe noktali, n-boyutlu bir politop a bir n-simpleks denir [5].

Tanim 2.4.12.

X =E" de n-simpleks, {XO,XI,...,XH} gibi E" in afin bagimsiz (n+1) noktasinin

konvekslik bolgesi olarak tanimlanir. iki boyutlu simplekse iicgen, ii¢ boyutlu
simplekse dortyiizlii (tetrahedron) denir [10].

2.5. Hiperbolik n-Simpleksler

OP, =P, (i=12,..,n+1) olmak iizere, P,P,,...,P, eH" cR}" i¢in P, ler H" in

> n+l

eleman1 oldugundan (pozitif) zaman benzeri (time-like) vektorlerdir. Bu durumda

27

<P P > =0 olur. H" de(n+l) tepe noktali,

Q. =(P.P,,...P )

229 n+l

kiimesi genel durumludur ve konvekslik bolgesidir. Q,yaH" de n boyutlu bir n-

simpleks denir [10].

11



V]i’j :Pj +<Pi’Pj>Pi (iaj=1,2,...,n+1)

vektorleri P, tepesindeki P; dogrultusundaki teget vektorlerdir. Bu teget vektorler

uzay benzeri (space-like) vektorlerdir [10].
Tanim 2.5.1.

H" hiperbolik uzayinda herhangi iki nokta arasindaki hiperbolik uzunluk P;,P, € H"

olmak iizere
¢, = arccos h(_<P1 > PJ>L )

seklinde tanimli reel sayidir [4].
Tanim 2.5.2.
Q,, H" uzaymda P,P,,...,

tepeli bir n-simpleks olsun.

n+l
QuninP, ve P, tepelerine zit ij-y inci ylizlerinin arakesitinin es boyutu 2 dir.

Bu iki ytiz arasindaki agiya dihedral ag1 denir ve 0; ile gosterilir [4].

Tanim 2.5.3.

G= [—cos Gij]

simetrik matrisine Q , simpleksinin gram matrisi denir [4].

12



Tanim 2.5.4.

Q, nin herhangi iki P, P; tepesi arasindaki uzaklik

(p:aI'CCOSh(_<I)i’Pj>L)

seklindedir ve ), nin ayrit uzunlugu olarak tanimlanir.

P.P,,...,P  tepeli Q, hiperbolik n-simpleksinin ayrit matrisi

*0 T n+l

M :|:<P1’PJ>L:| =|-cosh(P,P,), |

seklinde tanimlanir [4].
Lemma 2.5.1.

H"den, ve n, normallerine sahip H, ve H_ diizlemlerinin kesismesi i¢in gerek ve
i j

yeter kosul

‘<ni,nj>L‘ <1
olmasidir [10].
Tanmim 2.5.5.

R (n+1)-boyutlu Lorentz uzayinin n, normalli hiperdiizlemi H, olsun.
H nH"

arakesitine n, normalli (n-1)-boyutlu diizlemi denir [10].

13



Tanim 2.5.6.

R}"uzaymmnH, .H, ,...H, diizlemlerii¢in
(Hnl NH, Nn..nH_ ) NH"

arakesitine H" hiperbolik uzayinin (n-k)-boyutlu diizlemi denir [10].
Tamm 2.5.7.

H" hiperbolik uzaymda Q, hiperbolik simpleksi i¢in P, noktasindaki tepe agisi

A
i i i
(Pi,vpl s Vi VP]

seklinde tanimlanir.

Burada

Vi (i=12,.,n+1)

vektorleri P, tepe noktasindan P; tepe noktalarina ¢izilen teget vektorlerdir [10].

14



3. OKLIiD DUZLEMINDE KONFORMAL UCGENLER

3.1. Oklidyen Konformal Ucgenler

Cooper ve Rivin [12] de Oklid uzayinda konformal simpleks tanimi verip, bu tip
simplekslerin tepe acilarinin degisimini incelemislerdir. Bu bolimde [12] deki

tanimin konformal liggenler i¢in tanitimini yapacagiz.

Tamm 3.1.1 (Oklidyen uzayda konformal dértyiizlii).

AE’ de bir simpleks olsun. P,,P,,P,,P, ile Anin kdselerini, @; ile P,P; koseleri
arasindaki uzunlugu, P, P, kdselerinin tizerinde bulundugu ayrittaki dihedral agiy1 da
0 ile gosterelim. Bu durumda A konformal ise ¢; =1, +r1;,1#j ve 1,...,t, >0 dir
[12].

Bu tanim1 P, P,, P, koseli A tiggeni icin diistiniirsek asagidaki sekli elde ederiz.

Py
n
Iy \.\K.
“/ 61 4
._.-’ \\\\& I
.
=/ 6\\
- 3
j % B,
I’J: _-_d__-_---__-_--_ra
2 — -
e

Sekil 3.1. Oklidyen uzayda konformal iicgen

Bu modellemenin dogrulugunu gésterelim. iki gember diizlemde bir noktada teget ise
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P, ~ AP,
-2

PX=APX veya X =

(PX.PX) =1’
ifadesinden
a=(P,P)+(P,P)-2(P,P,) —t’b=2r’ c=-r’

olmak tuzere

al>+brl+c=0

ifadesinden

Ay = i ve A, = —
SR

PP.

1_|_r

1

olur. Buradan

—

PP

P +r(P,-P)

1

X.. =

j

— i#jvei,j=12,3

PP,

1]

olur. Buradan X;=X; 1#jveij=L2,3 olmak tiizere;

16



-

PP

—

PP

—rijj + rjPi

( —ri]R+rin=(

denklemindei # j ve i=1, j=2 degerini yerine yazarak,

( P}z —rlel +1,P, :( P}z —rszz +1,P,

([p] (a4 |0

PI_I)’2 # 0 olmak lizere

P} 2| Th TG

elde edilir. Benzer sekilde P?P3 =1, +1, ve P;P3 =1, +1, olarak bulunur.

Bu modellemenin dogrulugunu gosterir. Buna goére 3 c¢emberin birbirine gore

durumlarini inceleyelim: X; =X, i#j#kvel,jk=1,2,3 olmakiizere

(Pin -1, |P +1P, [PiPk —ri]Pi+riPk
PP, PP,
olur. |[PP|l=r, +r; oldugunu kullanarak

P+ b _rP +5P
LT, LT,

17



esitliginden ve P:Pi #0ve P:Pj # 0 oldugundan
-5=0,5+5 =0

veya

I =1 Ve L =1
Bu, yarigap negatif deger alamayacagindan ii¢ ¢emberin birbirine ayni anda teget
olamayacagi anlamina gelir.

Simdi ¢emberlerin merkezlerini kdse kabul eden iiggenin kenarlarimi ¢emberlerin

yarigaplari cinsinden ifade edelim.

PP =t +1 ve PP = [(P.P)+(P,P)—2(P,P)
oldugundan

Ve

[P +p "~ ()
2

(P,P)= 3.1)

olarak elde edilir.

Ayn1 zamanda bu ¢emberlerin teget noktasi
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X = rin +rjPi
L+

oldugundan
(X,P) =(X,P,)

Ve

2 2
L ]

L-r

<P19P2> =

Bu ifade Es. 3.1 de i=1ve j=2 degerlerine gore yerine yazildiginda

[B [Pl =5 13

Buradan i # j igin

B =B +5 -1 (3.2)
elde edilir. Es. 3.2 yi Es.3.1 de yerine yazarak

(P.P) =[[B[ ~r ~1r, (-3)

ifadesi bulunur.

Simdi P, P,,P; tepe noktal licgenin
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(P,Py) (P, Py) (P, Py)

(P,P) (P,P) (P,P;)
M =
(P,P) (P,P) (P,Py)

ayrit matrisini ve

2
s

<P1aP1> = ”Pl

(P, Py) = ||P1||2 —1 = 5p,
(P,P)=|P, ||2 o i
(P,,P) =[P +17 -1,

(P, Py) = ||P1||2 —1 -1,
(P, Py =[P +17 -1

esitlikleri kullanilarak da M ayrit matrisini

2 2 2 2 2
i [Pl =5 —nr, [R5 =

3
N 2 2 2 2 2 2 2
M=|[B[ -5 -5, [B] +5 -5 [P -5 -5,

||P1||2 ~1 -1 ||P1||2 -t -nr, [P, ”2 +1 -1
seklinde yazabiliriz. Oklidyen iicgen i¢in |M | =0 oldugundan
Anr,r, (”Pl”2 L+ ”Pl”2 L+ ||P1||2 ¢ —1‘13 —1‘121“2 - 1"121‘3 _rlrzrz) =0

bulunur.

1,51, # 0 olmak iizere
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||P1||2=n(n+rz)[rl+—r3j

L+ +1

elde edilir. Benzer islemler yapilarak

+
<P1aP2> = _r1r2 [&Ja

I +1, + 1

+
(PPy=tr (L]

L +1, 41,

_+_
(P,,P;) =11, [A)’

L+ 40

||P2||2=r2<n+rz>(ﬁj,

L+ +1

B =, >[—j

I

elde edilir. Bunlar1 kullanarak

RE‘=q+5
—
PP||=1 +1,,

PP =1 +1

bulunur.

3.2. Oklid Uzayinda Konformal U¢genin Alam

(3.4)



Teorem 3.2.1.

Okidyen konformal iicgenin ¢evrel cemberinin yarigap1

(5+5,) (5 +5)(r, +1,)
4\/r1r2r3 (5+1,+1;)

olmak lizere alanm

Az\/lrlrzr3 (n,+1,+1;)

seklindedir [13].
jspat.

Es. 3.4 ve [13] den goriiliir.
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4. HIPERBOLIK DUZLEMDE UCGENLER

4.1. Hiperbolik Diizlemde Dogru ve Ucgen Kavrami

Tanim 4.1.1.

o:R—>H" ve x,ye H" i¢in

(y+(x,y)x)

a(t)=coshtx+sinht
Iy + (x, y)x|

egrisine H" nin x, y den gecen dogrusu denir [30].
Tanim 4.1.2.
o:R—>H" ve x,ye H" i¢in

(y—cosht, x)

o(t)=coshtx+sinht :
sinht,

, tef0,t,]

egri par¢asina H" ninX,y ile smirlt dogru pargasi denir [30].
Tanim 4.1.3.

X, ¥,z ¢l ayni1 hiperbolik dogru iizerinde bulunmayan ii¢ nokta olmak iizere;

(y—cosht, x)

o(t)=coshtx+sinht :
sinht,

, tef0,t]

23



(z—coshs, y)

B(s)=coshsy+sinhs , se[0,s,]

sinhs,

(x—coshu, z)

v(u)=coshuz+sinhu , uel[0,u,]

sinhu,

a(tl) = [3(0) ,B(sl) = y(O) ve y(ul) = OL(O) ozelligindeki  dogru  pargalarinin
birlesimine hiperbolik iicgen, liggenin sinirladig1 hiperbolik bolgeye de hiperbolik
licgensel bolge denir [30].

Tanim 4.1.4.

P,,P, Q nn iki kdse noktast olmak tizere;
cosh Oy = —P, Pj>
ozelligindeki @, reel sayisina QninP,, P, ile sinirli ayrit uzunlugu denir [4].

Tanim 4.1.5.

P,P,,P, kose noktali hiperbolik tiggen ) olmak iizere;

-1 —coshg,, —coshe,,
M =|—cosho, -1 —cosh g,,
—cosh@,; —cosho,, -1

matrisine €2 nin ayrit matrisi denir [4].
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Tanim 4.1.6.

P, PP, koseli€Q hiperbolik tiggeninin P, noktasindan gegen kenarlari da

oa:R—>H", B:R—>H" ise
(o (t)|Pk (B (s)|Pk> =cos 6,
olacak sekildeki 0, agisina Q2 nin P, noktasindaki i¢ agisi denir [30].

Py

Sekil 4.1. Hiperbolik uzayda tiggen
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Tanim 4.1.7.

P,,P,,P, kdse noktali hiperbolik {icgen €2 olmak iizere ve 6,,,0,,,0,, de €2 nin ig

acilar1 olmak tizere;

1 —cos0,, —cos0,,
G =|—cos0,, 1 —cos0,,
—co0s0,; —cos0,, 1

matrisine {2 nin gramm matrisi denir [4].
Teorem 4.1.1.

n(n+1)

tane @; =¢@;,i#j, i,j=1,2,..,n+1pozitif reel sayilarin bir Q hiperbolik

simpleksin ayritlart olmasi i¢in gerek ve yeter sart € nin M:[—cosh (piJ ayrit
matrisinin

i) [M]<0

ii) M~ in tiim asli alt matrisleri pozitif taniml

i) M >0,1#j; 1,j=1,2,3

ozelliklerini saglamasidir [4].

Lemma 4.1.1.

0.

ij?

0,.,0, hiperbolik Ucgenin sirasi ile P,P,P noktalarindaki i¢c agilar1 ve

0> 05> @y da Qmin ayritlart olmak tizere;
1. ¢, (P, ®P,P,®P)=n-0,
2. ¢,(P®P,P.®P )=1-0,

3. ¢, (P,®P,P, ®P)=n-0, [5].
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Lemma 4.1.2.

P ve P, R* de space-like vektorler olsun. P, ® P, time-like vektor olmak tizere

HPi ®PjH = ||Pi||HPjH sinh,
dir [5].

Teorem 4.1.2.

0.

ij°

0, ve 0, hiperbolik tiggenin i¢ agilar1 olmak tizere;
0;,+6, +0, <m [S].

fspat.

0,

ij°

0, ve 6,; Q hiperbolik ii¢genin i¢ agilari olsun. P, ®P, , P, ®P, ve P, ®P,

vektorleri lineer bagimsiz iseler

ue P, ®P, ve P, ®P, we P ®P,
HPi®Pj ’ Hl)k®1>j P @R

seklinde yazilabilir. O zaman

(P®P)®(P,®P,)=((P®P)P,)P,

J
Ve
(p,®P)®(P,®P)=((P,®P)oR )P,

oldugunda u®v ve v®w time-like vektorlerdir. Lemma 4.1.2 den
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cos(n(u,v)+n(v,w)) =cosm(u,v)cosn(v,w)—sinn(u,v)sinn(v,w)
=(uev)(vew)+u®v||v@w]
>(uov)(vow)+((u®v)o(v®w))

—(wov)(vew)+{{uem)(ver)-(vow)(uev)
=cosm(u,w)

olur. Buna gére
n(ww)>n(u,v)+n(v,w)
veya

21 (u,w) <n(w,v)+n(v, W)

olur.
Lemma 4.1.1 den n(u,w)= n—0;, n(u,v)= -0, ve n(v,w)=n—6, elde edilir.
Boylece m>6,+0, +0, veya n+0; <0, +0, dir.

0 acisin1 en biyik agi olarak kabul etmek genelligi bozmaz.

n+6, <0, +6, ise n+0;<0, +6,, <m+0, celiskisi elde edilir.

O halde yalnizca 0; +0, +0,; <m olur.

Teorem 4.1.3 ( Hiperbolik ticgen icin sintis kurali ).

0,,0, ve 6,; Q hiperbolik ti¢genin i¢ acilart ve ¢;,9,,0, de sirasi ile P,P, ve P,

1

koselerinin karsisindaki kenarlarin uzunluklari olmak iizere;

sinh ¢ sinh ¢ sinho, [5]

sin O sin@, sin 0,
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Teorem 4.1.4.

Q P,P,,P, kdse noktali hiperbolik iicgen, M ve G de Q2 nin sirasi ile ayrit ve

gramm matrisleri olsun. M., (i =1, 2,3) , M nin asli minorleri olmak tizere;

dir [4].

Sonuc 4.1.1 (Hiperbolik ticgen icin kosiniislerin birinci kurali).

0,,0, ve 6,; Q hiperbolik ti¢genin agilari ve ¢;,9,,9, de sirast ile P,P, ve P,

ij? i

koselerinin karsisindaki kenarlarin uzunluklar1 olmak tizere;

cosh ,; cosh@; —cosh @,

cosO; =

sinh @,; sinh @;;

dir (Burada {i, j,k} , {1, 2, 3} kiimesinin bir permiitasyonudur) [5].
jspat.

Teorem 4.1.4 den agiktir.

Teorem 4.1.5.

Q;P,P,,P, kdse noktalr hiperbolik iicgen,
M ve G de Q nin sirast ile ayrit ve gramm matrisleri olsun.

G, (i =1, 2,3) , G nin asli minorleri olmak tizere;
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dir [4].

Sonuc 4.1.2 (Hiperbolik ticgen icin kosiniislerin ikinci kurali).

0,,0, ve 0,;, Q hiperbolik tiggenin acilari ve ¢;,9, .9, de sirasi ile P,P, ve P,

ij° i i

koselerinin karsisindaki kenarlarin uzunluklari olmak iizere;

COS @;; COS @y +COS Py,

cosho,; = ; ;
sin @, sin @,

dir [5].

fspat.

Teorem 4.1.5 den agiktir.

4.2. Ozel Hiperbolik Ucgenler
Tanim 4.2.1.

Q; P,P,,P, tepeli, 0,,,0,,,0,; dihedral acili ve ¢,,,9,;,¢,; ayrit uzunluklu bir

hiperbolik {iggen olsun. Qe H? olmak iizere 0,=0,=0,,, ¢, =0, =¢,, ve

0, <§ ise Q ya eskenar hiperbolik tiggen denir [14].

Tanim 4.2.2.

Q e H? olmak iizere 0, =0, ve 20, <n—0,, ise Q ya ikizkenar hiperbolik iiggen

denir [14].
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Tanim 4.2.3.

Qe H’ olmak iizere coshq,, =cosh@,;cosh@,, ise Q ya hiperbolik dik iiggen
denir[ 14].

4.3. Ozel Hiperbolik Ucgenlerin Alanlari

Hiperbolik eskenar ticgenin alani

QeH’ ve coshg,, =cosh@,; =cosh@,, =a olmak iizere hiperbolik eskenar liggenin

alanm

Alan(Q)=n— arctan{

(al)(3a+1)mJ

a(a2 —6a—3)

seklindedir [14].

Hiperbolik ikizkenar ticgenin alani

QeH’ , coshe, =coshp, =a ve cosh,, =c olmak iizere hiperbolik ikizkenar

ticgenin alani

—\/(c—l)(Za2 —c—l)(2a+c+1)

3a’—a’c+2ac+2a+c’+c

Alan (Q) = n—arctan

seklindedir [14].
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Hiperbolik dik ticgenin alani

a =cosh @,,,b=cosho,,,c=cosh@,, ve a=bc dzelligindeki Q € H* hiperbolik dik

licgenin alani

— (b2 —1)(c2 —1)(b+c+bc+1)

Alan (Q) = m—arctan (c+1)(b+1)(b+c)

seklindedir [14].

4.4. Hiperbolik Uzayda Konformal Ucgenler

Tanim 4.4.1.

meH? ve reR" olmak iizere {PEH2 :(m,P>:—coshr} kiimesine H> de m

merkezli r hiperbolik yarigapli gember denir [30].
Tanim 4.4.2.

Q, P,,P,,P, kdse noktal1 hiperbolik tiggen olsun.

P, P;ile simirli aynt uzunlugu ¢, olmak tizere
Q; =1 +T;

olacak sekilde 1,r,,r, e R" reel sayilar1 varsa € ya konformal hiperbolik ii¢gen

denir [30].
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Teorem 4.4.1.

Q, P,,P,,P, kdse noktali hiperbolik iiggen olsun. €2 nin konformal olmasi i¢in gerek

ve yeter sart

r>In2 , i=1,2,3 (4.1)

olacak sekilde 1,,r,,r, € R* sayilarmin bulunmasidir [30].

fspat.

Q konformal hiperbolik liggen olsun. @; =1, +1, olacak sekilde t,r, eR" vardur.

Tanim 4.1.5 den

-1 —cosh(r,+1,) —cosh(r, +r;)
M =| —cosh(r, +1,) -1 —cosh(r, +1,) (4.2)
—cosh(r,+1,) —cosh(r, +1) -1

Teorem 4.1.1 den

i)|M| =—4sinhr, sinhr, sinhr, sinh (1, +1, +1;) <0

ii))M™" in asli alt matrisleri (l cschr cschr, eschry csch(r, +1, +1;) =k olmak ﬁzere}

1. . 1
( 1) :‘ksuhz(r1 +1,) é(oosh(r2 —13) —2008h(1, +1; ) +oosh 21 +1, +r3))k
M =]
o I .
olcosh{ ) —Docsh, ) +ash( 2+ 4+ Jsint (1 +5)
| 1 i
( ]) :‘ksmhz(r2 +1;) é(oosh(r1 —1,) —2008h|(1; +13 ) +oosh(r, +21, +r3))k
M| =
- é(oosh(rl —1;) —2008h(1; +1;) +oosh( 1 +25 +1;) | k zltksinhz(r1 +1,)
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iksilhz(rz +x) é(oosh(rl—5)—200811(r1+r2)+008h(r1+r2+%))k

1, .
— cosh( ;) ~2008h( ;) -+aosh( 1+, +25) | i 5+
_1 1 . 2
(M )11,22 =[Zsmh (r] +r2)}
a 1. .,
(M )“,33:{Zsmh (y +r3)}

B 1l .
(M 1)22’33 = [Z sinh’ (r, +r3)}

olup, bu matrisler pozitif tanimlidir.

iii) M,, = cosh(r, +1;, ) cosh(r, +1, ) —cosh(r, +1,) >0 (4.3)
M,; =cosh(r; +1, ) cosh(r, +1, ) —cosh(, +1,) >0 (4.4)
M,, = cosh(r, +1, ) cosh (1, +1, ) —cosh(r, +1,) > 0 (4.5)
M,, =—sinh’(r, +1;), M,, =—sinh® (1, +1,), My, =—sinh’ (1, +1,) (4.6)

esitsizlik sisteminden

ie‘“‘”ﬁg) [1 +e® (—2 +e’ +e’" (1 +e’ (—2 +e’" )))} >0 4.7

%e_(rl+r2+r3) [1 +e™" (—2 +e2i 4ot (1 +e’t (—2 +e™ )))} >0 (4.8)
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%e—(rmzﬂ;) [1 +et (—2 +e 428 (1 +e’® (—2 +et )))} >0 (4.9)

esitlik sistemi elde edilir. Bu sistemi ¢Ozerek
r>In~2 , i=1,23
bulunur.

Tersine, r, > In/2, i=1,2,3 ise Es. 4.7- Es. 4.9 esitsizlikleri saglanir. Bu nedenle

de Es. 4.3-Es. 4.6 esitsizlikleri de saglanmis olur. Buradan

M, M, M,
M=M, M, M,
M,; M,; M

ve Teorem 4.1.4 kullanilarak

-1 —cosh(r,+1,) —cosh(r, +r,)
M =| —cosh(r, +1,) -1 —cosh(r, +1,)
—cosh(r,+1,) —cosh(r, +1,) -1

bulunur. Bu ise ayrit uzunluklart ¢, =1, +1,, @; =1 +1,, @,, =1, +1, olan €2

hiperbolik tiggeninin konformal oldugunu gdsterir.
Teorem 4.4.2.

Q) konformal hiperbolik tiggenin i¢ agilart ile ¢emberlerin yarigaplari arasindaki

bagintilar

cosh(r, +rk)—cosh(ri +rj)cosh(rj +rk)

cosB; = . :
sinh (T, +rk)smh(ri +rj)
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seklindedir [30].
fspat.
Sonug 4.1.1° den agiktir.

4.5. Hiperbolik Uzayda Ozel Konformal U¢genlerin Varhg

Teorem 4.5.1 ( Konformal hiperbolik eskenar ticgen ).

Q, P,P,,P; kose noktali ve P,P, ile siurl ayrit uzunlugu ¢; olan konformal

hiperbolik eskenar ticgen vardir [30].
jspat.

Q) konformal hiperbolik eskenar licgen olsun. Bu durumda ¢,, = ¢,; = ¢,, olup

cosh @, =cosh@,, = cosh¢,, =cosh(r, +1,)

olacagindan
-1 —cosh(r,+1,) —cosh(r, +r,)
M =| —cosh(r, +1,) -1 —cosh(r, +1,) (4.10)
—cosh(r,+1,) —cosh(r +r1,) -1

olur. M, Q) nin ayrit matrisi oldugundan

i)[M] = —(~1+cosh(x, +r2))2 (1+cosh(r; +1,)) <0

ii))M™" in asli alt matrisleri (—1 +3cosh’ (1, +1,)—2cosh’(r, +1,) =m olmak iizere)
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1—cosh’ (1, +1 ) —oosh(; +1,) +cosh’ (1; +1,)

(Ml) _ m m
" | —cosh(, +1,) +oosh’ (1, +1,) 1—cosh’ (1, +1 )
m m
1—cosh’ (1, +1, ) —cosh(; +1,) +cosh’ (1, +1,)
(Ml) _ m m
2| —cosh(r, +1,) +cosh’ (1, +1,) 1—cosh’ (1, +1, )
m m
1—cosh’ (1, +1, ) —cosh (1, +1,) +cosh’ (1; +1,)
(Ml) _ m m
® | —ocosh(r; +1, ) +cosh’ (1, +1,) 1—cosh’ (1, +1, )
m m

B —sinh’ (1, +1,)
(M 1)11’22 :|: |M|1 2 :|

g

olup, bu matrisler pozitif tanimlidir.
iii) M,, =cosh(x, +1, ) (cosh(, +1,)~1) >0
M,; =cosh(r, +1, )(cosh (5, +1,)—1) >0

M,, =cosh(r, +1,)(cosh(f, +1,)—1) >0
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esitsizlik sistemi de biitiin r, € IR" i¢in gegerlidir.

Teorem 4.5.2 ( Konformal hiperbolik ikizkenar iicgen ).

Q, P,P,,P; kose noktali ve P,P, ile siurl ayrit uzunlugu ¢; olan konformal

hiperbolik ikizkenar tiggen vardir [30].
jspat.

Q) konformal hiperbolik ikizkenar licgen olsun. Bu durumda ¢,, = ¢,; olup

cosh@,, =cosh@,, =cosh(r, +1,)

Ve

cosh¢,, = cosh(r, +1;)

olacagindan
-1 —cosh(r,+1,) —cosh(r, +1,)
M =| —cosh(r, +1,) -1 —cosh(r, +1,) (4.14)
—cosh(r,+1,) —cosh(r, +r,) -1
olur.

M, Q nin ayrit matrisi oldugundan

i)|M| =—4sinhr, sinh® r, sinh (1, +1,) <0

ii)yM™" in asli alt matrisleri (—4 sinhr, sinh’ r, sinh (1, +1,) =k olmak iizere)
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1—cosh’ (1, +1,) —oosh(r, +1; ) +cosh’ (1, +1, )

(Ml) = k 2
" | —cosh(r, +1; ) +oosh’ (5, +1 ) 1—cosh’ (1, +1,)
k
1—cosh’ (1, +13) —cosh(r, +1,)(1—cosh(r, +1;))
(M), k
# | —cosh(r; +1, ) (1—cosh(r, +13)) 1—cosh’ (1 +1,)
k
1—cosh’ (1, +13) —cosh(r +1, ) (1—cosh(r, +13) )
), - N
® | —cosh(y +1,)(1—cosh(r, +1,) 1-—cosh’ (5 +1)
k

e

olup, bu matrisler pozitif tanimlidir.

iii) M,, =cosh(r, +1,)(cosh(r, +1,) ~1) >0

M,; =cosh(r, +1,)(cosh(r, +1,) 1) >0
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ln(2+\/§)

ver, =r; > T,rl >In+/2 olmak iizere

M,, = cosh’ (1, +1,) —cosh(r, +1;) >0 (4.17)

oldugundan konformal hiperbolik ikizkenar {iggen vardir.

Teorem 4.5.3.

Q, P,P,,P, kose noktali ve P, P, ile smirli ayrit uzunlugu 0 olan konformal

hiperbolik dik tiggen yoktur [30].
fspat.

Q2 konformal hiperbolik dik tiggen olsun. Bu durumda cosh,, = cosh¢,; cosh@,,

olup

cosh(r, +1,) =cosh(r, +1; ) cosh(r, +1;)

olacagindan
-1 —cosh(r; +1; ) cosh(r, +1,)  —cosh(r, +1;)
M =| —cosh(r, +1;) cosh(r, +1;) -1 —cosh(r, +1;) (4.18)
—cosh(r, +1;) —cosh(r, +1;) -1

olur. M, 2 nin ayrit matrisi oldugundan

i)|M| =—sinh? (1, +1,)sinh*(r, +1,) <0

ii)yM™" in asli alt matrisleri (—sinh2 (1, +1;)sinh’ (1, +1,) =n olmak iizere)
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1—cosh’ (1, +1;) —cosh(r, "‘rs)(l—COShz(rl +r3))

(M1)11: n n
oosh(, 1) 1o +53)) 1’1+ co' (1 +5)

n n
1—cosh’ (1, +1;) —cosh(r, +1,)(1—cosh’ (1, +13))

(Ml)n: n n
moosh{s 1) (1o +5)) 1’1+ cosh(5, 1)

n n

0
n
(Ml )33 B 1—cosh’ (1, +1;)
O 1 3
n

() _{l—coshz(rl+r3)cosh2(r2+r3)}

12 |M|

o e

olup, bu matrisler pozitif tanimlidir. Fakat
iiyM,, =0

oldugundan konformal hiperbolik dik iiggen yoktur.
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[4] den

M, S
cos0. =—= ,i#j;1,j=1,2,3 (4.20)

1
L

ve [15] deki (8) esitliginden

sing, = ML i3
- 9 Ja 17_]_ 9~ . (421)

: VMM

4.6. Konformal Hiperbolik Ucgende i¢c Acilarin Yaricaplar ile Ifadesi

Es. 4.20 ve Es. 4.21 taraf tarafa oranlanir ve M, M;;,M; ve |M| ifadeleri yerine

ij°

yazilirsa

o \/4 sinh; sinhr, sinhr, sinh (1, +1, +1;)
1, = arctan

cosh(r, +1, )cosh(r, +1, ) —cosh(f, +1,) |

o . ( \/4 sinhr; sinhr, sinhr, sinh (1, +1, +1;) J
;5 = arctan

cosh(t, +1,)cosh(r, +1,)—cosh(r, +r,) |’

\/4 sinhr, sinhr, sinhr sinh (1, +1, +1;) J

0,, =arct
= an[cosh(rl +1, )cosh (1, +1,)—cosh (1, +1,)

elde edilir.
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4.7. Ozel Konformal Hiperbolik Ucgenlerde I¢ Agilarin Yarigaplar ile ifadesi

Konformal hiperbolik eskenar iicegende ic acilarin varicaplar ile ifadesi

M.

Es. 420 ve Es. 4.21 taraf tarafa oranlamr ve M;,M;,M; ve |M| ifadeleri yerine

ij?

yazilirsa

0, = 'clrctan[\/cosh(rl tn)+l J )

cosh(r, +1,)

cosh(r, +1,)

9,3=amtan[¢°osh<fl+fz>+1]

Ve

0, = arctan(

\/cosh(rl +r2)+1J

cosh(r, +1,)

elde edilir.

Konformal hiperbolik ikizkenar ticgende ic acilarin yaricaplar ile ifadesi

Es. 4.20 ve Es. 4.21 taraf tarafa oranlanir ve M., M.

1j° 112

M; ve |M| ifadeleri yerine

yazilirsa

\/4 sinhr, sinh® r, sinh (1, +1,)
cosh(r, +1,)(cosh(r, +1,) 1)

2

0,, = arctan
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\/4 sinhr, sinh” r, sinh (1, + 1)
cosh(r, +1,)(cosh(r, +1,)—1)

0,, = arctan

ve

\/4 sinhr, sinh” r, sinh (1, + 1)
0,; = arctan >

cosh® (1, +1,)—cosh(r, +1;)
elde edilir.

4.8. Konformal Hiperbolik U¢genlerde i¢c Acilarin ve Tepe Noktalarimin Esitligi

Es. 4.20 de

M, S
€080 =——=— ,i#]; i,j=12,3
M. M

il il

verilmisti.

Az jizkjzk;i,jk=123 (4.22)

olmak tuzere

M,
M, M

11 22

cosO,, =

Es. 4.2 den M,,,M,, ve M,, hesaplanip yerine yazilirsa

cosh(r, +1,)cosh(r, +1;)—cosh(r, +1,)
\/sinhz (r, +1,)sinh’® (1, +1,)

cos0,, =
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bulunur.

Benzer sekilde Es 4.2 den hesaplanan M,, ,M,, Ve|M | Es 4.22 de kullanilirsa

M

sinP, =
Mll M22

~ \/4 sinhr sinhr, sinhr, sinh (1, +1, +1,)

sinP, =
\/sinhz (r, +1;)sinh’ (1, +1;)

seklinde olur. Buradan

cosh (1, +1,)cosh(r, +1;) —cosh (1, +1, )J

0,, = arccos
\/sinh2 (r, +1,)sinh’ (1, +1;)

(4.23)

\/4 sinhr, sinhr, sinhr, sinh (1, +1, +1) ]

P, = arcsin
\/sinhz (1, +1;)sinh’ (1, +1,)

bulunur.

Es 4.23 {in sag tarafinin cosiniisii hesaplayalim.

\/4s1nhr1 sinhr, sinhr sinh (1, +1, +71,)

\/sinhz (r, +1;)sinh’ (1, +1;)

cos| arcsin

\/4 sinhr, sinhr, sinhr, sinh (1, +1, +1,)

\/sinhz (r, +r,)sinh’ (1, +1,)

= [1—sin?| arcsin
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2

~ \/4 sinhr, sinhr, sinhr; sinh (1, +1, +1,)

\/sinhz (r, +1,)sinh’ (1, +1;)

\/sinhz (1, +1,)sinh® (1, +1;) —4sinhr sinhr, sinhr, sinh (1, +1, +1;)

sinh(r, +1, )sinh (1, +1;)
olur. Gerekli hesaplamalar yapildiginda
sinh’ (1, +1, )sinh® (1, +1,) —4sinhg, sinhr, sinhr, sinh (5, +1, +1,) = (cosh(r, + 1, )cosh(r, +1,) —cosh (1, +r, ))2
olarak bulunur. Boylece

912 = P3

esitligi elde edilir. Benzer islemler yapildiginda

0,,=P
ve
6,=P,
olur.

4.9. Ozel Konformal Hiperbolik Uggenlerde i¢ Acilarin ve Tepe Noktalarinin
Esitligi

Konformal hiperbolik eskenar iicgende ic acilarin ve tepe noktalarinin esitligi

Es. 4.20 de

M; S
c0sO; =—=—= ,i#j;1,j=12,3
M. M

ii ji

verilmisti.
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sinP, = A= izk,j=k;1,5,k=1,2,3
_Mli )(_MJ_]
olmak tlizere
M
cosB,, = =
M11M22

Es. 4.10 dan M,,,M,, ve M,, hesaplanip yerine yazilirsa

cosh(r, +1,)(cosh (5, +1,)-1)

sinh” (1, +1,)

cos0,, =

bulunur.

(4.24)

Benzer sekilde Es. 4.10 dan hesaplanan M,,,M,, ve |M| Es. 4.24 de kullanilirsa

=M

sinP, =
Mll M22

\/(cosh(rl +r2)—1)2 (cosh(r, +1,)+1)

sinh* (1, +1,)

sinP, =

sekinde olur. Buradan

e12 = arccos COSh(rl +r2)(COSh(I'1 +r2)_1) b
sinh* (r1 +r2)
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\/(cosh(rl +r2)—1)2 (COSh(rl +r2)+1) (4.25)
sinh* (1, +1,)

P, = arcsin

bulunur.

Es. 4.25 in sag tarafinin cosiniisii hesaplayalim.

\/(cosh (n+1,)- 1)2 (cosh(r, +1,)+1)

\/sinh4 (r+1,)

cos| arcsin

(cosh(r +1,)— 1) (cosh(r; +1,)+1)

1—sin?| arcsin
sinh” (1, +1,)

2

cosh (5+1,)- 1) (cosh(r +r )+1)

sinh* (r1 +1,)

\/sinh2 ( +I'2)—(COSh(I'1 +I'2)—1)2 (cosh(r1 +r2)+1)
sinh? (1, +1,)

olur. Gerekli hesaplamalar yapildiginda

sinh’ (1, +1,)—(cosh(r, +1, ) —1)2 (cosh(r, +1,)+1)=cosh® (1, +1, ) (cosh(x, +r2)—1)2

olarak bulunur.
Boylece
912 = P3

esitligi elde edilir. Benzer islemler yapildiginda
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923 = Pl
Ve
e13 = Pz

olur.

Konformal hiperbolik ikizkenar ticgende ic acilarin ve tepe noktalarinin esitligi

Es. 4.20 de

M, oL
cosO; = ——— ,izj;1,j=12,3
M. M

il il

verilmisti.

Az 1=k, j#k;1,,k=1,2,3

olmak tlizere

M12
M11M22

cos0,, =

Es. 4.14 den M, ,,M,, ve M,, hesaplanip yerine yazilirsa

cosh (r, +1, ) (cosh(r, +1,)—1)
\/sinhz (r, +1,)sinh® (1, +1,)

cosO, =

bulunur.

(4.26)

Benzer sekilde Es. 4.14 dan hesaplanan M,,M,, ve |M| Es. 4.26 da kullanilirsa
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_ \J4sinhr; sinh’ r, sinh (1, +1, )

sinP, =
\/sinhz (r, +1,)sinh® (1, +1,)

seklinde olur. Buradan

cosh(r, +1,)(cosh(r, +1,) I)J

0,, = arccos
\/sinhz (1, +1;)sinh’ (1, +1,)

\/4 sinhr, sinh” r, sinh (1, +1,) ]

P, = arcsin
\/sinh2 (r, +1,)sinh’ (1, +1,)

bulunur.

Es. 4.27 nin sag tarafinin kosiniisiinii hesaplayalim.

[ . [\/4sinhrl sinh’r, sinh (T, +r2)H
cos| arcsin

\/sinhz (1, +1;)sinh’ (1, +1,)

1 1 2 .
= |1-sin*| arcsin \/4 sinhr, sinh” r, sinh (1, +1,)
\/Sil’lhz (rz + I ) Sil’lh2 (rl + T, )
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2

1 \/4Sinh 1, sinh’ 1, sinh (1, +1,)
\/Sinh2 (1‘2 +1 ) sinh” (rl th )

\/sinhz (r, +1,)sinh® (1, +1,) —4sinh, sinh’ 1, sinh (1, +1, )

sinh’ (1, +1; )sinh’ (1, +1,)

olur. Gerekli hesaplamalar yapildiginda

sinh® (1, +1; )sinh® (1, +1,) —4sinhr, sinh” r, sinh (1, +1, ) =cosh® (1, +1, )(cosh(r2 +1,) - 1)2

olarak bulunur.
Boylece
e12 = P3

esitligi elde edilir. Benzer islemler yapildiginda

0,,=P,
ve
0,,=P,
olur.

4.10. Hiperbolik Uzayda Konformal ve Ozel Konformal Ucgenlerin Alanlar

Konformal hiperbolik ticgenin alani

Q konformal hiperbolik eskenar liggen olsun. Bu durumda ¢,,¢,;,¢,, ayrit

uzunluklar ve

cosh¢,, = cosh(r, +1,),
cosh ¢, = cosh(r, +1,),

cosh ¢@,, = cosh(r, +1,)
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olmak tuzere

\/4sinhr1 sinhr, sinhr,sinh (x, +1, +1,) (cosh(r, +1,) +cosh (r, +1,) + cosh(r, +1,) +1)

4sinhr; sinhr, sinhrsinh (1, +1, +r3)7((cosh(r1 +r2)+1)(cosh(r1 +r3)+1)(cosh(r2 + 1“3)4—1))

Alan(Q) = n —arctan

seklinde elde edilir.

Konformal hiperbolik eskenar iicgenin alani

Q konformal hiperbolik eskenar iicgen olsun. Bu durumda ¢, =¢,;=0¢,, ve

cosh@,, = cosh @, = cosh¢,, =cosh(r, +1,) olup

(cosh (1, +1,)~1)(3cosh (1, +1,)+1)y/2cosh (r,+1,) +1
cosh(rl +r2)(cosh2 (, +r2)—6cosh(r1 +r2)—3)

Alan (Q) = n—arctan

seklinde elde edilir.

Konformal hiperbolik ikizkenar ticgenin alani

Q konformal hiperbolik ikizkenar iicgen olsun. Bu durumda ¢, =¢,; ve

cosh,, = cosh @, =cosh(r, +1,) , cosh@,, = cosh(r, +1;) olup

—\/(cosh(r2 +r)- l)(2coshZ (1, +1,)—cosh(r, +r3)—1)(2cosh(r1 +1,)+cosh(r, +1,) + 1)

cosh’ (1, +1,)(3 - cosh(r, +1,)) + 2cosh (1, +r,)(cosh(r, +1,) + 1)+ cosh(r, + 1, ) (cosh(r, +1,) +1)

Alan(Q) = —arctan

seklinde elde edilir.
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