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1. GİRİŞ  

İki nokta arasındaki en kısa uzaklığın bu noktalar arasındaki doğru parçasının 

uzunluğu olduğu hipotezi Archimedes tarafından [1] de kullanılmıştır. Dokuzuncu 

yüzyıl sonunda bir yüzey üzerindeki herhangi iki noktayı birleştiren en kısa yolu 

bulma probleminden geodezik kavramı ortaya çıkmıştır. 1732 yılında Euler [2] de bir 

yüzey üzerindeki geodeziklerin diferansiyel denklemini yayınlamıştır. Böylece iki 

noktaya bağlı olarak verilen geodeziklerin sadece yüzeyin cinsine bağlı olarak 

verilebileceği gösterilmiştir. Archimedes ve Apollonius’un ortaçağdaki 

çalışmalarının Latin tercümeleri ve 1637 de Fermat ve Dekart’ın analitik geometriye 

girişleri 19. yüzyılın ilk yarısında düzlem eğrilerinin teğetlerini bulmak için 

kullanılan geometrik tekniklerin gelişmesini sağlamıştır. Bir lineer olmayan eğrinin 

uzunluğunu veren ve analitik geometri kullanılarak elde edilen cebirsel formül 
2 3y x= , 1658 civarında Neil van Heuraet ve Fermat tarafından ayrı ayrı 

bulunmuştur. 19. yüzyılın dördüncü çeyreğinde öklidyen yay uzunluğu elementi 

Newton ve Leibnitz tarafından bağımsız olarak bulunmuş ve bu iki geometrici 

düzlem eğrisinin yay uzunluğunu integral kullanarak hesaplamışlardır. Metrik 

uzaylarda yay uzunluğu kavramına 1930 yılında [3] de Menger tarafından girilmiştir. 

 

Bu tezde, öklidyen uzaydaki konformal yapılanmadan faydalanılarak, hiperbolik 

uzaydaki konformal yapılanmaları ve hiperbolik uzayda özel konformal üçgenlerin 

alanları ile tepe noktalarının ve iç açılarının yarıçapları cinsinden ifadeleri 

incelenmiştir. 
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2. ÖN BİLGİLER 

2.1. Öklidyen Uzay  

Tanım 2.1.1. 

X ve Y iki metrik uzay olmak üzere, x, y X∀ ∈ için : X Yφ → dönüşümü  

 

( ) ( )( ) ( )Y Xd x , y d x, yφ φ =   

 

eşitliğini sağlıyor ise φ  ye bir izometri denir. φ  dönüşümü birebir ve örten bir 

dönüşümdür. nE den kendisi üzerine tanımlı izometri, öklidyen izometri olarak 

adlandırılır [5]. 

  

Tanım 2.1.2. 

n n:φ →\ \  dönüşümü, nx, y∀ ∈\ için  

 

( ) ( )x , y x, yφ φ =  

 

eşitliğini sağlıyorsa, φ  ye ortogonal dönüşüm denir [5]. 

 

Tanım 2.1.3. 

[ ]a,b , \  de kapalı bir aralık ve a b<  olmak üzere [ ]: a, b Xγ → sürekli 

fonksiyonuna X metrik uzayında bir eğri denir.  

Eğer X= nE  ise γ  eğrisinin lineer olması için gerek ve yeter şart, [ ]t a,b∀ ∈  için  

( )( ) ( ) ( ) ( )( )a t b a a t b aγ + − = γ + γ − γ    

olmasıdır [5]. 
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Tanım 2.1.4. 

nE in x, y, z gibi üç noktası için  

 

( )y x t z x= + −   

 

olacak şekilde bir [ ]t 0,1∈  reel sayısı varsa bu üç noktaya doğrusaldır denir [5]. 

 

Tanım 2.1.5. 

[ ]a,b , \ de kapalı bir aralık ve a b< olmak üzere [ ]: a,b Xα →  dönüşümü uzunluk 

koruyan sürekli bir fonksiyon ise α  ya X metrik uzayında bir jeodezik yay denir [5]. 

 

Tanım 2.1.6. 

Bir X metrik uzayında x, y X∈ için [ ]: a,b Xα →  jeodezik yayının görüntüsüne, 

başlangıç noktası x, bitiş noktası y olan jeodezik parçası denir. nE in jeodezik 

parçaları, kendisinin doğru parçalarıdır [5]. 

 

Tanım 2.1.7. 

X bir metrik uzay olsun. x, y X∈ ayrık çifti için x ve y’yi içeren bir tek jeodezik 

parça varsa X metrik uzayına jeodezik olarak konvekstir denir [5]. 

 

Tanım 2.1.8. 

X bir metrik uzay olmak üzere : Xλ →\  jeodezik doğrusunun görüntüsüne X 

metrik uzayında bir jeodezik denir. nE in jeodezikleri kendisinin doğrularıdır [5].  
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Tanım 2.1.9. 

nE öklidyen uzayında bir koordinat sistemi { }1 2 nx ,x ,..., x  olmak üzere 

 
n

i i
i 1

a x b 0
=

+ =∑  

 

ile tanımlanan hiperdüzlem B olsun. 

 

nE de ( ) ( )
n

n
1 i i

i 1

B P a x P b 0 0 ,P E
=

⎧ ⎫
= + > < ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑  

 

şeklinde tanımlanan alt uzaya yarı-uzay denir [6]. 1B B∪ kümesine kapalı yarı-uzay 

denir [5].  

 

2.2. Lorentz Uzayı  

nx, y∈\  iki vektör ve n 0>  olsun. x ile y’nin  lorentzian iç çarpımı 

 

1 1 2 2 n nL
x, y x y x y ... x y= − + + +  

 

ile tanımlanan indefinit bir iç çarpımdır. Bu iç çarpımla birlikte n\ uzayına lorentz 

uzayı denir. n
1\ ile gösterilir [2]. n

1\ uzayında bir vektörün normu, 

1
2

L
x x, x=  

 

ile tanımlanır. x ve y vektörünün lorentz uzunluğu  

( )Ld x, y x y= −  

ile tanımlanır [5]. 
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Tanım 2.2.1. 

n
1\  Lorentz uzayında x 0=  olacak şekilde bütün x lerin kümesine, yani;  

 

{ }n 2 2 2 2
1 n 1 2 n 1x x x x ... x −∈ = + + +\  

 

şeklindeki n 1C −  kümesine ışık-konisi (light-cone) denir. x 0=  ise x vektörüne ışık-

benzeri (light-like veya null ) vektör denir [5].  

 

Tanım 2.2.2. 

n
1x∈\  için L

x,x 0>  ise x vektörüne uzay benzeri (space-like) vektör denir.       

n 1C −  hiperkonisinin dışı, n
1\  in uzay benzeri vektörlerden oluşan                        

açık alt kümesidir [5,8,9].  

 

Tanım 2.2.3. 

n
1x∈\  için L

x,x 0<  oluyorsa x vektörüne zaman benzeri (time-like) vektör denir. 

n 1C −  hiperkonisinin içi, n
1\  in zaman benzeri vektörlerinden oluşan açık alt 

kümesidir. Eğer 1x 0>  ise x vektörüne pozitif zaman benzeri, 1x 0<  ise x vektörüne 

negatif  zaman benzeri denir [5,8,9]. 

Tanım 2.2.4. 

Sıfırdan farklı n
1x, y∈\  için L

x, y 0=  oluyorsa x ve y vektörlerine lorentz 

ortogonaldir denir [2].  
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Teorem 2.2.1. 

Sıfırdan farklı n
1x, y∈\ vektörleri Lorentz ortogonal olsun. eğer x vektörü zaman 

benzeri ise y vektörü uzay benzeridir [5]. 

 

İspat. 

[5] de sayfa 60-61 de görülebilir. 

 

Önerme 2.2.1. 

n
1\ in bir V alt vektör uzayının, zaman benzeri olması için gerek ve yeter koşul V nin 

en az bir zaman benzeri vektöre sahip olmasıdır. 

Uzay benzeri olması için gerek ve yeter koşul V deki sıfırdan farklı her vektörün 

uzay benzeri olmasıdır. 

Işık benzeri olması için gerek ve yeter koşul V deki sıfırdan benzeri her vektör için 

L
x,x 0=  olmasıdır [5,9]. 

 

Tanım 2.2.5. 

x ve y, n
1\  de pozitif ya da negatif zaman benzeri iki vektör olsun.  

 

( )L
x, y x y cosh x, y= − η  

olacak şekilde negatif olmayan bir tek ( )x, yη reel sayısı vardır. x ve y arasındaki 

lorentz zaman benzeri (time-like) açı ( )x, yη olarak tanımlanır [5,8]. 
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2.3. Hiperbolik Uzay  

{ }n n 1
0 1 L

H x x, x 1+= ∈ = −\  

 

kümesine n boyutlu birim pseudo-hiperbolik uzay denir. n
0H uzayının iki bağıntılı 

bileşeni n
0,H +  ve n

0,H −  olmak üzere, bu bileşenlerin her biri n-boyutlu hiperbolik 

uzayın bir bileşeni olarak alınabilir. Biz literatüre bağlı kalarak hiperbolik uzayın 

modeli olarak pozitif bileşeni göz önüne alacağız; yani n n n 1
0, 1H H +
+ = ⊂\  olarak 

alacağız [5].    

 

Tanım 2.3.1. 

n n 1
1x, y H +∈ ⊂ \ ve x ile y arasında Lorentz zaman benzeri açı ( )x, yη  olsun. x ile y 

arasındaki hiperbolik uzunluk 

  

( ) ( )Hd x, y x, y= η  

 

şeklinde tanımlı bir reel sayıdır. 

 

( )L
x, y x y cosh x, y= − η  

 

olduğundan 

 

( )H L
coshd x, y x, y= −  

 

olur [5,9]. 
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Teorem 2.3.1. 

Hd uzunluk fonksiyonu nH  üzerinde bir metriktir [5]. 

 

İspat. 

[5] den görülebilir. 

 

Tanım 2.3.2. 

Hd metriği ile birlikte nH uzayı hiperbolik n-uzay olarak adlandırılır [5]. 

 

Tanım 2.3.3.  

nH in bir doğrusu n 1
1
+\  in iki boyutlu zaman benzeri alt vektör uzayı ile nH in ara 

kesitidir. nx, y H∈ vektörleri n 1+\  in ( )V x, y  ile gösterilen iki boyutlu bir zaman 

benzeri alt uzayını gererler. Böylece  

 

( ) ( )nL x, y H V x, y= ∩  

 

x ve y den geçen nH  in bir doğrusudur. Buna göre, nH  in jeodezikleri onun 

doğrularıdır [5]. 

 

Tanım 2.3.4. 

nH in bir m-düzlemi n 1
1
+\  in ( )m 1+  boyutlu zaman benzeri alt vektör uzayı ile nH  

in arakesitidir. nH in bir hiperbolik 1-düzlemi onun hiperbolik doğruları, hiperbolik 

( )n 1− -düzlemi onun hiperdüzlemi olarak adlandırılır [5]. 
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2.4. Öklidyen ve Hiperbolik Uzayda Tanımlar  

Burada n nX E , H=  olarak alınacaktır. 

 

Tanım 2.4.1. 

X in bir alt cümlesi C olsun. x, y C∀ ∈ ayrık çifti için x ve y yi içeren doğru parçası 

C de kalıyorsa, C kümesine konveks küme denir [5]. 

 

Tanım 2.4.2.  

X in bir H hiperdüzlemi, X uzayını iki kapalı yarı-uzaya böler. Bu yarı-uzayların 

sınırı hiperdüzlemdir [5].  

 

Teorem 2.4.1.  

X de kapalı bir konveks küme yarı-uzayların arakesitidir [5]. 

 

Tanım 2.4.3. 

X de bir konveks polihedron, boştan farklı sonlu sayıda iH  kapalı yarı uzayların 

arakesitinden oluşur ve 

 
k

i
i 1

P H
=

=∩  

 

şeklinde ifade edilir [9]. 

 

Tanım 2.4.4. 

X de bir konveks alt küme C olsun. C∂ in boştan farklı en büyük konveks kümesine 

C nin bir kenarı denir [5].  
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Tanım 2.4.5. 

X de n-boyutlu bir konveks polihedron P olsun, k 1,2,...,n 1= +  için                        

P nin bir k-yüzü (face), P nin (k+1)-yüzünün bir kenarı (side) olarak tanımlanır [5]. 

 

Tanım 2.4.6. 

X de n-boyutlu bir konveks polihedron P olsun, P nin 0-yüzüne, P nin tepesi (vertex) 

denir [5].  

 

Tanım 2.4.7. 

X in bir A alt kümesi için, A yı içeren X in bütün konveks alt kümelerinin arakesitine 

A nın konvekslik bölgesi denir [5]. 

 

Tanım 2.4.8. 

X de n-boyutlu bir polihedron P olsun. Eğer P nin sonlu sayıda tepe noktası varsa ve 

P bu tepelerin konvekslik bölgesi ise P ye bir çok köşeli (politop) denir [5]. 

 

Tanım 2.4.9. 

Eğer 0 1 nx , x ,..., x  noktaları n den daha küçük bir düzlemde kapsanmıyorsa bu nokta 

kümesine genel durumludur denir [10]. 

 

Önerme 2.4.1.  

X in boştan farklı bir alt kümesi S olsun. S tarafından gerilen ve S yi içeren bir en 

küçük alt uzay vardır ve S  ile gösterilir. Bu uzay S yi içeren bütün alt uzayların 

arakesitidir [10].  
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Sonuç 2.4.1. 

Eğer ( )boy X n= <∞  ise X in { } ( )0 1 nx ,x ,..., x , n 1+  nokta kümesi oluşturması için 

gerek ve yeter şart 0 1 nx ,x ,..., x X=  olmasıdır [10]. 

 

Tanım 2.4.10. 

nX E= in bir { }0 1 kx ,x ,..., x , ( )k 1+  nokta kümesine; 0 1 kboy x ,x ,..., x k=  oluyorsa 

afin bağımsızdır denir [10]. 

 

Tanım 2.4.11. 

X de ( )n 1+  tepe noktalı, n-boyutlu bir politop a bir n-simpleks denir [5]. 

 

Tanım 2.4.12. 

nX E= de n-simpleks, { }0 1 nx ,x ,..., x  gibi nE in afin bağımsız ( )n 1+  noktasının 

konvekslik bölgesi olarak tanımlanır. İki boyutlu simplekse üçgen, üç boyutlu 

simplekse dörtyüzlü (tetrahedron) denir [10]. 

 

2.5. Hiperbolik n-Simpleksler 

( )i iOP P i 1,2,..., n 1
→

= = + olmak üzere, n n 1
1 2 n 1 1P , P ,..., P H +

+ ∈ ⊂ \  için iP  ler nH  in 

elemanı olduğundan (pozitif) zaman benzeri (time-like) vektörlerdir. Bu durumda  

i iP ,P 0=  olur. nH de ( )n 1+  tepe noktalı, 

 

H 1 2 n 1P ,P ,...,P +Ω =  

 

kümesi genel durumludur ve konvekslik bölgesidir. HΩ ya nH  de n boyutlu bir n-

simpleks denir [10]. 
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( )
j

i
P j i j iV P P , P P i, j 1, 2,..., n 1= + = +  

 

vektörleri iP  tepesindeki jP  doğrultusundaki teğet vektörlerdir. Bu teğet vektörler 

uzay benzeri (space-like) vektörlerdir [10].  

 

Tanım 2.5.1. 

nH hiperbolik uzayında herhangi iki nokta arasındaki hiperbolik uzunluk n
i jP ,P H∈

olmak üzere  

 

( )ij i j L
arccos h P , Pϕ = −   

 

şeklinde tanımlı reel sayıdır [4]. 

 

Tanım 2.5.2. 

HΩ , nH  uzayında 1 2 n 1P ,P ,..., P + tepeli bir n-simpleks olsun.  

HΩ nin iP  ve  jP  tepelerine zıt ij-y inci yüzlerinin arakesitinin eş boyutu 2 dir.  

Bu iki yüz arasındaki açıya dihedral açı denir ve ijθ ile gösterilir [4].   

 

Tanım 2.5.3. 

ijG cos⎡ ⎤= − θ⎣ ⎦  

 

simetrik matrisine HΩ  simpleksinin gram matrisi denir [4]. 

 

 

 

 



13 

Tanım 2.5.4. 

HΩ nın herhangi iki i jP , P  tepesi arasındaki uzaklık  

 

( )i j L
arccos h P ,Pϕ = −  

 

şeklindedir ve HΩ  nın ayrıt uzunluğu olarak tanımlanır. 

1 2 n 1P ,P ,..., P + tepeli HΩ  hiperbolik n-simpleksinin ayrıt matrisi 

 

i j i j LL
M P , P cosh P , P⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = −⎣ ⎦⎣ ⎦  

 

şeklinde tanımlanır [4].  

 

Lemma 2.5.1. 

nH de in  ve jn  normallerine sahip 
i jn nH ve H  düzlemlerinin kesişmesi için gerek ve 

yeter koşul  

 

i j L
n , n 1<  

 

 olmasıdır [10]. 

 

Tanım 2.5.5. 

n 1
1
+\  (n+1)-boyutlu Lorentz uzayının in  normalli hiperdüzlemi 

inH  olsun.  

 

i

n
nH H∩  

 

arakesitine in normalli (n-1)-boyutlu düzlemi denir [10]. 
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Tanım 2.5.6. 

n 1
1
+\ uzayının

1 2 kn n nH , H ,..., H     düzlemleri için  

 

( )1 2 k

n
n n nH H ... H H∩ ∩ ∩ ∩  

 

arakesitine  H n hiperbolik uzayının (n-k)-boyutlu düzlemi denir [10]. 

 

Tanım 2.5.7. 

nH hiperbolik uzayında HΩ  hiperbolik simpleksi için iP  noktasındaki tepe açısı 

 

1 i n 1

i i i
i P P PP ,V ,...,V ,...,V

+

∧⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

şeklinde tanımlanır.  

Burada  

 

( )
j

i
PV i 1,2,..., n 1= +   

 

vektörleri iP  tepe noktasından jP  tepe noktalarına çizilen teğet vektörlerdir [10]. 
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3. ÖKLİD DÜZLEMİNDE KONFORMAL ÜÇGENLER 

3.1. Öklidyen Konformal Üçgenler 

Cooper ve Rivin [12] de Öklid uzayında konformal simpleks tanımı verip, bu tip 

simplekslerin tepe açılarının değişimini incelemişlerdir. Bu bölümde [12] deki 

tanımın konformal üçgenler için tanıtımını yapacağız. 

 

Tanım 3.1.1 (Öklidyen uzayda konformal dörtyüzlü).  

3,EΔ  de bir simpleks olsun. 1 2 3 4P ,P ,P ,P ile Δ nin köşelerini, ijϕ  ile i jP , P   köşeleri 

arasındaki uzunluğu, i jP , P  köşelerinin üzerinde bulunduğu ayrıttaki dihedral açıyı da 

ijθ  ile gösterelim. Bu durumda Δ  konformal ise ij i jr r , i jϕ = + ≠  ve 1 4r ,..., r 0> dır 

[12]. 

Bu tanımı 1 2 3P ,P ,P  köşeli Δ  üçgeni için düşünürsek aşağıdaki şekli elde ederiz.  

 

 
 

Şekil 3.1. Öklidyen uzayda konformal üçgen 

 

Bu modellemenin doğruluğunu gösterelim. İki çember düzlemde bir noktada teğet ise  
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i jPX P X
→ →

= λ  veya i jP P
X

1
−λ

=
−λ

 . 

2
i i iPX,PX r
→ →

〈 〉 =  

 

ifadesinden 

 
2

i i j j i j ia P ,P P ,P 2 P ,P r= 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉 − 2
ib 2r= 2

ic r= −  

 

olmak üzere 

 
2a b c 0λ + λ + =  

 

ifadesinden 

 

i
1

i j i

r

PP r
→

−
λ =

−
 ve i

2

i j i

r

PP r
→

λ =
−

 

 

bulunur. Bunları kullanarak,  

 

i

i j i

r

P P r
→

−
λ =

−
  

 

olur. Buradan 

 

( )i j i i j i

ij

i j

P P P r P P
X i j ve i, j 1, 2,3

P P

→

→

+ −
= ≠ =  

 

olur. Buradan ij jiX X i j ve i, j 1, 2,3= ≠ =  olmak üzere; 
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i j i i i j i j j j j iPP r P r P PP r P r P
→ →⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

denkleminde i j ve i 1, j 2≠ = =  değerini yerine yazarak, 

 

1 2 1 1 1 2 1 2 2 2 2 1P P r P r P P P r P r P
→ →⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

( )1 2 1 2 1 2P P r r P P 0
→ →⎛ ⎞− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

1 2P P 0
→

≠  olmak üzere 

 

1 2 1 2P P r r
→

= +  

 

elde edilir. Benzer şekilde 1 3 1 3P P r r
→

= +  ve 2 3 2 3P P r r
→

= +  olarak bulunur.  

Bu modellemenin doğruluğunu gösterir. Buna göre 3 çemberin birbirine göre 

durumlarını inceleyelim: ij ikX X i j k ve i, j, k 1, 2,3 olmak üzere= ≠ ≠ =  
 

i j i i i j i k i i i k

i j i k

P P r P r P P P r P r P

P P P P

→ →

→ →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=  

 

olur. i j i jPP r r
→

= +  olduğunu kullanarak 

 

i j j i i k k i

i j i k

r P r P r P r P
r r r r
+ +

=
+ +  
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eşitliğinden ve   k iP P 0
→

≠ ve k jP P 0
→

≠  olduğundan 

 

j kr r 0− =  , i kr r 0+ =  

 

veya 

 

j kr r=  ve k ir r= − . 

 

Bu, yarıçap negatif değer alamayacağından üç çemberin birbirine aynı anda teğet 

olamayacağı anlamına gelir. 

Şimdi çemberlerin merkezlerini köşe kabul eden üçgenin kenarlarını çemberlerin 

yarıçapları cinsinden ifade edelim. 

 

i j i jPP r r
→

= +  ve i j i i j j i jP P P , P P , P 2 P , P
→

= 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉  

 

olduğundan 

 

i j i i j j i jr r P , P P , P 2 P , P+ = 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉  

 

ve 

 

( )222
i j i j

i j

P P r r
P ,P

2
+ − +

〈 〉 =                                                                              (3.1) 

 

olarak elde edilir.  

 

 

Aynı zamanda bu çemberlerin teğet noktası            
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i j j i

i j

r P r P
X

r r
+

=
+

 

 

olduğundan 

 

1 2X,P X,P〈 〉 = 〈 〉  
 

ve 
2 2

1 2 2 1
1 2

1 2

r P r P
P , P

r r
−

〈 〉 =
−

. 

 

Bu ifade Eş. 3.1 de i 1 ve j 2= =  değerlerine göre yerine yazıldığında 

 
2 2 2 2

1 2 1 2P P r r− = − . 

 

Buradan i j≠  için  

 
22 2 2

i j i jP P r r= + −                                                                                                (3.2) 

 

elde edilir. Eş. 3.2 yi Eş.3.1 de yerine yazarak 

 
2 2

i j i i i jP , P P r r r〈 〉 = − −                                                                                            (3.3) 

 

ifadesi bulunur.  

 

 

 

 

 

Şimdi 1 2 3P ,P ,P  tepe noktalı üçgenin 
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1 1 1 2 1 3

1 2 2 2 2 3

1 3 2 3 3 3

P , P P , P P , P
M P , P P , P P , P

P , P P , P P , P

〈 〉 〈 〉 〈 〉⎡ ⎤
⎢ ⎥= 〈 〉 〈 〉 〈 〉⎢ ⎥
⎢ ⎥〈 〉 〈 〉 〈 〉⎣ ⎦

 

 

ayrıt matrisini ve 

 
2

1 1 1

2 2
1 2 1 1 1 2

2 2
1 3 1 1 1 3

2 2 2
2 2 1 2 1

2 2
2 3 1 1 2 3

2 2 2
3 3 1 3 1

P , P P ,

P , P P r r r ,

P , P P r r r ,

P , P P r r ,

P , P P r r r ,

P , P P r r

〈 〉 =

〈 〉 = − −

〈 〉 = − −

〈 〉 = + −

〈 〉 = − −

〈 〉 = + −

 

 

eşitlikleri kullanılarak da M ayrıt matrisini 

 
2 2 22 2

1 1 1 1 2 1 1 1 3
2 2 22 2 2 2

1 1 1 2 1 2 1 1 1 2 3
2 2 22 2 2 2

1 1 1 3 1 1 2 3 1 3 1

P P r r r P r r r

M P r r r P r r P r r r

P r r r P r r r P r r

⎡ ⎤− − − −
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − − + − − −
⎢ ⎥

− − − − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

şeklinde yazabiliriz. Öklidyen üçgen için 0M =  olduğundan 

 

( )2 2 2 3 2 2
1 2 3 1 1 1 2 1 3 1 1 2 1 3 1 2 34r r r P r P r P r r r r r r r r r 0+ + − − − − =  

 

bulunur.   

 

 

 

 

1 2 3r r r 0≠ olmak üzere 
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( )2 1 3
1 1 1 2

1 2 3

r rP r r r
r r r

⎛ ⎞+
= + ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠  

 

elde edilir. Benzer işlemler yapılarak 

 

( )

( )

1 2
1 2 1 2

1 2 3

1 3
1 3 1 3

1 2 3

2 3
2 3 2 3

1 2 3

2 2 3
2 2 1 2

1 2 3

2 2 3
3 3 1 3

1 2 3

r rP ,P r r ,
r r r

r rP ,P r r ,
r r r

r rP , P r r ,
r r r

r rP r r r ,
r r r

r rP r r r
r r r

⎛ ⎞+
〈 〉 = − ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞+
〈 〉 = − ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞+
〈 〉 = − ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞+
= + ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞+
= + ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠  

 

elde edilir. Bunları kullanarak 

 

1 2 1 2

1 3 1 3

2 3 2 3

P P r r ,

P P r r ,

P P r r

→

→

→

= +

= +

= +

                                                                                                         (3.4) 

 

bulunur. 

 

 

 

 

 

 

3.2. Öklid Uzayında Konformal Üçgenin Alanı  
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Teorem 3.2.1. 

Ökidyen konformal üçgenin çevrel çemberinin yarıçapı 

 

( )( )( )
( )

1 2 1 3 2 3

1 2 3 1 2 3

r r r r r r
R

4 r r r r r r

+ + +
=

+ +
 

 

olmak üzere alanı 

 

( )1 2 3 1 2 3A r r r r r r= + +  

 

şeklindedir [13]. 

 

İspat. 

Eş. 3.4 ve [13] den görülür. 
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4. HİPERBOLİK DÜZLEMDE ÜÇGENLER 

4.1. Hiperbolik Düzlemde Doğru ve Üçgen Kavramı 

Tanım 4.1.1. 

n n: H ve x, y Hα → ∈\  için 

 

( ) ( )y x, y x
t cosh t x sinh t

y x, y x
+ 〈 〉

α = +
+ 〈 〉

 

 

eğrisine nH nin ,x y  den geçen doğrusu denir [30]. 

 

Tanım 4.1.2. 

n n: H ve x, y Hα → ∈\ için 

 

( ) ( ) [ ]1
1

1

y cosh t x
t cosh t x sinh t , t 0, t

sinh t
−

α = + ∈  

 

eğri parçasına nH nin x, y  ile sınırlı doğru parçası denir [30]. 

 

Tanım 4.1.3. 

x, y,z üçü aynı hiperbolik doğru üzerinde bulunmayan üç nokta olmak üzere; 

 

( ) ( ) [ ]1
1

1

y cosh t x
t cosh t x sinh t , t 0, t

sinh t
−

α = + ∈  
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( ) ( ) [ ]1
1

1

z cosh s y
s cosh s y sinh s , s 0,s

sinh s
−

β = + ∈  

 

( ) ( ) [ ]1
1

1

x cosh u z
u cosh u z sinh u , u 0, u

sinh u
−

γ = + ∈  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1t 0 , s 0 ve u 0α =β β = γ γ = α  özelliğindeki doğru parçalarının 

birleşimine hiperbolik üçgen, üçgenin sınırladığı hiperbolik bölgeye de hiperbolik 

üçgensel bölge denir [30]. 

 

Tanım 4.1.4. 

i jP , P Ω  nın iki köşe noktası olmak üzere; 

 

ij i jcosh P , Pϕ = −〈 〉  

 

özelliğindeki ijϕ  reel sayısına Ω nın i jP , P  ile sınırlı ayrıt uzunluğu denir [4]. 

 

Tanım 4.1.5. 

1 2 3P ,P ,P  köşe noktalı hiperbolik üçgen Ω  olmak üzere; 

 

12 13

12 23

13 23

1 cosh cosh
M cosh 1 cosh

cosh cosh 1

− − ϕ − ϕ⎡ ⎤
⎢ ⎥= − ϕ − − ϕ⎢ ⎥
⎢ ⎥− ϕ − ϕ −⎣ ⎦

 

 

matrisine Ω nın ayrıt matrisi denir [4]. 
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Tanım 4.1.6. 

i j kP , P , P  köşeliΩ  hiperbolik üçgeninin kP  noktasından geçen kenarları da  

n: Hα →\ , n: Hβ →\  ise 

 

( ) ( )
k k

ı ı
ijP P

t , s cos〈α 〈β 〉 = θ
 

 

olacak şekildeki ijθ  açısına Ω nın kP  noktasındaki iç açısı denir [30]. 

 

 

 

Şekil 4.1. Hiperbolik uzayda üçgen 
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Tanım 4.1.7. 

1 2 3P ,P ,P  köşe noktalı hiperbolik üçgen Ω  olmak üzere ve 12 13 23, ,θ θ θ  de Ω  nın iç 

açıları olmak üzere; 

 

12 13

12 23

13 23

1 cos cos
G cos 1 cos

cos cos 1

− θ − θ⎡ ⎤
⎢ ⎥= − θ − θ⎢ ⎥
⎢ ⎥− θ − θ⎣ ⎦

 

 

matrisine Ω  nın gramm matrisi denir [4]. 

 

Teorem 4.1.1. 

( )n n 1
2
+

 tane ij ji , i j , i, j 1, 2,..., n 1ϕ = ϕ ≠ = + pozitif reel sayıların bir Ω  hiperbolik 

simpleksin ayrıtları olması için gerek ve yeter şart Ω  nın ijM cosh⎡ ⎤= − ϕ⎣ ⎦  ayrıt 

matrisinin 

i) M 0<  

ii) 1M−  in tüm asli alt matrisleri pozitif tanımlı 

iii) ijM 0, i j; i, j 1, 2,3> ≠ =  

özelliklerini sağlamasıdır [4]. 

 

Lemma 4.1.1. 

ij jk ki, ,θ θ θ hiperbolik üçgenin sırası ile i j kP , P , P  noktalarındaki iç açıları ve 

ki ij jk, ,ϕ ϕ ϕ  da Ω nın ayrıtları olmak üzere; 

1. ( )ki k i i j ijP P , P Pϕ ⊗ ⊗ = π−θ  

2. ( )ij i j j k jkP P , P Pϕ ⊗ ⊗ = π−θ  

3. ( )jk j k k i kiP P , P Pϕ ⊗ ⊗ = π−θ  [5]. 
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Lemma 4.1.2. 

i jP ve P  , 3\  de space-like vektörler olsun. i jP P⊗ time-like vektör olmak üzere 

 

i j i j ijP P P P sinh⊗ = ϕ  

 

dir [5]. 

 

Teorem 4.1.2. 

ij jk ki, veθ θ θ hiperbolik üçgenin iç açıları olmak üzere; 

 

ij jk kiθ + θ + θ < π  [5]. 

 

İspat. 

ij jk ki, veθ θ θ Ω  hiperbolik üçgenin iç açıları olsun. i jP P⊗ , k jP P⊗  ve k iP P⊗  

vektörleri lineer bağımsız iseler 

 

i j k j k i

k ii j k j

P P P P P Pu , v , w
P PP P P P

⊗ ⊗ ⊗
= = =

⊗⊗ ⊗
 

 

şeklinde yazılabilir. O zaman 

 

( ) ( ) ( )( )i j k j i j k jP P P P P P P P⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ D  

 

ve 

 

( ) ( ) ( )( )k j k i i j k kP P P P P P P P⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ D  

 

olduğunda u v ve v w⊗ ⊗  time-like vektörlerdir. Lemma 4.1.2 den 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos u,v v,w cos u,v cos v,w sin u,v sin v,wη +η = η η − η η  

                                     = ( ) ( )u v v w u v v w+ ⊗ ⊗D D  

> ( )( ) ( ) ( )( )u v v w u v v w+ ⊗ ⊗D D D  

                                     = ( )( ) ( )( ) ( )( )( )u v v w u w v v v w u v+ −D D D D D D  

                                     = u wD  

                                     = ( )cos u,wη  

olur. Buna göre  

 

( ) ( ) ( )u,w u,v v,wη >η +η  

 

veya 

 

( ) ( ) ( )2 u,w u,v v,wπ−η <η +η  

 

olur. 

Lemma 4.1.1 den ( ) iju,wη = π−θ , ( ) jku,vη = π−θ  ve ( ) kiv,wη = π−θ  elde edilir. 

Böylece ij jk kiπ > θ + θ + θ  veya ij jk kiπ+ θ < θ + θ  dır.  

ijθ açısını en büyük açı olarak kabul etmek genelliği bozmaz.  

ij jk kiπ+ θ < θ + θ  ise ij jk ki ijπ+ θ < θ + θ < π+ θ  çelişkisi elde edilir.  

O halde yalnızca ij jk kiθ + θ + θ < π  olur. 

 

Teorem 4.1.3 ( Hiperbolik üçgen için sinüs kuralı ). 

ij jk ki, veθ θ θ Ω  hiperbolik üçgenin iç açıları ve ij jk ki, ,ϕ ϕ ϕ  de sırası ile k i jP , P ve P  

köşelerinin karşısındaki kenarların uzunlukları olmak üzere; 

 

ij jk ki

ij jk ki

sinh sinh sinh
sin sin sin

ϕ ϕ ϕ
= =

θ θ θ
 [5]. 
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Teorem 4.1.4. 

Ω 1 2 3P ,P ,P  köşe noktalı hiperbolik üçgen, M  ve G de Ω  nın sırası ile ayrıt ve 

gramm matrisleri olsun. ( )iiM i 1,2,3= , M nin asli minörleri olmak üzere; 

 

ij

ii jj

M
G

M M

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

dir [4]. 

 

Sonuç 4.1.1 (Hiperbolik üçgen için kosinüslerin birinci kuralı). 

ij jk ki, veθ θ θ Ω hiperbolik üçgenin açıları ve ij jk ki, ,ϕ ϕ ϕ  de sırası ile k i jP , P ve P  

köşelerinin karşısındaki kenarların uzunlukları olmak üzere; 

 

ki ij jk
ij

ki ij

cosh cosh cosh
cos

sinh sinh
ϕ ϕ − ϕ

θ =
ϕ ϕ

 

 

dir (Burada { }i, j,k , { }1,2,3  kümesinin bir permütasyonudur) [5]. 

 

İspat. 

Teorem 4.1.4 den açıktır. 

 

Teorem 4.1.5. 

Ω ; 1 2 3P ,P ,P  köşe noktalı hiperbolik üçgen,  

M  ve G de Ω  nın sırası ile ayrıt ve gramm matrisleri olsun.  

( )iiG i 1,2,3= , G  nin asli minörleri olmak üzere; 
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ij

ii jj

G
M

G G

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

dir [4]. 

 

Sonuç 4.1.2 (Hiperbolik üçgen için kosinüslerin ikinci kuralı). 

ij jk ki, veθ θ θ , Ω  hiperbolik üçgenin açıları ve ij jk ki, ,ϕ ϕ ϕ  de sırası ile k i jP , P ve P  

köşelerinin karşısındaki kenarların uzunlukları olmak üzere; 

 

ij jk ki
ki

ij jk

cos cos cos
cosh

sin sin
ϕ ϕ + ϕ

ϕ =
ϕ ϕ

 

 

dir [5]. 

 

İspat. 

Teorem 4.1.5 den açıktır. 

 

4.2. Özel Hiperbolik Üçgenler 

Tanım 4.2.1. 

1 2 3; P ,P , PΩ tepeli, 12 13 23, ,θ θ θ  dihedral açılı ve 12 13 23, ,ϕ ϕ ϕ  ayrıt uzunluklu bir 

hiperbolik üçgen olsun. 2HΩ∈ olmak üzere 12 13 23θ = θ = θ , 12 13 23ϕ = ϕ = ϕ  ve 

12 3
π

θ <  ise Ω  ya eşkenar hiperbolik üçgen denir [14]. 

 

Tanım 4.2.2. 

2HΩ∈ olmak üzere 12 13θ = θ  ve 12 232θ < π−θ  ise Ω  ya ikizkenar hiperbolik üçgen 

denir [14]. 
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Tanım 4.2.3. 

2HΩ∈ olmak üzere 12 13 23cosh cosh coshϕ = ϕ ϕ  ise Ω  ya hiperbolik dik üçgen 

denir[14]. 

 

4.3. Özel Hiperbolik Üçgenlerin Alanları 

Hiperbolik eşkenar üçgenin alanı 

2HΩ∈  ve 12 13 23cosh cosh cosh aϕ = ϕ = ϕ =  olmak üzere hiperbolik eşkenar üçgenin 

alanı 

 

( ) ( )( )
( )2

a 1 3a 1 2a 1
Alan arctan

a a 6a 3

⎛ ⎞− + +
⎜ ⎟Ω = π−
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

 

şeklindedir [14]. 

 

Hiperbolik ikizkenar üçgenin alanı 

2HΩ∈  , 12 13cosh cosh aϕ = ϕ =  ve 23cosh cϕ =  olmak üzere hiperbolik ikizkenar 

üçgenin alanı 

 

( )
( ) ( ) ( )2

2 2 2

c 1 2a c 1 2a c 1
Alan arctan

3a a c 2ac 2a c c

⎛ ⎞− − − − + +⎜ ⎟Ω = π− ⎜ ⎟− + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠  

 

şeklindedir [14]. 
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Hiperbolik dik üçgenin alanı 

12 13 23a cosh ,b cosh ,c cosh ve a bc= ϕ = ϕ = ϕ = özelliğindeki 2HΩ∈  hiperbolik dik 

üçgenin alanı 

 

( )
( )( ) ( )

( )( )( )

2 2b 1 c 1 b c bc 1
Alan arctan

c 1 b 1 b c

⎛ ⎞− − − + + +⎜ ⎟Ω = π− ⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠  

 

şeklindedir [14]. 

 

4.4. Hiperbolik Uzayda Konformal Üçgenler 

Tanım 4.4.1. 

2m H∈ ve r +∈\  olmak üzere { }2P H : m, P cosh r∈ 〈 〉 = −  kümesine 2H de m 

merkezli r hiperbolik yarıçaplı çember denir [30]. 

 

Tanım 4.4.2. 

1 2 3, P ,P , PΩ  köşe noktalı hiperbolik üçgen olsun. 

i jP , P ile sınırlı ayrıt uzunluğu ijϕ  olmak üzere 

 

ij i jr rϕ = +  

 

olacak şekilde 1 2 3r , r , r +∈\  reel sayıları varsa Ω  ya konformal hiperbolik üçgen 

denir [30]. 
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Teorem 4.4.1. 

1 2 3, P ,P , PΩ  köşe noktalı hiperbolik üçgen olsun. Ω  nın konformal olması için gerek 

ve yeter şart 

 

ir ln 2 , i 1, 2,3> =                                                                                               (4.1) 

 

olacak şekilde 1 2 3r , r , r +∈\  sayılarının bulunmasıdır [30]. 

 

İspat. 

Ω  konformal hiperbolik üçgen olsun. ij i jr rϕ = + olacak şekilde i jr , r +∈\  vardır. 

Tanım 4.1.5 den 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 3

1 2 2 3

1 3 2 3

1 cosh r r cosh r r
M cosh r r 1 cosh r r

cosh r r cosh r r 1

− − + − +⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + − − +⎢ ⎥
⎢ ⎥− + − + −⎣ ⎦

                                          (4.2) 

 

Teorem 4.1.1 den 

i) ( )1 2 3 1 2 3M 4sinh r sinh r sinh r sinh r r r 0= − + + <  

ii) 1M−  in asli alt matrisleri ( )1 2 3 1 2 3
1 cschr cschr cschr csch r r r k olmak üzere
4

⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2
1 3 2 3 2 3 1 2 3

1

11
2

2 3 2 3 1 2 3 1 2

1 1ksinh r r cosh r r 2cosh r r cosh 2r r r k
4 8M

1 1cosh r r 2cosh r r cosh 2r r r k ksinh r r
8 4

−

⎡ ⎤+ − − + + + +⎢ ⎥
=⎢ ⎥
⎢ ⎥− − + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2
2 3 1 3 1 3 1 2 3

1

22
2

1 3 1 3 1 2 3 1 2

1 1ksinh r r cosh r r 2cosh r r cosh r 2r r k
4 8M

1 1cosh r r 2cosh r r cosh r 2r r k ksinh r r
8 4

−

⎡ ⎤+ − − + + + +⎢ ⎥
=⎢ ⎥
⎢ ⎥− − + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
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( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2
2 3 1 2 1 2 1 2 3

1

33
2

1 2 1 2 1 2 3 1 3

1 1ksinh r r cosh r r 2cosh r r cosh r r 2r k
4 8M

1 1cosh r r 2cosh r r cosh r r 2r k ksinh r r
8 4

−

⎡ ⎤+ − − + + + +⎢ ⎥
=⎢ ⎥
⎢ ⎥− − + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( ) ( )1 2
1 211,22

1M sinh r r
4

− ⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 

( ) ( )1 2
1 311,33

1M sinh r r
4

− ⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 

( ) ( )1 2
2 322,33

1M sinh r r
4

− ⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 

olup, bu matrisler pozitif tanımlıdır. 

 

iii) ( ) ( ) ( )12 1 3 2 3 1 2M cosh r r cosh r r cosh r r 0= + + − + >                                             (4.3) 

 

( ) ( ) ( )13 1 2 2 3 1 3M cosh r r cosh r r cosh r r 0= + + − + >                                                  (4.4) 

 

( ) ( ) ( )23 1 2 1 3 2 3M cosh r r cosh r r cosh r r 0= + + − + >                                                  (4.5) 

 

( ) ( ) ( )2 2 2
11 2 3 22 1 3 33 1 2M sinh r r , M sinh r r , M sinh r r= − + = − + = − +                      (4.6) 

 

eşitsizlik sisteminden 

 

( ) ( )( )( )1 2 3 3 31 2 1r r r 2r 2r2r 2r 2r1 e 1 e 2 e e 1 e 2 e 0
4

− + + ⎡ ⎤+ − + + + − + >⎢ ⎥⎣ ⎦
                                    (4.7) 

 

( ) ( )( )( )1 2 3 32 1 1 2r r r 2r2r 2r 2r 2r1 e 1 e 2 e e 1 e 2 e 0
4

− + + ⎡ ⎤+ − + + + − + >⎢ ⎥⎣ ⎦
                                   (4.8) 
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( ) ( )( )( )1 2 3 31 2 2 1r r r 2r2r 2r 2r 2r1 e 1 e 2 e e 1 e 2 e 0
4

− + + ⎡ ⎤+ − + + + − + >⎢ ⎥⎣ ⎦
                                   (4.9) 

 

eşitlik sistemi elde edilir. Bu sistemi çözerek 

 

ir ln 2 , i 1, 2,3> =  

 

bulunur. 

 

Tersine, ir ln 2 , i 1, 2,3> =  ise Eş. 4.7- Eş. 4.9 eşitsizlikleri sağlanır. Bu nedenle 

de Eş. 4.3-Eş. 4.6 eşitsizlikleri de sağlanmış olur. Buradan 

 

11 12 13

12 22 23

13 23 33

M M M
M M M M

M M M

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

�  

 

ve Teorem 4.1.4 kullanılarak 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 3

1 2 2 3

1 3 2 3

1 cosh r r cosh r r
M cosh r r 1 cosh r r

cosh r r cosh r r 1

− − + − +⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + − − +⎢ ⎥
⎢ ⎥− + − + −⎣ ⎦

 

 

bulunur. Bu ise ayrıt uzunlukları 12 1 2 13 1 3 23 2 3r r , r r , r rϕ = + ϕ = + ϕ = +  olan Ω  

hiperbolik üçgeninin konformal olduğunu gösterir. 

 

Teorem 4.4.2. 

Ω  konformal hiperbolik üçgenin iç açıları ile çemberlerin yarıçapları arasındaki 

bağıntılar 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

i k i j j k
ij

i k i j

cosh r r cosh r r cosh r r
cos

sinh r r sinh r r

+ − + +
θ =

+ +
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şeklindedir [30]. 

 

İspat. 

Sonuç 4.1.1’ den açıktır. 

 

4.5. Hiperbolik Uzayda Özel Konformal Üçgenlerin Varlığı 

Teorem 4.5.1 ( Konformal hiperbolik eşkenar üçgen ). 

1 2 3, P ,P , PΩ  köşe noktalı ve i jP , P  ile sınırlı ayrıt uzunluğu ijϕ  olan konformal 

hiperbolik eşkenar üçgen vardır [30]. 

 

İspat. 

Ω  konformal hiperbolik eşkenar üçgen olsun. Bu durumda 12 13 23ϕ = ϕ = ϕ  olup  

 

( )12 13 23 1 2cosh cosh cosh cosh r rϕ = ϕ = ϕ = +  

 

olacağından 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 cosh r r cosh r r
M cosh r r 1 cosh r r

cosh r r cosh r r 1

− − + − +⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + − − +⎢ ⎥
⎢ ⎥− + − + −⎣ ⎦

                                        (4.10) 

 

olur. M, Ω nın ayrıt matrisi olduğundan 

 

i) ( )( ) ( )( )2
1 2 1 2M 1 cosh r r 1 cosh r r 0= − − + + + + <  

ii) 1M−  in asli alt matrisleri ( ) ( )( )2 3
1 2 1 21 3cosh r r 2cosh r r m olmak üzere− + + − + =  
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( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 2 1 2 1 2

1
2 211

1 2 1 2 1 2

1 cosh r r cosh r r cosh r r
m mM

cosh r r cosh r r 1 cosh r r
m m

−

⎡ ⎤− + − + + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− + + + − +
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 2 1 2 1 2

1
2 222

1 2 1 2 1 2

1 cosh r r cosh r r cosh r r
m mM

cosh r r cosh r r 1 cosh r r
m m

−

⎡ ⎤− + − + + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− + + + − +
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 2 1 2 1 2

1
2 233

1 2 1 2 1 2

1 cosh r r cosh r r cosh r r
m mM

cosh r r cosh r r 1 cosh r r
m m

−

⎡ ⎤− + − + + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− + + + − +
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

( ) ( )2
1 21

11,22

sinh r r
M

M
− ⎡ ⎤− +

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

( ) ( )2
1 21

11,33

sinh r r
M

M
− ⎡ ⎤− +

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

( ) ( )2
1 21

22,33

sinh r r
M

M
− ⎡ ⎤− +

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

olup, bu matrisler pozitif tanımlıdır. 

 

iii) ( ) ( )( )12 1 2 1 2M cosh r r cosh r r 1 0= + + − >                                                          (4.11) 

 

( ) ( )( )13 1 2 1 2M cosh r r cosh r r 1 0= + + − >                                                               (4.12) 

 

( ) ( )( )23 1 2 1 2M cosh r r cosh r r 1 0= + + − >                                                              (4.13) 
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eşitsizlik sistemi de bütün ir IR +∈  için geçerlidir.  

 

Teorem 4.5.2 ( Konformal hiperbolik ikizkenar üçgen ). 

1 2 3, P ,P , PΩ  köşe noktalı ve i jP , P  ile sınırlı ayrıt uzunluğu ijϕ  olan konformal 

hiperbolik ikizkenar üçgen vardır [30]. 

 

İspat. 

Ω  konformal hiperbolik ikizkenar üçgen olsun. Bu durumda 12 13ϕ = ϕ  olup  

 

( )12 13 1 2cosh cosh cosh r rϕ = ϕ = +  

ve 

 

( )23 2 3cosh cosh r rϕ = +  

 

olacağından 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2 2 3

1 2 2 3

1 cosh r r cosh r r
M cosh r r 1 cosh r r

cosh r r cosh r r 1

− − + − +⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + − − +⎢ ⎥
⎢ ⎥− + − + −⎣ ⎦

                                        (4.14) 

 

olur.  

M, Ω nın ayrıt matrisi olduğundan 

 

i) ( )2
1 2 1 2M 4sinh r sinh r sinh r r 0= − + <  

ii) 1M−  in asli alt matrisleri ( )( )2
1 2 1 24sinh r sinh r sinh r r k olmak üzere− + =  
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( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 2 2 3 1 2

1
2 211

2 3 1 2 1 2

1 cosh r r cosh r r cosh r r
k kM

cosh r r cosh r r 1 cosh r r
k k

−

⎡ ⎤− + − + + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− + + + − +
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

2
1 2 2 32 3

1

22 2
1 2 2 3 1 2

cosh r r 1 cosh r r1 cosh r r
k kM

cosh r r 1 cosh r r 1 cosh r r
k k

−

⎡ ⎤− + − +− +
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− + − + − +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

2
1 2 2 32 3

1

33 2
1 2 2 3 1 2

cosh r r 1 cosh r r1 cosh r r
k kM

cosh r r 1 cosh r r 1 cosh r r
k k

−

⎡ ⎤− + − +− +
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− + − + − +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

( ) ( )2
1 21

11,22

sinh r r
M

M
− ⎡ ⎤− +

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

( ) ( )2
1 21

11,33

sinh r r
M

M
− ⎡ ⎤− +

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

 

( ) ( )2
2 31

22,33

sinh r r
M

M
− ⎡ ⎤− +

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

olup, bu matrisler pozitif tanımlıdır. 

 

iii) ( ) ( )( )12 1 2 2 3M cosh r r cosh r r 1 0= + + − >                                                          (4.15) 

 

( ) ( )( )13 1 2 2 3M cosh r r cosh r r 1 0= + + − >                                                               (4.16) 
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ve 
( )

2 3 1

ln 2 3
r r , r ln 2

2

+
= > >   olmak üzere 

 

( ) ( )2
23 1 2 2 3M cosh r r cosh r r 0= + − + >                                                                  (4.17) 

 

olduğundan konformal hiperbolik ikizkenar üçgen vardır. 

 

Teorem 4.5.3.  

1 2 3, P ,P , PΩ köşe noktalı ve i jP , P  ile sınırlı ayrıt uzunluğu ijϕ  olan konformal 

hiperbolik dik üçgen yoktur [30]. 

 

İspat. 

Ω  konformal hiperbolik dik üçgen olsun. Bu durumda 12 13 23cosh cosh coshϕ = ϕ ϕ  

olup  

 

( ) ( ) ( )1 2 1 3 2 3cosh r r cosh r r cosh r r+ = + +  
 

olacağından 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 3 2 3 1 3

1 3 2 3 2 3

1 3 2 3

1 cosh r r cosh r r cosh r r
M cosh r r cosh r r 1 cosh r r

cosh r r cosh r r 1

− − + + − +⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + + − − +⎢ ⎥
⎢ ⎥− + − + −⎣ ⎦

           (4.18) 

 

olur. M, Ω nın ayrıt matrisi olduğundan 

 

i) ( ) ( )2 2
1 3 2 3M sinh r r sinh r r 0= − + + <  

ii) 1M−  in asli alt matrisleri ( ) ( )( )2 2
1 3 2 3sinh r r sinh r r n olmak üzere− + + =  
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( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

22
2 3 1 31 3

1

11 2 2 2
2 3 1 3 1 3 2 3

cosh r r 1 cosh r r1 cosh r r
n nM

cosh r r 1 cosh r r 1 cosh r r cosh r r
n n

−

⎡ ⎤− + − +− +
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− + − + − + +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

22
1 3 2 32 3

1

22 2 2 2
1 3 2 3 1 3 2 3

cosh r r 1 cosh r r1 cosh r r
n nM

cosh r r 1 cosh r r 1 cosh r r cosh r r
n n

−

⎡ ⎤− + − +− +
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− + − + − + +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

( )
( )

( )

2
2 3

1
233

1 3

1 cosh r r
0

nM
1 cosh r r

0
n

−

⎡ ⎤− +
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− +
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

( ) ( ) ( )2 2
1 3 2 31

11,22

1 cosh r r cosh r r
M

M
− ⎡ ⎤− + +

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

( ) ( )2
1 31

11,33

sinh r r
M

M
− ⎡ ⎤− +

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

( ) ( )2
2 31

22,33

sinh r r
M

M
− ⎡ ⎤− +

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

olup, bu matrisler pozitif tanımlıdır. Fakat  

 

iii) 12M 0=                                                                                                              (4.19) 

 

olduğundan konformal hiperbolik dik üçgen yoktur. 
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[4] den  

 

ij
ij

ii jj

M
cos , i j; i, j 1, 2,3

M M
θ = ≠ =                                                                  (4.20) 

 

ve [15] deki (8) eşitliğinden 

 

ij
ii jj

M
sin , i j; i, j 1, 2,3

M M

−
θ = ≠ =  .                                                                (4.21) 

 

4.6. Konformal Hiperbolik Üçgende İç Açıların Yarıçaplar İle İfadesi 

Eş. 4.20 ve Eş. 4.21 taraf tarafa oranlanır ve ij ii jjM ,M ,M ve M  ifadeleri yerine 

yazılırsa 

 

( )
( ) ( ) ( )

1 2 3 1 2 3
12

1 3 2 3 1 2

4sinh r sinh r sinh r sinh r r r
arctan

cosh r r cosh r r cosh r r

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟θ =
⎜ ⎟+ + − +⎝ ⎠

, 

 

( )
( ) ( ) ( )

1 2 3 1 2 3
13

1 2 2 3 1 3

4sinh r sinh r sinh r sinh r r r
arctan

cosh r r cosh r r cosh r r

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟θ =
⎜ ⎟+ + − +⎝ ⎠

, 

 

( )
( ) ( ) ( )

1 2 3 1 2 3
23

1 2 1 3 2 3

4sinh r sinh r sinh r sinh r r r
arctan

cosh r r cosh r r cosh r r

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟θ =
⎜ ⎟+ + − +⎝ ⎠

 

 

elde edilir. 
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4.7. Özel Konformal Hiperbolik Üçgenlerde İç Açıların Yarıçaplar İle İfadesi 

Konformal hiperbolik eşkenar üçgende iç açıların yarıçaplar ile ifadesi 

Eş. 4.20 ve Eş. 4.21 taraf tarafa oranlanır ve ij ii jjM ,M ,M ve M  ifadeleri yerine 

yazılırsa 

 

( )
( )

1 2
12

1 2

cosh r r 1
arctan

cosh r r

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟θ =
⎜ ⎟+⎝ ⎠

, 

 

( )
( )

1 2
13

1 2

cosh r r 1
arctan

cosh r r

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟θ =
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 

ve 

 

( )
( )

1 2
23

1 2

cosh r r 1
arctan

cosh r r

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟θ =
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 

elde edilir. 

 

Konformal hiperbolik ikizkenar üçgende iç açıların yarıçaplar ile ifadesi 

Eş. 4.20 ve Eş. 4.21 taraf tarafa oranlanır ve ij ii jjM ,M ,M ve M  ifadeleri yerine 

yazılırsa 

 

( )
( ) ( )( )

2
1 2 1 2

12
1 2 2 3

4sinh r sinh r sinh r r
arctan

cosh r r cosh r r 1

⎛ ⎞+
⎜ ⎟θ =
⎜ ⎟+ + −⎝ ⎠

, 
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( )
( ) ( )( )

2
1 2 1 2

13
1 2 2 3

4sinh r sinh r sinh r r
arctan

cosh r r cosh r r 1

⎛ ⎞+
⎜ ⎟θ =
⎜ ⎟+ + −⎝ ⎠

 

 

ve 

 

( )
( ) ( )

2
1 2 1 2

23 2
1 2 2 3

4sinh r sinh r sinh r r
arctan

cosh r r cosh r r

⎛ ⎞+
⎜ ⎟θ =
⎜ ⎟+ − +
⎝ ⎠

 

 

elde edilir. 

 

4.8. Konformal Hiperbolik Üçgenlerde İç Açıların ve Tepe Noktalarının Eşitliği 

Eş. 4.20 de   

 

ij
ij

ii jj

M
cos , i j; i, j 1, 2,3

M M
θ = ≠ =  

 

verilmişti. 

 

( )( )k

ii j j

M
sin P i j i k j k i j k 1 2 3

M M

−
= ≠ ≠ ≠ =

− −
, , , ; , , , ,                              (4.22) 

 

olmak üzere 

 

12
12

11 22

M
M M

cosθ =  

 

Eş. 4.2 den 11 12M M,  ve 22M  hesaplanıp yerine yazılırsa 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 3 2 3 1 2
12 2 2

2 3 1 3

cosh r r cosh r r cosh r r
cos

sinh r r sinh r r

+ + − +
θ =

+ +
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bulunur. 

Benzer şekilde Eş 4.2 den hesaplanan 11 22M M, ve M  Eş 4.22 de kullanılırsa 

 

( )
( ) ( )

3
11 22

1 2 3 1 2 3
3 2 2

2 3 1 3

M
sin P

M M

4sinh r sinh r sinh r sinh r r r
sin P

sinh r r sinh r r

−
=

+ +
=

+ +

 

 

şeklinde olur. Buradan 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 3 2 3 1 2
12 2 2

2 3 1 3

cosh r r cosh r r cosh r r
arccos ,

sinh r r sinh r r

⎛ ⎞+ + − +⎜ ⎟θ =
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

 

( )
( ) ( )

1 2 3 1 2 3
3 2 2

2 3 1 3

4sinh r sinh r sinh r sinh r r r
P arcsin

sinh r r sinh r r

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

                                        (4.23) 

 

bulunur.  

Eş 4.23 ün sağ tarafının cosinüsü hesaplayalım.  

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2 3 1 2 3

2 2
2 3 1 3

1 2 3 1 2 32

2 2
2 3 1 3

4sinh r sinh r sinh r sinh r r r
cos arcsin

sinh r r sinh r r

4sinh r sinh r sinh r sinh r r r
1 sin arcsin

sinh r r sinh r r

⎛ ⎞⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎜ ⎟= −
⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎝ ⎠
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( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

1 2 3 1 2 3

2 2
2 3 1 3

2 2
1 2 1 3 1 2 3 1 2 3

1 2 1 3

4sinh r sinh r sinh r sinh r r r
1

sinh r r sinh r r

sinh r r sinh r r 4sinh r sinh r sinh r sinh r r r
sinh r r sinh r r

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

+ + − + +
=

+ +

 

 

olur. Gerekli hesaplamalar yapıldığında 

 

 

 

 

olarak bulunur. Böylece  

12 3Pθ =   

eşitliği elde edilir. Benzer işlemler yapıldığında 

23 1Pθ =  

ve 

13 2Pθ =  

olur.   

 

4.9. Özel Konformal Hiperbolik Üçgenlerde İç Açıların ve Tepe Noktalarının 

       Eşitliği 

Konformal hiperbolik eşkenar üçgende iç açıların ve tepe noktalarının eşitliği 

Eş. 4.20 de 

 

 ij
ij

ii jj

M
cos , i j; i, j 1, 2,3

M M
θ = ≠ =  

 

verilmişti. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 2
1 2 1 3 1 2 3 1 2 3 1 3 2 3 1 2sinh r r sinh r r 4sinh r sinh r sinh r sinh r r r cosh r r cosh r r cosh r r+ + − + + = + + − +
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( )( )k

ii j j

M
sin P ,i j, i k, j k ; i, j, k 1,2,3

M M

−
= ≠ ≠ ≠ =

− −
                                (4.24) 

 

olmak üzere 

 

12
12

11 22

Mcos
M M

θ =  

 

Eş. 4.10 dan 11 12M ,M  ve 22M  hesaplanıp yerine yazılırsa 

 

( ) ( )( )
( )

1 2 1 2
12 4

1 2

cosh r r cosh r r 1
cos

sinh r r

+ + −
θ =

+
 

 

bulunur. 

Benzer şekilde Eş. 4.10 dan hesaplanan 11 22M ,M  ve M  Eş. 4.24 de kullanılırsa 

 

( )( ) ( )( )
( )

3
11 22

2
1 2 1 2

3 4
1 2

M
sin P

M M

cosh r r 1 cosh r r 1
sin P

sinh r r

−
=

+ − + +
=

+

 

 

şekinde olur. Buradan 

 

( ) ( )( )
( )

1 2 1 2
12 4

1 2

cosh r r cosh r r 1
arccos ,

sinh r r

⎛ ⎞+ + −
⎜ ⎟θ =
⎜ ⎟+⎝ ⎠
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( )( ) ( )( )
( )

2
1 2 1 2

3 4
1 2

cosh r r 1 cosh r r 1
P arcsin

sinh r r

⎛ ⎞+ − + +⎜ ⎟= ⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                           (4.25) 

bulunur.  

Eş. 4.25 in sağ tarafının cosinüsü hesaplayalım.  

 

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )

2
1 2 1 2

4
1 2

2
1 2 1 22

4
1 2

2
2

1 2 1 2

4
1 2

22
1 2 1 2

cosh r r 1 cosh r r 1
cos arcsin

sinh r r

cosh r r 1 cosh r r 1
1 sin arcsin

sinh r r

cosh r r 1 cosh r r 1
1

sinh r r

sinh r r cosh r r 1 c

⎛ ⎞⎛ ⎞+ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞+ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟= − ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞+ − + +⎜ ⎟= −⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − + −
=

( )( )
( )

1 2
2

1 2

osh r r 1

sinh r r

+ +

+

 

 

olur. Gerekli hesaplamalar yapıldığında 

 

 

 

olarak bulunur. 

 Böylece  

12 3Pθ =   

eşitliği elde edilir. Benzer işlemler yapıldığında 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 22 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2sinh r r cosh r r 1 cosh r r 1 cosh r r cosh r r 1+ − + − + + = + + −
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23 1Pθ =  

ve 

13 2Pθ =  

olur.   

 

Konformal hiperbolik ikizkenar üçgende iç açıların ve tepe noktalarının eşitliği 

Eş. 4.20 de  

 

ij
ij

ii jj

M
cos , i j; i, j 1, 2,3

M M
θ = ≠ =  

 

verilmişti. 

 

( )( )k

ii j j

M
sin P ,i j, i k, j k ; i, j, k 1,2,3

M M

−
= ≠ ≠ ≠ =

− −
                              (4.26) 

 

olmak üzere 

 

12
12

11 22

Mcos
M M

θ =  

 

Eş. 4.14 den 11 12M ,M  ve 22M  hesaplanıp yerine yazılırsa 

 

( ) ( )( )
( ) ( )

1 2 2 3
12 2 2

2 3 1 2

cosh r r cosh r r 1
cos

sinh r r sinh r r

+ + −
θ =

+ +
 

 

bulunur. 

Benzer şekilde Eş. 4.14 dan hesaplanan 11 22M ,M  ve M  Eş. 4.26 da kullanılırsa 
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( )
( ) ( )

3
11 22

2
1 2 1 2

3 2 2
2 3 1 2

M
sin P

M M

4sinh r sinh r sinh r r
sin P

sinh r r sinh r r

−
=

+
=

+ +

 

 

şeklinde olur. Buradan 

 

( ) ( )( )
( ) ( )

1 2 2 3
12 2 2

2 3 1 2

cosh r r cosh r r 1
arccos ,

sinh r r sinh r r

⎛ ⎞+ + −
⎜ ⎟θ =
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

( )
( ) ( )

2
1 2 1 2

3 2 2
2 3 1 2

4sinh r sinh r sinh r r
P arcsin

sinh r r sinh r r

⎛ ⎞+
⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

                                                        (4.27) 

 

bulunur.  

Eş. 4.27 nin sağ tarafının kosinüsünü hesaplayalım.  

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2
1 2 1 2

2 2
2 3 1 2

2
1 2 1 22

2 2
2 3 1 2

4sinh r sinh r sinh r r
cos arcsin

sinh r r sinh r r

4sinh r sinh r sinh r r
1 sin arcsin

sinh r r sinh r r

⎛ ⎞⎛ ⎞+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞+⎜ ⎟⎜ ⎟= −
⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎝ ⎠
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( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
2

1 2 1 2

2 2
2 3 1 2

2 2 2
2 3 1 2 1 2 1 2

2 2
2 3 1 2

4sinh r sinh r sinh r r
1

sinh r r sinh r r

sinh r r sinh r r 4sinh r sinh r sinh r r
sinh r r sinh r r

⎛ ⎞+
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

+ + − +
=

+ +

 

 

olur. Gerekli hesaplamalar yapıldığında 

 

 

 

 

olarak bulunur.  

Böylece  

12 3Pθ =   

eşitliği elde edilir. Benzer işlemler yapıldığında 

23 1Pθ =  

ve 

13 2Pθ =  

olur.   

 

4.10. Hiperbolik Uzayda Konformal ve Özel Konformal Üçgenlerin Alanları 

Konformal hiperbolik üçgenin alanı 

Ω  konformal hiperbolik eşkenar üçgen olsun. Bu durumda 12 13 23, ,ϕ ϕ ϕ  ayrıt 

uzunluklar ve  

 

12 1 2

13 1 3

23 2 3

cosh cosh(r r ),
cosh cosh(r r ),
cosh cosh(r r )

ϕ = +
ϕ = +

ϕ = +

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 2 2 2
2 3 1 2 1 2 1 2 1 2 2 3sinh r r sinh r r 4sinh r sinh r sinh r r cosh r r cosh r r 1+ + − + = + + −
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olmak üzere  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3

4sinh r sinh r sinh r sinh r r r cosh r r cosh r r cosh r r 1
Alan arctan

4sinh r sinh r sinh r sinh r r r cosh r r 1 cosh r r 1 cosh r r 1

⎛ ⎞+ + + + + + + +
⎜ ⎟Ω = π −
⎜ ⎟+ + − + + + + + +⎝ ⎠

  

şeklinde elde edilir.  

 

Konformal hiperbolik eşkenar üçgenin alanı 

Ω  konformal hiperbolik eşkenar üçgen olsun. Bu durumda 12 13 23ϕ = ϕ = ϕ  ve 

( )12 13 23 1 2cosh cosh cosh cosh r rϕ = ϕ = ϕ = +  olup 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2 1 2
2

1 2 1 2 1 2

cosh r r 1 3cosh r r 1 2cosh r r 1
Alan arctan

cosh r r cosh r r 6cosh r r 3

⎛ ⎞+ − + + + +
⎜ ⎟Ω = π−
⎜ ⎟+ + − + −⎝ ⎠

 

 

şeklinde elde edilir. 

 

Konformal hiperbolik ikizkenar üçgenin alanı  

Ω  konformal hiperbolik ikizkenar üçgen olsun. Bu durumda  12 13ϕ = ϕ  ve

( ) ( )12 13 1 2 23 2 3cosh cosh cosh r r , cosh cosh r rϕ = ϕ = + ϕ = +  olup 

 

 

 

şeklinde elde edilir. 

 

 

 

 

( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2
2 3 1 2 2 3 1 2 2 3

2
1 2 2 3 1 2 2 3 2 3 2 3

cosh r r 1 2cosh r r cosh r r 1 2cosh r r cosh r r 1
Alan arctan

cosh r r 3 cosh r r 2cosh r r cosh r r 1 cosh r r cosh r r 1

⎛ ⎞− + − + − + − + + + +⎜ ⎟Ω = π − ⎜ ⎟+ − + + + + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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