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Bu yiiksek lisans caligmasinda, neN icin ( ”(z)j vektor degerli diziler ve
Y

a,#0, b, #0 olmak iizere (a,), (b,), (p,). (0,) kompleks degerli diziler ve

1=0,1 i¢in y;, B € C olmak lizere birinci mertebeden fark denklemleri sistemi

i¢in;

{an+lyn+l(2) + bn yn(Z) + pn yn(l) = ly“(l) neN
a'n—lyn—l(l) + bn yn(l) + qn yn(2) = ﬂ’yn(Z)

(7, + 711)3/1(2) + (B, + ﬂlﬂ')yo(l) =0

sinir deger problemi incelenmistir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismma ayrilmistir.Ikinci
boliimde, spektral analizin temel tanmim ve teoremleri hatirlatilmistir. Ugiincii ve
dordiinci  bolimde analitik fonksiyonlarin birebirlik teoremleri kullanilarak,
yukaridaki sinir deger probleminin Jost ¢oziimleri, Jost fonksiyonlari, 6zdegerleri,
spektral tekillikleri ve esas fonksiyonlari incelenmistir.

2015, 54 sayfa

Bilim Kodu: 204

Anahtar Kelimeler: spektral analiz, fark denklemi, Jost ¢6ziimii, Jost fonksiyonu,
0zdeger, spektral tekillik, esas fonksiyon



ABSTRACT

MSc. Thesis

SPECTRAL ANALYSIS OF NON-SELFADJOINT DIFFERENCE EQUATIONS
SYSTEM WITH SPECTRAL PARAMETER IN BOUNDARY CONDITIONS

Ahmet Turgut KELES
Kastamonu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Adviser: Assist. Prof. Dr. Turhan KOPRUBASI

Abstract: In this study, the boundary value problem for the system of difference
equations of first order

(2) (2) o _ @
an+1yn+1 + bn yn + pn yn - ;Lyn
neN

a v, Y+ by®+q y @ =y @’
(70 + 712)}/1(2) + (ﬂo + ﬂll)yo(l) =0

o
where [y”

yn<2>
i =0,1 is researched.

This thesis consist of four chapters. The first chapter has been devoted to the
introduction. In the second chapter, some basic definitions and main theorems of
spectral analysis have been recalled. In third and fourth chapters, using the
uniqueness theorems of analytic functions, Jost solutions, Jost functions, eigenvalues,
spectral singularities and principal functions of boundary value problem at above are
investigated.

j, neN are vector sequences, a, =0, b, =0 for all n, y,, B € C,
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1. GIRIS

Uygulamali matematigin ve kuantum mekaniginin ¢ogu probleminin ¢oziimiinde
diferensiyel  denklemlerin ve diferensiyel operatorlerin  spektral —analizi
kullanilmaktadir. Bu sebeple Sturm-Liouville, Dirac, Schrodinger ve Klein-Gordon
diferensiyel denklemleri yardimiyla elde edilen diferensiyel operatorlerin spektral
analizi glinimiize kadar birgok matematik¢inin arastirma konusu olmustur. Hilbert
uzaylarinda tanimh lineer, sinirli, selfadjoint operatorlerin spektral 6zellikleri ile
ilgili glinimiize kadar bir¢ok c¢aligma yapilmistir. Bununla birlikte bazi fiziksel
problemlerin incelenmesi sirasinda karsilasilan diferensiyel operatorlerin birgogu ise

sinirsiz ve selfadjoint olmayan olarak ortaya ¢ikmustir.

Selfadjoint olmayan diferensiyel denklemler yardimiyla tanimlanan operatorlerin

spektral analizi ilk kez Naimark tarafindan incelenmistir. Bu ¢alismada q kompleks

degerli bir fonksiyon, heC ve A bir spektral parametre olmak iizere KZ(R*)

uzayinda;

{—y"+q(x)y:22y, 0<x<wm
y'(0) — hy(0)=0

sinir deger problemi géz oniline alinmis ve bu sinir deger probleminin spektrumunun
stirekli spektrum, 6zdegerler ve spektral tekilliklerden olustugu goriilmiistiir. Ayrica
bu sinir deger probleminin spektral tekilliklerinin, resolventin kutup noktalar1 olup
stirekli spektrumun iizerinde bulundugu fakat 6zdeger olmadigi elde edilmistir.

Bununla birlikte bu ¢aligmada, g potansiyel fonksiyonunun en az bir &> 0sayisi

i¢in,

fe
0

q(x)|dx <eo

sartint saglamast durumunda, s6z konusu sinir deger probleminin spektral

tekilliklerinin ve 6zdegerlerinin sonlu sayida ve sonlu katli oldugu ispatlanmistir
(Naimark,1960).



Pavlov ise Naimark’mn bu calismasinda goz Oniine aldig1 operatoriin spektral
tekilliklerinin yapisal olarak potansiyel fonksiyonunun azalma hizina bagli oldugunu
gostererek, 6zdeger ve spektral tekilliklere karsilik gelen esas fonksiyonlar cinsinden
bir spektral acilim elde etmistir. Spektral tekillikler dikkate alinarak spektral agilim
verilen ilk ¢alisma olmasi nedeniyle Pavlov’un bu arastirmasi, spektral analiz

incelemeleri bakimindan 6nemli bir adim olarak kabul edilmektedir (Pavlov, 1967).

Son yillarda 6zellikle kontrol teorisi, yoriinge denklemleri, bilgisayar bilimi,
mihendislik, ekonomi, biyoloji ve diger bir¢gok bilim dalinin modelleme
calismalarindaki gelismelerle birlikte fark operatorlerinin spektral analizinin

yapilmast 6nem kazanmustir.
Bairamov ve Celebi, {pn}neN , {qn}neN kompleks terimli diziler olmak iizere

0? (N, (CZ) uzayinda

2 2 1 1
Vea = Va4 Py = Ay,
@ (Y] (2 _ ()
Yot Yoat qnyn - Z‘yn
1
ys) =0

siir deger problemi yardimiyla iiretilen Dirac operatdriiniin

sgg{exp(gﬁ)“ pn|+|qn|)} <o , £>0

kosulu altinda 6zdegerlerinin, spektral tekilliklerinin ve bunlarin katlarinin sonlu
oldugunu ispatlamiglardir. Ayrica Dirac operatoriiniin Weyl fonksiyonu ig¢in elde

ettikleri bir integral gosterimden yararlanarak bir spektral ag¢ilim vermislerdir

(Bairamov and Celebi, 1999).

Bairamov vd. ise, (a,), (b,), (h,) kompleks terimli diziler ve a, =1, h, #0 olmak

iizere (*(N) uzayinda

an-lyn-l + bn yn + an yn+l = ﬂ“yn

fark denklemi ve



> hy,=0

neN

siir  sarti  yardimiyla iretilen, selfadjoint olmayan diskre L operatoriiniin

0zdegerlerinin, spektral tekilliklerinin ve bunlarin katlarinin sonlu oldugunu

>e™ (IL-a,|+[b,|+|n[) <o, e>0,

neN

p<1

N |-
IA

kosulu altinda ispatlamiglardir. Ayrica mevcut kosul altinda L operatoriiniin siirekli

spektrumunun [—2,2] araliginda bulundugunu da gostermislerdir (Bairamov vd.,

2001).

Bununla beraber Krall vd., {bn} kompleks terimli dizi olmak {iizere (? (N)

neN

uzayinda

([y)n = yn—l + yn+1 +bnyn , Ne N
Yo =0

sinir  deger problemi tarafindan iretilen fark operatoriinin  Weyl-Titchmarsh
fonksiyonunu incelemisler ve bu fonksiyon ile operatoriin Marchenko anlaminda
genellestirilmis spektral fonksiyonu arasinda bir iliski elde etmislerdir. Ayrica Weyl-
Titchmarsh fonksiyonunun Cauchy tipinde bir integral gosterimi yardimiyla bir

spektral agilim vermislerdir (Krall vd., 2001).

Goriildiigi tlizere yukarida deginilen ¢alismalarda goz Oniline alinan problemlerin
hepsinde sinir kosullar1 spektral parametreden bagimsiz olmustur. Son yillarda ise,
smir kosullarinda spektral parametre olan diferensiyel operatorler {iizerinde

calismalar yapilmaya baslanmistir.

Simdi selfadjoint olmayan birinci mertebeden fark denklemleri sistemi i¢in ;

a @4 py®@ W_ 2y ®

{ n+lyn+1(1) nyn(l) pn yrzz) yn(z) 1 ne N (11)
an—lyn—l + bnyn + qnyn :ﬂ“yn

(o + 7/11)yl(2)+(ﬂ0 + ﬂlﬁ“)yo(l) =0, B -nb #0, n# ao_lﬂo 1.2)



@

(Z)J’ neN i¢in vektdr degerli

sinir deger problemi goz Oniine alinsin. Burada ( "
Y

diziler ve a,#0, b, #0 olmak iizere (a,), (b,), (p,), (a,) kompleks degerli
dizilerdir. Ayrica i =0,1 igin y;, B € C ve A bir spektral parametredir. Vn e Nigin
a,=1ve b, = —1 ve ileri fark operatorii; Au, =u,,, —U, kullanilirsa (1.1) sistemi

i¢in;

<me+pwf’=iw” 13)

-Ay, Y +q,y,? = 4y,?

elde edilir. Buradan;

o)+ (557wl ()=
-1 0) \y, 0 g/ \y. Y,
bulunur ki, bu da Dirac denklem sistemi olarak bilinir. (1.3) sistemine diskre Dirac

sistemi denir.

N |-

Bu ¢alismada, (1.1), (1.2) sinir deger probleminin bazi £ >0 ve — < < 1 olmak

uzere;
> exp(en’ )([L-ay | + 1+,  +[p,] +]a,]) < o0
n=1

sart1 altinda sonlu sayida, sonlu katli 6zdegerlere ve spektral tekilliklere sahip oldugu

incelenmis ve bunlara karsilik gelen esas fonksiyonlarin yapisi 6grenilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ileride ihtiyag¢ duyulacak bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1 (Resolvent): X ={0} kompleks normlu bir uzay,
T:DM)cX > X

lineer bir operator olsun. A € C olmak lizere

R,(T)=(T-41)"

operatoriine T operatoriiniin resolvent operatorii ya da kisaca resolventi denir

(Lusternik, 1974).

Tamm 2.2 ( Regiiler Deger ) : R,(T) mevcut, simirli ve tamim kiimesi X uzayinda

yogun ise AeC degerine T operatoriiniin regiiler degeri denir. T operatoriiniin
regiiler degerlerinden olusan kiimeye ise T operatoriiniin resolvent kiimesi ad1 verilir

ve p(T) ile gosterilir. o(T)=C—p(T) kiimesine T nin spektrumu, VAie o(T)

elemanina ise T nin spektral degeri denir (Lusternik, 1974).

Tamm 2.3 (Diskre Spektrum): R,(T) mevcut olmayacak sekilde A kompleks

sayilarmin kiimesine, T operatoriiniin diskre spektrumu ya da nokta spektrumu adi
verilir (Lusternik, 1974).

Tamm 2.4 (Siirekli spektrum): R, (T) mevcut, sinirsiz ve R, (T) operatdriiniin tanim

kiimesi X uzayinda yogun olacak sekilde A kompleks sayilarinin olusturdugu

kiimeye, T operatoriiniin szirekli spektrumu denir (Lusternik, 1974).

Tanm 2.5 (Ozdeger): X bir kompleks vektor uzay ve T : X — X lineer bir operator
olsun. 2 kompleks sayisi igin Tx=Ax denkleminin agsikar olmayan bir xe X
¢cOzliimii varsa, 4 ya T nin ézdegeri denir. Bu X ¢dziimiine ise T nin A 6zdegerine

karsilik gelen ozfonksiyonu denir (Lusternik, 1974).

Tamm 2.6 (Spektral Tekillikler): Bir T operatoriiniin resolventinin g¢ekirdeginin

kutup noktalar1 olup, siirekli spektrumda da bulunan, fakat 6zdeger olmayan

5



noktalara T operatoriiniin spektral tekillikleri denir (Naimark, 1960).

Teorem 2.1: Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik

bolgesinin ig¢indeki sifirlar1 (eger varsa) ayriktir (Dolzhenko, 1979).

Teorem 2.2: Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik

bolgesinin icindeki sifirlarinin limit noktalar1 (eger varsa) analitiklik bolgesinin

smirindadir (Dolzhenko, 1979).

Teorem 2.3: Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, sonsuz kath

sifirlar1 (eger varsa) analitiklik bolgesinin sinirindadir (Dolzhenko, 1979).

Teorem 2.4 (Privalov Teoremi): Agik st diizlemde 6zdes olarak sifir olmayan bir

analitik fonksiyonun, reel eksendeki Lebesgue 6l¢iisii sifirdir (Dolzhenko, 1979).

Teorem 2.5 (Pavlov Teoremi): g fonksiyonu C. da her mertebeden tiireve sahip bir

fonksiyon ve ,u(G ={xeR:g"(x) =0, VneN})zo olsun. Ayrica,
‘g"‘)(z)‘snk , ke Nu{0}

esitsizligi saglanacak sekilde 77, sayilart mevcut olmakla birlikte Gs, G kiimesinin

k
. S
s-komsulugu , t(s) = IQf 77;‘(—' ve ® > 0 olmak {izere;

Tlnt(s)dy(Gs) = _ oo (2.1)

saglansin. Bu durumda g fonksiyonu C. da 6zdes olarak sifirdir (Pavlov, 1975).
(2.1) ifadesindeki integral, sifir noktasini igeren herhangi bir aralik {izerinden

alinmaktadir.



3. SINIR KOSULLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNAN DiSKRE

DIRAC DENKLEMLERI iLE SPEKTRAL TEKIiLLiKLER

3.1. (1.1), (1.2) Simir Deger Probleminin Jost Co6ziimii

>0 ve %Sé‘ﬁligin

Zexp(en‘s)(|1—an|+|l+ b,|+| P, | +|d,|) < o0
n=1
kosulu g6z 6niine alinsin. (3.1) kosulu altinda ;

1=25in§ ve zeC, ={Z 1zeC, ImZZO} olmak iizere (1.1) sistemi:

f ( ) fn(l)(z) (I iA] imzj e%z inz N
(2)= =a,| L+ e e™, ne
£,2(2) = i
fo(l)(z) :%11 {ez |:1+ZA§;eimz:|_iz A]J-rzneimz}!
m=1 m=1
seklinde sinirli ¢oziimlere sahiptir.

f @
f<z>=(fn<z>>={f“m((zz))]

¢oztimiine (1.1) denklem sisteminin Jost ¢dziimii denir. Burada ;

PECR 1 0 1 12
an:(a; agzl' IZ:(O 1) Awm:[ 2T 22}

seklinde olup n GNU{O} olmak iizere i, j =12 igin o ve AY ifadeleri;

ot = { TT(-1)"" bkak_l}l,

3.1)

(3.2)

(3.3)



Ar==> (P +q%)

Aﬁ = Z (ak+1ak +bk2_ P i +(pk +qk)A§f—2)’

k=n+1
2
AZ =-1+a,.a, +(As) + AL,
As = _kz_:{(qku + AL )I:ak+lak + Ga (Pt + G )+ Gca A

AL L AT (L AT+ S (0AT R
A2 = a8, (0, + AZ) + AZAL+ AZ - AD
Ri= 3 {0 )AL -aa (0 + AT AL A%
(P~ AZ) [0 AL + A2 - AZ] - g AT+ AZAS - AZ)
A =8, (G + A2 ) A%, 8,8, A% + ATAS — A+ AL
Ki= 2 (AL A e (0 AT AL - AT

=n

3 (0 A% ) (A% - A+ AG)+bEAL - D AZ + AL |

k=n+1

ve m>3igin;

12 12 pll 21
A =—2,.48, |:(qn+1 +Ay ) Aviima T A1+1,m—2i|
12 p11 12 21
+A11 A‘u,m—l + A1,m—1 - A‘n,m—l '

A== A (Gt A2 A% s A% |

k=n+1

=3 (e A A AT AR+ (0D

k=n+1



S AR Y ARAR S AR

k=n+1 k=n+1 k=n+1

22 2 22 2 L2

A =—8,.18, |:(qn+1 + Aﬁl ) Ail,m—l + A1+1,m—1:| + Aﬁl A\im + Airln - A\%,lm—l
21 S 12\ Al2 21

Am == z N |:(qk+l + A ) Adama~ Ak+1,m—1j|

k=n+1

=3 (- A% (A2 + AL - AZ)- Y (b2 -1)A2

k=n+1 k=n+1
00 0 0 0
12 p 22 22 12 21
+z A1<1A<m + Z qkA(m +2Akm - z Akm—l
k=n k=n+1 k=n k=n+1

bi¢iminde (an), (bn), (pn), (qn) ifadelerine bagl olarak yazilir.

Acik¢a ne N igin,

m=1

(1 w . 1
fn(l) (Z) _ arlllel(m-zjz N Zar]]'l (Aﬁel{m-mzjz B ip#nei(mm)zJ
1

. w . 1
fn(2)(z) — arflel(mzjl _ iaszeinz +Z|:a§1(&r1ne'(m+n+zjz B iAﬁei(mm)zJ
m=1

: 1 ]
+a§2 (Aﬁel(mﬂ”sz _ ipﬁriei(mm)z]

seklinde olup, ayrica ¢ > 0Dbir sabit ve H% ifadesi > nin tam kismi olmak {izere

I, j=12 icin
Wm <C > (L-a|++b|+|p]+|a]) (3.4)
k=n+| 2
2

elde edilir (Bairamov and Coskun, 2004).



3.2. (1.1), (1.2) Simir Deger Probleminin Ozdegerleri Ve Spektral Tekillikleri

(1.2), (3.2) ve (3.3)’den

F(z)= (70 +2y,sin 2) f(z)(z)+(,80 +2/3,sin 2) f,9(2) (3.5)
seklinde tammlansin. Bu durumda F fonksiyonu, C,bélgesinde analitik olup, C.
bolgesinde siireklidir ve

F(z+47)=F(2)

esitligini saglar. Bu fonksiyona (1.1), (1.2) sinir deger probleminin Jost fonksiyonu

denir.

P ={z:2eC, z=x+iy, 0<x<4r, y>0}
P:=P, U[0,47]

bolgeleri tanimlansin. Bu durumda (1.1), (1.2) sinir deger probleminin 6zdegerler ve

spektral tekillikler kiimesi ;

={/1 :1=25in%,2ePo,F(z)=O} (3.6)

={/I : 2=25in§ , 2€[0,47] , F(z)=0} (3.7)

seklinde olur. Eger (3.2), (3.3) ve (3.5) kullanilarak F(z) agik¢a yazilirsa;

.z

F(2) =i, A (710‘122 + aélﬂo ) e?+i (_7005122 + 10y~ aélﬂl)eiz

21 2iz

+(70“121_7’10‘12 )e 2 —ino
w 1y,

+Zaélﬂl ( 2] +|Z(—a0 2 vag A ) e'™
m=1

12 ki(m+;]z

o0

21 p12 22
+Z(71a1 m 1710 +ao ﬂo 0 1

m=1
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o0

; 21 p12 22 p22 21 p11 27021 115 ALl \ai(me)z
+|Z(_7oa1 n =700 A+ 70y A t100 Ap —ag B m)e
m-1

22 )ei(mg]z

o0
21 pl1 2 p21 21 pL2 2
+Z(70a1 m T 700 Am =710 Ay =1 Ay
]

+i2(_7/1a121 m =704 A )ei(mﬂ)z (3.8)
m-1

bulunur.

Tammm 3.1: F fonksiyonunun P bélgesindeki sifirlarinin katmna, (1.1), (1.2) sinir

deger probleminin 6zdegerinin veya spektral tekilliginin kat1 denir (Bairamov and
Koprubasi, 2010).

Dolayisiyla (3.6) ve (3.7)’den goriiliir ki; (1.1), (1.2) smir deger probleminin
O0zdegerleri ve spektral tekilliklerinin sayisal Ozelliklerini aragtirmak igin, F
fonksiyonunun P bolgesindeki sifirlarinin sayisal 6zelliklerini incelemek gerekir. Bu

sifirlar igin;

My = {z: zePo , F(2)=0}

My = {z: z6[0,4n] , F(z)=0}

M3 := {M; kiimesinin limit noktalarinin kiimesi}

M, := {F(z) fonksiyonunun sonsuz katl sifirlarinin kiimesi} (3.9)

kiimeleri tanimlansin. (3.6), (3.7) ve (3.9)’den;

g4 :{/1 :A:ZSin% ,ZeM, }
(3.10)

O :{/1 :i:ZSiné ,ZeM, }

elde edilir.

Teorem 3.1: (3.1) kosulu altinda;

i) M, sinirli ve sayilabilirdir.

i) MM, = ve M,nM, = olur.

11



iii) M, kiimesi kompakttir ve reel eksen tizerindeki Lebesque dlgiisii ¢ olmak

iizere 1(M,)=0 olur,

iv) MyeM,, M, cM, ve u(M,;)=u(M,)=0

v) M, M, olur (Bairamov and Koprubasi, 2010).
Ispat: i) (1.2), (3.4) ve (3.8) kullanilarak;

iog B, + O(e’y’z), p,#0,2eP,y > o

F(z)= (3.11)

(o +oif,) 2 + O(e),  f,=0, 2P,y >

bulunur ki bu asimptotik esitlik ise F fonksiyonunun P boélgesindeki sifirlarinin

siirli bir bolgede oldugunu; yani M,; kiimesinin simnirli oldugunu gosterir. F
fonksiyonu P, bolgesinde analitik olup Teorem 2.1 geregince F fonksiyonunun P,

daki sifirlar1 ayriktir. Bu da M, kiimesinin sayilabilir oldugunu gosterir.

if) F fonksiyonu P, bolgesinde analitik olup, Teorem 2.2 ve Teorem 2.3
geregince F fonksiyonunun P, daki sifirlarinin limit noktalar: ile P, daki sonsuz
katl sifirlart P, n sinirinda; yani [0,47] araliginda olur. Dolayisiyla M; "M, =&

ve M,M, = olur.

i) VzeM,i¢in z€[0,47] oldugundan M, kiimesi simurlidir. Bununla
beraber F fonksiyonu R de siirekli olup M, kiimesinin limit noktalar1 yine M, de
olur. Yani M, kapalidir. Dolayisiyla M, kiimesi kompakttir. Ayrica Teorem 2.4

(Privalov Teoremi) geregince u (M 2) =0 dir.

iv) F, C. da siirekli oldugundan F(z)’in P, daki sifirlarinin limit noktalart
yine F(z) in sifir1 olup [0,47] araligina diiser. Yani M, M, dir. Ayrica Teorem

2.3 geregince M, M, oldugu agik olup, dolayistyla ,u(M3) = ,u(MA) =0 bulunur.

12



v) Keyfi z, € M, alalim. Bu durumda z, # z, € M, olmak iizere limz, =z,

n—oo

olur. z, €M, oldugundan F(z,)=0 olup ayrica F fonksiyonu C. da siirekli
oldugundan limF(z,)=F(z,) bulunur. Dolayisiyla F(z,)=0 olur; yani z,, F(z)

fonksiyonunun sifindir. S$imdi z, e M,; yani z, ifadesinin F(z) fonksiyonunun
sonsuz katlt sifir1 oldugu gosterilirse ispat biter. Tersine z,, F(z) fonksiyonunun

sonlu katli sifirt olsun. Bu durumda C, da analitik C. da siirekli yle bir h

fonksiyonu vardir ki;
F(2)=(2-2,)'h(z), h(z,)#0, 1<k <o

saglanir. Buradan goriiliir ki, tiim z_ ler h fonksiyonunun da sifiridir. Bu durumda

F(2)
h(z) = — 27
(2) (-2}
olur, bu ise
h(z,)=0

oldugunu verir. Dolayisiyla h fonksiyonu C. da siirekli oldugundan;

0= r|]IrTO]O h(z,)
=h(z,)

bulunur ki, bu bir ¢eliskidir. O halde z, € M,olup M, = M, elde edilir.

Teorem 3.2: (3.1) kosulu altinda;

i) (1.1), (1.2) smir deger probleminin Ozdegerler kiimesi sinirhdir,

sayilabilirdir ve limit noktalar1 [-2,2] araligindadir.

i) o, =[-2,2], 0, =0, ve u(o,, )=0 dir (Bairamov and Koprubasi, 2010).

13



Simdi (1.1),(1.2) sinir deger probleminin 6zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin

sayisal Ozelliklerini incelemek i¢in (3.1) kosulunda 0 =1 ve %S 0 <1 durumlan goz

Oniine alinacaktir. Oncelikle J =1 olsun. Bu durumda;
D exp(en)([L-a,|+[1+ b, +|p,| +]an|) < @ (3.12)
n=1

olur.

Teorem 3.3: (3.12) kosulu altinda (1.1), (1.2) simir deger problemi sonlu sayida
sonlu kath 6zdegerlere ve spektral tekilliklere sahiptir (Bairamov and Koprubasi,
2010).

Ispat: C>0 bir sabit olmak iizere i,j=12 ve nmeN icin (3.4) esitsizligi

kullanilarak; k > n+ ﬂgu > %(n +m) durumu goz 6niine alindiginda;

Al <C zﬂ (- |+ b+ [p,] + o))
k:n+m
2

=C > exp(—gk)exp(ek)(|1—ak|+|1+ b|+] pk|+|qk|)

=i

<Cexp —%(n+m) > exp(ek)([1-a |+ [L+b|+|p|+|a])

k=n+]
2

<Cexp —%(n+m) (3.13)

elde edilir. Buradan ise n>0 oldugundan;

iA:jmeimz < i‘Ai]jm eimz
m=1 m=1
sciexp{—%(n+m)}exp(—m Imz)
m=1

< Cgexp {—m G+ Im zﬂ
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olup Imz+§>0 yani Imz>—% igin > Al e™ serisi, z ye gore bu bolgede

m=1

diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla (3.8) ve (3.13)’den F fonksiyonu Imz>—%

bolgesinde analitiktir. Yani F fonksiyonu, C, dan Imz >—§ bolgesine analitik

devama sahiptir. Bu durumda Teorem 2.2 geregince, F fonksiyonunun P deki

stfirlarinin limit noktalar1 [0,47] araliginda olamaz. Bu nedenle Teorem 3.1

geregince M, ve M, kiimeleri simirli olup Bolzano-Weierstrass teoremi geregince

M, ve M, sonlu sayida elemana sahiptirler. Ayrica F fonksiyonu Imz>—%

bolgesinde analitik oldugundan, F fonksiyonunun P deki sifirlar1 sonlu kathidir. O
halde (3.10)’dan (1.1), (1.2) sinir deger probleminin sonlu sayida sonlu kath

Ozdegerleri ve spektral tekillikleri olmasi sonucu elde edilir.

Goriilmektedir ki, (3.12) kosulu F fonksiyonunun reel eksenden alt yar1 diizleme
analitik devamini saglar. Dolayisiyla (1.1), (1.2) smur deger probleminin

0zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin sonlu olmasi sonucu ortaya ¢ikar.

Simdi ¢ >0 ve % <0 <1 olmak tizere (3.12)’den daha zayif olan,

S exp(an’ )([L-a, |+ L+, | +| by +]a,]) <0 (3.14)
n=1

kosulu g6z oniine alinsin. (3.14) kosulu altinda F fonksiyonunun C, bdlgesinde
analitik ve reel eksende sonsuz tlirevlenebilir oldugu aciktir. Fakat (3.14) kosulu
altinda F fonksiyonu, reel eksenden alt yar1 diizleme analitik devama sahip degildir.
Bu nedenle (3.14) kosulu altinda, (1.1), (1.2) sinir deger probleminin 6zdegerlerinin
ve spektral tekilliklerinin sonlu olmasi Teorem 3.3’den farkli bir yolla
gosterilecektir. Bunun igin Teorem 2.5 (Pavlov Teoremi)’den faydalanilacaktir.
Burada, Teorem 2.5’e¢ uygun olmasi amaciyla g fonksiyonu yerine 4z periyotlu F

fonksiyonu ve G kiimesi yerine M, c [0,47r] kiimesi diisiiniilecek olup ayrica bu

teoremdeki 7 ifadesinin de belirlenmesi gerekecektir. Dolayisiyla F(z)

fonksiyonunun tiirevlerinin incelenmesi gerekmektedir. O halde (3.14) kosulu goz

oniine alinsin. Buradan k e NU {O} olmak iizere (3.8) esitliginden,
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‘F(k)(z)‘ (%j ‘71051 +ag ﬁo“"‘ Yol + 110" —atg ,Bl‘

+ 2] ‘70 71“1 ‘+2k‘71 ‘

=

C 115 Al2
+ (m _EJ ‘ao By m‘
m=1

+ka ‘—aélﬂ 2 tag' B He'mZ
m=1

e

12 2p22, 11
+Z(m+ j‘?’l ooy A+ o B — o BA,

m+l

c k 21 p12 22 p22 21 p11 22
+ E (m+l) ‘—7/00(1 m — Yol m T o An oy m_ao ﬂl
m=1

K (3
S 3 21 pll 2 22 '("”E g
+Z(m+§ ‘70051 m T 7% —nes Ay e m‘e j
m=1
S k 21 A1l 22 p21|| Ai(m+2)z
+ (m+2) ‘_710‘1 m — N m‘ g2

m=1

olup m=>1 igin 2m=>2 oldugundan;

(k) k 2, 1 2 2 _u 21 2
‘F (Z)‘SA' (‘71051 T ﬂo""‘_?/oal o — o 131"'"700[1 —Nh ‘

o0
21 k 11
[l +4 {ZU%,B \+z\ 2 4 ol A
m—1
o0
21 A2 22 12
+Z‘71a1 m T 710 +0‘o ﬁo 0 1 ‘
m=1
21 A2 22 p22 21 All 22
+Z‘_70a1 m ~ Y0 An 70 An o _ao ﬂl ‘
m=1
0
21 pll 22 22
+Z‘70a1 m T 70 m_71a1 71051 m‘
m-1

o0
21 plL 22 p21
+Z‘_71a1 m ~ 1% mﬂ}
m=1

1
bulunur. Ayrica n=>0olmak iizere; k > n+[[%ﬂ2% ve buradan §£5<1 olmak

o
lizere —k° < _mT olup (3.4) esitsizligi kullanilarak;
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< 3 eo(-okJoolek)(a-a i +ln+la)

k=n+{|—
2
&
<C.exp| —=(m?’
p{ al )}
elde edilir. Dolayisiyla;
FO()|<ca +ca Y mbe )
m=1
bulunur. Burada;

D, = C4k2mke7(m )

m=1

olsun. Literatirde G :[a,b] — R siirekli bir fonksiyon ise;

IimﬂiG(a+mb_Taj = iG(t)dt

nN—oo n m=0

durumunun saglandigi bilinmektedir. O halde a=0, b=n ve
Gty =tie 4
i¢in;
D, =C4“lim >’ me ")
m=0

=C4“lim > G(m)
n—o0 m=0

=c4| tre ot
0

<ca | tre gt
0

olup,

€.s5
=_t
y 4
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dontistimii yapilarak;

1 1
{2 - 4t
& o\¢

oldugundan;
Y k 1
D, < C4kj.(ﬂ]5 e l(ﬂjé yo dy
o\ & o\¢e
k+1

— o k+l
<C4 (ﬂj ’ %JyfS ‘e dy

€ 0
elde edilir. Bu esitsizlikte,

o

icin a >1 oldugu aciktir. Dolayisiyla;

I'(a)= J y* e .dy
0

Gamma fonksiyonu olmak tizere I'(a+1) =a! oldugundan;

k+1

D, <C4" (fj > @+
& o

<ca[2) La
& o
K+l
<C4 41° 1aa
& o
K+l
<ca 2]’ Z(a+1)
k+1 k+ 1
<ca %)’ E(Mjﬁ
B £ o\ o
o o
<ca[2)° (k+1)‘1[1(k+1)r
& )
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olur. Burada %35 <1l=2 2% i¢in;

k+1

& Lo k+l
D, <C4" (ﬂj P 20" kD) (k4 0
&

k+1

4

e k
<C4¥ (—j * (K1) 1220 (k 1) (k +1)
&

k+1

4

ke 49 é*1 %
<C4 (k+1)? (k+1)
&

olup literatiirdeki

1, k
@+k)? <e?

esitsizligi kullanilarak;

[

T«
D, scﬂ“(fj " 0 (k+1)7
r

yazilabilir. Yine literatiirdeki

k
(1+lj <e
k

esitsizliginden

k
= 1
£1+ ljb <ed
k

olup

Kk k 1

(k+1)s <k?.ed
durumu elde edilir. Ayrica
k“ <kle

oldugundan
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k 1 k

ke <(k!)s e’

olup (3.15)’den

K 1 k+1

(k+1)s <(k!se

bulunur. O halde son esitsizlik;

k+1

Tk ok
D, < c42k+1(f] " eo(k+1)°
&

— k k+1
< 042“(5) "o (kijse
&

Il
S
O
@D
S
VR
| &
N—
S
[EEN
(2]
@D
AN
7~ N\
| &
|
=~
/=
=~
=
I
N

T
= Dd*Kk (k")
1

pa*krc Y

IA

olup k >1ig¢in,

1

k! kk(?lj >1
durumu da g6z 6niinde bulundurulursa;
[F®(z)|<ca* +C4" kae'z(m )

m=1

1
<Cc4+ dek!kk(g_lj
i,
o

< pa'Y

elde edilir. Burada D >0ve d >0ifadeleri C, ¢, ¢ ifadelerine baghdir.
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Teorem 2.5 deki #, ifadesi igin;

7 = Dd"k!kk[%_l]

almacaktir.

Teorem 3.4: (3.14) saglandig1 taktirde M, = dir (Bairamov and Koprubasi, 2010).
Ispat: F fonksiyonu oOzdes olarak sifir degildir. Dolayistyla Pavlov teoremi

kullanilirsa; kK e NuU {0} i¢in;

k
_ing NS
t(S)—IQf Th
1

(),
_ . DkIk 7 (ds)
k k!

Dint [kk[il] (ds)k}

olmak iizere, Pavlov teoremindeki aralik @ >0 i¢in [0, w ) olarak alinirsa;

Tlnt(s)d,u(MM) > —o0

bulunur. Burada t(s) fonksiyonuna paralel olarak x e [O,oo) icin;

1

g =x (ds)"

fonksiyonu g6z Oniine alinsin. t(S) fonksiyonunun agik¢a yazilabilmesi igin h(X)
fonksiyonunun minimumunun bulunmas: yeterlidir. Bunun i¢in h(x) in ekstremum

noktalar: bulunmalidir.

1

g =% (ds)"
Inh(x) = x In(dsx;_ll
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h(x)

1 1
=——_1+In| dsx?
o

bulunur. Yani ;
J1 1.
h'(x) =x & l](dS)X E—lﬂn[dsxrS 1}}

seklindedir. O halde; h'(x,) =0 i¢in;

NS
h()_ In (dsxé‘lj L9

yazilir. Buradan h(x) in ekstremum noktasi;
-5

X, =e " (ds)-o

olarak bulunur. Ayrica;
2 (1 1) dsx%_2

o 1o 1. NES o
h'(x) = x ¢ 1j(ds)X E—Hln[dsxﬁ 1]} +X ¢ 1J(ds)xg—

ot )|

R}
1 .1 <
olup > <6 <1 igin 5 >1 oldugundan;

dsx?
h'(x,) = e[g_l]eil(m)i K% —1) e(ds)% }

>0
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elde edilir. Yani X,, h(x) fonksiyonunun minimum noktasidir. O halde;

min h(x) = h(x,)

5 £
—exp(—¥e‘ld 1og 1 5]

bulunur. Dolayisiyla;

5 J 0
t(s) = Dexp( — eld s - 5}
olur. O halde;
[Int(s)du(M, ) >
0

ise;
1-9 *1 1(: 153
Iln Dexp| ——= d s du(M,,)>—oo

olur. Ayrica teorem 3.1’den ,u( ) 0 oldugundan;

1-0 gt
oo>—J'In{Dexp( 5 ld“slaﬂdﬂ(M“)

N EECIC
__nDJdﬂ(M4,S)+JTed s d,u(M‘m)
0

0

=—1In D[,Lt(M4’S)—,Lc(M4)]+ 1-0 eld‘lgaTS‘udﬂ(MM)
0

=—p(M, )InD+¥ eld - 5Is_
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elde edilir. Bu durum ise;

o b

IS 1“’d,u(M‘,hS)<oo (3.16)
0

olmasini gerektirir. Fakat burada % >1 oldugundan (3.16) kosulu ancak M, =

oldugunda, yani ,u(M 4 ) =0 oldugunda saglanir. Gergekten; eger M, # & olsayds,
u (M 45 ) >2s
ve buradan,

du(M, )= 2ds

olurdu. Dolayisiyla 1—% <0 esitsizligi g6z 6nlinde bulundurularak;

(1-25)st0

0
olur. Bu ise bir ¢eliskidir. Yani; M, =&’ dir.

Teorem 3.5: (3.14) kosulu altinda, (1.1), (1.2) sinir deger problemi sonlu sayida
sonlu katli 6zdegerlere ve spektral tekilliklere sahiptir (Bairamov and Koprubasi,
2010).

Ispat: (3.6) ve (3.7) esitlikleri geregince teoremin ispat igin (3.14) kosulu altinda F

fonksiyonunun P boélgesinde sonlu sayida sonlu katli sifirlara sahip oldugunun
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gosterilmesi yeterlidir. Teorem 3.1 (M, < M,) ve Teorem 3.4 (M, =) geregince

M, =& olur. O halde
i) M, =0 ise M, ’in herhangi bir limit noktasinin olmadig: agiktir.
i) Keyfi z, e M, alinsin.

limz, =z,

n—oo

olacak sekilde bir z, # 2z, 6[0,47[] noktas1 oldugu varsayilsin. z, € M, oldugundan

F (zn ) =0 dir. Ayrica F fonksiyonu (C_+ da siirekli oldugundan;

limF(z,)=F(z,) = F(z)=0

n—oo

olup, buradan z,noktasinin F fonksiyonunun bir sifirt oldugu sonucu ¢ikar. M, =&

oldugundanz;, F fonksiyonunun sonlu katli sifiridir. Bu durumda C, da analitik,

E da siirekli dyle bir h fonksiyonu vardir ki;

F(z,)=(z, —zo)k h(z,) . h(z)=0

saglanir. O halde
0=(z,-2) h(z,) , h(z)=0

olup, buradan z, # z, oldugundan h(ZO) =0 sonucuna ulasilir. Ayrica h fonksiyonu

(C_+ da siirekli oldugundan;

limh(z,)=h(z,) = h(z,)=0

elde edilir. Bu ise ¢eliskidir.

(i) ve (i)’ den M, ve M, smirl kiimelerinin herhangi bir limit noktalar1 yoktur.
Dolayisiyla Bolzano — Weierstrass teoremi geregince, M, ve M, kiimeleri sonlu

olmalidir. Yani; F fonksiyonu P bolgesinde sonlu sayida sifira sahiptir. Ayrica
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Teorem 3.4(|\/| . =®) geregince de F fonksiyonunun P boélgesindeki sifirlari sonlu

kathidir. Dolayisiyla (3.14) kosulu altinda (1.1), (1.2) siir deger problemi sonlu

sayida sonlu katl 6zdegerlere ve spektral tekilliklere sahiptir.
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4. SINIR KOSULLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNAN DiSKRE
DIRAC DENKLEMLERININ ESAS FONKSiYONLARI

(3.1) sart1 altinda A, 4,,.... 4 ve A, A, ...,4, sirastyla F in Pyve [0,472] deki

sifirlar1 ve yine sirastyla m, m,,....m.ve m, ,,m,.,,...Mm de Fin P, ve [0, 471] deki

sifirlarinin katlar1 olsun.
()
Simdi (= {AJ yi tanimlayalim;
(

(7y) =2 y@+by? +pyd, neN

n 4.1)
(ﬂy)n —a_y®Y +by® +qy?, neN
seklindedir.
Tanim 4.1 : A=4,, ( nin dzdegeri olsun. Eger;
y d d? dv
"day, dA’y " TdAYy,
veya daha genel olarak,
dd_/;iy::{dd/; yn}nEN . (j=01...0, neN) 4.2)
vektorleri,
(4y), = %Y =0
[ﬁ(dd—ij ylj—ﬂo dd/i" y, - ddﬂjjll y,=0 (j=01..0, neN) (4.3)

denklemlerini gerceklerse, bu durumda Y, vektdriine £ nin A = A, 6zdegerine karsilik

2 v
gelen ozvektorii denir.(;—ﬂj yn,[%] yn(%j y, vektorlerine ise A=4,
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ozdegerine karsilik gelen bagimli vektorler denir. A=A, 6zdegerine karsilik gelen
ozvektor ve bagimli vektorlere, A =4, Ozdegerinin esas vektérleri denir. ( nin

spektral tekilliklerinin esas vektorleri de benzer sekilde tanimlanir (Aygar vd., 2012).

Simdi bir vektor tanimlayalim;

neN, j=01...m-1vei=12 ..., kk+1 ..., v i¢in;

l{d—J EY (/1)}
q] jtda’ aei
—V,(4)= (4.4)

da’ _i{d_j_E(z)(/’t)}
jtida’ -

seklinde tanimlansin. Burada;
/1:25in5:>sin5=i
2 2 2

Az

= arcsin—=—
2 2

LA
=7 :2arcsmE

olup;

f® (Zarcsin %j

= ; (4.5)
f@ (2 arcsin —]
2
esitligi vardir. Ote yandan (1.1) sisteminin ¢6ziimii olan;
@
% wj
( ) ( ( )) yISZ)(/l) .

i¢in;
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d_j @

d' ) ol [dﬂ‘jy”(i) 47

= (M,}ym U oy (4.7)
5 |V

yazilabilir. Ayrica (1.1) sisteminde art arda tiirevler alinirsa,

1.denklemi i¢in;

d (2 d (2) d @) @ d @
a, —Yath —Vy.7+p,—Vy, =Y, +A—
n+1 dﬂy yn+l n dl yn pn dﬂ, yn yn dﬁ, yn
d? d® d d?
(2) b (2) o _ =2 (3] - @
n+l dﬂ,z yn+l dﬂz yn pn dlz yn dﬂ yn dﬂ,z yn
d (2) d (2) d ’ @ _ d (1) d @)
a +b, — —
n+1 dﬂ,3 yn+l dﬂ,?) yn pn dla yn dﬂ.z yn dﬂ,g yn
dj di dj d -1 dj
Ba gy Yaa th op Yn P g e = I Ve F A e (4.8)

elde edilir. 2.denklem igin;

d
Y2 =y Ay

d d d
a—1_yr(1l—)1"‘b _yr(11)+qn da

di "dA di

d?> o , d? d? d d?
b (1) (2 _ (2 +A (2)
nldlzynl dlzyn qndlzyn diyn d/lzyn

d® d’ d’ d? d’
a n-1 d/13 yrgj;)l b dﬂ,s yr(11) qn d/IS yr(12) 3d/12 yr(\Z) ﬂ’ dﬂa yr(12)

d

d : (2)
dpih T

anldij

j
24y 4.9)

d : (2) _
V=] AT

d : (1)
an g

(l)
yn l dlj
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bulunur. (4.8) ve (4.9) bir arada diisiiniiliirse;

d’ ) d’ @ 4 d' o
+b, —
n+1 dij yn+1 dij yn pn dﬂ,l yn
d’ @ : @ 4 d’ )
A1y Yt bdﬁ,yn Ty
dj o, d™ o
— V==Y
_ d/1J " daiton
- I (4.10)
d/lj yn Jdﬂj_l yn

yazilir. (4.4) ve (4.5) arasindaki baglantidan; f, (Z) , (1.1) sisteminin bir ¢6zlimii ise,

i i
dd/IJ n(ﬂ,l) de (1.1) sisteminin bir ¢oziimiidir. O halde ddTV( ) (1.1)

sisteminin j.tiirevinde yerine yazilirsa;

1.denklem igin;

j! d’ A)+ b d’ A)+ ! d’ A
J'an+1wvn( |)+J' nﬁvn( |)+J'pnwvn( |) (4 11)
di d’ '
= j(J—l)!(Mj_l v, (/l,)+1|}tﬁvn (4)
bulunur. 2.denklem i¢in ise
! J b, — j A ! d’ A
Janld i n( )+J d i n( |) anﬁvn( |) (412)

- i

esitligi elde edilir. (4.11) ve (4.12) ve 4, 1n 6zdeger olmasi birlikte diistiniiliirse;

nelN, j=12,..m-1vei=12 ... ,v igin;

(v(4)), ~4v(4)=0

d’ d! di=t
Lﬁ(ﬁv(ﬂ,‘)jnj—ﬂoﬁvn(i,)—mvn (4)=0 (4.13)



gerceklenir. O halde;

di

(A), =012 . m-1i=12 Lk

ve

di
da’ Yn

(4), =012, ..., m-1, i=k+1Lk+2, ...,0

vektorleri sirastyla ¢ nin 6zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin esas vektorleridir.

Simdi ileride kullanmak adina bir esitlik ispat edilecektir.

Teorem 3.1: 4, :Zsin%, z,eP=RU[0,47] ,i=12, ... .k, neN ve C,ve D,

A ya bagli sabitler olmak iizere;

b){d 7 E‘W)} ->p, {57 fn“)(Z)} (4.14)

A=2; t=0

esitlikleri vardir (Aygar vd., 2012).

Ispat: Ispat icin tiimevarim metodu kullanilacaktir.

ol e -Telde)
i=4 =0 z

i) j=0igin;

=7

EP(1)=C, £ (2)
olup, esitligin dogrulugu agiktir.

i) j=Kk igin;
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olsun.
i) j=k+1 igin;

dd; E(l) Zk: {dt f(l) )}

t=0

- Cof(l)(z)+C1;7 f9(z2)

n

d° o d ‘o
+ Czd/12 fi?(z)+...+C, T f(z)

olup her iki tarafin A ya gore tiirevi alinirsa;

d dC d

E(l) A “~o f(l) C f(l)
d/lkﬂ n() dﬂ ()+ Odln(Z)
dc, d d
f(l) f(l)
A dA (Z)+C1d/1 - (2)
dc, d? d?
f(l) f(l)
T Ay ERLN ©
dC dk dk+l
f(l) f(l)
+dﬂdlk n()+C dikﬂn()

k+1
_ C (1)
Sl

elde edilir. (i), (ii) ve (iii) den teoremin ilk kismi i¢in ispat tamamlanir.

b) {dd—;Eéz’(ﬂ)}_ ;D{7 f?(z )}

i) j=0igin;

=z

E?(1)=D,f?(z2)
olup, esitligin dogrulugu agiktir.
i) j=Kk igin;
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4 E0(1)=30,{L 19(2)
dak " & dat T
D, 1 (2)+D,— t?(2)
2 k
+ D, dd/Iz f?(z)+..+ D, d - £ (z)

olup her iki tarafin A ya gore tiirevi alinirsa;

dk dD d

e (= ()0 10 )
dD, d d
__f(z) D_f(z)

tarda @B R0 ()
dD, d?

d3
£ (2)+D, L0z
taa o (D0 s 6P()

dD dk dk+l
dﬂ/ d fn(Z)(Z)+D d k+l fn(Z)( )

k+1 dt (2)
=> D f
5o lar o)

elde edilir. (1), (i) ve (ii1) den teoremin ikinci kismi i¢in de ispat tamamlanir

=z

Teorem 3.2:
d! . )
FETi V,(4)el,(N,C?), j=012,..,m-1,i=12..k

. (4.15)
vy Vo (4) 2, (N,C?), j=012,..,m-1, i=k+Lk+2,..,0

dir (Aygar vd., 2012).
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Ispat: (4.14) esitliklerinin sag taraflari icin (3.2)’den;

{ C]Itt fn(l) ( )} _ Otlllt (n +1)t ei[m%jzi
dz 2

€ it
+Za”( 1“(m+n+ge[ 2) — A (m+n) e J(416)

t ! i nJrl 2 )
{% fn(z) (Z)} = arflit (n +%j e[ 2) _a(r?itﬁ-l(n)temzi

n Zaﬂ{ 11 jt (m na 1jt ei(mm%)z 1211 (m + n)t oi(mn)z }
2

o 1),
+Z“22{ 2“(m+n+;je( 2) 2t (m+n) ™" }(4 17)

elde edilir. ¢ nin 6zdegerlerine karsilik gelen;

j=012,..,m-1,i=12..k

o]

esas vektorleri igin;

1| d! 1 d'
- __E(l) Y ==5"C f(l) _
j!{dl’ o ( )}M i t{dzt : (Z')}
1| d! 1 d'

E? (4 ==>D 11— f?(z
J'{d//ij n ( )}l_ii JI; t{d/lt n (Zl)}

bulunur. ImA >0 oldugundan (4.18)’den, i=1,2,...,k igin;

2
' 1(d’
EP (4 —{—E® /1}
,n{dzl )}M j!{d/l’ ( )M

ic { dtt fn(l) i } { dt f(Z) )}
o (d4

(4.18)

2

J

+

2
] -2

(38
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B (4.19)

yazilir ve buradan;

Hddxljj Yo | ‘( j {g{imax{lm D[}
+%¢+ ﬂ@H;gﬁwz .y mq}

21

o)
et
o
ofzfimenf e e ) (420)

bulunur. Simdi (4.20) nin ilk ifadesi dikkate alinirsa;
1
e—{n+5jlm Z;
2

< >(
; -

J 5w ol
) (i)[%ﬂ”
+(L+n+n’ 4 4nl)enm }2

. A(j-+21)_i“n+ljJ ef("*aj'mzi + pg-1ma } <o (4.21)
(]I) n=1 2

elde edilir. Burada;

t 1)
1 —[m+n+7 Imz
11 2
a, |+ m+n+=| e

Sl o) |5

t 1
—(m+n+§]Im Z;
€

j w
+ ZIDtl{Z
t=0 m=1

1
m+n+=
2

2
11 1

a,

21
n

+

n+—

— |

21

o,

22

o,

A=max{|Ct|,|Dt|}max{(

11
|+

)

dir. Simdi yeni bir fonksiyon tanimlayalim;

} (4.22)
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S %t e—(m+n+%jlmzi

Afl
m

0.0~ 0ol

+‘Aﬁ“m+n| —(m+n)Imz )}

=

+[ A2 m-+ et )}} (4.23)

2 1 ¢ o (m+n+%)lmzi

m+n+—

+2|D|{z

olsun. Boylece (4.20)’nin ikinci ve {iglincii terimi igin;

1 g C 1 21 1 1| 7(m+n+1jlmzi
[Fj > > max{|C,|.|D,|} Z(an +|a? ) |Am[m+n+Zfet 2
- n=1| t=0 =
+‘A1"2nHm+n| —(m+n)Imz; )}
i o 1t (m+n+ ]Imz
+ 2|3 Do ||| [Am|Im+n+=| e
t=0 m=1 2

| lmeenf e )

:L%J $0.2) (4.24)

elde edilir. A’ ve @ nin i, j =0,1 i¢in simrlihgr kullanilirsa;

9,(2) <max{|C,,|D [} M Zjli{

bulunur. Burada;

t 1
(m+n+EJlmz +|m N n| —(m+n)Imz; } (425)

21

=

dir. max{|Ct|,|Dt|}M =N alinirsa;

11 22 21 12 22
')

M =max{< altl+

21 11
| (e +

2 \} (4.26)

9,(2) < NZe nimz Z{(m+n+%)t e ™™ +(m+n) em'”‘zl}

=1

=Ne "™ {Z 2e "M +Zw:e’”"””i ((m+ n +%j+(m + n)j+...
m=1 m=1
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+ie’m'rnZi ((m+n+%jj +(m+n)j]

m=1

o H t
< Ne "™z Zie‘m'mzi ((m+ n+%j +(m+ n)tJ

1 t=0

<Be "™ (4.27)

yazilabilir. Burada;

o0
m=1 t=0

B=szjle"“""Zi ((m+n+%j +(m+n)tJ (4.28)

dir. Sonug olarak;

2 2
[ij Zgn(z)S[.iJ D Be "™ <00 (4.29)
1) = 1Y =
elde edilir. (4.21) ve (4.29)’dan;
i=012,...m-1vei=12,.. k icin;

dd—;,-vn(Meﬂz(N,cZ)

yazilir.
Simdi teoremin ikinci kismi ele alinacak olursa;
1=012,...m-1vei=k+Lk+2,...,0 i¢cin ImA =0 dir. (4,4) ve (4.14) den;

1(d! 1 d
1= _EO®O(2 =N'cl!{ @
d j!{dw ! )}H i t{dﬂ‘ ” (Z)}z

(4)- |- |

—v, _ _
o 119 oy Lyptd oy
jrlaar ™ i jleg ' ldat " ]

]
olup %Vn (A4) nin ¢, (N,(Cz) de olup olmadigini incelemek igin, iki bileseninde

ayri ayri ﬁZ(N,(CZ) de olup olmadigimi incelemek gerekir. Simdi ilk bilesenden

baslanirsa;
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, 1
. A:;]it [m a4 %)t el(m+n+5jzi

_ A%iinl(m_'_ n)t ei(m-*—n)Zi

olur. Burada her iki terim ayr1 ayr1 ele alinacaktir.
i 1 t i n+1 2
A=Y Ca,'i' (n+§j e{ 2
t=0

olsun.

anﬂt( ;jt (r3

2

o0

2.

n=1

olup,

Az(,(N,C?)
elde edilir. Simdi;

t=0 m=1

! - t i m+n+£ Z;
AZ :ictzail(&;lt (m+n+%j e( 2] Aﬁ} t+1(m+n) e(m+n)z J

olsun.
t . Ezi .
|A2| = t il(p\irlnlt [m+n+%) e( 2] _A%rZHitJrl(m_'_n)t e|(m-¢—n)zi
t=0 E
c Coifmenel Z; )
ZJ: Zan (Aﬁ] I[ %j e[m n 2) + Airznit+1(m+n)t e'(mm)zi
t=0 m=1

38
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i t

30122

t=0 m

1
m+n+=

2

[\Aﬁa\

<G+ D (| +|A%))

+‘Afn“m+n|t]

]

m+n+% (4.31)

bulunur. Ayrica (3.4)’den;

|An|<C i (‘1‘ai‘+‘1+bj‘+‘pi‘*‘qi‘)
1]
< ¥ exp (¢ )exp(e3° ) ([L-ay [ +[L+ by + |y + o)

=5
(5 0

<o) -«(n[3]) [Sooler)e-al oo o))
j=1

<M exp{—g[n +Hgﬂﬂ (4.32)

elde edilir. (4.31) ve (4.32) beraber diisiiniiliirse;
1/ { m]Y’
m+n+—=| exp|—¢& n+|}—}l
2 ( 2
ool 5[] ool S [3])
m+n+=| exp| ——| n+|— exp|——| n+{—
2 2 2 2 2
1 ¢ M ’
exp|——| n+{—
2 2 2

|A2|§C1(j+1)Mi

<C,(j+)Y

m=1

m+n+=

<C,(j +1)exp(—gn‘5 Zw:
m=1

<C,(j +1)exp(—%n‘S

bulunur. Buradan;

8

SIAf <3.C2(j+1) exp(-en’)
n=1 n=

LN

<CI(j+1)*D exp(-en’)
n=1

<00

olup;
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A, e (,(N,C?) (4.33)
elde edilir. (4.30) ve (4.33)’den;

t=0

j dt 1 2
>C, {d/zt fn‘)(zi)}eﬁz(N,C )

ve buradan da;

dt @ 2
i {d,y = (’1)}“ (Nn.C?) (4.38)

elde edilir. Simdi ikinci bilesen ele alinirsa;

i dt j 1\ i[n+1)zi ] :
D f(z) 215t el 2 _ o2t )tein
2 ‘{dﬂf } 2.° { ( ZJ at

+> alt| A [m +n+ ljt ei(mm%]Z 2it (m+n) ™™ }
n m 2

_'_i 2| pzjt ( 1jt i(m“”%jz 2jts t_i(men)z :|}
a; m+n+> | e (m+n)e
m=1

olur. Burada her ii¢ terimde ayr1 ayri incelenecektir. Simdi birinci terim igin;

i . 1 ! i(n+£]zi i .
B, =) D (n+§j et ¥ —aZi™(n)'e™

2

J t i n+1 z .
ZDt |:a§lit(n+%] e( 2) _a§2it+l(n)temzi:|

-3 2ol oo e |
n—1| t=0
w (] 1t 1t 2
ZClZ Za21 n+=| —la?|n+=
=1\ t=0 2 2
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© j t 2
e[Sl
n=1\ t=0
o) j 1t 2
2C2Z£Z n+— J =0
n=1l\ t=0 2
olup,
B, 2 (,(N,C?)

elde edilir. Simdi ikinci terim i¢in;

t=0 =1

olsun.
B i o 21_ 1t 1 t i(m+n+%)li - ¢ imen)e
[Bo|=2_D.2 x| Ani m+n+§ e —-ACi™(m+n)e
t=0 m=1
<2Di ” 0 et 1 t i[m+n+%]zi 12t ¢ i(men)s
<2.D2 o | Al m+n+o e +AZi" (m+n) e
t=0 m=1
j © t
<G5 [wtfmens Y slalment
t=0 m=1

1 J
m+n+=
2

<C+DY(|Am]+|A2])
m=1
bulunur. (4.32) ve (4.36) birlikte diisiiniiliirse;
ool =(13])
=| exp| —¢| n+||—
2 2

|B,|< 3 m-+n+

<C,(j+1))]

m=1

0

<C,(j +1)exp(—§n" >,

m=1

m+n+

3o 5130

<C,(j +1)exp(—gn5

bulunur. Buradan;
41

B iD {ia21|: 11 t[m+n+ 1)t ei(mm%jz 12|t+l(m+n) e(m+n)zi :l}
i 2

S m+n+%jexp[—g(“l[gT}Xp(_g(ﬁﬂgm

(4.35)

(4.36)



Z.O:|BZ|2 < icj(j +1)” exp(-en’)
n=1 n=1

<C2(j+1)"Y exp(—en’)

n=1

<o
olup,

B, € (,(N,C?) (4.37)

elde edilir. Simdi {igiincii terim dikkate alinirsa;

i

m+n+% (4.38)

Scl(j+1)i:l(\Afé\+\Afi\)

bulunur. (4.32) ve (4.38) birlikte diisiiniiliirse;
1/’ m ’
m+n+=| exp —g[n+ﬂ—uj
2 2
1 ¢ Iml ’ ¢ [m] °
m+n+= exp| —=| N+||— exp| —=| n+||—
2 2 2 2 2
1 ¢ ﬂmﬂ ’
exp| ——=| n+||—
2 2 2

|BS|SC1(j+1)Mi
m=1

<G, (j+DY

m=1

0

<C,(j+)) exp(—gné >

m=1

m+n+=

<C,(j +1)exp(—§n‘S

bulunur. Buradan;
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Z.O:|BS|2 < iCE?(j +1)” exp(-en’)
n=1 n=1

<C2(j +1)ziexp(—gn‘5)

n=1
<oo

olup,

B, (,(N,C?) (4.39)

elde edilir. (4.35), (4.37) ve (4.39)’dan;

Z { 7 f@(z, )}ef (N <c2)

t=0

ve buradan da;

1(d
= E@)el,(N,C? 4.40
e menne) (4.40
elde edilir. (4.34) ve (4.40)’dan

j=0,12,..., m—-1ve i=k+1Lk+2,...,0 i¢in;

d;tjvn(ﬂ,)gﬂ (N,C?)

yazilir.

Simdi j=0,12,... i¢cin Hilbert uzayi;

@) N
H, (N) ={y =[;/?2)j:§(1+|n|) 2j ( yr(11) 2 + yr(]z) 2) < oo} (4.41)
seklinde tanimlansin. Burada;
IvI?, = elnl) (v |y ) (4.42)

neN

dir.
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Teorem 3.3: j=0,1,2,....m -1 ve i=k+Lk+2,...,0 i¢in;

d.
an(ﬂr)e H J+1(N)

dir (Aygar vd., 2012).

Ispat: (4.4) ve (4.14) birlikte diisiiniiliirse;

2+ ||1 ] d! 1(d’
1 —{——E® (1 —{——E®@(a
r;( +|n|) ﬂj'{dly n ( )}/1_}Li + Jl{dﬂl n ( )}l_/h

g { '

2 2
J t j t
C, fn(l) } D, { n(2) }
neN ( J ; {dlt ( ) 2=y ; da’ ) 7=7;

s(j1!)2 nC:(1+|n|)2<i+l> {[ c {dd/; 19 (2 }Uz (ZJO: {dd/;t £ (2 .)}]2}(4.43)

elde edilir. Burada teoremin ispat1 i¢in her iki terimde ayr1 ayri incelenecektir. Simdi

2

+

ilk olarak birinci terim diisiiniiliirse;

1=012,...m -1 vei=k+Lk+2,...,0 i¢in Imz, =0 olup (4.43) ten;
neN (j!)2 t=0

{dd/; fn(l)(zi)} jz
= (j1!)2 g{g(lﬂm)(m)(mr%)t
= |Ct|(l+|n|)_(m)i:"**‘(m*”*%)t salmeny |
Ri; 1{[§<1 (o3 bt
eyl e

{ZJ]CJZ[WH(”HN ;j +‘Aﬁ§1‘(m+n)tﬂ

t=0 =1

Z(1+|n|)72“+l) 1 [Z":Ct

11

a,'(|C,|

2

11
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2
i - o t
+[Z|ct|<1+|n|>“*” {5 oo 2] +\A¢a\<m+n>tD } (82
t=0 )
elde edilir. Yine burada ii¢ terimde ayr1 ayri ele alinacaktir. Simdi ilk olarak (3.1),
(3.4) ve (4.44)’den;

2

1
an

[i|ct|<1+|n|)‘“+”
=0
j
sz{zm
t=0

iﬂﬁm(m+n+%}t +‘A1]§1‘(m+n)tﬂ

N (i) 1
mZ(1+|n|) (m+n+§j C

=1

1
an

2
j:n+g

: B _ . 5
S4{Zj: ot Z(1+|n|)_(”1)(m+n+%) Cexp(_g(m;rnj J

=0 m=1

2

X Y exp(gjﬁ)(‘l—aj‘+‘1+bj‘+‘pj‘+‘qj‘)

j=n+ m]‘
2

_ Gexp(—ggn;J(1+|n|)‘2“”) (4.45)
bulunur. Burada;
:
cl=[2(:a,1,1 %:m]exp(gj‘j)(‘laj‘+‘1+bj‘+‘pj‘+‘qj‘)J
]
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dir. G ve C; in yakinsak oldugu aciktir. (4.45)’den devam edilirse;

an

- i["ﬁn‘(m+n+%)t+‘Afr2n‘(m+n)tD
<G2exp(—g%n2](l+| |) () __

n

n=1\ t=0

i(iwwnw

elde edilir. Ayrica (4.44) ve (4.45)’den;

> |([d “(i+1) 1Y
;z{ S Jatlc+i) [;ﬂ
0 . t
' =1(1+|n|)_(1+1)(‘Afrln‘(m+n+%j +‘Afn‘(m+n)tﬂ}
S j ) t 1 1
Szl:i(1+|n|)z(1+l)(n+%j exp(_g%nz}2}<oo
ve yine (4.45)’in ilk terimi i¢in;

w [ (i+1) 1 t u ?
Z:;‘ ;‘1+|n| n+> ] | IC,|
S . i
<3+ Hh(m%}r...{mgj }0{

n=1
2

X Zjla,fl
0

11

- _ 2]
<(j+1) >+ n|_2(”1) (n +%} ot ’
n=1
112

<(j+1) Z|1+n| (49 (n+1)"|a

2 2
HC <o

<(j+1°Y

n=1

olup (4.47), (4.48) ve (4.49)’dan;

s L gle )| <=

bulunur. Simdi (4.43)’{in ikinci terimi ele alinirsa;
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(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)



) el S

2

ooz

o

neN t=0
SR (i+1) 21 1| 2|t
3 ;(l+|n|) D | n+=| =la; n|
. ) t
+i|Dt|(1+|n|)““{ [\A:;\mm —\A:;Hm+n|]
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n=1
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elde edilir. (4.55), (4.56) ve (4.57)’den;
Sy 3lp Lo 2 s (4.58)
neN (j!)z | (dat " .

bulunur. Buradan da (4.43), (4.50) ve (4.58) birlikte diisiiniiliirse;

..... v i¢in;

sonucuna varilir.
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