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SIMGELER VE KISALTMALAR D iziNi
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Ey(x) = y(x + h) biciminde tanimlanan 6teleme(kaydirma)
operatori
N ={1,2,3, ...} biciminde tanimlanan gal sayilar kiimesi
N, ={0,1,2,3, ... } biciminde tanimlanan gal sayilar kimesi
R = (—o0, +0) bigciminde tanimlanan reel sayilar kiimesi
C={a+ib:a,b € R, i?* = —1} biciminde tanimlanan
karmia sayilar kiimesi
R"™ = R X R X ... X R bigiminde tanimlanan kartezyen kiimesi
Denge noktasi
x1(n), x,(n), ..., x,,(n) ¢céztmlerinin Casoratian determinanti
z={...,—2,—1,0,1,2,, ...} biciminde tanimh tamsayilar kiimesi
Zt={1,2,3, ...} biciminde taniml pozitif tamsayilar kiimesi
Ax(n) = x(n + h) — x(n) biciminde tanimlanan ileri fark
operatori
Ay gx(n) = x(n + 1) — ax(n) bigciminde tanimlanan
genglielmis fark operatoru
m. mertebeden gengitdmi s fark operatoru
Birim operat6r
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1. GIRIS

Fark denklemi, bir ya da birden fazlagggkenli bir fonksiyonun sonlu farklari ile bu
fonksiyonun bgimsiz dgiskenleri arasindaki gkiyi veren cebirsel bir bantidir.
Diferensiyel denklemler fiziksel olaylardaki streklegisim oranlarinin arasindaki
iliskiyi verir. Ancak dgadaki olaylarin tamami sdreklilik arz etmez. Fark
denklemleri sureklilik arz etmeyengie aralikli zamana gére @sen olaylarin
matematiksel modellemesinde kullanilir. Clinki zaangdre dgisen, gelgen bircok
durum ayriktir (discrete). Bunun yaninda fark denieri diferensiyel denklemlerin

ayriklastiriimasi (discretization) yontemlerinde de kariza ¢ikar.

Fonksiyonel denklemler olarak da isimlendirilen kfadenklemleri, diferensiyel
denklemlere benzerlik gosterirler. Fakat inceleniees yoninden, diferensiyel
denklemlerden daha yenidir. Diferensiyel denklemB0 yili gan bir sitrede
incelendgi halde, fark denklemler 100 yillik bir incelemeracinde sistematik hale

gelmistir [1].

Diferensiyel denklemlerin vazgecilmez bilimsel onede “dgzada kopukluklar
yoktur” yanlis varsayimina yer veriliyordu. Bu eski hipoteze gdiaksel olaylarin
matematiksel modeli, surekli gigim oranlari arasindaki denklemler ile ifade
ediliyordu. Bu nedenle diferensiyel denklemler,iKibilimine 6zgli matematiksel
ifadeler olarak kabul ediliyordu. Fakat 20. yluzyalarinda radyasyondaki quanta ile
biyolojide goriilen genetik olaylarindaki ggheler, tum d@a olaylarinin, streklilik
terimleri ile ifade edilemeye@mi gostermgtir. Boylece dgadaki bazi olaylar fark

denklemleri kullanilarak ifade edilmeyestenmstir [1].

Fark denklemleri ve rekirans (6zyinelemeligimaularinin tarinsel gedimini donem

donemsu sekilde inceleyebiliriz:

M.O 600-0 yillari arasinda fark denklemleri, rekisaba&ntilari ve onlarin

ozellikleri ilk kez antik Yunan da Pythagofas Archimede$ ve

! Pythagoras (MO 570-MO 49%)onyal filozof, matematikgi.
2 Archimedes (MO 287-M.0 212) Yunan matematikgi,Kizj astronom, filozof, miihendis.
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Euclid® tarafindan incelenmir. Pythagoras'in en 6énemli katkisi licgensel siste
bicimindeki sayilar d§iincesini ortaya koymasidir. Pythagoras ucgenseénsis
bicimindeki sayilar t,, Uc¢gensel sistemin. sayisini gostermek ve; = 1 olmak

uzere
tn = tn—l + n

kurall ile vermgtir. Archimedes int sayisini hesaplayabilmek icin bufdluyontem

9. yuzyilin sonlarina kadar kullanilgtir. Bu metoda goére bir gemberin igine ¢evrel
cemberi bu gcember olan dizgiin cokgenler ve cemiegrafina ic tget cemberi bu
cember olan dizgun cokgenler ystildlir. Cokgenlerin kenar sayilar artiriiginda
distaki ve icteki dizgun cokgenlerin alanlari giderd&irenin alanina yakia.
Boylecer nin yaklgik deseri bulunmy olur. Euclid ise 6zyinelemeli igentilarini

surekli kesirlerin dgerini hesaplamak igin kullansgtir [2].

0-400 vyillari arasinda rekirans goatilarina en 6nemli katkiyr HernSmyrnali
(izmirli) Theor® ve Diophantu$ yapmstir. Heron, kendi adiyla anilan formiilde,

pozitif a sayisinin karekdkinin yaklk degerini hesaplamak icin

Xn+1 = (xn + a/xn)/z

bagintisini kullanmgtir. Smyrnali Theon da pozitit sayisinin yaklgk dezgerini
bulmak icin lineer sistemleri ve kokli sayilari lwimstir. Diophantus ise
Diophanten denklemleri olarak bilinen denklemleriggziminde reklrans

bagintilarini kullanmgtir [2].

400-1200 arasindaki yillar matematik igin karag galarak da ifade edilir. Bu
donemde matem@e Avrupa’da ygams matematikcilerin dnemli bir katkisi
gorilmemektedir. Bu gala rekirans kantilarina en onemli katkiyr Orta [@o

cografyasinda ygamg matematikciler yapmlardir. Bu matematikciler arasinda

*Euclid (MO 330-MO 275)skenderiyeli matematikgi.

* Heron (10-70) Yunan matematikci ve mithendis.

®> Smyrnali{zmirli) Theon (70-135) Yunan matematikgi.
® Diophantus (200-284) Yunan matematikgi.
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Brahmaguptj Al-Karaji®, Omar Khayyamy Bhaskar®, Al-Samaval', Al-Tusi'?
gosterilebilir. Brahmagupta matrisi olarak bilinen

B(xy) = [J_:;y o)

matrisinin kuvvetlerini alarak ofturulan Brahmagupta polinomlari

Xns1 = XXp + tY Yy

ve

Ynt+1 = XYn + YXn

rekirans bantilarini sglar [2].

1200-1600 yillar arasinda fark denklemleri ve rekié bgintilarina en onemli
katkiyr Fibonacc®, Nasir Al-Tust®, Yang Hut®, Al-Bannd® Al-Farisi*’ ve Shih-
Chieht® yapmstir. Fibonacci,

Fn+1)=Fn)+Fn—-1), F))=F2)=1, n=23,..

denklemini ele alarak biyolojide tgan problemi olarak bilinen problemin ilk

matematiksel modelini ortaya koystur [2].

” Brahmagupta (598-670) Hint matematikci ve gokbilimc

8 Al-Karaji (953-1029)iran I Miisliiman matematikci ve miihendis.

® Omar Khayyam (1048-1131) Persli matematikair, filozof.

19 Bhaskara (1114-1185) Hintli matematikgi

1 Al-Samawal ibn Yawya al-Maghrili (1130-1180) Miisliiman matematikgi, astronom,
fizikci.

12 Nasiruddin Tast (1201-1274) Tirk bilgiislam filozofu.

¥ Leonardo Pisano Fibonacci (1170-128&)yan matematikgi.

1 Nasuriddin Tisi (1201-1274) Fars Bilgis)am filozofu.

> Yang Hui (1238-1298) Cinli matematikgi.

16 Al-Marrakushi ibn Al-Banna (1256-1321) Fasl matgikci.

" Kemaleddin Hasan ibn Ali ibn Hasan el Farisi (1:2819)iranli matematikgi ve fizikgi.

'8 Chu Shih-Chieh (1249-1314) Cinli matematikgi.
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1600-1700 yillari arasinda fark denklemleri ve rekis bgintilarina Bernoulf’,
Moivre®, Newtorf* ve Pascéaf katki sglamlardir. Jacob Bernoullinin “Bernoulli
sayllar” olarak bilinen sayilari rekiransgoaisi olarak ifade edilebilir. Newton
metodu yardimi ile diferensiyellenebilir bir fonkenun sifirlar tget dgru
yaklasimiyla yaklgik olarak bulunabilir. Newton metodunag, f(r) = 0 ssitli gini
saglayanr degerine yakin bir sayi olarak secigde

Xn+1 = Xn — f(xn)/f’(xn)

rekirans bgntisi yardimi iler ye daha yakin bir yakjan elde edilir. Newton

metodu |x, — r| degeri kic¢ik oldgu durumda sonuc vermektedir. Blaise Pascal

olmak

binom katsayilari Gzerine kaydagge calsmalar yapmy ve a", = kl(n;k),

uzere

ank — an—lk_1 + an—lk

rekidrans formalunin kullaniimasi ile Pascal Ucgablosunun sonsuz biekilde

gensletilebilecezini gostermitir [2].

1700-1800 yillari arasinda fark denklemleri ve rak$ bgintilarina katki yapanlar
arasinda Riccdtl, SimsoR*, Eulef®, Johann Bernoufif, G. Mongé’,
Laplacé® ve Lagrang€ bulunur. Riccati’nin capmalari temel olarak analiz ve 6zel
olarak da diferensiyel denklemler Uzerine oftau. Denklemlerin mertebelerinin
disurilmesi ve parametrelerin glgimi ile ilgili kayda deser sonuclar elde etstir.

19 Jacob Bernoulli (1655-170%vicreli matematikgi.

20 Abraham de Moivre (1667-1754) Fransiz matematikci.

%L Sir Isaac Newton (1643-172ifgiliz fizikci, matematikgi, astronom, filozof, mitwe
ilahiyatcl.

%2 Blaise Pascal (1623 —1662) Fransiz matematikiizilei.

23 Jacopo Francesco Riccati (1676-17Bdlyan matematikci.

** Robert Simson (1687-1768)ko¢ matematikgi.

%5 Leonhard Euler (1707-178Bvicreli matematikci ve fizikci.

26 Johann Bernoulli (1667-1748vicreli matematiki.

" Gaspard Monge (1746-1818) Fransiz matematikgi

%8 pierre-Simon (Marquis de) Laplace(1749-1827) Rrmmmatematikci.

29 Joseph-Louis Lagrange (1736-18i8)yan matematikgci ve astronom.
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a+bxy

X
n+l c+dxp

bicimindeki fark denklemi Riccati fark denklemi ok aniimaktadir. Yine bu
donemin matematikcilerinden olan Roberts Simson 317arihli bir notunda
Fibonacci sayilari buytdukce agh iki Fibonacci sayisinin oraninin altin oran
olarak bilinen(1 ++5)/2 = 1,6180... sayisina yakinsagini belirtmitir. Euler farklar
icin ilk defaA operatorina kullanmgtir. 1771 yilindan bdayarak birkac yil boyunca
Monge, Academie de kismi tirevli denklemler ve wsoriirk denklemlerinin
geometrisi ile ilgili 6nemli yayinlar yayinlagtir. 1794 de Laplace ve Lagrange
homojen olmayan dgsken katsayili fark denklemlerini ¢ozmek icin pararakerin

degisimi yontemini kullanmglardir [2].

1801-1900 yillari arasinda BabbdyeBessel', Farey?, Gaus¥® Gompert?* ve
Legendré®, Cauchy®, Sturni’, Verhulst®, Jacobi’, Dirichlet®®, Liouville*,
Catalat?, Heiné®, Casorafi* ve Riemanf?, Hermité®,  Christoffef’,

Routh®, Laguerré®, Lucas®, Gegenbauét, Poincar&, Markov*, ChebycheV* ve

% Charles Babbage (1791-184myiliz matematikci, analitik filozof, makine miihesi
*! Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) Alman gokiniti, matematikci.
%2 John Farey (1766-182&)giliz matematikgi.

% Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) Alman matigi.

* Benjamin Gompertz (1779-186B)giliz matematikgi.

% Adrien-Marie Legendre (1752-1833) Fransiz matekygati

% Augustin Louis Cauchy (1789-1857) Fransiz matekyati

37 Jacques Charles-Francois Sturm (1803-1886¢reli matematiki.

% Pierre Frangois Verhulst (1804-1849) Belgikal emaatikgi.

% Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) Alman mai&giat

“0 peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) Almaatematikci.

! Joseph Liouville (1809-1882) Fransiz matematikgi.

“2 Eugéne Charles Catalan (1814-1894) Belgikall matigi.

“*3Heinrich Eduard Heine (1824-1881) Alman matematikc

4 Felice Casorati (1835-189itplyan matematikgi.

“> Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) Almmatematikci.
“6 Charles Hermite (1822-1901) Fransiz matematikgi.

" Elwin Bruno Christoffel (1829-1900) Alman matenhati

8 Edward John Routh (1831-1907) Kanadali matematikgi

9 Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886) Fransiz maikgia

*° Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891) Framsiematikci.

> Leopold Bernhard Gegenbauer (1849-1903) Avusturgatematikgi.
>2 Jules HenriPoincaré (1854- 1912) Fransiz mategiafikikci, miihendis.
*3 Andrey (Andrei) Andreyevich Markov (1856-1922) Ruatematikci.
> pafnutiy Lvovi¢ Cehyov (1821-1894) Rus matematikgi.
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Peand” nin calsmalarini gérmekteyiz. Charles Babbgffer) fonksiyonunurDf (x)
farkini x; # x, icin Df(x) = f(xy) — f(x,) seklinde tanimlayarak bu Bty
basit bir polinom biciminde ifade edilen bir fonksnun nimerik dgerini
hesaplamak icin kullangtir. Sturm x:N - R?" ve S:N - R2™*2"  simplektik
matris olmak Uzerex,,; = Six, bicimindeki simplektik fark sistemleri tzerine
calismistir.  Simplektik fark sistemleri bircok fark denklemve sistemini

kapsamaktadir. Bunlar arasinda 6zel bir durum olan

A(reA(si)) = PiSkrr, A(SK): = Spy1 — Sk

Sturm-Liouville fark denkleminin salinimlgi ayrintili olarak incelenngiir. Bu

donemde Verhulst bir jenerasyonun populasyon biigiikiin bir 6nceki
jenerasyonun populasyon biyugli ile orantili oldgunu ifade eden temel
matematiksel modeli ofturmustur. Bunu matematiksel olarak

Pt+1 = TP:

denklemi ile ifade etngtir. Buradat zaman periyodunu (ele alinan cinse gore dakika,
hafta, ay, yil olabilir),p, t zamanindaki populasyon buyuUglind, p;,, bir sonraki
zaman periyodundaki populasyon buy@lad, r ise Malthusian olarak bilinen

blyime oranini gostermektedir. Verhulst 1846 ydingaptgl argtirmada

.....

Verhulst bir 6nceki denklemine

(K —p)/K

terimini ekleyerek lojistik fark denklemi olarakligien lineer olmayan

Per1 = 10 (K —p) /K

*° Giuseppe Peano (1852-1938)lyan matematikgi, felsefeci.
6



denklemini olgturmwtur. Burada K, yssam cevresinin destekleyebilgte
maksimum populasyon buyuldint goéstermektedir. Liouville, Sturm ile beraber
fark denklemlerinin salinimlilik teorisinin kurulmimda katkilar sgamistir. Eugene
Charles Catalan’in ismi ile anilan Catalan sayilar{l1,2,5,14,42,132,429,...)

kombinatorikteki bazi problemlerde kaniza c¢ikar ve

form0ll ile elde edilir. Catalan sayilarinin henibkendisinden 6nceki sayilara

baglidir. Bu sayilar arasind& (0) = 1 olmak tzere

n

Cn+1) = Zc(i)C(n—i),n >0

i=0
bagintisi vardir. Stiper Catalan sayilari @) = S(2) = 1 olmak lzere

32n—-3)S(n—1)—(n—3)S(n—2)
n

S(n) =

rekirans formula ile verilir. Bu donemde Heine, eadre polinomlari, Lame
fonksiyonlari ve Bessel fonksiyonlari Gzerine gaklar yapmgtir. Cosarati, fark
denklemleri ve diferensiyel denklemlerin bircok bend6zelliklere sahip olduklarini
fark etmg ve lineer fark denklemleri icin Cosarati formullmitaya koymstur.
Lineer fark denklemlerdeki Cosarati matrisi linediferensiyel denklemlerdeki
Wronskian matrisi ile benzer 6zgi sahiptir.n sabit bir sayl olmak tzere Hermite

denklemi olarak bilinen

y' —2xy'+2ny =0

denklemininH,,(x) ¢6zimleri, n pozitif tamsay! olgu durumda Hermite polinomu

olarak adlandirilir ve bu ¢ozumler

2nHy,_1(x) = H'y(x) ve 2xH, (x) = 2nHy_1(x) + Hpy1(x)

7



bagintisini sglar. Edmund Laguerre, Laguerre denklemini ve Lagueolinomunu
bulmuwstur. Laguuerre denklemi

xy"+1-x)y'+ny=0

bicimindedir ve denkleminir,,(x) ¢c6zimleri,n pozitif tamsay! oldgu durumda

Laguerre polinomu olarak adlandirilir ve bu ¢ézimle

Lpy1(x) + (x = 2n = 1)Ly (x) + n?Ly_1(x) = 0,

L'p(x) —nl'y_1(x) + nly_4(x) =0

bagintilarini s&lar. Francois Lucas, Hanoi kule problemine katkglaais ve
2,1,3,4,7,11,18,...bicimindeki Lucas dizisini giurmutur. Bu dizi balangi¢ iki
terimi dsinda Fibonacci dizisine benzemektedir ve bu ikirdizterimleri arasindaki
lliskiyi ifade eden yuzlerce et mevcuttur. Pafnuty Cbebychev, Cbebychev
polinomlari olarak bilinen iki cins polinomu ortaykoymustur. Birinci cins
Chebychev polinomlari

T (x) = cos(ncos™(x)),x € [-1,1]

biciminde tanimlanirikinci cins Chebychev polinomlari ise

U,(cosq) = sin(n + 1)q/sing, cosq = x,x € [—-1,1]

biciminde tanimlanirz,, yukaridakiT,, ya daU,, olmak lGzere

Zns1(X) = 2x2,(x) — 1 (x)

bagintisi Chebychev polinomunun ilk tG¢ terimi araskidiaskiyi verir.[2]

1901-1950 yillari arasinda rekirans denklemleritekumasi ile bazi matematiksel

harikalar elde edilngtir. Bunlardan ilki dizlem doldurmaggleri ya da fraktal olarak



bilinen dizlemi hi¢ bgduk birakmadan doldurangslerdir. Bu tipteki eriler ilk
olarak 1890 da Giuseppe Peano tarafindagfelémistir. Calismalarinda fark
denklemlerini dizlem doldurangelerle kullanan matematikciler arasinda David
Hilbert®® ve Niels Fabian Von Koch vardir. Fraktallar ve diizlem doldurapriéer
fark denklemlerinin birgcok uygulamalarindan ikisidBir diger 6nemli uygulamasi
da diferensiyel denklemlerin sayisal ¢ozumlerinutubmasidir. Bu metodlardan en
onemli ikisi Martin Kuttd®nin yaptg calsmalara dayandirilan Runge-Kutta metodu
ve Emile Picartfin yaptg! calsmalara dayandirilan aggk yaklasimlar metodudur.
Bu yillarda fark denklemleri ve rekiiransgnatilari Fato® ve Julid® tarafindan ele
alinmsg olup bu matematikciler rasyonel fonksiyonlarin kpeks tanim kiameleri
Uzerinde cadmislardir. Gaston Julia ve Pierre Fatou yinelemelieglar Uzerine
onemli katkida bulunmgardir [2].

Fark denklemlerinin sistematik hale getirilip ineemesinde 1950 den gunumuze
kadar bircok cayma yapilmgtir. Bu donemde bir¢ok matematikci fark ile ilggdok
sayida cabma yapny ve hatiri sayilir bir literatir opmustur. Bunlardan bazilari
[3], [4], [5], [6], [7], [8] , [9] olarak verilebiir.

Gunumuzde fark denklemleri hareket analizinde, ekade arz ve talep
denklemlerini olgturmada, lojistik denklemlerinin ofturulmasinda, ekonomik
dalgalanmalari ve donemsel ekonomik hareketlerieleroede, gsizlik orani
hesabinda, biyolojide canl kitle sayisiningardmasi ve yorumlanmasi gibi birgok
alanda kullanilir. Fark denklemlerinin kullangdbazi 6zel durumlarisagidaki gibi

ornekleyebiliriz:

Ekonomide bilgik faiz hesabinda, amortismf&n hesabinda ve ulusal gelir
modellemelerinde fark denklemleri kullanilir [3]. yAca ekonomide arz-talep

*% David Hilbert (1862-1943) Alman matematikgi.

>’ Niels Fabian Helgevon Koch (1870-194dyecli matematikgi.

*8 Martin Wilhelm Kutta (1867-1944) Alman matematikgi

% Charles Emile Picard (1856-1941) Fransiz matemgiatik

% pierre Joseph Louis Fatou (1878 — 1929) Franstenatikci ve astronom.

®t Gaston Maurice Julia (1893-1978) Fransiz mateigiatik

2 Amortisman, genel olarak, tretim faaliyetleri somnda mal ve hizmetler ajturulurken
gecms yillardan devralinan sermaye mallarinda meydatengginma ve eskimenin
parasal dgeridir.



iliskisini incelerken yine fark denklemlerinden faydala. Arz—talep ilgkisi
incelenirken o6rumcek ga semalarindan faydalanilarak arz ve talebin denge

noktasinin kararl olup olmagligosterilebilir [4].

Richardson silahlanma yamodelinde, rekabet halinde ol&nve Y gibi iki tlkenin

askeri butceleri arasindakisii matematiksel olarak modellergihde

Ax, =Ky, —ax, +g
Ay, = Lx, — By, + h

biciminde lineer fark denklem sistemi ortaya ciktaakr. BuradaK ve L sirasiylaX

ve Y Ulkelerinin savunma katsayilari olmak Uzere bikeilin mevcut askeri
bitcesine dier ulkenin verdii tepki gostergeleridir.a ve § sirasiylaX ve Y
ulkelerinin yorgunluk katsayilari olup eylemsiziie askeri bitcelerdeki agtn olasi
negatif ekonomik bedel Glgutlery ve h ise askeri olmayan ve siyasi kaygilari

gosteren dgmanlk hisleridir [10].

Birbiri ile savgan iki ordu arasindaki sayvada “Lancester sayamodeli” ile
modellenebilir [10].

Fark denklemlerinin siklikla kullaniligh bir diger énemli saha ise matematiksel
biyolojidir. Ardigik jenerasyonlarin Ust Uste gelm@&diek turlt bir populasyon
modeli, k. jenerasyondaki populasyay), ve f dogum oranina bl bir fonksiyon

olmak lizere

Niy1 = f(Ng)

biciminde ifade edilebilir [5]. Balikciik ekonomigle elde edilen gelirin
optimizasyonu ve balik tdrindn korunmasi icin fadenklemleri ve fark
denklemlerinin kararlifgt kullanilir [5]. Kanda bulunan alyuvarlar oksijeni
tasinmasi ile gorevlidirler ve hayat sureleri sinmidDolayisiyla alyuvarlar dizenli
olarak parcalanir ve yeniden dretilir. Bundan dokgnda bulunan alyuvar sayisini

hesaplamak icin fark denklemlerinden faydalanilg]. [Bir salgin hastagin

10



goruldigl bir toplulukta hastagiin yayillma hizinin modellenmesinde de fark
denklemleri kullanilir [5].

Fark denklemlerinin kullanilg en populer olan konulardan birisi de “fam

problemi” olarak bilinen problemdir. Bu problemirdziimi olan ve “Fibonacci
dizisi” olarak bilinen dizi ¢ok ilgingtir ve birgcokiygulamasi mevcuttur. Probleyu

sekildedir: “ Her yeni bir cift tayan iki aylik old@gunda her ay bir c¢ift taan

yavrulayabiliyorsa bir yilda toplam kac cift tan Uremg olur.” Bu problemin
matematiksel modeli bize ikinci mertebeden bir fdekaklemi verir. Bu

Yntz =Ynr1 + Y0 ¥(0) =1y(1) =2, 0=n<10

seklinde iki-nokta fark sinir der problemidir. Buradaki denklem

Yn+z2 = Y1+ Yn ¥(0) = 1,y(1) =1, n=0

seklinde verilen Fibonacci dizisinin 6zel bir hahidi1].

Sosyal bilimlerin bircgunda da fark denklemlerinin kullanifdi yerler vardir.
Uyaricinin alinmasi ile Byan, tepkinin verilmesi ( butona basma, labirektisma
gibi) ile devam eden ve cevresel bir sonucla (y@keeeya elektriksoku verilmesi
gibi) sonuclanan bir genme deneyin. denemedeki grenme olasifil p,, vea ile m
sabitler olmak tzere

Pn+1 = a+mp,,n=0,12,..

fark denklemi ile modellenebilir [3].

Koyll ve sehirli olarak ikiye ayrilan bir topluluk arasindagdcler sonucunda nufus

dagihminin deisimini ortaya koymak icin fark denklemlerinden fajatalir [5].

iki kisinin kasilikli oynadgl bir sans oyununda oyuncularin kaybetme olasiliklarini

hesaplamak icin ikinci dereceden lineer fark demkleullanihr [5].
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Bir verinin elektronik sinyaller génderilerek aktainda, k anindaki mimkin olan
tum veri dizilimleri M, olmak UzereM, = M;_, + M, _, biciminde 2. mertebeden
bir fark denklemi kullanilir. Bu ayni zamanda Filbeni sayilarini bulmak igin

kullanilan fark denklemidir [5].

Lineer fark denklemlerinin asimtotik kararfili da bircok matematikci tarafindan

incelenmitir.

C.W. Clark [12] de

X1 = Axg + F(Xp—p)

fark denklemini lineerlgirerek elde etfii lineer denklemin asimtotik kararlgini

incelemiatir.

Levin ve May [13] de

Niyq = N F(Neor)

denklemini lineerlgtirerek elde ettikleri lineer denklemin asimtotilarirliligini

incelemglerdir.

S.A. Kuruklis [14 ] dea ve b reel sayik negatif olmayan bir tamsay! olmak tzere
Xp41 —aXp +bxy_r, =0 n=0,12,..

denkleminin asimtotik kararli olmasi igin gerekyeger kgullari vermitir.

Ayni denklem Vassilis G. Papanicolaou tarafindas) [de incelenmi ve geometrik
bir ispatla denklemin asimtotik kararli olmasi igjarek ve yetegartlar verilerek bu
ispatin

Xi+1 — AXg—m + DX = 0
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denkleminin asimtotik kararlgini gostermek icin de uygulanabilgceifade

edilmigtir.

G.Ladas vd. [16] d&; € N, i =1,2,3,...,micin p;(n) € R ven € N olmak tzere

m
Xny1 — Xp + Z pi(M)xp_, =0 n =012, ..
i=1

denkleminin global asimtotik kararli olmasi icintgesartlari vermglerdir.

H. Matsunaga ve T. Hara [17] geereel sayi ve, [, N pozitif tamsayik > (N — 1)l

olmak lizere

N
Xn+1 — Xpn + pz Xn—k+(j-11 =0 n=012, ..
j=1

gecikmeli lineer fark denkleminin sifir ¢ozimunueinatotik kararli olmasi igin

gerek ve yeter kallar vermglerdir.

H. Matsunaga [18] de reel sayIB 2x2 reel sabit bir matris vk bir pozitif tamsayi

olmak tzere
Xpy1 —axp +Bxp_p, =0 n=0,12,..

gecikmeli lineer fark sisteminin asimtotik karaolmasi icin gerek ve yetaartlari

vermistir.

J.Cermak vd. [19] da, B,y reel sayi vék > 1 bir tamsayi olmak tizere

Yn+1 T a&Vn + BYn—k+1 + VYn-k =0, n=2012,..
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lineer otonom fark denkleminin asimtotik kararlimasi icin gerek ve yeter
kosullarin iki farkli acik formunu vermglerdir. Bu kgullar Schur-Cohn kriterinin

daha uygulanabilir bir forma dostilirtilmesi ile ¢ikarilmytir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bdlimde ileride kullanilacak temel tanim ve &olere yer verilmektedir.

Tanim 2.1

Tanim kiimesinde bulunan hersayisi i¢inx + h da tanim kiimesinde bulunacak
sekilde alinanh sabiti iciny fonksiyonu verilmg olsun.y nin ilk ileri farki Ay ile

gosterilir ve

Ay(x) = y(x + h) — y(x) (2.1)

biciminde tanimlanir [3]. Burada fark araligi olarak adlandirlir ve uygulamada

genellikleh = 1 olarak alinir.

Tanim 2.2

y ve onun birinci farki olam\y verilmis olsuny nin birinci farkinin farkiA?y ile

gosterilir vey ninikinci farki olarak adlandirilir.

A%y = A(Ay) (2.2)

biciminde yazilir.

A%y(x) = Ay(x + h) — Ay(x) (2.3)

dir. Genel olaraky nin (n —1). farkinin farkinay nin n. farki denir veA™y ile

gosterilir.

Ay = A(A™" 1y),n = 2,34, ... (2.4)

dir [3].
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Tanim 2.3

Birim operator! ile gosterilir ve uygulangi herhangi biry fonksiyonundary ile

0zde yeni bir Iy fonksiyonu dretiry nin tanim kiimesindeki herhangi hirelemani

icin

Iy(x) = y(x) (®.5

olur. A° sembolui birim operatori ifade etmek icin kullanyani

A%y =Ty (2.6)

dir [3].

Tanim 2.4

h bir sabit vey verilen bir fonksiyon olmak tzei# kaydirma (6teleme) operatéri

Ey(x) = y(x + h)

biciminde tanimlanirA ve E operatorleri arasinda

Ay(x) = Ey(x) — y(x)

bagintisi vardir.A operatdriinde oldiu gibi E operatorti de bir fonksiyona birden

fazla sayida uygulanabilir ve genel olarak

E™y(x) = y(x + nh)

dir [3].

16



Teorem 2.14 ve E operatdrinun 6zelikleri)

a) c bir sabit olmak tzere

Alcy(n)] = cAy(n) dir [3].

b) ¢, vec, herhangi iki sabit olmak Gzere

Alciy1(n) + 2y, (M)] = ¢14y,(n) + Ay, (n) [3].

c) uvewv iki fonksiyon olmak tzere

Alu(n)v(n)] = Eu(n)Av(n) + v(n)Au(n) [3].

d) AveE operatorleri dgisme 6zelgini saglar, yani,

AE = EA dir [3].

e) AveE operatorleri indis kuralini gkar, yani, negatif olmayanmven

tamsayilari igin

AMAT= ATA™
EmETL = ETLEm
sglanir [3].

f) k pozitif bir tamsayi ise
Sk
A*y(n) = Z <l> (—D*Ely(n)
i=0

sgalanir [3].
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g) k pozitif bir tamsayi ise

k

By =y (1) avm
sglanir [3].

Tanim 2.6 (Genellgiriimi s fark operat6ri)

,mn€N,a €R,a # 0 olmak tzere\; , genellgtirilmi s fark operatori

Agy(m) =y(n+ 1D —ay(n)

biciminde tanimlanirl = 1 i¢in genellatirilmi s fark operat6ri
Agy(n) =y(n+1) —ay(n)

biciminde tanimlanir .

Tanim 2.7

y ve onun birinci genellgiriimis farki olan A;,y verilmis olsuny nin birinci
genellgtiriimis farkinin genellgiriimis farki Al,azy ile gosterilir vey nin ikinci

genellatiriimi s farki olarak adlandirilir.

Al,azy = Al,a(Al,ay)
biciminde yazilir.
Al,azy(x) = Al,a}’(x +1) - aAl,aY(x)

dir. Genel olaraky nin (n —1). genellgtiriimis farkinin genellgtiriimis farkina

y nin n. genellatirilmi s farki denir vea, ,"y ile gosterilir.
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Al,any = Al,a(Al,an_ly ), n= 2;3;4;

biciminde tanimlanir.

Teorem 2.24; , operatérinin 6zelikleri)

a)

b)

Ispat

¢ bir sabit olmak tzere

Al,a[CY(n)] = CAl,ay(n)-

l;, 1, pozitif tamsayilar ver € R, a # 0 olmak Uzere

All,aAlz,aY(n) = Alz,aAll,aY(n)
dir.

LneN, a €R, a+ 0 olmak Uzere her bir pozitif m tamsayisi igin
m
. m .
Ay = Y (<0 (") aty(+ Gn— D)
i=0

dir.

A, , operatorinun tanimi kullanilirsa

Apgley(m)] =cy(n+ 1) —acy(n) = c(y(n+ 1) —ay(n)) = cA;,y(n)

elde edilir.
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b) A, operatérinin tanimi kullanilirsa

Ay b, ay(M) = Ay a(Br,ey (W) = Ay, o (1 + 1) — ay(n))
=yn+L+1L)—ayn+1l)— a(y(n +1,) — ay(n))
= yn+l+1)—ay(n+1) —aly(n+1) —ay(n))
=8, (y(n +1y) —ay(n))
= Aa(B,,0¥(M))
= Alz,aAll,ay(n)

elde edilir.

c) Ispat timevarim yontemiyle yapilacaktir.

m = 1igin,

=~y
By = Ay = ) (=} ( ) aly@+ (1= DD = y(n + 1) = ay(m)
i=0
oldugundan énerme doudur.

m =k igin Onermenin dgru oldwunu kabul edipm =k +1 icin de

Onermenin dgru olduzunu gosterelim.

Ay () = Ay (M () = Do (o (- DI (M)aiy(n + (k - D) =

oD (Day(n+ (k+1- DD — a(Zio(-D'(a'y(n + (k — D)) =

Yo DI (H)aly(m + (e + 1 - DD - T (DI (Ha*y(n + (k — D) = [(§)a’y(n +
k+ DD - Haym+ kD) + (Hatyn+ k-1 —(Ha®y+ Kk —2)D + -+
DR akym+ D] - [(Day(m+ kD) — (Ha?ym + (k= DD + (§)a®y(n + (k —
DD+ EDF( S )a v+ D+ O ad ym) ] = (§)aly(n + (k + DD —
(O+®))aye+ k) + () + () aya+ k-0 (O +(0)a*ym+
k=20 +-+ @ () + (L)) dym+D  + @ (Ha 1y

= Zf:(}(_l)i(kjl)aiy(n +(k+1-00D

onermen = k + 1 i¢in de sglandgindan ispat tamamlanir.
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Tanim 2.8

Bir S kimesi tGzerinde tanimyr fonksiyonunu ve her bird tGzerinde tanimly nin
birinci veya daha ylksek farklarini iceren denkleshé&iimesi Uzerinde bir fark
denklemidenir. Fark denklem$ kimesi tGzerinde bir fonksiyon ve onun farklarini
iceren bir b&intidir [3].

Tanim 2.9

k € N olmak lzerey(k), Z* Uzerinde tanimh reel ya da kompleksgei bir
fonksiyon olsun.y(k), y(k + 1), y(k + 2), ..., y(k + n) ifadelerini kapsayan bir
bagintiya (denklemeg. mertebeden bir fark denklemienir [20].

Tanim 2.10

n. mertebeden bir fark denklemi genel olargkn € N, y(k)(=yx) €R, f:Z - R

vey(k) # 0 olmak tzere

f(n,y(k),y(k +1),..,y(k+ n)) =0
biciminde tanimlanir. [20]
Tanim 2.11

Bir fark denkleminde bulunan en yuksek mertebelrkifa derecesinefark

denkleminin mertebesdienir [20].
Tanim 2.12

fo(k) # 0ve fy(k), fi(k), ..., fne1(k), fn(k), g(k) larin her biri S kimesi
Uzerindek nin bir fonksiyonu olmak tzere

fo)Yken + i) Ykin-1+ =+ fuc1(B)Yisr + () yi = g(k) (2.7)
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biciminde yazilabilen fark denkleming Gizerinde lineer fark denklendenir. Bu
denklem g(k) = 0 olmasi durumunddaomojen denklemaksi takdirdehomojen
olmayan denklenolarak adlandirilir. Ayrica butifi (k) katsayilar sabit ise (2.7)

denkleminesabit katsayiliaksi haldedegisken katsayil fark denklerdenir [3].

Tanim 2.13

(2.7) biciminde yazilan bir fark denkleminde kimesindeki herk deseri icin
fo(k) ve f,(k) nin her ikisi birden sifirdan farkl oluyorsa barK denklemi

S kiimesi tzerinda. mertebedendidenir [3].

Tanim 2.14

Bir fark denklemini 6zdg olarak sglayang (k) fonksiyonunafark denkleminin bir
¢Ozumudenir.¢p (k) = 0 fark denkleminin bir ¢ozimu ise bu ¢ozunyikar (trivial)
¢c0zim¢ (k) # 0 fark denkleminin bir ¢6zumu ise bu ¢ozumekar olmayan ¢ozim
ad verilir [3].

Teorem 2.3

n = ng icin p;(n) ve g(n) reel dgerli fonksiyonlar,p,(n) # 0vei =1,2,...,k — 1

icin a; € R olmak Uzere

y(ng) =ayg, y(ng+1)=ay,.., y(ng+k—1) =ay_4 (2.8)

baslangic kaullari ile verilen

yn+k)+pmyn+k—1)+ - +p(mymn) = gn) (2.9)

denkleminin tek bir ¢c6zimu vardir [3].

(2.9) denklemindg(n) = 0 alinirsa

yn+k)+pi(M)yln+k -1+ +p()y(n) =0 (2.10)
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homojen denklemi elde edilir.

Tanim 2.15

ai, a,, ..., a, hepsi ayni anda sifir olmayan sabit sayilar oliaken > n, igin

a; fi(n) + a,f,(n) + -+ a,f,(n) =0

esitligi saglaniyorsa n >n, icin f;(n), f,(n),..., fr(n) fonksiyonlari lineer

bagimlidir denir.

a;fi(n) + ayf,(n) + -+ a,f,(n) =0

esitligi her n > n, icin sadecea; = a, = - = a, = 0 durumunda gdaniyorsa

fi(n), f,(n), ..., f(n) fonksiyonlarilineer bazimsizdirdenir [4].

Tanim 2.16

(2.10) denkleminirk tane lineer baamsiz ¢6ziminden adan kimeydemel ¢ozim

kimesiadi verilir [4].
Tanim 2.17

x:(n), x,(n), ..., x,,(n) ¢céztmlerininW (n) Casoratian 1

X1 (Tl) X2 (TL) Xy (TL)
W(n) = det xl(n.+ D xh+ 1) xr(n-+ 1)

x(n+r—-1) x,(n+r—-1) ... x,(n+r—-1)

biciminde tanimlanir. Casoratian, diferensiyel denkerdeki Wronskian in ayrik
benzeridir [4].
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Teorem 2.4

(2.10) denklemininx;(n), x,(n), ..., x,(n) ¢dézlumlerinin kiimesinin temel ¢dézim
kimesi olmasi igin gerek ve yeter skb pozitif n, tamsayisi icinW(ngy) # 0

olmasidir [4].

Tanim 2.18

(2.10) denkleminin temel ¢6zim kimes$ik,(n),x,(n),...,x.(n)} olsun. Bu
durumdaa; ler herhangi sabitler olmak lGzere (2.10) denkfemigenel ¢ozumu
X, = Y a;x; (k) bicimindedir [4].

Tanim 2.19

P1, P2, -, Pi Sabitlerp, = 0 ve 1 € C olmak tzere

xn+k)+px(n+k—-1)+ - +px(n) =0 X2)

denklemindex(n) yerineA™ yazarak elde edilen

P):=2*+p A1+ dp, =0 (2.12)

denklemine (2.11) denkleminkarakteristik denklemibu denklemim kéklerine de
karakteristik kokledenir [4].

Teorem 2.5

A€C, A+ 0 olmak Uzere (2.11) denkleminin(n) = A™ biciminde ¢ozumleri
vardir ve bul degerleri (2.12) denklemini gar [11].

Teorem 2.6

(2.12) deki P(A) polinomunun A, A,,...,4;, kokleri birbirinden farkli ise

Y A%, ..., ¢ (2.11) denkleminin lineer igamsiz ¢ozumleridir [9].
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Teorem 2.7

(2.12) dekiP(4) polinomununi, kokindn kathlgr mg olsun.u,(n) ler dereceleri
(mg—1) i gecmeyenn ye bali genelleyici (generic) polinomlar olmak Uzere
xs(n) = us(n)AY  fonksiyonlan (2.11) denkleminin c¢ozimleridir veinder

bagimsizdirlar [9].

Sonug 2.1

(2.11) denkleminin genel ¢6zUmu

d d m;—1 da mi—1
X, = Z a;u; (A} = Z a; Z cn Al = Z Z Ajn A}
i=1 i=1  j=0 i=1 j=0

ile verilir. Buradad, farkli koklerin sayisi vé;; = a;c; dir [9].

Tanim 2.20

I reel sayilarin herhangi bir alt agalve f:1 x I — [ surekli ve diferensiyellenebilir

bir fonksiyon olmak lGzere_;, x, € I balangi¢ kagullari ile verilen

Xni1 = f(Xn Xp_1) (2.13)

fark denklemini ele alalimx = f(x,x) kosulunu s&layanx € R noktasina (2.13)

denkleminindenge noktasdenir [21].

Tanim 2.21

%, (2.13) denkleminin denge noktasi olsun.
i. Egerhere>0icinx_q,x, €Ivel|x,—x|+|x_; —x| <6 iken hern > —1
icin |x,, — x| < € olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsax denge noktasi

kararhdir denir.
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x denge noktasi kararli vex_q,xy €1, |xo—x|+|x_4—X|<digin

lim, . x, = X olacak sekilde § > 0 sayisi varsax denge noktasiokal

asimtotik kararlidirdenir.

iii.  Her bir x_;,xy €1 icin lim,_, x, = X oluyorsax denge noktasglobal
cekimlidir denir.

iv.  Egerx denge noktasli kararli ve global ¢cekimli isglobal asimtotik karalidir

denir.

v. Egerx denge noktasi kararli gitse x denge noktadararsizdirdenir [21].

Tanim 2.20 ve Tanim 2.21 i yiuksek mertebeli bik fdenklemi icinsu sekilde

verebiliriz.

Tanim 2.22

I reel sayilarin herhangi bir alt agali k pozitif bir tamsay veF: %"t — [ bir

fonksiyon olmak tzere

Xng1 = F(xn Xnoq, s Xni) @1

fark denklemini ele alalim. Bitin > —k igin x,, = ¥ kosulunu sglayan x € R
noktasina (2.14) denklemindenge noktasienir [22].

Tanim 2.23

X, (2.14) denkleminin denge noktasi olsun.
i. &> 0 verilmis olsun. (2.14) Ufx,, }o-_; ¢OzUimleri igin
[x_) — x| + |x_gyq — X| + -+ |xg — X| < 6 iken hern > 0 igin
|x, — X| < € olacaksekilde bir§ > 0 sayisiI varsa (2.14) denkleminirdenge
noktaskararlidir denir.
ii. x denge noktasi kararl ve (2.14) §R,,},-_;, ¢cozimleriicin
|x_j — X%| + |X_gy1 — X| + -+ |xg — X| <& iken lim,_, x, =X olacak
sekilde§ > 0 sayisi varsa denge noktadokal asimtotik kararlidirdenir.
ii.  (2.14) un her bir {x,};,—_x ¢O6zUmu iginlim,_,, x, = X oluyorsax denge
noktasiglobal ¢ekimlidirdenir.
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iv. Eger (2.14) denkleminirx denge noktasi kararli ve global ¢ekimli isglobal
asimtotik kararhdirdenir.

v. Eger (2.14) denkleminint denge noktasi kararl giése x denge noktasi
kararsizdirdenir [22].

Ornek 2.1

x*, x(n+ 1) = f(x(n)) fark denkleminin bir denge noktasi olsuri.denge noktasi
icin olasi durumlar gagidaki gibidir [4].

A
X*+e
X*+0 A / \ /\/—_
X7\ 7
W
x* - €
E_§ = ® ® ® N N N N
0 i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n

Sekil 2.2 Kararsiz* noktasi
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+4—8_ 8 8 = = =8 = 8= 8 8 3
i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n

Sekil 2.3 asimtotik kararlc* noktasi

x(n)

A

x,(0)

Sekil 2.4 Global asimtotik karark™ noktasi

Teorem 2.8

(2.11) in sifir cozumindn asimtotik kararl olmagsn gerek ve yeter kol (2.12) in
her A karakteristik kokd icinjA| < 1 olmasidir. Ayrica (2.11) in sifir ¢ézimunin
kararl olmasi icin gerek ve yeterskn, [1| = 1 kosulunu s&layanA lar basit olmak
uzere,|1| < 1 olmasidir. Ote yandai| = 1 olacaksekilde katl karakteristik kokler

varsa, bu durumda (2.11) in sifir gozimu kararsiad].

Tanim 2.24lc matris)

Bir B = (bij) matrisininic matrisleri, o matrisin kendisi bya olmak tzere, ilk ve

son satirlari ile ilk ve son sutunlarinin atiimgsigrdsik olarak bulunan matrislerin
tumudar [4].
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[a11 a1 d13  Aqg a15]
|G21 Q22 QA3 dzq Aps|
Ornek 2.24 =|A31 A3z az3; Q34 Aszs|matrisinin ic matrisleri,
Q41 A4z Q43 Q44 Uus
ds1 dsz (Qs3 dsg  dss

Apz 0dz3 dpg
azz Qszz Az4|velass]
Agp Qg3 Ay

A,

dir.

Tanim 2.25

Bitln ic matrislerinin determinantlari pozitif olamatrisepozitif i¢ matrislidir denir

[4].

Teorem 2.9 (Schur-Cohn Kriteri)

(2.12) karakteristik polinomunun sifirlarinin biridsk icinde kalmasi icin gerek ve
yetersart gagidaki ifadelerin sglanmasidir:
i. P()>0,
i. (=DFP(-1)>0,
iii. (k—1)x (k—1) tipindedeki

1 0 00 0 0 0 Pk
[ D1 1 0 0] [0 0 Pr  Pr-1 ]
BE, =| : ; Y ) EER ; :
|Pk—3 Pk-« .. 1 0 ‘ [ 0 Pk P4 D3
Pk-2 Pk-3 ... pp 1 Pk Pk-1 Pz D2

matrisleri pozitif ic matrislidir [4].

Schur-Chon Kiriteri kullanilarak (2.11) denkleminggikar ¢éztumlerinin asimtotik
kararli olmasi icinp; katsayilari Gzerine gerek ve yetartlar konulabilir. (2.11)
denkleminin mertebesi kuguk olglunda aikar ¢cozamlerinin asimtotik kararlgi ile

ilgili kompakt gerek ve yetegartlar verilebilir. Asagida ikinci ve tg¢lnct mertebeden

29



sabit katsayili, lineer homojen fark denklemlerirankar ¢ozimlerinin asimtotik
kararhlgi icin gerek ve yeteyartlar 6rnek olarak verilrgiir.

Ornek 2.3

Ikinci mertebeden

x(n+2)+px(n+1) +p,x(n) =0 (2.15)

denkleminin karakteristik polinomu

bicimindedir. (2.16) polinomunun karakteristik kékhin birim disk icinde kalmasi

icin gerek ve yeteyart

(-1)?*P(1) =P(1)=1—p; +p, >0, (2.18)
|BE|=1£p,>0 (2.19)

olmasidir. (2.17) ve (2.18) ddr+ p, > |p;| ve 1 + p, > 0 elde edilir. Bu durumda
(2.19) denl — p, > 0 veyap, < 1 elde edilir. Buradan (2.15) denkleminin asimtotik
kararli olmasi icin gerek ve yetgart

lp1l <1+p, <2 (2.20)

olarak elde edilir [4].
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Ornek 2.4

Ucuincti mertebeden

x(n+3)+px(n+2)+px(n+1) +psx(n) =0

denkleminin karakteristik polinomu

P(/“.)=2~3+p1/—1.2+p2/1+p3=0

(2.21)

(2.22)

bicimindedir. (2.22) polinomunun karakteristik kékhin birim disk icinde kalmasi

icin gerek ve yeteyartlar;

P(l):1+p1+p2+p3>0,

(-D°P(-1) ==P(-1) =1-p  +p, —p3 >0,

1 0 0 p 1 D3
B =|[ ]+ 3] = >0
Bl pp 1 p3 D2 p1t+ps 1+p;
ve
_ 1 0 0 p;3 1 —p3
Bl =, 1] =[n Bll= >0
IBic-l pp 1 P3s D2 p1—p3 1—p;

dir. (2.25) den

1+p,—pips—p3>0

ve (2.26) dan

1—p,+pips—p3>0
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(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)



elde edilir. (2.23), (2.24), (2.26) ve (2.27) kullarak (2.21) denklemininsiar
¢6zUmUniun asimtotik kararli olmasi icin gerek veeygartlar

Ip1 + p3l <1+ p, velp, — pipsl < 1 —p3 (2.29)

olarak elde edilir [4].
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3. GENELLESTIRILMIS FARK OPERATORU ICEREN BAZI FARK
DENKLEMLER 11iCIN KARARLILIK KR ITERLERI

Bu bdlumde geneligiriimi s fark operatori iceren bazi fark denklemlerininakhhgi
incelenmekte ve bazi yeni sonuclar verilmektedir.
3.LATLy() + rAy,y(n) + sy(n) = 0 Denklemiicin Kararlilik Kriteri

Bu kesimdex,r,s € R, a # 0,[,m,n € N olmak tzere

yi)=¢;, ;i €R,i=012,..,ml—1 (3.1.1)
baslangicsartlari ile birlikte verilen geneligirilmis fark operatoru iceren

Algy(n) + 1l ,y(n) + sy(n) =0 (3.1.2)

fark denkleminin sifir ¢ozimunun asimtotik karaghl incelenmektedir. (3.1.2)
denkleminin bir ¢éziminden kasit= 0,1,2,...,ml — 1 icin tanimli olan veN

Uzerinde (3.1.2) denklemini 6zdelarak sglayan reel dgerli y(n) dizisidir.

Teorem 3.1.1

(3.1.1) balangi¢c kaullari ile birlikte verilen genellgiriimis fark operatori iceren
(3.1.2) fark denklemini ele alalim. Bu durumdagadaki 6nermeler @legerdir.

(@) (3.1.2) denkleminin sifir c6zUmu asimtotik &dudir.

(b) p(t) = Zﬁaz(—l)i(T)aitm‘i + (D™ Y ma™ t + )t +(=1)™ma™ —ar +s

olmak Uzere gagidakiler sglanir;
p(1) = IA(-DI(T)a' + (-D™  'ma™ + 1+ (-1)™a™ —ar +5 > 0, (3.1.3)

—D™p(-1) = ZPA(Ma + D™ (D™ ma™ ! + 7] + (- D™ [(-D™a™ —ar +s] >0, 3.1.4)
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1 0 0 O‘I
m
—( . )a 1 0 0 I
4 m m
Ay = (2)‘12 —(1)a 1 0 ofF
_(_1)m—2 (mni 2) am—z (_1)m—3 (mTi 3) am—3 1J
r 0 0 0 (—D)™a™ — ar + S
0 .. 0 =D™a™ —ar+s (D)™™ 41|
| (3.1.5)
0 (-D™a™ —ar+s |
L (-D™a™ —ar+s (D)™ a™ ' +r .. (T;)az J

matrisleri pozitif ic matrislidir. Buradal:,_, matrisinin @eleri p(t) polinomunun

katsayilari kullanilarak okurulmustur.

Ispat

(@)=(b) (3.1.2) denkleminin sifir ¢6zUmUnin asimtotikrdrli old@gunu kabul

edelim. Teorem 2.2 kullanilirsa (3.1.2) denklemi

ﬁo(—l)i(T)aiy(n +(m—-DD)+ry(n+1) —ary(n) +sy(n) =0 (3.1.6)

Zﬁgz(—l)i(rf)aiy(n +(m=-DD+ (D" Ima™t+r)y(n+1) +
(=D)™a™ —ar +s)y(n) =0 A3)

denklemi elde edilir. (3.1.7) denkleminin karakséik denklemi
Zﬁgz(—l)i(rf)ai/l(m‘i)l + (D)™ ' ma™t+ A+ (-D)™am —ar+s=0 (3.1.8)

bicimindedir. (3.1.7) denklemi sabit katsayili hgerobir fark denklemi oldgu icin
Teorem 2.8 gefgnce (3.1.2) denkleminin sifir ¢c6zUminin asimtokkrarli
olabilmesi icin (3.1.7) denklemine kark gelen (3.1.8) karakteristik denkleminin
koklerinin |A| < 1 diski icinde kalmasi gerekir. (3.1.8) denklemirde= t desisken
degisimi yapilirsa

p(®) = XA (DI(Ta' t™  + (D™ 'ma™ !t + )t + (=D)™a™ —ar +s =0 (3.1.9)
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denklemi elde edilirl pozitif bir tamsayi oldgu icin || < 1 olmasi ile|A!| < 1

olmasi & deserdir. Dolayisiyla (3.1.8) denkleminimt kokleri icin 1] <1
esitsizliginin sgglanmasi icin gerek ve yetgart (3.1.9) denkleminim = A' kokleri
icin |t] = |AY| < 1 ssitsizliginin sglanmasidir. Boylece (3.1.9) denkleminin kokleri
olan t lerin |[t| < 1 olmasini sglamasi icin verilensartlar (3.1.8) denkleminin
kokleri icin |[A] <1 olmasini sglar. (3.1.9) dakip (t) polinomunun katsayilari;
0<ism-2 icin p;=ED(Tay  pmor = (D™ 'ma™ 1t +7)  ve
Pm = (=1)™a™ —ar + s dir. Teorem 2.9 gdz oOninde bulundurg@doda p(t)
polinomunun koklerinin|t| < 1 diski icinde kalmasi icin gerek ve yetegartlar

asagidaki gibidir:
« p(D) =IRPED(Ta + (D)™t ma™ 41+ (=D)™a™ —ar +5 >0,
e (—D™Mp(-1) = ZﬁBZ(T)ai + (D)™ (D™ 'ma™ 1t + 7] + (D™ [(-1)™a™ — ar + 5] > 0,

« p(t) polinomunun katsayilari kullanilarak gturulan

[ m 1 0 0 0‘|
I —(1)a 1 N 0 0|
+ m
VE (Z)QZ (1)a 1 0 oft
(s, e o (e
0 0 0 (-D™a™ —ar+s
|[ 0 .. 0 (-Dmam™—ar+s (~1)™1lgm? +r]|
=Dma™ -
!_ (—1)"21’" —ar+s (—1)m€1amflf-:-: (T;) a? J|

matrisleri pozitif ic matrislidir. Boylece (3.1.3)3.1.4) ve (3.1.5artlari s&lanms

olur.

(b)=(@) (3.1.3), (3.1.4) ve (3.1.5) ¢dlarinin sglandgini kabul edelim. Bu
kosullar Teorem 2.9 daki Schur-Cohn kriteri géiree

m-—2
p(t) = z (—1)! (’:‘) alt™ 4 (D)™ tma™ 4 )+ (D)™™ — ar + s
i=0
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polinomunun koklerinin|t] < 1 birim diski icinde kalmasi icin gerek ve yeter
kosullardir. A' = t desisken de&isimi yapildiginda|t| < 1 olmasi igin gerek ve yeter
sart|1] < 1 olmasidir. Dolayisiyla (3.1.3), (3.1.4) ve (3.1s&ftlar1 ayni zamanda

Zﬁgz(—l)i(rf)ai/l(m‘i)l + (D)™ ' ma™t+ A+ (-D)™a™ —ar+s=0 (3.1.10)

denkleminin 1 koklerinin |A1] < 1 diski icinde kalmasi icin de gerek ve yeter
sartlardir. Bu durumda Teorem 2.8 garee (3.1.2) denkleminin sifir ¢ozimi

asimtotik kararl olur. Boylece (a) @anms olur ve ispat tamamlanir.

Sonuc 3.1.1

a,r,s €ER,a##0,l,n €N olmak lizere

y(i)=¢; ¢; ER,i=012,..2l—1 (3.1.11)
baslangic kaullari ile birlikte verilen genellgirilmis fark operatori iceren

Afy(m) + 1A y(n) + sy(n) = 0 (3.1.12)
fark denklemini ele alalim. Bu durumdsagidaki 6nermeler gdeserdir.

a) (3.1.12) denkleminin sifir czumu asimtotik kardm,

b)

r—2al<a?—ar+s+1<2 (3.1.13)

s&lanir.

Ispat

(@)=(b) (3.1.12) denkleminin sifir ¢cozumunin asimtok&rarl old@gunu kabul
edelim. (3.1.12) denklemi (3.1.2) denkleminin= 2 i¢in 6zel halidirm = 2 i¢in
Tanim 2.6 ve Tanim 2.7 kullanifginda (3.1.12) denklemi
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ym+2D)+ (r—2a)y(n+ 1D+ (a? —ar +s)y(n) =0 (3.1.14)
denklemine indirgenir. (3.1.14) denkleminin karailgik denklemi

At (=22 +a?—ar+s=0 (3.1.15)
dir. Teorem (3.1.0Lin ispatindaki gibt = A' desisken deisimi yapildginda|t| < 1

olmasi icin gerek ve yeteyart |1] < 1 olmasidir.t = A doniumi ile (3.1.15)

denklemi
t’?+(r—-2a)t+a’*—ar+s=0 (3.1.16)

biciminde 2. dereceden cebirsel denkleme doni (2.19) g6z ©Onlnde
bulunduruldgunda (3.1.16) denkleminin koklerinin birim disknde kalmasi icin

gerek ve yeter kmlun
r—2a|<a?—ar+s+1<2
oldugu gorulur. Boylece (3.1.13) ganms olur.

(b)=(a) (3.1.13) keulunun sglandgini kabul edelim. Bu kal (2.19) gergince
(3.1.16) denkleminirt koklerinin |t] < 1 birim diski icinde kalmasi icin gerek ve
yeter kguldur. t = A' donsimi yapilirsdt| < 1 igin gerek ve yeter kol 1] < 1
olmasidir. O zaman (3.1.13) kou (3.1.15) denkleminid koklerinin |A| < 1 diski
icinde kalmasi icin gerek ve yeterskb olur. Bu durumda Teorem 2.2 ggece
(3.1.12) denkleminin sifir ¢6zumu asimtotik karavlur, yani (a) sglanir ve ispat

tamamlanir.

Ornek 3.1.1

Genellatirilmi s fark operatori iceren

AG1/2y(M) +11/6A45,,y(n) +5/6y(n) =0 A7)
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fark denklemini ele alalim. Burada= 4, a =1/2, r=11/6, s =5/6 dir. Bu
degerler (3.1.13) de yerine yaziffinda

11+5+1<2
6 6

11

6

1
2
> 2

1
4-
<l<
s <%

esitsizliginin sgilandg gordlur. Dolayisiyla (3.1.17) denkleminin sifibzagimu
asimtotik kararlidir. Gergekten (3.1.17) denklerinzenlendiinde

5 1
yn+8) —=y(n+4) +-yn) =0

fark denklemi elde edilir. Bu denkleme kiuk gelen karakteristik denklem

olup 1 karakteristik kokleri icin|A| < 1 saglanir. Karakteristik kokler birim disk
icinde kaldgi icin (3.1.17) denkleminin sifir c6zimuU asimtokikrarhidir.

Sonug 3.1.2

a,r,s €ER,a=#0,l,n €N olmak Gzere
yi)=¢;, ¢;€ER,i=0,12,..3l—-1 (3.1.18)
baslangic kaullari ile birlikte verilen genellgirilmis fark operatori iceren

A} y(n) + 1A oy(n) + sy(n) = 0 (3.1.19)

fark denklemini ele alalim. fagidaki 6nermeler edezerdir:

a) (3.1.19) denkleminin sifir czumu asimtotik karm)

38



b)

|-3a+s—ar—a3| <1+ 3a?+r, (3.1.20)
|3a? +r + 3as — 3a?r —3a*| <1 — (s —ar — a®)? (3.1.21)
sglanir.

Ispat

(@)=(b) (3.1.19) denkleminin sifir ¢cozumunin asimtok&rarl old@gunu kabul
edelim. (3.1.19) denklemi (3.1.2) denkleminm= 3 icin bir 6zel halidir.m = 3
icin Tanim 2.6 ve Tanim 2.7 kullanifginda (3.1.19) denklemi

yn+3l) —3ay(n+2) + Ba?+r)y(n+ D+ (s—ar—a®)y(n) =0 (3.1.22)
denklemine indirgenir. (3.1.22) denkleminin karaigik denklemi

B —3a2?'+ Ba?+ A +s—ar—a® =0 123)
dir. Teorem (3.1.1Lin ispatindaki gibi = A' dezisken deisimi yapildginda|t| < 1
esitsizliginin sagglanmasi icin gerek ve yetgart |[1| < 1 olmasidirt = A' doniimii
ile (3.1.23) denklemi

t3—3at*+ Ba*+r)t+s—ar—a®=0 (3.1.24)
biciminde 3. dereceden cebirsel bir denkleme ddni(2.29) goz Onlnde
bulunduruldgunda (3.1.24) denkleminin koklerinin birim diskndie kalmasi icin
gerek ve yeter kallar

|-3a+s—ar—a3| <1+3a%+r

ve
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[3a? +r + 3as — 3a?r —3a*| <1 — (s —ar — a®)?
olur. Boylece (3.1.20) ve (3.1.21)ganms olur.

(b)=(a) (3.1.20) ve (3.1.21) kallarinin sglandgini kabul edelim. Bu kullar
(2.28) gergince (3.1.24) denkleminin koklerinin |t| < 1 birim diski icinde kalmasi
icin gerek ve yeter kullardir. t = A' donisumi yapilirsalt] < 1 esitsizliginin
sglanmasi i¢in gerek ve yetgart |1] < 1 olmasidir. O zaman (3.1.20) ve (3.1.21)
kosullari (3.1.23) denkleminiil kdklerinin|A| < 1 diski icinde kalmasi i¢in gerek ve
yeter kaullardir. Bu durumda Teorem 2.2 ggirece (3.1.19) denkleminin sifir

¢6zUmuU asimtotik kararli olur, yani (a)ganir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 3.1.2

Genellatirilmi s fark operatdrt iceren

A31/5y(n) —1/36 A3, /3y(n) = 0 (3.1.25)

fark denklemini ele alalim. Burada=3,a=1/3,r=—-1/36,s=0dir. Bu
degerler (3.1.20) ve (3.1.21) de yerine yazildda

31+0+1 ! ! <1+31 !
3 3'36 27 ‘9 36
m 47
108 36
ve
31 1+310+311 31<1 (O+1 1)
‘9 36 3’ '9°36 81 108 27
5 7
18 36

elde edilir. Sonug (3.1.2) nin butgartlari sglanir. Dolayisiyla (3.1.25) denkleminin
sifir czumu asimtotik kararhdir. Gergekten (35).denklemi diizenlenginde
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11 1
yn+9) —y(n+6) +%y(n + 3) —ﬁy(n) =0

fark denklemi elde edilir. Bu denkleme kiuk gelen karakteristik denklem

11 1 1 1 1
R L S

olup, A karakteristik kokleri igin|A| < 1 sglanir. Karakteristik kdkler birim disk
icinde kaldgi icin (3.1.25) denkleminin sifir c6zimuU asimtokikrarhidir.
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32. Aly(n—1D+rAy(n)+sy(n—1) =0 Denklemi icin Kararllik

Kriterleri

Bu bolimdeg,r,s € R, a # 0, [,m,n € N olmak Uzere

y@)=¢; ¢; ERi=-,-1+1,..012,..,(m—1)I -1 (3.2.1)
baslangi¢ kagullari ile birlikte verilen genellgirilmis fark operatori iceren

ATey(n =D + 1A ,y(n) +sy(n—=1) =0 (3.2.2)
gecikmeli fark denkleminin sifir gozimunin asimitdtararhligl incelenecektir.

Teorem 3.2.1

(3.2.1) balangi¢ kagullari ile birlikte verilen genellgiriimis fark operatort iceren
(3.2.2) gecikmeli fark denklemini ele alalim. Burdomda aagidaki dnermeler ¢
degerdir:

(@) (3.2.2) denkleminin sifir c6zUmu asimtotik karaur;d

(b) p(t) = Zﬁag’(—l)i(rf)aitm‘i + ((—1)m‘2(7§)am‘2 +7)t? + ((-1D)™ma™ ! —

ar)t + (—1)™a™ + s olmak Uzere

P(D) = I DI(N)al + (D™ 2(F)a™ % + 1 + (-1D)™ma™ " —ar + (=D)™a™ +s5 >0,
(3.2.3)

+1[

(—D)™p(-1) = I (M)a + (D[ (DD 4] g -1) (D) ma™ - ar] +

a”+(-1)"s >0, (3.2.4)
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1 0 0 0]
m
—( . )a 1 0 -« 0 I
N m m
Apy = (2)‘12 —(1)a 1 0 o0|T
_(_1)m—2 (mni 2) am—z +7r (_1)m—3 (m"_l 3) am—3 1J
0 0 0 (-D)ma™ +s 1
0 0 D™ +s (1) 'ma™* —ar|
| (3.2.5)
0 -D™ma™+s |
l[(-D™a™+s (-1)™'ma™ ' —ar (T;)az

matrisleri pozitif ic matrislidir. Buradal:, _, matrisinin @eleri p(t) polinomunun

katsayilari kullanilarak okurulmustur.

Ispat

(@)=(b) (3.2.2) denkleminin sifir ¢6zUminun asimtotirdrli old@gunu kabul

edelim. Teorem 2.2 kullanilirsa (3.2.2) denklemi
?lo(—l)i(r?)aiy(n +(m—-1-DD+ry(n+1) —ary(n)+sy(n—10) =0 (3.2.6)
denklemine indirgenir. (3.2.6) denklemi yeniden eliienirse

Zﬁg3(—1)i(T)aiy(n +(m-1-DD+ ((—1)m‘2(’;l)am‘2 +r)y(n+ D+
(D™ Ima™ ! —ar)y(n) + (FD)™a™ + s)y(n—10) =0 (3.2.7)

denklemi elde edilir. (3.2.7) denkleminin karakséik denklemi

Zﬁ63(_1)i(1?)ail(m_i)l + ((_1)m—2(721)am—2 + T)AZI + ((_1)m—1mam—1 _ ar)/ll +
(—D™ma™+s=0 (3.2.8)

dir. (3.2.7) denklemi sabit katsayili homojen karkf denklemi oldgu icin Teorem
2.8 gergince (3.2.2) denkleminin sifir c6zUmunun asimtdécarl olabilmesi igin
(3.2.7) denklemine kanik gelen karakteristik denklemin koklerinid| < 1 diski
icinde kalmasi gerekir. (3.2.8) denkleminle= t desisken deisimi yapilirsa

p(t) = ¥ (DT at™  + (D™ 'ma™  + 1)t + (-D™a™ —ar +s =0 (3.2.9)
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denklemi elde edilirl pozitif bir tamsayr oldgundan|A| <1 ise |A}| <1 olur.
Dolayisiyla (3.2.8) denkleminia kokleri icin |A] < 1 ssitsizliginin sgslanmasi igin
gerek ve yetesart (3.2.9) denkleminim = A kokleri igin |t| = |A!] < 1 olmasidir.
Boylece (3.2.9) denkleminin kokleri olanlerin |t| < 1 olmasi icin verilensartlar
(3.2.8) denklemininA kokleri icin |[1] <1 olmasini da <gdar. (3.2.9) daki
p (t) polinomunun katsayilari;0 <i <m—3 olmak tzerep; = (-1)!(7)d’,
Pz = ((—1)’“‘2('2")am_2 +7), Pm1 = (—1D)™ma™ 1 —ar ve
Pm = (=1)™a™ +s dir. Teorem 2.9 g6z o6ninde bulundurg@doda p(t)
polinomunun koklerinin|t| < 1 diski icinde kalmasi icin gerek ve yetegartlar

asagidaki gibi olur.

P(1)= Z?l?(—l)%?)ai + (—1)m_2(7g)am_2 +r+(=1D)"ma™ ! —ar + (-1)™a™ +

s>0,

(D"p(-1) = X3 (P)a’ + DM (D™ 2(F)a™? + 1] + (D™ (-D™ma™ ! — ar] +

a™+ (—1)™s >0,

p(t) polinomunun katsayilar kullanilarak eturulan

m
—(1)a 1 0
£ _ m (M
Am-1 = (z)a (1)“ 1 0. ol

(_1)m—2 ( m )am—z +7r (_1)m—3 ( m )am—3 1

L m—2 m-—3 -
0 0 0 (—D)™a™ +s 1
0 0 Dma™+s (D)™ 'ma™ ! —ar|

|

0 (—D™a™ +s |

L[(-D™a™+5s (-1)™ 'ma™ ! —ar (r;)az

matrisleri pozitif ic matrislidir. Boylece (3.2.3]3.2.4) ve (3.2.5}artlar sglanms

olur.

(b)=(a) (3.2.3), (3.2.4) ve (3.2.5prtlarinin sglandgini kabul edelim. Buartlar
Teorem 2.9 daki Schur-Cohn kriteri ggirece
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m-—2
p(t) = Z (—1)¢ (T) at™ 4+ (D)™ 'ma™  + )t + (-1D)™a™ —ar +s =0
i=0

polinomunun koklerinin|t| < 1 birim diski icinde kalmasi igin gerek ve yeter
kosullar olur. ' = t degisken deisimi yapildiginda |t] < 1 olmasi igin gerek ve
yeter sart |A| <1 olmasidir. Dolayisiyla (3.2.3), (3.2.4) ve (3.2g&tlar ayni

zamanda

TG DM aA™ O (D)™ 2(T)a™ 2 + )22 + (D™ 'ma™ -
ar)l! + (=1D)™a™ +s =0 (3.2.11)

denklemininA koklerinin |A] < 1 diski icinde kalmasi icin de gerek ve yegartlar

olur. Bu durumda Teorem 2.8 ggirece (3.2.2) denkleminin sifir ¢ozimi asimtotik
kararl olur. Boylece (a) géanir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.1

ars€eER, a#0, r# -1, [,n € N olmak tzere

vy =¢; i eER,i=-,-1+4+1,..,012,..,1 -1 (3.2.12)
baslangickosullari ile birlikte verilen genellgirilmis fark operatori iceren

Afgy(n =D+ 1A y(n) +sy(n—1) =0 (3.2.13)
gecikmeli fark denklemini ele alalim. Bu durumdagadaki 6nermeler edezerdir:

a) (3.2.13) denkleminingkar ¢cozumu asimtotik kararhdir,
b)

a1+ )| <2 +1<2 (3.2.14)

sgilanir.
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Ispat

(@)=(b) (3.2.13) denkleminin sifir ¢cozimuinidn asimtok@rarh old@gunu kabul
edelim. (3.2.13) denklemi (3.2.2) denkleminm= 2 icin bir 6zel halidir.m = 2
icin Tanim 2.6 ve Tanim 2.7 kullanifginda (3.2.13) denklemi

r+Dyn+D+ (—ar —2a)y(n) + (a?+s)y(n—101)=0 (3.2.15)

denklemine indirgenin: # —1 oldugundan (3.2.15) denklemi
yn+1l) —a (1 + r—il) y(n) + %y(n -D=0 (3.2.16)

biciminde dizenlenebilir. (3.2.16) denkleminin Kaeaistik denklemi

21 1 1 a%+s _
Poa(1+—-)1+ =0 (3.2.17)
dir. Teorem (3.2.1Lin ispatindaki gibi = A' desisken deisimi yapildginda|t| < 1
esitsizliginin sazlanmasi icin gerek ve yetgart |[1| < 1 olmasidirt = A' donisimii
ile (3.2.17) denklemi

a’+s
r+1

tz—a(l +$)t+ =0 (3.2.18)
biciminde 2. dereceden cebirsel bir denklemine ddnu(2.19) g6z Oninde
bulunduruldgunda (3.2.18) denkleminin koklerinin birim diskndie kalmasi igin

gerek ve yeter kul

2
|a(1+i)|<“+5+1<2
r+1 r+1

olur. Boylece (3.2.14) gganms olur.

(b)=(a) (3.2.14) keulunun sglandgini kabul edelim. Bu kal (2.19) gergince
(3.2.18) denkleminirt koklerinin [t| < 1 birim diski icinde kalmasi icin gerek ve
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yeter kauldur. t = 2! donimi yapilirsalt| < 1 esitsizliginin saglanmasi igin
gerek ve yetegart [1| < 1 olmasidir. O zaman (3.2.14)skou (3.2.17) denkleminin
A koklerinin |A] < 1 diski icinde kalmasi icin gerek ve yeterskbolur. Bu durumda
Teorem 2.2 geggnce (3.2.13) denkleminin sifir ¢ozimi asimtotikddd olur, yani

(a) s&lanir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 3.2.1

Genellatirilmi s fark operatori iceren

A% 16y(n—5) —3/5051/6y(n) +1/180y(n —5) =0 (3.2.19)

gecikmeli fark denklemini ele alallm. Buradd=5,a=1/6,r =—3/5,
s = 1/180 dir. Bu degerler (3.2.14) de yerine yazifginda

1 1 %Jrnl;o
g 1+ 3 < 3 +1<2
—§+1 —§+1
£<5<2

elde edilir. Sonug (3.2.1) nin butgartlari sglanir. Dolayisiyla (3.2.19) denkleminin
sifir czumu asimtotik kararhdir. Gergekten (39.dlenklemi diizenlenginde

12y(n+5)—7y(n) +y(n—-5) =0

fark denklemi elde edilir. Bu denkleme kiuk gelen karakteristik denklem

12410 =725 +1 =35 - 1)(42° —1) = 0

olup, A karakteristik kokleri igin|A| < 1 sglanir. Karakteristik kdkler birim disk
icinde kaldgi icin (3.2.19) denkleminin sifir cozimu asimtaktikrarhidir
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3.3. A,(y(n) + py(n—k)) + qy(n—k+2) =0 Denklemi Icin Kararlihk

Kriteri

Bu kesimdex, p,q € R, k € N olmak lzere

y@) =9, ¢;ER,i=—k,—k+1,..,0 (3.3.1)

baslangicsartlari ile birlikte verilen genellgirilmis fark operatori iceren

Ay(y(n) +py(n—k)) +qy(n—k+2)=0 3.3.2)

notral fark denkleminin sifir ggzimunudn asimtotde&rlilig incelenmektedir. (3.3.2)
denkleminin bir ¢cozumunden kaswt= —k,—k + 1,...,0 i¢in tanimh olan veN

tzerinde (3.3.2) denklemini 6zdelarak sglayan reel dgerli y(n) dizisidir.

Teorem 3.3.1

(3.3.1) balangi¢c kaullari ile birlikte verilen genellgiriimis fark operatori iceren

(3.3.2) fark denkleminin sifir cozumunun asimtokigrarli olmasi igin gerek yeter

sartlar:
l—-a+q+p+ap>0, (3.3.3)
1+a+ (D" (q—p+ap)>0, 33.4)
1 0 o o1 [fo o - 0 ap
—a 1 0 0 0 ap p
0 —a . : : - -
A =] . ' I cooP o d 3.35
k : 0 | 0 S0 ( )
0 : . —a 1 0 O ap p ~ o i
L g o - 0 - 1/ lap p qg 0 - 01

matrislerinin pozitif i¢c matrisli olmasidir.
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Ispat

(=) (3.3.2) denkleminin sifir ¢dzimunin asimtotik karaldugunu kabul edelim.

Tanim 2.6 kullanilarak (3.3.2) denklemi lineer, is&htsayili homojen

yn+1)—ayn) +qy(n—k+2)+py(n—k+1)+apy(n—k) =0 (3.3.6)

denklemine doéngiir. Teorem 2.8 gepince (3.3.6) denkleminin asimtotik kararl

olabilmesi igin

P =21 —ad* 4+ gA2 + pl+ap =0 (3.3.7)

karakteristik polinomunun koklefil| < 1 diski icinde kalmalidir. Teorem 2.9 g6z
onidnde bulunduruldiunda p(4) polinomunun koklerinin|A| < 1 diski iginde
kalmasi icin (3.3.3), (3.3.4) ve (3.5 rtlari sglanir.

(&) Tanim 2.6 kullanilirsa (3.3.2) denklemi (3.3.6) klemine dongir. (3.3.6)
denklemi lineer, sabit katsayili homojen bir farlkendlemidir ve karakteristik
denklemi (3.3.7) bicimindedir. (3.3.7) deki(1) polinomunun katsayilarp, = —a,

Pk-1=q, Px =D, Pr+1 = ap dir. Teorem 2.9 g6z Onunde bulundur@doda
asagldaki sartlar p(1) polinomunun koklerinin|A] < 1 diski icinde kalmasi igin

gerek ve yetegartlardir.

- p()=1-a+q+p+ap>0,

- DM'p(-1) = DD - (-D*a+q—p+ap) >0,
1+a+ (—D*Y(q—p+ap) >0,

« p(A) polinomunun katsayilar kullanilarak eturulan

r 1 0 0 0 1 -'0 0 B (] ap'-
—a 1 0 0 0 ap p
0 —a g : : . .
Ai =1 . : + : . . 1% q
k : 0 B | B 0 S0
0 : . —a 1 0 O ap p ~ i
L q o - 0 —a 14 jlap p 9 0 - 0]




matrisleri pozitif i¢ matrislidir. Dolayisiyla (3.3), (3.3.4) ve (3.5.5)sartlar
sglandginda (3.3.6) denklemine kahk gelen (3.3.7) karakteristik denkleminin
koklerinin |A] < 1 diski icinde kalir ve Teorem 2.8 ggiece (3.3.2) denkleminin

sifir c6zumunin asimtotik kararh olur.
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