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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

n-boyutlu reel vektdr uzayi

n-boyutlu Oklid uzay1
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Reel vektor uzayi

V zerinde simetrik bilineer form

E™ de bir egri

a egrisinin koordinat komsulugu

a egrisinin t noktasindaki hiz vektorii

P noktasindaki tanjant uzay

P noktasindaki tanjant vektor

I-yinci Frenet egriligi

Burulma

ey, €y, -.., e vektorlerinin lineer birlesimi
Birim normal vektor alani

E™ de bir hiperylzey

M yiizeyinin sekil operatorii

S sekil operatoriiniin eki

Lorentz anlaminda i¢ ¢arpim

f fonksiyonunun p noktasindaki gradiyent vektor alani
Gauss doniisiimi

m — 1-boyutlu r yarigapl kire

Silindir

M iistiinde vektor alanlariin climlesi

X e gore Riemann anlaminda kovaryant tiirev operatorii
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1. GIRIS

Egriler teorisi Diferensiyel Geometrinin 6nemli bir boliimiinii olusturur. Tarihte ilk kez
17.yy da 2 ve 3-boyutlu uzayda parametrik egriler ve 18.yy da bunlarin egriliklerinden
s0z edilmistir. Daha sonra 2 ve 3-boyutlu yiizeylere ve egriliklerine gecilmistir. n-boyutlu
egrilikler ve Gauss egrili8i, ortalama egrilik gibi kavramlar ise ¢cok daha ileriki zaman-

larda ortaya ¢ikmistir.

Oklid diizleminde egriler teorisinin temellerini atan Huygens bu sayede sarkac ve
saatleri icat etmistir. 1671 yilinda Newton ilk kez diizlemde « egrisinin
a(t) = (aq(t),as(t)) sekinde keyfi bir ¢ parametresine bagli olarak yazilabilecegini
gostermigtir. 1775 te Monge ilk kez E? te bir egrinin iki egriliginden soz etmis ve 7
(torsiyon) ve x (egrilik) olarak tanimlamustir [1]. Bir¢ok bilim adami uzayda bir egrinin
ardisik tiirevlerini alarak egriler iizerine sistematik olarak arastirmalar yapmistir. Bunlar-
dan 1847 de Frenet ve 1851 de Serret birbirlerinden bagimsiz olarak ilk kez {7, N, B}

ortonormal catiy1 tanimlayarak

0 k 0 T
- 0 7 N
0O —7 0 B

o = N
I

seklinde ifade edilen Serret-Frenet denklemlerini bulmuglar ve egriler teorisindeki en
biiylik adimi atmiglardir [2,3]. Bu denklemlere gore 3-boyutlu uzayda x = 0 ise egri
bir dogru belirtir, 7 = 0 ve k # 0 ve sabit ise egri bir cember ve son olarak 7 # 0 ve
k # 0 iken k ve T sabit ise bu egri bir dairesel helistir. Ayrica E" de ¢alisirken tiim Frenet

egrilikleri sabit olan egriye 11/ -egrisi denir [4].

Bu tez ¢alismasinda n-boyutlu Oklid uzayinda ve Minkowski 3-uzayinda W -egrilerinin

karakterizasyonu incelenmistir.



1.1. Kaynak Ozetleri

Temel tanim ve kavramlar icin Hacisalihoglu nun “Diferensiyel Geometri Cilt 1 (1998)
ve Cilt 2 (2012), Yiiksek Diferensiyel Geometriye Giris (1980)” kitaplarindan; Oklid
uzayinda I -egrilerinin karakterizasyonu icin Chen ve arkadaglarinin "New Characteriza-
tions of W-curves (2006)” ve ”"New characterizations of spheres, cylinders and W-curves
(2010)” makalelerinden; ¥/ -egrilerinin Minkowski 3-uzayinda incelenmesinde O’Neill in
”Semi-Riemannian Geometry with Applications to Relativity (1983)” kitabindan ve Haci1-
salithoglu nun ”Yiiksek Diferensiyel Geometriye Giris (1980)” kitabindan ve Walrave in

”Curves and Surfaces in Minkowski Space (1995)” doktora tezinden faydalanilmigtir.

1.2. Calismanin Amaci

Diizlemsel bir egrinin cember olup olmadigi, egri lizerindeki keyfi iki noktay1 birlestiren
kiris ve egrinin arasindaki agilarin esit olup olmadig ile karakterize edildigi iyi bilinen
bir olgudur [5]. E? de ¢ember ve dogru, E? te helis egrisi W -egrilerinin bilinen en basit
ornekleridir. Chen ve arkadaslar1 [6] da W/ -egrilerini tanimlamis ve bir karakterizasyon
vermigstir. Ayrica Boas [7,8] de hiperylizeyler icin bir kosul vermis ve Wegner de [9] da
buna yonelik bir diferensiyel geometrik ispat yapmistir. Kim ve arkadaglar1 [10] da izo-

parametrik hiperyiizeyler ve I/ -egrileri i¢in daha temel bir karakterizasyon vermistir.

Bu tez calismasinda, [6,10] daki caligmalar irdelenmis olup, bunun yardimiyla
Minkowski 3-uzayindaki durum ele alinacaktir. Tez ¢calismasi boyunca aksi sz edilmedik-

ce tiim objelerin diizgiin ve irtibath oldugu diisiiniilecektir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1

I C R acik bir aralik olmak iizere,

a: I — E™

t—  at) = (ar(t),as(t),. .., a,(t))

seklinde tanimlanan « diferensiyellenebilir fonksiyonuna (7, «) koordinat komsulugu ile
verilen bir egri denir. Burada ¢ € [ ya egrinin parametresi, / C R araligina da egrinin
parametre aralig1 denir [11].

Tanim 2.2

(I, &) koordinat komgulugu ile verilen bir egri her s € I igin,

ise bu egriye birim hizli egri denir. Bu durumda, egrinin s € [ parametresine yay para-

metresi ad1 verilir [11].

Tanmim 2.3

E™ de bir egri (I, a) koordinat komgulugu ile verilsin.

a:l — E"
fonksiyonunun Oklid koordinat fonksiyonlart o, as, . . . , v, olmak lizere,
a(t) = (o, a9, .., )

ve

doq . doo doy,

o= (G Gl )



seklindedir. (a(t),a’(t)) € Tgn (a(t)) tanjant vektoriine, bu egrinin ¢ € I parametre
degerine karsilik gelen « () noktasinda, (/, ) koordinat komsuluguna gore hiz vektorii de-
nir [11].

Tanim 2.4

Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir [11].

Tanim 2.5

a(s), E™ Oklid uzayinda birim hizli regiiler bir egri olsun. Eger I C E™ araligindaki her

noktada ¢, &, . .., o™~ vektorleri lineer bagimsiz ise bu egriye Frenet egrisi denir [6].
Tanim 2.6

E™ Oklid uzayindaki (n > 2) bir birim hizli @ = a/(ss) egrisi, Frenet egrilikleri boyunca

sabitse bu egriye WW-egrisi denir [10].
Tanim 2.7

a C E3 egrisi, (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. Egrinin birim teget vektorii 7'
olmak iizere, 7' nin sabit bir U vektorii ile yapti1 ac1 sabit ise, v egrisine bir helis veya

egilim ¢izgisi denir. Sp{U} da helisin eksenidir [12].
Tanim 2.8

E", Oklid uzayinda (n — 1)-boyutlu bir yiizey ve (n— 1)-yiizey diye E™ deki bos olmayan

bir M ciimlesine denir. Oyle ki bu M ciimlesi,

M=KzeJCE"| f: J=>R , J agik cimle, V f|p # 0, VP € M

r— f(z)=-c

biciminde tammlanir. £? de bir 1-yiizeye diizlemsel egri denir. E® de bir 2-yiizeye
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genellikle sadece yiizey denir. £™ de bir (n — 1)-yiizey, n > 3 olmas1 halinde daha ¢ok

bir hiperyiizey olarak adlandirilir [12].
Tanim 2.9

0 # (a1,a9,...,a,) € E™ ve b € R olmak iizere, £ de bir (n — 1)-diizlem (veya
(n — 1)-yiizey),

M = {m = (,flj'l,xQ,...xn) < E" ‘ Zaimi :b}
i=1

olarak tanimlanir. Herbir b € R i¢in M bir bagka (n — 1)-yiizeydir. Ciinkii

n

f(z) =) aw;

i=1

olmak tizere,

o 9 0
Vf(fL‘l,IQ,...{En): <<E,5—x2,,g) ,(al,al,...,a1)> 7é0

dir. E? deki bir 1-diizleme E? deki bir dogru, 3 deki bir 2-diizleme E* deki bir diizlem
ve n > 3 olmak iizere, £™ deki bir (n — 1)-diizleme de E™ deki bir hiperdiizlem denir. b

reel sayisinin farkli iki degeri by, b, olsun. O zaman,

Zaixi = b1 veE Zaixi = b2

i=1 i=1
ile tanimlanan (n — 1)-diizlemler birbirine paralel iki hiperdiizlemdirler [12].
Tanim 2.10

E™ de bir hiperyiizey M olsun. (M)~ uzaymn bir ortonormal baz1 { N} ise N ye M

nin birim normal vektor alani denir [12].



Tanim 2.11

Uzerinde bir birim normal vektor alani secilmis hiperyiizeye yonlendirilmis hiperyiizey

denir [12].

Tanim 2.12

E3 de bir S? kiiresi merkezi a ve yarigapi  ise
S?={zeE|(z—a,x—a)=1"}

seklinde tanimlanir. © = (1, x9, 23) € E° ve a = (ay, az, az) ise
r—a=(r; — a1, Ty — asTo — a3)

oldugundan,
(x —a,z —a) = (1 —a1)® + (22 — a2)® + (w3 — az)* = r?

seklinde bulunur. S"~!, E™ de bir hiperkiire ise
s t={zeE"|(x—a,x—a)=1r"}

veya

dir [12].
Tanim 2.13

E™ de yonlendirilmis bir hiperyiizey M olsun. M nin diferensiyellenebilir birim normal

vektor alan,

‘ 5
N=>" ai(P)5—

=1



olmak tiizere,

n: M— S"lcCE"
P— n(P)=N(P)=(P,N)= ;ai(P)éixi!p

doniigiimii, | Np|| = 1 oldugundan, M yi E™ deki S™! birim hiperkiiresine resmeder.
Boylece tamimlanmig olan diferensiyellenebilir 77 doniisiimiine Gauss doniisiimii denir

[12].
Tanim 2.14

E™ de bir hiperylizey M ve M nin birim normal vektor alan1 NV verilsin. £ de Riemann
konneksiyonu D olmak iizere, her X € x(M) i¢in S(X) = DxN seklinde tanimli S

doniistimiine M {izerinde sekil operatorii (M nin Weingarten doniisiimii) denir [12].
Tanmim 2.15

M, E™ de bir hiperyiizey ve M nin sekil operatorii S olsun. S nin karakteristik degerlerine
M nin asli egrilikleri ve karakteristik degerlerine kargilik gelen karakteristik vektorlere
de M nin asli dogrultulart denir. Buna gore Xp € Ty, (P) igin S(Xp) = kXp olmak

iizere, k ya asli egrilik X p ye de asli dogrultu denir [12].
Tanim 2.16

V', n-boyutlu bir i¢ ¢arpim uzay1 ve S : V' — V bir lineer doniigiim olsun. S nin adjointi

S* olmak iizere, S* = S ise S ye V nin bir self-adjoint doniiglimii denir [13].



3. FRENET EGRILIKLERI VE W-EGRILERI

Keyfi boyutlu Oklid uzayindaki bir egrinin W -egrisi olmas i¢in gerek ve yeter sart bu
egri lizerindeki herhangi iki noktay: birlestiren kirigin, bu egriyi aynm acida karsilamasidir.

Dahasi, £% Oklid uzayinda WW-egrileri daha genel iki kosul ile karakterize edilmektedir.
E3 deki bir egri TW-egrisidir ancak ve ancak bu egri ve egrinin iizerinde bulunan herhangi
iki noktay1 birlestiren kiris arasindaki iki acinin kosiniis degerleri farki sadece bu iki nokta
arasinda kalan egrinin yay uzunluguna baghdir [6].

3.1. Frenet Egrilikleri ve W-Egrilerinin Karakterizasyonu

afs), E™ Oklid uzayinda birim hizli regiiler bir egri olsun. Eger baz

n € {1,2,...,m} tamsayilari igin, bir J C I acik alt araligindaki her noktada &, &, . .. , (™)

tiirevleri lineer bagimsiz ve &, d,...,a™t) tiirevleri lineer bagimli ise J iizerinde
€1, €es, ..., e, vektorleri asagidaki kosullarla tek tiirlii belirlenir:
1) ey, eo, ..., e, ortonormaldir.

2) Herk =1,2,...,nigin Lin (e1, s, ..., e;) = Lin (&, é, ...,a™) ya sahibiz.
3) Herk=1,2,...,nve <a(k), ek> > 0icin K1, Ko, . . ., k,—1 Frenet egrilikleri agsagidaki

Frenet denklemleri ile belirlenir:

e, 0 wx 0 0 0 0 e
e’2 —k1 0 Ky O 0 0 €9
ey 0 —ky 0 k3 ... O 0 es
e, 1 0 0 0 0 ... 0  Kp Cn—1
en 0 0 0 0 kg1 0O €n
Birim hizli regiiler bir a(s) egrisi, eger her s € [ igin d(s), &(s),...,a(s) tirevleri
lineer bagimsiz; év(s), éi(s), . . ., "V (s) tiirevleri lineer bagimli ve k1, ks, . . . , k,_1 Fre-

net egrilikleri [ iizerinde sabit ise ranki 7 olan bir I/ -egrisi olarak adlandirilir [6].



Genel olarak, o = a(s) egrisi Oklid uzayinda birim hizli bir W-egrisi ise uygun bir Oklid

koordinat sistemi ile agagidaki gibi yazilabilir:

a(s) = (aj coscys,arsiness, ..., a, CoS c,s, a, Sinc,s, 0, ..., 0) (3.1.1)
a(s) = (ay coscys,arsinegs, ..., a, Cos c,s, a, sinc,s, bs, 0, ... ,0) (3.1.2)
Sifirdan farkli ¢4, co, . . ., ¢, sayilar ve yine sifirdan farkli b sayis1 i¢cin o nin rankinin ¢ift
veya tek olmasina gore o = «(s) birim hizli egrisi i¢in,
a2 4 ... +ald =1veyad’cd + ...+ a2 + ¥ =1 (3.1.3)
bulunur.
Ozel olarak E® de birim hizli bir o = a/(s) egrisi igin Frenet denklemleri,
= €1
= K1€2
6 = —K2e; + K€ + Ky Kges (3.1.4)
a® = —3kiKler + (K] — K — K1K3) €2 + (2K Ko + KiK)) €3

seklinde verilir.

Teorem 3.1.1

a = a(s), E? Oklid diizleminde birim hizli kapali bir egri ve T'(s) = &(s) de bu egrinin

birim tanjant vektor alani olsun. o = «(s) bir cemberdir ancak ve ancak

(a(t) —a(s), T(t) = T(s)) = 0

kosulu saglanir [6].

(A)



Teorem 3.1.2

E™ (m > 2) Oklid m-uzayimdaki bir birim hizli & = «(s) egrisinin bir 1¥/-egrisi olmasi

icin gerek ve yeter kosul (A) kosulunu saglamasidir [10].

Bir cember kapali diizlemsel bir egri olarak tanimlanir. Oyle ki iizerinde alinan herhangi

iki noktay1 birlestiren kirisin, cemberi bu iki noktada ayn1 acida karsiladi8 iyi bilinir.

E? de birim hizh bir a(s) egrisinin (A) kosulunu saglamasi igin gerek ve yeter kosul a(s)

nin ya bir cember ya da bir dogru olmasidir [10].

Soru: Bir Oklid uzayinda hangi egriler (A) kosulunu saglar?

Bir Oklid uzayinda Frenet egrilikleri sabit olan birim hizli bir egriye W -egrisi denildigi
i¢in £? deki dogrular, cemberler ve E* deki dairesel helisler 1¥/-egrilerinin en basit 6rnek-
leridir.

Ornek 3.1.1

E? de herhangi bir dogrunun (A) kosulunu sagladigini gosterelim:

Dogrultman vektorii v = (vy,v9) olan ve u = (ug,us) noktasindan gegen o = «(s)

dogrusunu s yay parametresi ile

a(s) = (v1s + uy, ves + usg)

seklinde yazabiliriz. Ayrica T'(s) = &(s) = v oldugundan,

<(’l}1t + Uy, Ugt + Uz) — (U15 + Uy, V28 + Ug) s (Ul, UQ) — (’Ul, U2>> =

(it = s),02(t = 5)),(0,0)) = 0

bulunur.

10



Ornek 3.1.2

E? de herhangi bir cemberin (A) kosulunu sagladi§in1 gosterelim:

a = a(s), E? Oklid diizleminde bir cember olsun. O halde gember denkleminden,

a(s) = (a+rcoss,b+rsins) ve a(s) =T(s) = (—rsins,rcoss)

olarak yazariz.

{a(t) — als), T(t) = T(s))

= ((r (cost — coss),r (sint —sins)), (—r (sint —sins), (r (cost — cos s))))

—r? (cost — cos s) (sint — sin s) + r* (sint — sins) (cost — cos s) = 0

bulunur.

Ornek 3.1.3

E? te herhangi bir dairesel helisin (A) kosulunu sagladigin1 gosterelim:

a = «a(s) egrisi bir dairesel helis olsun. Bu durumda o = a(s) egrisini,

a(s) = (rcoss,rsins, hs) ve &(s) = (—rsins,rcoss, h)

seklinde yazabiliriz. O halde,

{a(t) = als),T(t) = T(s))
= —7r?(cost — cos s) (sint — sin s) + 7% (sint — sin s) (cost — cos s)

=0

elde ederiz.

11



Teorem 3.1.3

E™ Oklid uzayinda birim hizli regiiler @ = o(s) egrisinin, bir 1¥/-egrisi olmas1 icin ge-
rek ve yeter sart tizerindeki herhangi iki noktay: birlestiren kirigin bu egriyi ayni agida

karsilamasidir [6].
Ispat

Oklid uzayinda birim hizl bir egri & = «(s) olsun. Genelligi bozmadan o = «(s) nin
sifirt iceren bir [ agik araligi iizerinde tanimlandigini varsayip (A) kosulunu saglayan bir

egri oldugunu diislinelim. O halde ¢ = s + a yazarak

(a(s+a)—al(s), T(s+a)—T(s)) =0 (3.1.5)
elde ederiz. (3.1.5) denklemi yardimiyla

la(s +a) — a(s)||* = f(a). (3.1.6)

fonksiyonu yazilabilir.

f(=a) = la(s —a) —a(s)|”

= lla(s —a+a)—as— a)]|2

= f(a)

oldugundan, f(a) mmn ¢ift fonksiyon oldugu goriiliir. « = 0 civarinda f(a) ¢ift fonksiyon

oldugundan, bazi cs, . . ., ca,, sabitleri ile bir p sabiti ve yeterince kiiciik @ > 0 sayis1 ile

2m—+1

lg(a)] < plal kosulunu saglayan g(a) fonksiyonu igin,

2m
fla) = chak +0 (la™™), a—0
k=2

yazilabilir. Ayrica a = 0 daki a(s + a) nin Taylor agilimini gz oniinde bulundurursak

2m—1
a(s+a) —afs) = Z %a(’“)(s)ak + 0 (Ja*™) (3.1.7)

k=1
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olarak elde edilir. (3.1.6) ve (3.1.7) den a — 0 i¢in,

k=2 i=1

flay=7) (i—i!(/@ i <a<i>(s),a<ki>(s>>> a* + O (Ja"" )

bulunur. Boylece k = 2,4,...,2m i¢in, c,, ..., cop, sabitleri
k—1 1
_ N () (k—i)
Ck—gi!(k_i)! (a®(s), a1 (s)) (3.1.8)
seklinde elde edilir.

Simdii=1,...,k—1ve2 <k < 2micin,

(aD(s),a®(s)) = sabit (MT)

oldugunu matematiksel tiimevarim ile gosterelim:

a = «(s) birim hizli oldugundan k& = 2 igin (MT) sabittir. [ < 2m olmak iizere k = |

icin (MT") nin dogru oldugunu kabul edip £ = [ + 1 icin gerceklendigini gosterecegiz.

Ispat1 k = [ + 1 in tek veya ¢ift olmas1 durumunu gozoniine alarak yapacagiz.

k = [+ 1 tek say1 olsun. Bu durumda [ = 2p olacak sekilde pozitif bir p tamsayis1 vardir.

Genelligi bozmadan ¢ < k — ¢ oldugunu varsayabiliriz. Ardindan tlimevarim hipotezi ile

1 =1,...,picin,

<oz(i) (s), a9 (s)>

(2 (s),a® ()} — (al+D)(s), a®=(s))

_ <a(i+1)<8)7 a(2p—i)(8)>

elde ederiz. O halde tiimevarim hipotezi ile

<a(i)(s), @(k—i)(s)> - _ <a(i+1)(3)’ a(2p—i)(s)>

esitliginin sag tarafindaki ifadenin yerine yukaridakine benzer sekilde esiti yazilir ve bu

islemler ardisik olarak tekrarlanirsa
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<a(i) (s), a9 (S)> = (=17 <a(p) (s), Pt (S)>

_ )7 (aP(s), Oé(p)(3>>/

olarak bulunur.

Bu sefer £ = [+1 in ¢ift tamsay1 yani £ = 2p oldugunu kabul edelim. Genelligi bozmadan

¢ < k — ¢ oldugunu kabul edebiliriz. Tiimevarim hipotezinden,

{aD(s),a*0(s)) = (a@(s), a(l—i)(s)>/ — (a1 (s), =170 (5))
- _ <a(i+1)(8)7 O[(2p—1—z’) (S>>

oldugundan benzer sekilde islemler ardigik olarak devam ettirilirse,
<04(i)(s), Oz(k_i)(s)> = (=1)P" <a(p)(s), a(p)(s)> (3.1.9)

elde edilir. (3.1.9) ifadesini (3.1.8) de yerine yazarsak,

Cop = Zz' 2p—z <a (2P Z(s)>
= (Z %) (a?)(s), ) (s)) (3.1.10)

bulunur. Binom ag¢iliminda (3.1.10) un katsayisin1 hesaplamak i¢in,

2p—1

2p e | 3.1.11
(z + =T +ZZ| 2p_l T ( )

x = —1 yazilirsa,

(=D (2p)!

<a(p)(s),a(”)(s)> — 5

Cgp

elde edilir ki bu da sabittir. Dolayisiyla bu da (3.1.9) ile birlikte (M) nin her

k =2,...,2m icin gecerli oldugu anlamina gelir.
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Simdi &, d, ..., tirevlerinin baz1 r = 1,...,m — 1 ler igin I acik aralig1 iizerinde
lineer bagimsiz oldugunu varsayalim. O halde e, e, . . ., e, ler [ ilizerinde iyi tantmlanmis
ve boylece Gram-Schmidt ortonormallestirme yontemi ile o"*" in €, normal elemani

&, é, . .., a") nin bir lineer birlesimi olarak asagidaki gibi yazilir:

T

Tl = QD _ Z <a(r+1)’€i> e;

i=1

€,41 in normunun sabit oldugu (M 7)) den gériiliir. Buise ¢, &, . . . , o™ tiirevleri her s € I
noktasi icin, lineer bagimli olacak sekilde, bir r tamsayisinin var oldugu anlamina gelir.
Sonug olarak, «(s) Frenet egriliklerinin tiimiiniin sabit oldugunu iddia ediyoruz. Aslinda

(MT) ve Gram-Schmidt ortonormallestirme metodu, heri = 1,2, ..., i¢in,
ei = Cild(s) + CZ‘Qd(S) + PP + C“Q{(Z)(S)

esitliginii saglayan c¢;1, ¢;o, . . ., ¢; sabitlerinin var oldugunu gosterir. Bu da (MT) ile bir-
likte her x; Frenet egriliklerinin sabit oldugu anlamina gelir. Sonug olarak, bu birim hizli

a = «a(s) egrisi bir W-egrisidir.

Tersine, eger £™ deki bir «(s) birim hizli e8risi, W-egrisi ise; o halde uygun bir ko-
ordinat sistemi i¢in, «a(s), rankinin tek ya da ¢ift olmasi durumuna gore ya (3.1.1) ya
da (3.1.2) formundadir. (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.3) yardimiyla o = «(s) egrisinin (A)

kosulunu sagladiginmi gosterdigi asikardir. [

Sonug 3.1.1

E™ Oklid uzayindaki birim hizl bir o = a/(s) egrisi igin, asagidakiler denktir:
1) a(s), bir W-egrisidir.

2) k=1,2,...,migin ||a®(s)|| sabittir.

3 i=1,....k—1,k=2,...,2micin, (a(s),a*~)(s)) sabittir.

4) ||la(s + a) — a(s)]| yalmzca a ya baghdur.
5) a(s), (A) kosulunu saglar.
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Teorem 3.1.4

E? Oklid 3-uzayinda bir o = «(s) birim hizh regiiler egrisi bir ¥ -egrisidir ancak ve an-
cak tlizerindeki herhangi iki noktay1 birlestiren kirig ile bu egri arasindaki acilarin kosiniis

degerleri farki yalnizca egrinin bu iki nokta arasinda kalan yay uzunluguna baglidir [6].
Ispat

E™ de birim hizli bir egri « = «(s) olsun dyleki bu egri ile tizerindeki herhangi iki nok-
tay1 birlestiren kiris arasindaki iki acinin kosiniis degerleri farki bu iki nokta arasindaki

yay uzunluguna baglidir. O halde

(o= - 1) (B)

ifadesi yalmzca s — t ye baghdir. Burada o = a(s) egrisi Oklid m-uzayinda birim hizli

bir egri ve T'(s) = &(s) dir.

k1 # 0 oldugunu farzedebiliriz. Aksi takdirde bu egri bir dogrunun agik bir parcasidir ki
bu da bir W-egrisidir. t = s + a yazilarak (5) kosulundan bazi g fonksiyonlart i¢in,

< a(s + a) — afs)

T(s+a)— T(s)> = g(a) (3.1.12)
le(s + a) — a(s)]]
elde edilir. A¢ik sekilde (3.1.12), baz1 h fonksiyonlari i¢in,

|la(s +a) — a(s)|| = g(a)s + h(a) (3.1.13)

ifadesine egdegerdir. Agikca, g(0) = h(0) = 0 ifadesine sahibiz. (3.1.13) esitliginden,

g(—a)s +h(—a) = |a(s—a)—als)]
= |la(s —a+a) — a(s —a)l

= g(a)(s —a) + h(a)

bulunur. Burada,
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9(=a) = g(a) ve h(—a) = h(a) — ag(a)

1
esitlikleri saglanir. Bu nedenle g(a) ve ¢)(a) := h(a)— §ag(a) nin ¢ift fonksiyon oldugunu

soyleriz. Dolayisiyla j = 1,3,5,7, ... icin,

&’ d’h 1 )
Z2(0) = 0,2(0) = 5(ag(@)P(0) (3.1.14)

elde edilir. (3.1.14) ifadesinden,

2t —1

h2)(0) = 0, h*1(0) = 5

g®V(0), i =1,2,3,... (3.1.15)
elde edilir. g(0) = 0 oldugundan, (3.1.15) denkleminden /' (0) = 0 yazilir. Sonug olarak,

g(0) = h(0) = 1'(0) = g®*~1(0) = h®)(0) = 0,
21— 1

h(Qi—l) (0) 5

g#2(0), i=1,2,3,... (3.1.16)
bulunur. (3.1.13) ifadesinden asagidaki esitlik yazilir:

{a(s+a) — a(s),a(s +a) — als)) = (g(a)s + h(a))? (3.1.17)
Buradan (3.1.17) ifadesinin s ye gore diferensiyeli alinarak

(Y(a), (s +a) — a(s)) = g(a)(g(a)s) + h(a)) (3.1.18)
elde edilir. Burada

Yi(a) = afs +a) — a(s)
dir. Ac¢ikca

Y,(0) = 0ve Y, (a) = a(s + a)
yazabiliriz.

ZU(a) =aV(s+a), j=0,1,2,...

S
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yazilarak
Zs(j)(O) - Oz(j)(s)

elde ederiz. a(s), birim hizli oldugundan (3.1.18) in a ya gore diferensiyelini alirsak,

/

(Y(@). Z(@)) = (Zi(a), &(s)) = g (a)(g(a)s + h(a))

o(a)(g'(@)s + H'(a)) 1
(et 2 @) = (Za)a60)) = 3} ) o @6 fers + 1)

S () 200, 2049 @)~ (20 0'19)) ~ (2. a5

_|_

=0 ™/
k+2
-3 (’f + 2) D (a)(g* ) (a)s
—|—hk+2_l)(a)),]€=2,3,4>--- (3.1.19)

bulunur. Ozel olarak @ = 0 da, k = 2,3,4,. .. igin ve a; = ¢"(0), ay = g¥(0), ... igin,
(3.1.16) ve (3.1.19) ifadeleri bize,

(a(s),aW(s)) + (i(s), &(s)) = 6ais,
2 (as), a(5)(s)> + 3 {a(s), oW (s

3 (a(s), a(6)(s)> + 6 (é(s), a® (s

)
)
k—1) <d(8>7a(k+2)(s>> 4+ Z(k) <a(j)(8)7a(3+k—j)<s)>

k+2
_ Z (k : 2) D (0)(g*+279(0)s + h*+2-0)(0)) (3.1.20)

denklemlerini verir. (3.1.20) deki denklemin s ye gore diferensiyeli alinirsa,

k=2,3,4,...i¢cin,
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k—1){a(s), a(3+k)(s)> + Z (k + 1) {a¥)( U (s (4+k_j)(s)>

J

+ <a(k+1)(s), a(s)) — (as), a(k+2)(s)>

k+2 4
= Z( : ) 3(0)(g*-(0) (3.1.21)
esitligi bulunur. (3.1.20) ifadesinde k yerine k + 1 yazilarak

L <d(s), a(k+3)(5)> X Z_: (k: + 1) <a (4+kfj)<8)>

k+3

_Z(HS) D(0)(g+(0)s + HHH0(0)) (3.1.22

elde edilir. (3.1.21) ve (3.1.22) esitlikleri birlestirilerek

<d(8), k+3 >+< ) Oé(k+2)(8)>

k+2
= (") a0+ 10010)

bulunur. Sonug olarak, (3.1.16) dan 5 = 1,2, 3, ... icin,

, J
(d(s),a® ()} = SZ (2‘7;{ 2) a1, (3.1.23)

=
J . .
_ : ' 27 —=2l+3(27+3 2] +2
(9.0 9) = 37 (L2 (H) - (P2 Yy

elde edilir. Ozel olarak (3.1.23) den j = 1, 2, 3 icin,

(a(s), @(s)) = 6als,

{(a(s),a™(s)) = 30a1azs, (3.1.24)

(a(s), a(7)(s)> = (56a,a3 + 70a3)s

seklinde bulunur. (&, &) = 0 ve (3.1.24) iin ilk esitliginden baz1 b; sabitleri igin,
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(&, @) = — (@, d) = 3as® — by (3.1.25)
yazilabilir. (3.1.25) ifadesinin diferensiyeli alinarak

(e, ™) + (&, &) = 6as ve (d, d) = —3dajs
bulunur. Buradan da

<0'4,04(4)> = 9ajs ve (&, d) = —3ats

yazilir. Boylece

ifadesini elde ederiz. Bu ifade (3.1.24) teki ikinci esitlik ile birlestirilirse,

(6,a®) = — (d&,a®) = (&) = 30a1a,s (3.1.26)
(3.1.26) ifadesine uygulanarak

3(q,a!%) = —5(a,a®) =15 (&, o) = 22501425 (3.1.27)

bulunur. Boylece (3.1.27) nin iki kez diferensiyeli alinir ve (3.1.24) kullanilirsa,

/ /

(6,0®) = —{(&a®) :<'O'Z,a(5)>/:—<a(4),a(4)>/

= (56ajas + 70a3)s

elde edilir. Bu tiir islemler devam ederse istenilen elde edilir.
Lemma 3.1.1

E™ de (B) kosulunu saglayan birim hizli bir egri « = a(s) olsun. O halde herhangi bir

j > 2tamsayisiver = 1,2,...,5 + 1 ve ay, as, . .. sabitleri icin,

7 .
A . N . 2 2
<O[(z)7 &(2]+2—1)> _ (_1)z+18§ : ( ]2‘; )alaj—l-i-l

i=1
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yazariz.

Simdi m = 3 oldugunu farzedelim. O halde Lemma 3.1.1 ve (3.1.4) ifadesinden, bazi

by, by, b3 sabitleri igin,

K] = by — 3ais? (3.1.28)
K+ 52+ K262 = by + 15010987, (3.1.29)
Ik2k2 + (k) — K — kiKD)2 4 (26, Ky + Kiky)?

= b3 — (35a3 + 28a;a3)s> (3.1.30)
yazilir. (3.1.28) ve (3.1.29) ¢oziiliirse x1 ve Ko icin,

K] = by — 3ais?, (3.1.31)

(by — 3a?s?) <b2 + 15a;a95% — (by — 3a%52)2) — 9ais?
Ky = A (3.1.32)
(by — 3ais?)

elde edilir.

a; = 0 ise x; sabittir. Boylece (3.1.29) dan k9 nin de sabit oldugunu biliyoruz. Sonug

olarak a(s) egrisi bir W-egrisidir.

a; # 0 ise (3.1.30) un sol tarafina (3.1.31) ve (3.1.32) yi uygularsak, (3.1.31) in sol

tarafinin s de bir polinom olmadigin1 goriiriiz ki bu bir ¢eligkidir. [J

Uzayda (A) kosulundan daha genel olan kosulu saglayan egrileri de inceleyebiliriz. Bunun

icin asagidaki kosul yazilir:

{als) — a(t), T(s) = T(t)) (@)

ifadesi sadece s — t ye baglidir. Burada o = a(s), Oklid m-uzayinda birim hizli bir egri

ve T(s) = a(s) dir.

(C') kosulu, bu egri ve tizerindeki herhangi iki noktay1 birlestiren kiris arasindaki iki aginin
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kosiniis degerleri farkinin sadece bu egrinin iki nokta arasinda kalan yay uzunluguna ve

kirig uzunluguna bagli oldugu anlamina gelir.

Teorem 3.1.5

E3 de bir & = «f(s) birim hizl diizgiin egrisi bir W-egrisidir ancak ve ancak o = a(s)

egrisi (C') kosulunu saglar [6].

Ispat

a = afs), £ Oklid uzayinda bir I acik araliginda tanimlanan regiiler bir egri olsun.
Kabul edelim ki bu egri (C') kosulunu saglasin. k; # 0 oldugunu varsayabiliriz. Aksi

takdirde o« = «(s) egrisi bir dogrunun agik bir pargasi olup W-egrisi olur. t = s + a

yazarak

(a(s+a)—a(s), T(s+a) —T(s)) = ¢(a) (3.1.33)

olacak sekilde bir ¢ fonksiyonu yazariz. (3.1.33) esitliginden bazt f = f(a) fonksi-

yonlar1 i¢in,

(s + a) — a(s) || = 2¢(a)s + f(a) (3.1.34)

ifadesini yazariz. (3.1.34) kullanilirsa,

2p(—a)s + f(=a) = |la(s —a) — a(s)||* = lla(s —a +a) — a(s —a)|’

= 2p(a)(s —a) + f(a)

bulunur. Burada ¢(—a) = ¢(a) saglanir. Sonug olarak ¢(a) bir ¢ift fonksiyondur. Bu da

e D0)=0,7=1,2,3,...

oldugu anlamina gelir.
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Lemma 3.1.2

a = afs), E™ de (C') kosulunu saglayan birim hizli bir egri olsun. O halde herhangi bir

J > 2tamsayistiles = 1,2,...,j vebazia,as,...,a;_1,0b1,bs,...0;_; sabitleri i¢in,
<Oé(i)7 a(?j—i)> - (_1)j—i(aj_13 —b;_1), (3.1.35)
) o o 1
<Oz(’), a(2j—z+1)> = (=1)" {j — i+ 5} a1 (3.1.36)
yazilabilir.
Ispat

(3.1.13), a ya gore k-kez diferensiyellenir ve a = 0 yazilirsa,

k—1
k! ‘ :
(k) ) (0) = ™ a® (k—1)
20®(0)s + ) (0) = ;Z' &) {a(s),a*(s)) (3.1.37)
bulunur. Simdi matematiksel tiimevarimla ispat1 yapalim. ¢ = 1,2,...,k — 1 ile baz

g, by i Ve ci,; sabitleri igin,

. , ag.is + by.i, k ciftise
(aD(s), atk-D(s)) = { 7T i 6 (MT")
Ch.is k tek ise
(@(s),a(s)) = 1 oldugundan (G&(s), é&(s)) = 0 oldugunu biliyoruz. (MT"), k = 2,3 i¢in
saglanir. (MT") kosulunun k£ = [ icin de gegerli oldugunu kabul edelim. k£ = [ + 1 i¢in
dogrulugunu gosterelim. Ilk olarak % nin tek oldugunu kabul edelim. Yani i = 1,2,...p

icin herhangi bir pozitif p tamsayisii¢in £ = [ + 1 = 2p + 1 oldugunu varsayalim.

<a(i)(s>7a(kfi)(8)> — <a(i)(s)7a(2p+14)(8)>
— <Oé(i)($)7 a(2p—i)(5)>/ - <a(i+1)(8)’ a(2p—i)<3)>

bulunur. Esitligin sag tarafindaki ikinci terimin yerine esiti olan ifade yazilir ve bu islem

ardisik tekrarlanirsa,

23



(W (s), D (5)) = agpi —azpiq1+- -+ (=1)P " agyy 1 + 2

L

"agpp (3.1.38)

olup son terim cgp41; ile gosterilir. Simdi de £ nin ¢ift oldugunu varsayalim. Yani

k=1+1=2polsun. Ohalde: =1,2,...,pigin,

<a(i)(s>7a(kfi)(8)> — <a(i)(s)7a(2p7i)(5)>

= <Oé(i)($)7 a(2p—i—1)(8)>/ — <a(i+1)(5)’ Q(2p—i—1)(8)>

= — <a(i+1)(8)7 a(2p—z‘—1)(3)>

bulunur. Esitliin sag tarafindaki ikinci terimin yerine esiti olan ifade yazilir ve bu islem

ardisik tekrarlanirsa,

<a(i)(8>’ a(k—i)<8)> = (=1 <a(p)(5)7 a(”)(s)>

yazariz. (3.1.37) esitligine (3.1.39) esitligini uygularsak,

2p—1

2S02p(0)8 —|—f(2p)(0) o Z( 1)p l 229 <a >

‘<‘”p{§i%5§§%§}<dmwxa@wﬂ>

elde edilir. Eger (3.1.11) i kullanirsak,

2p—1

e,

— il(2p — i)

oldugunu goriiriiz. (3.1.40) ta bunu yerine yazarsak,

<a (p) > - (_ p+1 {w@p)(o)s + %f@p)(o)}

(3.1.39)

(3.1.40)

elde ederiz. Sol tarafta as,, ,s+bs,, ,, ifadesini yerine yazalim. Sonug olarak (M 7") saglanur.

Sonra, (3.1.39) esitligi¢ = 1,2, ..., picin,

agp; = (—1)" " agp ve bayi = (—1)""'byp,
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oldugu anlamina gelir. (3.1.38) ile birlikte : = 1,2, ... picin,

, 1
Copt1 = (—1)P™" {p T 5} @2p,p

elde edilir. Eger agp,), = a,—1 ve by, = —b,_1 yazarsak; (3.1.35) ve (3.1.36) y1 elde

ederiz.

(3.1.4) ve Lemma 3.1.2 yi uygulayarak

/@f =as—b

K+ k24 K2K2 = aps — by (3.1.41)
" ! 4 9
(Kdl - K’? 4 /11/13)2 + (25152 + f€1l€2)2 = ass — bg — Za%
bulunur. (3.1.41) den,
2 = 4 (ags — by) (ays — by) — 4(ars — by)® — a? (3.1.42)

4 ((118 — b1>2
elde edilir. Eger o = «(s) egrisi diizlemsel bir egriyse ko = 0 dir. Boylece (3.1.42) bize,
4(ags — by)(ays — by) — 4(ars — by)* = a2

denklemini verir ki bu da a; = 0 olmadik¢a miimkiin degildir, yani x; sabittir. Bu yiizden

o bir W-egrisidir.

Simdi de o = «(s) egrisinin diizlemsel olmadigim farzedelim. a; = 0 ise x; sabittir.

Dahasi, bu durumda (3.1.42) bize,

(ags — by)? N a’
b1 4(()% + bg — CLQS)

Ozags—b3+

esitligini verir ki bu da a; = 0 oldugu anlamina gelir. Yani x, sabittir. Sonug¢ olarak «

bir W-egrisidir. Eger a; # 0 ise s de uygun bir ¢eviri uygulandiktan sonra b; = 0 ve

2

k? = ays buluruz. Genelligi bozmadan kabul edelim ki bazi pozitif ¢ sayilari i¢in a; = ¢?
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ve s, (0, 00) araliginin agik bir alt aralifinda tanimlanmig olsun. Bu durumda (3.1.41) ve

(3.1.42) den,

0=azs — bz — 904 _ (as — ba)* (ba — 2as + 3¢*s?)?
4 c2s 3(02 + 4b25 _ 4@282 + 46483)

elde ederiz ki bu da bize,

16¢* (a3 — c*as)s* + 16(cPbs — 2c*aghy + Cazas — al)s®

+ 4(3cay + 4c*b; — 4c?asby — 4ctazbs + 12a3by)s”

+ 4(3c%by — ctaz — 3cta3 + 4cPbybs — 12a9b3)s (3.1.43)
+9¢® + 4¢*by + 8% ashy + 16b§

=0

2

sonucunu verir. (3.1.43) te s* iin katsayisindan a3 = a—; oldugu goriiliir. Boylece s3
c

un

2a5b
katsayis1 by = a22 E yi verir. Bunlarin uygulanmasindan (3.1.43) de s nin katsayisindan
c
—4p?
ay = 2 elde edilir. Bu nedenle (3.1.43) de s nin katsayis1 by (1653 + 27¢%) = 01 verir.

C2
Eger 1603 + 27¢% # 0 ise by = 0 dir ve bdylece ay = bz = 0 olur ve (3.1.43) denkleminde

son terimden ¢ = 0 olmasina ulagiriz ki bu da bir ¢eliskidir. Béylece 1603 + 27¢® = 0 dur.
2 2asb —4b3

B = 2022 e gy = 2 yazarak —16b3 + 27¢% = 0

c? c? 3

(3.1.43) de son terimde a5 = .
c

buluruz. Sonug olarak by = ¢ = 0. Bu bir celigkidir. []

3.2. Kiire, Silindir ve W-Egrilerinin Karakterizasyonu

Oklid uzayinin bir M hiperyiizeyinde bir birim normal vektor alani olan G, dogal olarak
M iizerinde tanimlanir. Boyle tanimlanan G ye M nin Gauss doniisiimii de denir. Oklid
uzayinin bir M hiperkiiresi i¢in iizerindeki herhangi iki noktay1 birlestiren kirisin, bu iki

noktada, kiireyi ayni1 agida karsiladigini biliyoruz. Simdi kiire i¢in yeni bir kosul verelim:

(y—z,G(x) +G(y)) =0 (D)

Soru: Oklid uzayinda (D) kosulunu saglayan hiperyiizeyler hangileridir?

Diferensiyel geometride, sekil operatorii alt manifoldlarin gozlemlemenin en dogal aracidir.
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Bunlar arasinda izoparametrik hiperyiizey Oklid uzayin daimi asli egrilige sahip olan iyi

hiperyiizeylerinden biridir.

Boas, Oklid uzayinin (D) kosuluna uyan hiperyiizeylerine ¢alist: [7,8]. Daha sonra Weg-

ner, bu tlirden hiperyiizeyler i¢in diferensiyel geometrik bir ispat verdi [9].

Bu boliimde, Oklid uzayinin izoparametrik hiperyiizeylerinin ¢cok daha kolay ve temel

tanimlamasini ve benzer teknikler kullanarak 117 -egrilerinin tammlanmasini saglayacagiz.

E™ Oklid uzayinin (D) kosuluna uyan hiperyiizeylerine ¢alisiyoruz. Bunun icin asagidaki

teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2.1

E™ deki bir M hiperylizeyi i¢in agsagidakiler denktir:

1) M, (D) kosulunu saglar.

2) Birm x m tipinden A matrisi ve b € E™ vektorii i¢in G(x) = Az + b yazanz.
3) M, bir izoparametrik hiperyiizeydir.

4) M, asagidaki hiperyiizeylerden birinin agik bir parcasidir:

Em=t §m=l(p) SP=L(r) x E™7P [10].

Ispat

M, E™ de (D) kosulunu saglayan bir hiperylizey olsun. Genelligi bozmadan A nin
herhangi bir hiperdiizlemde icerilmedigini yani £ de tamamen konumlandigini
varsayabiliriz. O halde M iizerinde %o, ¥i,...,yn noktalart var olsun. Oyle ki

{yj —vo | j=1,2,...,m} kilmesi E™ yi gersin. (D) kosulundan,

(G(x),30) = (G(a),2) — (Glyo), o) + {Glyn), @) (3.2.1)
(Gla). ;) = (Gla).a) — (Gly).y) + (Cly)a) = 1.2,...m (3.22)

yazariz. (3.2.2) ifadesinden (3.2.1) ifadesi ¢ikarilarak
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(G(z),A;) =(Bj,z)+cj, j=1,2,....m
elde ederiz. Burada j = 1,2,...,m i¢in yerine yazip

Aj=y; — o, B = G(y;) — G(y;), ¢; = (G(yo), v0) — (G(Y;),9;)

bulunur.

Lemma 3.2.1

Bir m x m tipinden A matrisi ve bir b € E™ vektorii i¢in G(z) = Az + b dir.
Ispat

A, A = [By, By, ..., Bn][A1, Ay, ..., Ay] " ile ifade edilmis bir matris olmak iizere
[B1,Ba, ..., By), B, B, ..., By, siitun vektorleri ile matris ifade etsin. Eger b = > _ b, A,
olmak iizere b;, (b1, bs, . . . bm)t - (cjk)_l (c1,09, .. .cm)t , ¢ii = (A;, Ay) seklinde tanim-

larsak G((z) = Az + b yazariz. [

G nin tiirevini alarak benzer sekilde M nin bir X tanjant vektoriine bagli olarak

Lemma 3.2.1 den,
AX =-95(X), X eT,M (3.2.3)

yazilir. Burada S sekil operatoriinii ifade eder. Ortonormal bir £y, Es, ... F,,_; catisi
secelim. Oyleki By, B, ... By, Snin puy, iy, . . . , flm—1 0zdegerleri ile birlesmis 6zvek-
torleridir. O halde (3.2.3) den her x € M igin,

AEj(x) = —pi(z)Ei(x), j=1,2,...,m—1

yazariz. A sabit bir matris ve bir matrisin 6zdegerler kiimesi ayrik oldugundan,
L1y 2y - - -y fhm—1 asli egriliklerinin tiimii sabittir. O halde buradan M hiperyiizeyi, izopa-
rametrik bir hiperyiizeydir. Bundan dolay1 M, ya bir S™~! kiirenin ya da genellestirilmis

bir SP~1(r) x E™P silindirin agik bir pargasidir [14,15].
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S, self adjoint doniisiim oldugundan ve {X € T, M |z € M}, E™ yi gerdiginden (3.2.3)

ifadesi A matrisinin simetrik oldugunu gosterir.

f: E" =R
flz) = (Az+b, Az +b)

ile tammlanmug fonksiyonu i¢in Lemma 3.2.1 den M C f~(1) yazihr. Ciinkii G(x) bir
birim vektor alanidir. Bu bize, V f(z) = 2A(Ax + b) gradiyent vektoriiniin G(z) ile

orantili oldugunu gosterir. Bu yiizden baz1 A(z) fonksiyonlari i¢in,
A(Az +b) = Mz)(Ax +b),z € M (3.2.4)

yazariz. Bir matrisin 6zdegerler kiimesi ayrik oldugundan A(z) sabit olmahdir. (3.2.4)
ten V = {Ax +b| x € M} nin \ 6zdegerine karsilik gelen A nin bir 6zuzayini icerdigi
goriiliir. M nin herhangi bir hiperdiizlem tarafindan icerilmedigi varsayimindan Lemma

3.2.1 in ispatindaki gibi

ImA = Sp{AA;|j=1,2,.... m}CV (3.2.5)
oldugunu goriiriiz. (3.2.4) ifadesinden,

(A> = XA)z = —Ab+ Xb,x € M (3.2.6)
yazariz. Buradan,

(A2 = XA)(y; —w)=0,7=1,2,...m
elde ederiz ki bu da,

A= XA =0 (3.2.7)

oldugunu gosterir.

A = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda (3.2.7) den A% = 0 oldugu goriiliir ve do-
layisiyla A simetriktir. A yok edilmelidir. Bu da Lemma 3.2.1 ile birlikte M/ nin E™1
hiperdiizleminin agik bir pargasi oldugunu gosterir. Bu geliski A # 0 olmasini1 gerekti-
rir. (3.2.6) ve (3.2.7) ile birlikte b = %Ab € ImA oldugu goriiliir. Bu yiizden (3.2.5),

V = ImA olmasini gerektirir.
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1 1
Bu bize A = +— (r > 0) oldugunu gosterir. Buradan A|,, = +—1 (r > 0) yazariz.
r r

1
Durum 1: Varsayalim ki V' nin boyutu m olsun. O halde A = +—1 yazabiliriz. Bundan
r
1
dolayt G(x) = £—x + b oldugunu goriiriiz ki bu da M nin r yarigapl bir hiperkiire
r

oldugunu gosterir.

Durum 2: Varsayalim ki V' nin boyutu p olsun. (2 < p < m — 1) O halde V nin vVt
dik tiimleyeninin boyutu m — p dir ve her x € M icin 7, M tanjant uzayinda icerilir.
Sabit bir zy € M noktasinin komgulugunda ortonormal bir Fy(z),..., E,,_i(z) catist
secelim. Oyle ki Ej Es,... , Epp lerin timii V+ de sabit vektorlerdir. O halde
{Emn—pt1(x),....,Ep_1(z),G(x)}  kimesinin V  yi  drettigini  goriiriiz.
{Em—pi1(z),..., Em_1(z), G(x)} kiimesi tarafindan gerilen 7" dagilimi i¢in, 7" nin ta-
mamlanabilir oldugu ve tamamlayicisinin da o boyunca M; = MN(xo+V') kesisiminden
ibaret olan M/ alt manifoldu oldugu agiktir. Boylece M hiperyiizeyi, M = M; x E™7?

olarak ayrismaktadir ki burada E™ P = V! dir.

M,, V = EP de bir hiperyiizeydir. G;(z), EP de bir Gauss doniigiimii ve « € M; olmak

lizere,

kosulunu saglar. Bu da
Gl (Q?) = Alx +b

oldugunu gosterir. Burada A;, p X p tipinden A|,, matrisi ifade eder. Aslinda A; = -1
r
dir. Béylece Durum 1 den M in (p — 1)— boyutlu bir SP~!(r) kiire oldugu gériiliir ki bu

kiire M nin genellestirilmis bir SP~1(r) x E™? silindirinin agik bir parcasidir.

Durum 3: Varsayalim ki V' nin boyutu 1 olsun. O halde G(z) sabittir. Boylece M bir

hiperdiizlemin acik bir pargasidir. Teorem 3.2.1 in ispatinin kalan béliimii basittir. [
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Teorem 3.2.2
E™ de bir birim hizli a(s) egrisi i¢in asagida verilen ifadeler denktir:

1) «(s), (A) kosulunu saglar.

2) Bir m x m tipinden A matrisi ve b € E™ vektorii i¢in &(s) = Aa(s) + b yazariz.

3) Herk (k =1,2,...,m) igin ||o®(s)|| sabittir.

4) a(s), W-egrisidir.

5) «(s), stfirdan farkli ¢, co,. .., c, sayilart ve sifirdan farkli b sayisi igin (3.1.1),

(3.1.2) ifadelerinden birisi gibi yazilabilir [10].
Ispat

a(s), E™ de (A) kosulunu saglayan birim hizli bir egri olsun. Genelligi bozmadan
a(s) nin tamamen FE™ de konumlandigini varsayabiliriz. O halde « iizerinde
a(to), a(ty), . .., a(t,) noktalar vardir. Oyle ki {a(t;) — a(to) | 7 = 1,2,...,m} kiimesi
E™ yi gerer. (A) kosulundan,

(T'(s), alto)) = (T(s),a(s)) + (T'(to), (to)) — (T'(t0), x(s))

yazabiliriz ve ayrica j = 1,2,..., m i¢in,

elde ederiz. Boylece j = 1,2,...,micin,
(T'(s), Aj) = (Bj, a(s)) + ¢
bulunur. Burada j = 1,2,...,micin,
Aj = a(tj) — alty, B; =T(te) = T(t;), ¢; = (T(t;), a(t;)) — (T'(to), (to))

oldugu Teorem 3.2.1 deki gibi benzer sekilde gosterilir.
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Lemma 3.2.2

m x m tipinde bir A matrisi ve bir b € E™ vektorii i¢in &(s) = Aa(s) + b seklinde ifade
edebiliriz. (A) kosulu ile birlikte Lemma 3.2.2 bize,

(Alals) —aft), a(s) —a(t)) =0

oldugunu gosterir. Buradan da B = A’ + A simetrik matrisi icin,

(Bla(s) = aft), als) — a(t)) = 0

yazariz. Bu da,

(Ba(s),alto)) = % {(Ba(s), a(s)) + (Ba(to), a(to)) } (3.2.8)
oldugu anlamina gelirve j = 1,2, ..., m i¢in,
(Ba(s),alt;)) = %{<Ba(8),a(5)> + (Ba(ty), olt;)) } (3.2.9)

buluruz. (3.2.9) ifadesinden (3.2.8) ifadesi ¢ikartilarak

(Ba(s), Aj) = d; (3.2.10)
elde ederiz. Burada j = 1,2, ..., mi¢in A;, d; ile asagidakini ifade ederiz.

Ay = alty) — alto), & = 3 {{Balty), alt)) ~ (Bolto), ofto))}

{A;}, E™ i¢in baz oldugundan, (3.2.10) ifadesi Ba(s) nin sabit bir vektor oldugunu

gosterir. Ozellikle, j = 1,2,...,m icin,
B(AJ) = BO&(t]) — B@(to) =0
Bu B nin yok edilmesi gerektigini gosterir. Yani A ters simetrik bir matristir.

a(s) = Aa(s) + b
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ifadesi yardimiyla £ = 1,2, ..., m i¢in,
Aa®(s) = a*k+D(5)
yazariz. A ters simetrik bir matris oldugundan, k£ = 1,2, ..., m igin,

<o<(k)(s), a(k)(s)>/ =2 <Aa(k)(s), a(k)(s)> =0

oldugunu gbriiriiz. Boylece her k (k =1,2,...,m) igin ||a®(s)|| sabittir. O halde Te-
orem 3.1.3 ten «(s) bir W-egrisidir. a(s), E™ de bir W-egrisi oldugundan tanim geregi
rankinin ¢ift ya da tek olmasina gore sirastyla (3.1.1), (3.1.2) formiillerinden birisi gibi
yazilabilir. Son olarak bu sekilde yazilan «(s) W-egrisi, Teorem 3.1.2 geregince [6,16]

dan hesaplanir ve (A) kosulunu saglar. [J
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4. MINKOWSKI 3-UZAYINDA FRENET EGRILIKLERI VE W-
EGRILERI

Bu boliimde Minkowski 3-uzayindaki WW-egrilerini ele alacagiz. Bunun i¢in 6nce Frenet
egriliklerini inceleyip daha sonra WW-egrilerinin bir siniflandirmasini yapacagiz. Boylece
Spacelike, timelike ve null egriler arasinda bir ayrima varacagiz. Bunun i¢in 6nce gerekli

bazi tanimlar1 verelim.

Tanim 4.1

Bir reel vektor uzay1 V' olmak izere,

g:VxV =R

doniigiimii her v, v, w € V ve her a,b € R i¢in,

1) g(u,v) = g(v,u) (Simetri 6zeligi)
2) glau+ bv,w) = ag(u,w) + bg(v, w) (Bilineerlik 6zeligi)

ozeliklerine sahip ise bu g doniisiimii V' vektor uzayi lizerinde bir simetrik bilineer form-

dur [17].

Tanim 4.2

Bir reel vektor uzay1 V' ve g de V' iizerinde bir simetrik bilineer form olmak iizere,

1) ¢ dejeneredir ancak ve ancak bir u € V ve her v € V igin g(u,v) = 0 iken

u # 0 dir.

2) g non-dejeneredir ancak ve ancak bir u € V' ve her v € V i¢in g(u,v) = 0 iken

u = 0dir [17].
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Tanim 4.3

W, V nin bir alt uzay1 ve g de V iizerinde bir simetrik bilineer form olmak {izere, g nin

W iizerindeki kisitlamasi,
Gw : W XW =R

negatif taniml olacak sekilde en biiyiik boyutlu 1 alt uzayinin boyutuna g simetrik bili-

neer formun indeksi denir. v, g nin indeksi olmak tizere 0 < v < boyV dir [17].
Tanim 4.4

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M {izerinde simetrik, bilineer, non-dejenere

ve sabit indeksli (0.2)-tipinden g tensor alanina bir metrik tensor denir [17].
Tanim 4.5

E", n-boyutlu Oklid uzayinda X = (21,29,...2,), Y = (y1,%2,...%n) € E" ve

0 < v < n olmak iizere,

(),: E"XE" — E

(va) - <X7Y>L:;xiyi_ Z TilY;

i=n—v+1

seklinde tanimlanan v-indeksli metrik tensére yar1-Oklidyen metrik, bu metrigin tanimlan-

mast ile elde edilen (E™, (, ), ) ikilisine yar-Oklidyen uzay denir ve E" ile gosterilir.

Ozel olarak E" yari 6klidyen uzaymnda v = 1 ve n > 2 ise E}, Minkowski n-uzay

(n-boyutlu Lorentz uzay1) seklinde adlandirilir.

Ozel olarak v = 1 ve n = 3 aliirsa £, Minkowski 3-uzay (3-boyutlu Lorentz uzay1)

seklinde adlandirilir [17].
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Tanmim 4.6
U= (u,...,u,) € E} olmak iizere,

1) (U,U); > 0veyaU = 0ise U vektoriine spacelike vektor,
2) (U,U), =0veU # 0ise U vektoriine lightlike (null) vektor,

3) (U,U); < 0ise U vektoriine timelike vektor denir [17].
Tanim 4.7

o € E" Minkowski uzayinda bir egri olsun. Béylece o egrisinin iz vektorii o' olmak

lzere,

1) (o',a’), > Oise o egrisine spacelike egri,
2) (o', '), = 0ise o egrisine lightlike (null) egri,

3) <o/, 0/>L < 0 ise « egrisine timelike egri denir [17].
4.1. Minkowski 3-Uzayinda Frenet Egrilikleri

E3 teki ¢ = —da? + dx3 + dz? metriginden yararlanarak E? deki Frenet catilari ve
formiillerini ele alacagiz. F3 de bir a(s) egrisi, I C R aralifinda; g(c, &) niin sifirdan
biiyiik, kiiciik veya esit olmasina gore sirasiyla spacelike, timelike veya null karakterler-

den birine sahip olabilir.

Durum 1: « spaceliketir.

g (a(s),a(s)) = 1 sartim saglayan s yay parametresi ile verilen bir « egrisini goz 6niine
alalim. 7'(s), (s) nin hiz veya birim tanjant vektor alanidir. é(s) # 0 ise; é(s), T'(s) ye
diktir. Boylece A € R ve A > 0i¢in N(s) = Aé(s) aliriz. é niin karakterine bagli olarak

asagidaki durumlara sahibiz.

Durum 1.1: g(é(s), é(s)) > 0ise N(s) asli normal vektor alani, é(s) normallestirilmis
vektor alanidir. B(s) binormal vektor alani, o min her «(s) noktasinda {7'(s), N(s)}

spacelike diizlemine dik olan tek timelike birim vektor alanidir. Oyle ki {T', N, B}, E}
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gibi ayn1 yonlendirmeye sahiptir. Frenet formiilleri matris formunda agagidaki gibidir:

Durum 1.2: g(é(s), é&(s)) < 0ise N(s) asli normal vektor alani, ¢i(s) normallestirilmis
timelike vektor alamdir. B(s) binormal vektor alani, o min her «(s) noktasinda
{T(s),N(s)} timelike diizlemine dik olan tek timelike birim vektor alanidir. Oyle ki

{T, N, B}, E? gibi ayn1 yonlendirmeye sahiptir. Frenet formiilleri matris formunda;

T 0 wx; O T
N = K1 0 Ko N
B 0 Ky O B

seklinde ifade edilir.

Durum 1.3: g(é@(s), @(s)) = 0 ise « iizerinde biikiim noktalar1 olmasi ve dogru olmast
durumlarini ¢ikaralim. é&(s) # 0 oldugunu varsayabiliriz. N(s) asli normal vektor alani,
¢ (s) vektor alamdir. B(s) binormal vektor alani, o nin her «(s) noktasinda 7'(s) ye dik
olan tek null vektor alanidir yle ki g (N, B) = 1 dir. Frenet formiilleri matris formunda

asagidaki gibi ifade edilir:

T 0 kK O T
N|=| 0 &k 0 N
B — K1 0 —R9 B

Burada x; egriligi yalnizca iki deger alabilir. o dogru oldugunda 0, diger durumlarda 1
dir. Eger a(s) dogru ise ¢i(s) = 0 = T'(s) dir. Bunun anlamu da x; = 0 olmasidir. o(s)
dogrusal olmadi@ takdirde ¢i(s) # 0 olacak sekilde bir I araligi mevcuttur.

N(s), N(s) = a(s) = T(s) olarak tanimlanir. Bunun anlami da x; = 1 dir. {7\, N, B},

Ef de pseudo ortonormal bazdir. Yani;

37



= alT + CLQN + ClgB

B = bT+bN+bB

seklindedir.
g(N,N) =g(N,T) = g(B, B) =0

esitliklerinden sirasiyla as = a; = by = 0 buluruz.
g(N,B)=1veg(B,T)=0

esitliklerini goze aldigimizda diferensiyel alarak
g(N,B)+ g(N,B) =0ve g(B,T) + g(B,T) =0

elde ederiz. Bu da a; = —b3 ve by = —k; = —1 oldugu anlamina gelir. Sonug olarak bu

durumda sadece as = Ky egriliginin oldugunu anlariz.

Durum 2: « timeliketir.

g(a(s),a(s)) = —1 olmak iizere s parametresine bagli bir «v egrisi alalim. 7°(s), & nin bi-
rim timelike tanjant vektor alamdir. é(s), T'(s) ye dik ve boylece spaceliketir ¢iinkii N ()
asli normal vektor alanini, ¢&(s) normallestirilmis vektor alani olarak tanimlariz. B(s) bi-
normal vektor alani, o nin her a(s) noktasindaki {7'(s), N(s)} timelike diizlemine dik
olan tek spacelike birim vektor alanidir. Oyle ki {T, N, B}, E} gibi aym yonlendirmeye

sahiptir. Frenet formiiller matris formunda asagidaki gibidir:

T 0 Kk 0 T
N - K1 0 K9 N
B 0 —ky O B

Durum 3: o null egridir.
T, o nin null vektor alani, & de & = 0 olmast haricinde 7' ye dik spacelike vektor alant
olsun. Eger a null dogru degilse s pseudo-yay uzunlugu parametresi olarak alalim. Yani

her s i¢in g(a(s), @&(s)) = 1 dir ve N yi, & ile iligkilendirilen birim vektor alan1 olarak
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tanimlayalim. B binormal vektor alani, o nin her a(s) noktasindaki N (s) ye dik birim

null vektor alanidir. Oyle ki g(7', B) = 1 dir. Frenet formiilleri matris formunda,

T 0 x 0 T
N - Ko 0 —K1 N
B 0 —ky O B

seklinde ifade edilir. Burada x; egriligi sadece iki deger alabilir, o null dogru oldugu

zaman 0, diger durumlarda 1 dir. Eger «(s) null dogru ise,
a(s) =0="1T(s)

bu da k1 = 0 oldugu anlamina gelir Eger a/(s) dogru degilse ¢i(s) # 0 olacak sekilde bir

I araligi mevcuttur. N (s),

olarak tanimlanir. Boylece x; = 1dir. {T, N, B} E? de pseudo-ortonormal bazdir. Bu da,

= CL1T+CL2N+agB
B = b,T+byN +b3B

anlamina gelir.
g(N,N)=g(T,B)=1veg(B,B) =0

esitliklerinden sirasiyla a; = b3 = b; = 0 elde ederiz.
g(T'N) =g(N,B) =0

esitliklerini g6z Oniinde bulundurarak diferensiyel alirsak
g(T,N)+ g(T,N) =0ve g(N,B) +g(N,B) =0

buluruz. Bu da ay = —k; = —1 ve a3 = —by olmast anlamina gelir. Bu durumda da

sadece bir egriligin a; = k9 oldugunu anlariz.
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E3 teki her « egrisinin iki adet egrilife sahip oldugunu biliyoruz. Birincisi x; egriligi
ayrica buna « egriligi de denir ve ikinci egrilik x5 egrilidir ki bazen 7 burulmasi da denir.

W -egrileri asagidaki ozelliklerle karakterize edilir:

r = 0 ancak ve ancak « egrisi bir dogrudur.

7 = 0 ancak ve ancak « diizlemsel bir egridir.

7 = 0 ve k = sabit > (0 ancak ve ancak « bir ¢emberdir.

T = sabit # 0 ve k = sabit > 0 ancak ve ancak « dairesel helistir.

4.2. Minkowski 3-Uzayinda W-Egrileri

3.bolimde n-boyutlu Oklid uzayinda W-egrilerine calistk. Bundan sonraki
boliimde Boliim 4.1 de elde ettigimiz Frenet denklemleri yardimiyla Minkowski 3-uzayin-
daki W-egrilerini ele alacagiz.

4.2.1. Spacelike Egriler

Bu boliimde ¢(¢, ¢) nin igaretine bagli olan ii¢ durumu birbirinden ayiracagiz. Bunun i¢in

once F? deki spacelike egriler igin bazi teoremler verelim.

Teorem 4.2.1.1

« egrisi E} de bir spacelike egri olmak iizere x; = 0 dir ancak ve ancak « bir dogru

parcasidir [1].

Ispat

Frenet denklemlerinden, x; = 0O ise T = k1N oldugundan T = & = 0 olur ve bu da o

nin bir dogru parcasi oldugu anlamina gelir. [

Sonug olarak birinci egrilik dogrusalliktan sapmayi oOlcer.
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Teorem 4.2.1.2

E3} de g(&, &) # 0 sart1 ile verilen bir o spacelike egrisi i¢in x5 = 0 dir ancak ve ancak «

diizlemsel bir egridir [1].
Ispat
k9 = 0 ise Frenet denklemlerinden,

T:KlN

= :l:lilT
bulunur. o egrisinin tiirevleri bakimindan bu denklemleri yeniden yazdigimizda,

’

oo K‘/l . 2 .
a = —a+ KjQ.
K1

denklemini elde ederiz. « icin MacLaurin serisini kullanarak

« egrisinin{(0), @(0) } ile gerilmig diizlemde yattigin1 goz 6niinde bulundurabiliriz.

Tersine « mnin diizlemsel bir egri oldugunu diisiinelim. Tim s ler igin

(a(s) — p)g = 0 esitligini saglayan p ve g noktalar1 vardir. Tiirev alirsak

a(s)g = d(s)g =0

elde ederiz. Boylece ¢, 7' = v ve N = @ ye daima diktir. Fakat B vektorii de 1" ve N ye
K1

diktir. Bu yiizden B = ﬁ olup birim uzunluga sahiptir. Sonug olarak B = 0 ve tanima

q

gore ko = 0 dir. [J

Sadelik icin simdi ii¢ olas1 durumu ayiralim.
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Durum 1: g(é&, &) > 0

Frenet formiilleri matris formunda;

seklinde verilir. Bu durumda W -egrileri agsagidaki teoremle karakterize edilir.
Teorem 4.2.1.3
E} de g(a, &) > 0 sart1 ile verilen spacelike bir « egrisi igin,

1) ke =0 ve k; = sabit > 0 dir ancak ve ancak « bir cember pargasidir.
2) k; = sabit > 0 ve ky = sabit # 0 ve |ko| > Ky dir ancak ve ancak K = k3 — k7 olmak

tizere «v egrisi,

als) = % (m sinh (VE's) V3K s,k cosh (\/Es))

olup bir spacelike helis pargasidir.
3) k1 = sabit > 0, ky = sabit # 0 ve |ky| < ; dir ancak ve ancak K = k3 — k2 olmak

izere «v egrisi,

o(s) = = (ﬂ w1 cos (VEs) s (@s))

olup spacelike bir dairesel helis pargasidir.
4) k1 = sabit > 0, ko = sabit # 0 ve |kq| = Ky dir ancak ve ancak «,
3

1
a(s) = 6 (51:“628 ,—%%83 + 6s, 3&152)

seklinde parametrelendirilebilir [1].
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Ispat

1) k1 = sabit > 0 ve Ky = 0 olsun. Teorem 4.2.1.2 den o nin diizlemsel bir egri oldugunu
ve Teorem 4.2.1.2 nin ispatindan «(s) nin {&(0), &(0) } ile gerilmis bir diizlemde yattigini
biliyoruz. « spacelike bir egri ve (&, &) > 0 dir ¢iinkii «v egrisinin spacelike bir diizlemde

yattigin biliyoruz.

ao(s) = als) + %N@)

tanimlayalim. Tiirevini alarak

1 .
do(s) =a(s)+ —N(s) =0
R1
elde ederiz. (), sabit bir egridir. Ciinkii tiim s ler ve ¢ sabiti i¢in a(s) + — N (s) aym
R1

degere sahiptir. ¢ ve a(s) arasindaki uzaklik;

N(s)

1

R1

d(c,a(s)) = e — a(s)]| = ]

formiilii ile bulunur. Sonug olarak «(s) egrisi bir gember pargasidir.

Tersine a(s) nin spacelike diizlemsel bir cember oldugunu varsayalim. Teorem 4.2.1.2
den biliyoruz ki k2 = 0 ve Teorem 4.2.1.2 nin ispatindan «/(s) nin {&(0), &(0)} tarafindan
gerilmis bir diizlemde yattigim biliyoruz. « spacelike bir egri ve g(cv, ¢v) > 0 dir. Bu yiiz-
den « egrisinin spacelike bir diizlemde yatti§in1 biliyoruz. Genelligi bozmadan z = 0

diizlemini alabiliriz. Boylece » € R ve r > 0 i¢in,

1
yazilir. Buradan da x; hesaplanarak k; = — = sabit bulunur.
r

2) Kk; = sabit > 0 ve rky = sabit # 0 ve |ky| > k; oldugunu varsayalim. « egrisini
alirsak
R1

a(s) = a(s) + ——=5N(s)

K] — Rj
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bu egrinin bir dogru oldugunu gérmek kolaydir. Bu egrinin karakteristik 6zelligi,

(60, ) = "2
., & =
g 0, X0 l‘i%—/f%

seklinde belirlenir. oy spacelike dogru oldugundan, genelligi bozmadan « 1n Y -ekseni

oldugunu varsayabiliriz. g(cv, N) = 0 oldugundan,

N(s) = — (sinh(f(s)),0, cosh (f (s)))

veE

al9) = (g s (60) 1 (5) " cosh (7 (5))

K] — Rj K] — Rj

esitliklerini elde ederiz. Frenet formiillerini ve « mnin spacelike oldugu

gercegini kullanarak

buluruz. o spacelike hiperbolik bir helisin parcasidir.
a spacelike hiperbolik bir helisin parcasi ise tiirev alinarak ve Frenet formiilleri kul-
lanilarak x; ve k9 yi sabit buluruz ve gerekli kosullar saglanir.
3) |k2| < k1 oldugunu ve her iki egriligin de sabit oldugunu varsayalim. Eger o egrisini
alirsak

R1

ao(s) = a(s) + ——=N(s),

K1 — K3

bu egrinin bir dogru oldugunu gérmemiz kolaydir. Bu egrinin karakteristik ozelligi,

2

9(cw, éo) = e

ile belirlenir. oy timelike dogru oldugundan genelligi bozmadan o 1n X -ekseni oldugunu

varsayabiliriz. g(cép, V) = 0 oldugundan,
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N(s) = —(0,cos (f () ,sin(f(s)))

R1 R1

)= (16) ™y cos 7 () 5™ sin (79

K1 — kK3 K1 — K3

buluruz. o nin spacelike oldugu gercegi ile Frenet formiillerini kullanarak

yi elde ederiz. Bu durumda « spacelike dairesel bir helisin par¢asidir. Tersine « spacelike
dairesel bir helisin parcasi ise Frenet denklemlerini uygulayarak her iki egriligin de sabit
oldugunu buluruz ve istenen kogsullar saglanir.

4) k1 = |k2| ve her iki egriligin de sabit oldugunu varsayalim. Frenet formiillerinden,

N =0

seklinde yazariz. Genelligi bozmadan s = 0 i¢in, a(s) = (0,0,0), 7°(0) = (0,1,0),
N(0) = (0,0,1) ve B(0) = (1,0,0) oldugunu varsayabiliriz. Her i € {1,2,3} ve ¢; € R

i¢in,

N(s) = (¢18,¢28,c35 + 1)

buluruz. Frenet formiilleri ve bazi integrallemelerden sonra,

—_

a(s) = (01/€183> Cok1S® + 65, c3kS° + 3532)

6

elde ederiz. Basit bir hesaplama ile ve yeniden Frenet formiillerini kullanarak ¢; = ko,
co = —kK1, c3 = 0 elde ederiz. Diger kismu1 «v egrisinin birinci ve ikinci tiirevlerini alarak

ve Frenet denklemlerini uygulayarak ispatlayabiliriz.L]

Durum 2: g(&, @) <0

Frenet formiilleri matris formunda;
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T 0 k O T
N = K1 0 Ko N
B 0 Ky O B

seklindedir. Bu durumda W -egrilerini asagidaki teoremle karakterize ederiz.
Teorem 4.2.1.4

E3 de g(c, &) < 0 kosulu ile verilen bir o spacelike egrisi igin,

1) k1 = sabit > 0 ve ko = 0 dir ancak ve ancak « dik bir hiperboliin parcasidir.

2) k1 = sabit > 0 ve ko = sabit # 0 dir ancak ve ancak « spacelike hiperbolik bir helisin

pargasidir. K = k2 + k3 olmak iizere,

a(s) = % (/il cosh (ﬁs) : \//4337[(3, K1 sinh (\/Es))
seklindedir [1].
Ispat
1) k1 = sabit > 0 ve k3 = 0 oldugunu varsayalim. Teorem 4.2.1.2 den « nin diizlemsel
bir egri oldugunu ve Teorem 4.2.1.2 nin ispatindan «(s) nin {&(0),@(0)} ile gerilmis

diizlemde yattigin1 biliyoruz. « spacelike bir egridir ve g(c, &) < 0 dir. Bu yiizden « nin

timelike bir diizlemde yattigin1 biliyoruz.

tanimlayalim. Tiirev alarak
do(s) = a(s) — —N(s) =0

1
elde ederiz. ay(s) sabit bir egridir. Clinkii «(s) —— N (s), ¢ sabiti ve her s igin ayn1 degere
R1

sahiptir. ¢ ve «(s) arasindaki uzaklik;
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—N(s)

R1

d(e.af9) = e = (o) = |

1
‘ - |Fix
seklinde bulunur. Boylece «(s), dik bir hiperbol pargasidir.
Tersine  «(s) nin dik bir  hiperbol  par¢ast  oldugunu  varsayalim.
Teorem 4.2.1.2 den ky = 0 oldugunu biliyoruz ve Teorem 4.2.1.2 nin ispatindan «(s)
nin {&(0),a(0)} ile gerilmis diizlemde yattigint biliyoruz. « spacelike bir egridir ve
g(é, &) < 0 dir. Bu ylizden o nin timelike bir diizlemde yattigim biliyoruz. Genelligi

bozmadan z = 0 diizlemini alabiliriz. Boylece » € R ve » > 0 ig¢in,

as) = (r sinh (;) , 7 cosh (;) ,O)

1
elde edilir. Buradan x; hesaplanarak xk; = — = sabit bulunur.
r

2) k1 = sabit > 0 ve ko = sabit # 0 oldugunu varsayalim. o egrisini alirsak

R1
2 2
K1+ K3

N(s),

ao(s) = a(s) —

do(s) = 0 oldugunu hesaplamamiz kolaydir. Boylece bu egri bir dogrudur. Bu egrinin
nedensel karakteri,
_ ,ﬂ%

Qo, Q) = .
g( 0, 0) K%_H%

ile belirlenir. o spacelike bir dogru oldugundan genelligi bozmadan «y 1 Y-ekseni

oldugunu farzedebiliriz. g(c&, N) = 0 oldugundan,

N(s) = — (cosh (f (s)), 0, sinh(f(s)))

veE

) = (g cosh (61 h () s (7 (9) )

)
Ki + K3 K1 + K3

ifadelerini elde ederiz. o nin spacelike oldugu gercegini ve Frenet formiillerini kullanarak

2
h(s) = 2 e = \/K? + K3
(s) > +I€%S ve f(s) K} + K5S
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buluruz. Bu durumda « bir spacelike hiperbolik helis parcasidir.

Tersine « spacelike hiperbolik bir helisin pargasi ise tiirev alarak ve Frenet denklemlerini

uygulayarak k; ve k4 nin sabit oldugunu buluruz. U]

Durum 3: g(é&, &) =0

a, pseudo null egri ve Frenet formiilleri matris formunda;

T 0 K1 0 T
N = 0 K9 0 N
B — K1 0 — K2 B

seklindedir. Burada ~; egriligi sadece iki deger alabilir. « spacelike bir dogru ise 0, diger

durumlarda 1 dir. Bu durumda W -egrileri asagidaki teoremle ifade edilir.
Teorem 4.2.1.5
E3 de tiim pseudo null spacelike W -egrileri asagidaki gibi siniflandirilabilir.

1) k1 = 0 dir ancak ve ancak « bir spacelike dogru pargasidir.

2) k1 = 1ve ko = 0 dir ancak ve ancak «,

seklinde parametrelendirme ile diizlemsel bir egri parcasidir.

3) k1 = 1 ve Ky = sabit # 0 dir ancak ve ancak «,
1 : 9 :
a(s) = — (cosh (k2s) + sinh (kas) , k38, cosh (k2s) + sinh (k2s))

2
K3

seklinde parametrelendirme ile diizlemsel bir egrinin pargasidir [1].
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Ispat

1) x1 = 0 ise tamim geregi « bir dogrudur. Tersine o bir dogru ise & = 0 ve bdylece
k1 = 0 dr.
2) k1 = 1 ve kg = 0 ise Frenet formiillerini ve o« nin MacLaurin serisini kullanabiliriz. O

halde,

82

als) = a(0) + T(0)s + N(0)5

ifadesini elde ederiz. Bu denklemden o nin diizlemsel bir egri oldugunu anlariz. Genelligi

bozmadan,
«(0) = (0,0,0), T (0) = (0,1,0) ve N(0) = (1,0,1)

oldugunu farzedebiliriz. Buradan da,

= (Z05)

buluruz.
Tersine a(s) yukaridaki parametrelendirmeye sahip ise @(s) = 0 dir. Bu da N(s) = 0
oldugu anlamina gelir. Sonug olarak Frenet formiillerinden x5 = 0 bulunur.

3) k1 = 1ve Ky = sabit # 0 ise

ap(s) = a(s) — %%N(s)

spacelike bir dogrudur. Genelligi bozmadan o 1n Y -ekseni oldugunu varsayabiliriz. N (s)

nin ¢y a dik bir null vektor oldugunu biliyoruz. Bu sebepten,
N(s) = n(s)(1,0,1)
seklinde yazilabilir. Baz1 hesaplamalardan sonra,

n(s) = kan(s)
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buluruz. Bu diferensiyel denklemi ¢oziip

co(s) = als) + Hi%zv(s)

denklemini kullanirsak sonucu elde ederiz. o nin tiirevini alip Frenet formiillerini uygu-

layarak ko nin sabit oldugu sonucuna variriz. [J
4.2.2. Timelike egriler
Frenet formiilleri matris formunda asagidaki gibidir:

T 0 w; O T
N - K1 0 Ko N
B 0 —ko O B

Timelike W -egrileri asagidaki teoremle karakterize edilir.
Teorem 4.2.2.1
E3 deki tiim timelike 1/ -egrileri asagidaki gibi simflandirilabilir:

1) k1 = 0 dir ancak ve ancak « timelike dogru parcasidir.

2) ko = 0 dir ancak ve ancak « diizlemsel timelike egridir.

3) ke = 0 ve k1 = sabit > 0 dir ancak ve ancak « ortogonal hiperbol pargasidir.

4) k1 = sabit > 0, ko = sabit # 0 ve |ko| > k; dir ancak ve ancak « dairesel helis

pargasidir ve K = k3 — x? olmak iizere,

als) = % (%?KS v cos (VEs)  masin (\/Es))

seklinde parametrelendirilebilir.
5) k1 = sabit > 0, ko = sabit # 0 ve |kq| < k1 dir ancak ve ancak « timelike hiperbolik

helis pargasidir ve K = x? — k3 olmak iizere,

als) = % (m sinh (VEs) /3K, 5 cosh (\/?s))
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seklinde parametrelendirilebilir.

6) k1 = sabit > 0, ko = sabit # 0 ve |ky| = k1 dir ancak ve ancak «,

(/i§83 + 65, 3K, 5%, Iill£283>

=

a(s) =

seklinde parametrelendirilebilir [1].

Ispat

Teorem 4.2.1.1, Teorem 4.2.1.2, ve Teorem 4.2.1.3 ispatindaki gibi ayn1 yontemlerle ispat

yapilir. [J

4.2.3. Lightlike (Null) Egriler

Frenet formiilleri matris formunda;

T 0 w; O T
N | = ke 0 —r N
B 0 —ky O B

seklindedir. Burada «, egriligi iki deger alabilir; o null dogru oldugunda 0, diger durum-

larda 1 dir. Null W-egrileri asagidaki teorem ile karakterize edilir.
Teorem 4.2.3.1
E3} de tiim null W-egriler asagidaki gibi siniflandirilabilir.

1) k1 = 0 dir ancak ve ancak « null dogru parcasidir;

2) k1 =1 ve kg = 0 dir ancak ve ancak « null kiip pargasidir ve

afs) = 65 4 s°,3v/2s% 65 — s3> ;

1
v (
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3) k1 = 1ve ky > 0 dir ancak ve ancak « null dairesel helis parcasidir ve K = /2k5

olmak iizere,

a(s) = % (Ks,cos(Ks),sin(Ks));

4) k1 = 1ve Ky < 0 dir ancak ve ancak « null hiperbolik helis parcasidir ve K = /—2k5

olmak iizere,

1
a(s) = %) (sinh (Ks), Ks,cosh (Ks))
seklindedir [1].
Ispat

Bu ispat onceki ispatlardan daha kisa olacak ciinkii sadece en farkli olan kisimlar1 ve-
recegiz.
2) ko = 0oldugunu varsayalim. {7, N, B} Frenet formiilleri ile birlikte & nin MacLaurin

serisi,

52 53

a(s) = a(0) +T(0)s + N<0)§ — B(0) 5

seklinde yazilabilir. Bu durumda 7" ve B null vektorlerdir. Oyle ki g(T, B) = 1 ve N

birim spacelike vektordiir. Genelligi bozmadan

T(0) = —= (1,0,1), N(0) = (0,1,0), B(0) —

% (—1,0,1)

Sl

oldugunu varsayabiliriz. Bu da bize istenen sonucu verir.
3) ve 4) ko # 0 ise,

ao(s) = als) — ——N(s)

2/'{2

seklinde bir dogrudur. Bu dogrunun karakteristik 6zelligi ise o nin isaretine bagl ol-
masidir. Eger ko < 0 ise aq timelike dogrudur ve bu dogrunun X -ekseni oldugunu varsa-

yabiliriz. Diger durumlarda o spacelike dogrudur ve bu dogrunun da Y -ekseni oldugunu
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varsayabiliriz. N(s) spacelike birim vektorii her iki durumda da ¢ a diktir. Bunun an-
lam1 N (s) nin iyi tanimli form olmasidir. ¢ 1n tantmindan N bilindigi zaman « nin da

bilinebilecegini anlariz. []

53



KAYNAKLAR

[1]

(2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

Walrave, J., (1994). Curves and Surfaces in Minkowski Space. Doktora Tezi,
K. U. Leuven Fac. of Science, Leuven.

Frenet, F., (1852). Surles courbes a double courbure. Journal de Mathématiques
Pures et Appliquées, 17, 437-447.

Serret, J. A., (1851). Sur quelques formules relatives a la theorie des courbes
a double courbure, Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 16, 193-207.

Klein, F. & Lie, S., (1871). Uber diejenigen ebenen curven welche durch
ein geschlossenes system von einfach unendirch vielen vertauschberen linearen
Transformatronen in sich iibergeben Mathematische Annalen, 4, 50-84.

Rademacher, H. & Toeplitz, O., (1994). A Characteristic Property of the
Circle. H. Zuckerman (Eds), The Enjoyment of Math (pp. 160-162). Princeton:
Princeton University Press.

Chen, B. Y. & Kim D. S. & Kim YH., (2006). New characterizations of
W-curves. Publicationes Mathematicae Debrecen, 69(4), 457-472.

Boas, H. P, (1980). A geometric characterization of the ball and the Bochner-
Martinelli kernel. Mathematische Annalen, 248, 275-278. doi: 10.1007/bf01420531

Boas, H. P., (1984). Spheres and cylinders: a local geometric characterization.
lllinois Journal of Mathematics, 28(1), 120-124.

Wegner, B., (1988). A Differential Geometric Proof of the Local Geometric
Characterization of Spheres and Cylinders by Boas. Mathematica Balkanica (New
Series), 2(4), 294-295.

Kim, D. S. & Kim, Y. H., (2010). New characterizations of spheres, cylinders
and W-curves. Linear Algebra and its Applications, 432(11), 3002-3006.
doi: 10.1016/j.1a2.2010.01.006

Hacisalihoglu, H. H., (1998). Diferensiyel Geometri I. 3.Baski, Ankara.
Hacisalihoglu, H. H., (2012). Diferensiyel Geometri II. 4.Baski, Ankara.

Hacisalihoglu, H. H., (1980). Yiiksek Diferensiyel Geometriye Giris. Istanbul.

54



[14] Levi-Civita, T., (1937). Famiglie di superficie isoparametriche nell’ordinario
spacio euclideo. Rendiconti Academia Dei Lincei, 26, 355-362.

[15] Segre, B., (1938). Famiglie di ipersuperficie isoparametriche negli spazi
euclidei ad un qualunque numero di dimensioni. Rendiconti Academia Dei Lincei,
27,203-207.

[16] Kim, D. S., (1995). On the Gauss map of hypersurfaces in the space form.
Journal of the Korean Mathematical Society, 32(3), 509-518.

[17] O’Neill, B., (1983). Semi Riemannian Geometry with Applications to Relativity.
New York: Academic Press.

55



OZGECMIS

Ad1 Soyadi : Tuncay Deniz SENTURK
Dogum Yeri ve Yili : Karabik 1986

Medeni Hali : Bekar

Yabanci Dili : Ingilizce

E-posta : tuncaydenizsenturk@gmail.com

Egitim Durumu

Lise : Kastamonu Go61 Anadolu Ogretmen Lisesi - 2004

Lisans : Ondokuz May1s Universitesi Egitim Fakiiltesi Ortadgretim Fen
ve Matematik Alanlar1 Egitimi Ortadgretim Matematik
Ogretmenligi -2009

Mesleki Deneyim

Is Yeri : Sehit Tegmen Cemal Tepeli Cok Programli Lisesi/ Devrekani/
Kastamonu (15/01/2010 - 14/06/2010)

Is Yeri : Camas Lisesi/Camag/Ordu (16/06/2010 - 22/08/2012)

Is Yeri : Mustafa Sitki Erkek Mesleki ve Teknik Anadolu Lisesi

Tasgkoprii/ Kastamonu (24/08/2012 - Halen)

56



