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1. GİRİŞ  

İki nokta arasındaki en kısa uzaklığın bu noktalar arasındaki doğru parçası olduğu 

hipotezi Archimedes tarafından [1] de kullanılmıştır. 1732 yılında Euler [2] de bir 

yüzey üzerindeki geodeziklerin diferansiyel denklemini yayınlamıştır. Böylece iki 

noktaya bağlı olarak verilen geodeziklerin sadece yüzeyin cinsine bağlı olarak 

verilebileceği gösterilmiştir. Archimedes ve Apollonius’un ortaçağdaki 

çalışmalarının Latin tercümeleri ve 1637 de Fermat ve Dekart’ın analitik geometriye 

girişleri 19. yüzyılın ilk yarısında düzlem eğrilerinin teğetlerini bulmak için 

kullanılan geometrik tekniklerin gelişmesini sağlamıştır. Metrik uzaylarda yay 

uzunluğu kavramına 1930 yılında [3] de Menger tarafından girilmiştir. 

 

Yukarıda tarihsel gelişimine değindiğimiz bugünkü  modern geometri, bir metriğe 

göre en kısa yol (geodezik eğri) kavramlarına dayanmaktadır. Öklid metriğinin 

model olamayacağı (rölativite gibi) soyut kavramları somut hale getirebilmek için 

kullanılan başka metrik uzayların da kullanılmasının kaçınılmaz olacağı 

muhakkaktır. Küresel uzayda bir eğrinin bir noktasındaki eğriliği bu noktadaki 

teğette sapma miktarını ölçtüğünden ve geodeziklerin eğriliği de sıfır olduğundan, 

geodeziği uzayın verilen iki noktasından geçen doğru olarak düşünebiliriz. Göz 

önüne alınan uzaydaki  geodeziklerin diferensiyel denklemini, verilen iki noktaya 

bağlı çözersek bu çözümün tek olduğunu görürüz.  

 

Bu tezde, Öklidyen uzaydaki konformallik tanımından yararlanılarak, küresel 

uzaydaki konformallikve küresel uzayda konformal ve özel konformal üçgenlerin 

yapıları incelenmiştir. 
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2. ÖN BİLGİLER 

2.1. Öklidyen Uzay  

2.1.1. Tanım 

X ve Y iki metrik uzay olmak üzere  

x, y X∀ ∈ için 

: X Yφ → dönüşümü ( ) ( )( ) ( )Y Xd x , y d x, yφ φ =  

eşitliğini sağlıyor ise φ  ye bir izometri denir. φ  dönüşümü birebir ve örten bir 
dönüşümdür. nE den kendisi üzerine tanımlı izometri, öklidyen izometri olarak 
adlandırılır [5].  

2.1.2. Tanım 

n n:φ →� � dönüşümü 

nx, y∀ ∈� için 

( ) ( )x , y x, yφ φ =  

eşitliğini sağlıyorsa, φ  ye  ortogonal dönüşüm denir [5]. 

2.1.3. Tanım 

nE in x, y, z gibi üç noktası için  

( )y x t z x= + −  

olacak şekilde bir [ ]t 0,1∈  reel sayısı varsa bu üç noktaya doğrusaldır denir [5]. 

2.1.4. Tanım 

[ ]a,b , �  de kapalı bir aralık ve a b< olmak üzere [ ]: a, b Xa →  dönüşümü 

uzunluk koruyan sürekli bir fonksiyon ise α  ya X metrik uzayında bir jeodezik yay 
denir [5]. 
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2.1.5. Tanım 

Bir X metrik uzayında x, y X∈ için [ ]: a, b Xa → jeodezik yayının görüntüsüne, 

başlangıç noktası x, bitiş noktası y olan jeodezik parçası denir. nE in jeodezik 
parçaları, kendisinin doğru parçalarıdır [5]. 

2.1.6. Tanım 

X bir metrik uzay olsun. x, y X∈ ayrık çifti için x ve y yi içeren bir tek jeodezik 
parça varsa X metrik uzayına jeodezik olarak konvekstir denir [5]. 

2.1.7. Tanım 

X bir metrik uzay olmak üzere : Xλ →� jeodezik doğrusunun görüntüsüne X metrik 
uzayında bir jeodezik denir. nE in jeodezikleri kendisinin doğrularıdır [5].  

2.2. Lorentz Uzayı  

nx, y∈� iki vektör ve n 0>  olsun. x ile y  nin  Lorentzian iç çarpımı, 

1 1 2 2 n nL
x, y x y x y ... x y= − + + +  

ile tanımlanan indefinit bir iç çarpımdır. Bu iç çarpımla birlikte n� uzayına Lorentz 
Uzayı denir. n

1� ile gösterilir [2]. n
1� uzayında bir vektörün normu, 

1
2

L
x x, x= ile tanımlanır.  

x ve y vektörünün lorentz uzunluğu  

( )Ld x, y x y= −  

ile tanımlanır [5].   

2.2.1. Tanım 

n
1� Lorentz uzayında x 0=  olacak şekilde bütün x lerin kümesine, yani;  

{ }n 2 2 2 2
1 n 1 2 n 1x x x x ... x −∈ = + + +�  

şeklindeki n 1C −  kümesine ışık-konisi (light-cone) denir. x 0=  ise x vektörüne ışık-

benzeri (light-like veya null ) vektör denir [5].  
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2.2.2. Tanım 

n
1x∈� için L

x, x 0>  ise x vektörüne uzay benzeri (space-like) vektör denir.       
n 1C − hiperkonisinin dışı, n

1�  in uzay benzeri vektörlerden oluşan                                 
açık alt kümesidir [5,8,9].  

2.2.3. Tanım 

n
1x∈� için L

x, x 0<  oluyorsa x vektörüne zaman benzeri (time-like) vektör denir. 
n 1C − hiperkonisinin içi, n

1�  in zaman benzeri vektörlerinden oluşan açık alt 

kümesidir. Eğer 1x 0>  ise x vektörüne pozitif zaman benzeri, 1x 0<  ise x vektörüne 
negatif  zaman benzeri denir [5,8,9]. 

 

2.2.4. Tanım 

Sıfırdan farklı n
1x, y∈�  için L

x, y 0=  oluyorsa x ve y vektörlerine lorentz 

ortogonaldir denir [2].  

2.2.1. Önerme 

n
1� in bir V alt vektör uzayının, zaman benzeri olması için gerek ve yeter koşul V nin 

en az bir zaman benzeri vektöre sahip olmasıdır. 

Uzay benzeri olması için gerek ve yeter koşul V deki sıfırdan farklı her vektörün 
uzay benzeri olmasıdır. 

Işık benzeri olması için gerek ve yeter koşul V deki sıfırdan benzeri her vektör için 

L
x, x 0=  olmasıdır [5,9]. 

2.2.5. Tanım 

x ve y, n
1�  de pozitif ya da negatif zaman benzeri iki vektör olsun.  

( )L
x, y x y cosh x, y= − h  

olacak şekilde negatif olmayan bir tek ( )x, yη reel sayısı vardır. x ve y arasındaki 

lorentz zaman benzeri  (time-like) açı ( )x, yη olarak tanımlanır [5,8]. 
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2.3. Küresel Uzay  

n  -boyutlu küresel geometri için standart model { }1 : 1n nS x IR x+= ∈ =  ile 

tanımlanan 1nIR +  in nS  birim küresidir. nS üzerindeki Öklidyen metrik

( ),Ed x y x y= −  ile verilir. Fakat bu metrik 1nIR +  in vektör yapısına dayanılarak 

verildiğinden nS  ye özgü  bir metrik değildir [5]. 

2.3.1. Tanım 

, nx y S∈ iki vektör ve bu iki vektör arasındaki Öklidyen açı ( ),x yθ  olsun. x ve y

arasındaki küresel uzunluk 

 

( ) ( ), ,Sd x y x yθ=  

 

şeklinde bir reel sayıdır. Burada ( ) ( )0 , ,S Sd x y ve d x yπ π≤ ≤ =  olması için gerek 

ve yeter şart y x= −  olmasıdır. Eğer y x= −  ise x ve y  vektörlerine antipodaldir 

denir [5,7]. 

2.3.1. Teorem 

Sd küresel uzunluk fonksiyonu nS  üzerinde bir metriktir [5]. 

İspat 

[2] den görülebilir. 
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2.3.2. Tanım  

nS nin büyük çemberi 1nIR +  in iki boyutlu alt vektör uzayı ile nS nin arakesitidir. 

, nx y S∈ iki farklı nokta olsun. ,x y lineer bağımsız ise, 1nIR +  in ( ),V x y  ile 

gösterilen iki boyutlu bir alt uzayını gererler. Böylece ( ) ( ), ,nS x y S V x y= ∩  

kümesi, x ve y yi içeren nS nin bir büyük çemberidir. nS nin jeodezikleri onun 

büyük çemberleridir [5]. 

2.4. Öklidyen ve Küresel Uzayda Tanımlar  

Burada n nX E , S=  olarak alınacaktır. 

2.4.1.Tanım 

X in bir alt cümlesi C olsun. x, y C∀ ∈ ayrık çifti için x ve y yi içeren doğru parçası C 
de kalıyorsa, C kümesine konveks küme denir [5]. 

2.4.1. Teorem  

X de kapalı bir konveks küme yarı-uzayların arakesitidir [5]. 

2.4.2. Tanım 

X de bir konveks alt küme C olsun. C∂ in boştan farklı en büyük konveks alt 
kümesine C nin bir kenarı denir [5].  

2.4.3. Tanım 

X de n-boyutlu bir konveks polihedron P olsun, k 1,2,..., n 1= +  için                                      
P nin bir k-yüzü  (face), P nin (k+1)-yüzünün bir kenarı (side) olarak tanımlanır [5]. 

2.4.4. Tanım 

X de n-boyutlu bir konveks polihedron P olsun, P nin 0-yüzüne, P nin tepesi (vertex) 
denir [5].  

2.4.5. Tanım 

X in bir A alt kümesi için, A yı içeren X in bütün konveks alt kümelerinin arakesitine 
A nın konvekslik bölgesi denir [5]. 
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2.4.6. Tanım  

X de n-boyutlu bir polihedron P olsun. Eğer P nin sonlu sayıda tepe noktası varsa ve 
P bu tepelerin konvekslik bölgesi ise P ye bir çok köşeli (politop) denir [5]. 

2.4.1. Önerme  

X in boştan farklı bir alt kümesi S olsun. S tarafından gerilen ve S yi içeren bir en 
küçük alt uzay vardır ve S  ile gösterilir. Bu uzay S yi içeren bütün alt uzayların 

arakesitidir [10].  

2.4.1. Sonuç 

Eğer ( )boy x n= < ∞  ise X in { } ( )0 1 nx , x ,..., x , n 1+  nokta kümesi oluşturması için 

gerek ve yeter şart 0 1 nx , x ,..., x X=  olmasıdır [10]. 

2.4.7. Tanım 

nX E= in bir { }0 1 kx , x ,..., x , ( )k 1+  nokta kümesine; 0 1 kboy x , x ,..., x k=  oluyorsa 

afin bağımsızdır denir [10]. 

2.4.8. Tanım 

X de ( )n 1+  tepe noktalı, n-boyutlu bir politop a bir n-simpleks denir [5]. 

2.4.9. Tanım 

nX E= de n-simpleks, { }0 1 nx , x ,..., x  gibi nE in afin bağımsız ( )n 1+  noktasının 

konvekslik bölgesi olarak tanımlanır. İki boyutlu simplekse üçgen, üç boyutlu 
simplekse dörtyüzlü  (tetrahedron)  denir [10]. 

2.5. Küresel n-Simpleksler 

2.5.1. Tanım 

nS küresel uzayında herhangi iki nokta arasındaki küresel uzunluk  n
i jP ,P S∈ olmak 

üzere  

( )ij i j L
arccos P ,Pj =  

şeklinde tanımlı reel sayıdır [4]. 
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2.5.2. Tanım 

ΩS, nS  uzayında 1 2 n 1P ,P ,..., P + tepeli bir n-simpleks olsun.  

ΩS ,nin iP  ve  jP  tepelerine zıt ij-y inci yüzlerinin arakesitinin eş boyutu 2 dir.  

Bu iki yüz arasındaki açıya dihedral açı denir ve ijθ ile gösterilir [4].   

2.5.3. Tanım 

ijG cos = θ   

simetrik matrisine SΩ simpleksinin Gramm matrisi denir [4]. 

 

2.5.4. Tanım 

SΩ nın herhangi iki i jP ,P  tepesi arasındaki uzaklık  

( )i j L
arccos P ,Pj =  

şeklindedir ve SΩ nın ayrıt uzunluğu olarak tanımlanır. 

1 2 n 1P ,P ,..., P +  tepeli SΩ  hiperbolik n-simpleksinin ayrıt matrisi 

i j i j LL
M P ,P cos P ,P   = =     

şeklinde tanımlanır [4].  
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3. ÖKLİD DÜZLEMİNDE KONFORMAL ÜÇGENLER 

3.1. Öklidyen Konformal Üçgenler 

Cooper ve Rivin [12] de Öklid uzayında konformal simpleks tanımı vermiştir.Biz de 
[12] deki tanımdan yararlanarak konformal üçgenler için uygulayacağız. 

3.1.1. Tanım ( Öklidyen uzayda konformal dörtyüzlü ) 

3, E∆ de bir simpleks olsun. 1 2 3 4, , ,P P P P ile ∆ nın köşelerini, ijj  ile ,i jP P   köşeleri 

arasındaki uzunluğu, ,i jP P  köşelerinin üzerinde bulunduğu ayrıttaki dihedral açıyı 

da ijθ  ile gösterelim. Bu durumda ∆  konformal ise ,ij i jr r i jj = + ≠  ve 1 4,..., 0r r >

dır [12]. 

Bu tanımı 1 2 3, ,P P P  köşeli ∆  üçgeni için düşünürsek aşağıdaki şekli elde ederiz.

 

Şekil 3.1. Öklidyen uzayda konformal üçgen 
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Gerekli hesaplamalar yapılarak; 

 

1 2 1 2

1 3 1 3

2 3 2 3

,

,

PP r r

PP r r

P P r r

→

→

→

= +

= +

= +

                            (3.1) 

 

olduğu görülür[30] . 

 

3.1.1. Teorem ( Öklid Uzayında Konformal Üçgenin Alanı ) 

Ökidyen konformal üçgenin çevrel çemberinin yarıçapı 

 

( )( )( )
( )

1 2 1 3 2 3

1 2 3 1 2 34

r r r r r r
R

r r r r r r
+ + +

=
+ +

 

 

olmak üzere alanı 

 

( )1 2 3 1 2 3A r r r r r r= + +  

 

şeklindedir [13]. 

İspat 

den görülür. 
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4. KÜRESEL DÜZLEMDE ÜÇGENLER 

 

4.1. Küresel Düzlemde Doğru ve Üçgen Kavramı 

4.1.1. Tanım 

: ,n nIR S ve x y Sα → ∈ için 
 

( ) ( ),
cos sin

,
y x y x

t t x t
y x y x

α
− 〈 〉

= +
− 〈 〉

 

 
eğrisine nS  nin ,x y  den geçen doğrusu denir[30]. 

4.1.2. Tanım 

: ,n nIR S ve x y Sα → ∈ için 
 

( ) ( ) [ ]1
1

1

cos
cos sin , 0,

sin
y t x

t t x t t t
t

α
−

= + ∈  

 
eğri parçasına nS nin ,x y  ile sınırlı doğru parçası denir[30]. 

4.1.3. Tanım 

, ,x y z  üçü aynı küresel doğru üzerinde bulunmayan üç nokta olmak üzere; 

( ) ( ) [ ]1
1

1

cos
cos sin , 0,

sin
y t x

t t x t t t
t

α
−

= + ∈  

( ) ( ) [ ]1
1

1

cos
cos sin , 0,

sin
z s y

s s y s s s
s

β
−

= + ∈  

( ) ( ) [ ]1
1

1

cos
cos sin , 0,

sin
x u z

u u z u u u
u

γ
−

= + ∈  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 10 , 0 0t s ve uα β β γ γ α= = = özelliğindeki doğru parçalarının 

birleşimine küresel üçgen, üçgenin sınırladığı küresel bölgeye de küresel üçgensel 
bölge denir [30]. 

 

4.1.4. Tanım 

,i jP P ∆ nın iki köşe noktası ise 

 
cos ,ij i jP Pj = 〈 〉  

 
özelliğindeki ijj  küresel açısına ∆  nın ,i jP P  ile sınırlı ayrıt uzunluğu denir [4]. 

4.1.5. Tanım 

1 2 3, ,P P P  köşe noktalı küresel üçgen ∆  olmak üzere 
 

12 13

12 23

13 23

1 cos cos
cos 1 cos
cos cos 1

M
ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

 
 =  
  

 

 
matrisine∆nın ayrıt matrisi denir [4]. 

4.1.6. Tanım 

, ,i j kP P P∆ köşeli küresel üçgen ve kP  noktasından geçen kenarları üzerinde 

bulunduğu doğrular da  
 

: nIR Sα → , 
: nIR Sβ →  

 
ise 
 

( ) ( ), cos
k k

ı ı
ijP P

t sα β θ〈 〈 〉 =  

 
olacak şekildeki ijθ  açısına ∆  nın kP  noktasındaki iç açısı denir[30]. 
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Şekil 4.1. Küresel düzlemde üçgen 

4.1.7. Tanım 

1 2 3, ,P P P  köşe noktalı küresel üçgen ∆  olsun. 12 13 23, ,θ θ θ ∆  nın iç açıları olmak üzere 
 

12 13

12 23

13 23

1 cos cos
cos 1 cos
cos cos 1

G
θ θ

θ θ
θ θ

− − 
 = − − 
 − − 

 

 
matrisine∆  nın Gramm matrisi denir [4]. 

 

4.1.1. Teorem 

( )1
2

n n +
tane 0, , , , 1, 2,..., 1

2ij ji i j i j nπj j  = ∈ ≠ = +  
 pozitif reel sayıların bir ∆

küresel simpleksin ayrıtları olması için gerek ve yeter şart ∆  nın cos ijM j =    ayrıt 

matrisinin, köşegen üzerindeki elemanları 1 e eşit olan pozitif tanımlı simetrik matris 
olmasıdır [4]. 

4.1.1. Lemma 

, ,ij jk kiθ θ θ küresel üçgenin sırası ile , ,i j kP P P  noktalarındaki iç açıları ve , ,ki ij jkj j j  

da  ∆  nın ayrıtları olmak üzere 
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1. ( ),ki k i i j ijP P P Pj π θ× × = −  

2. ( ),ij i j j k jkP P P Pj π θ× × = −  

3. ( ),jk j k k i kiP P P Pj π θ× × = −  [5]. 

4.1.2. Teorem 

,ij jk kiveθ θ θ küresel üçgenin iç açıları olmak üzere 

 
ij jk kiθ θ θ π+ + >  [5]. 

İspat 

,ij jk kiveθ θ θ ∆  küresel üçgenin iç açıları olsun. O zaman 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ). . . .i j k j k i i k j j j k j i k iP P P P P P P P P P P P P P P P × × × × = × − × ×   

                                                = ( )( ) ( )( ). .i k j j k jP P P P P P× ×  

 

                                                = ( )( )2
.j k jP P P− × 0<  . 

 
Teorem 4.1.1 in (2) şıkkından , ,x y z y z x× × ×  lineer bağımsızdırlar ve bunların 
ilişkili olduğu birim vektörler küresel doğrudaş değillerdir. O zaman 
 

( ) ( ) ( ), , ,ki k i i j ij i j j k jk j k k iP P P P P P P P P P P Pj j j× × < × × + × × . 

 
Lemma 4.1.1den 
 

ij jk kiπ θ θ θ− < +  

 
olup 
 

ij jk kiθ θ θ π+ + >  

 
elde edilir. 
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4.1.3. Teorem ( Küresel üçgen için sinüs kuralı ) 

,ij jk kiveθ θ θ ∆küresel üçgenin açıları ve , ,ij jk kij j j  de sırası ile ,k i jP P ve P  

köşelerinin karşısındaki kenarların uzunlukları olmak üzere; 
 
sin sin sin
sin sin sin

ij jk ki

ij jk ki

j j j
θ θ θ

= =  [5]. 

4.1.4. Teorem 

∆ 1 2 3, ,P P P  köşe noktalı küresel üçgen, M  ve G de ∆  nın sırası ile ayrıt ve Gramm 

matrisleri olsun. ( )1,2,3iiM i = , M  nin asli minörleri olmak üzere 

 

ij

ii jj

M
G

M M

 
 =
  

 

 
dir[4]. 

 

4.1.1. Sonuç (Küresel üçgen için kosinüslerin birinci kuralı) 

,ij jk kiveθ θ θ ∆  küresel üçgenin açıları ve , ,ij jk kij j j  de sırası ile ,k i jP P ve P  

köşelerinin karşısındaki kenarların uzunlukları olmak üzere; 
 

cos cos cos
cos

sin sin
ki ij jk

ij
ij jk

j j j
θ

j j
−

=  

 
dir (Burada { }, ,i j k , { }1,2,3  kümesinin bir permütasyonudur) [5]. 

İspat 

Teorem 4.1.4 den açıktır. 

4.1.5. Teorem 



16 

∆ 1 2 3, ,P P P  köşe noktalı küresel üçgen, M  ve G de  ∆  nın sırası ile ayrıt ve Gramm 

matrisleri olsun. ( )1,2,3iiG i = , G nin asli minörleri olmak üzere 

 

ij

ii jj

G
M

G G

 
 =
  

 

 
dir[4]. 

4.1.2. Sonuç (Küresel üçgen için kosinüslerin ikinci kuralı) 

,ij jk kiveθ θ θ ∆  küresel üçgenin iç açıları ve , ,ij jk kij j j  de sırası ile ,k i jP P ve P  

köşelerinin karşısındaki kenarların uzunlukları olmak üzere; 
 

cos cos cos
cos

sin sin
ij jk ki

ki
ij jk

j j j
j

j j
+

=  

 
dir[5]. 

İspat 

Teorem 4.1.5 den açıktır. 

4.2. Özel Küresel Üçgenler 

4.2.1. Tanım 

1 2 3; , ,P P P∆ tepeli, 12 13 23, ,θ θ θ dihedral açılı ve 12 13 23, ,ϕϕϕ    ayrıt uzunluklu bir küresel 

üçgen olsun. 2S∆∈  olmak üzere 12 13 23θ θ θ= = , 12 13 23ϕϕϕ  = =  ve 12 3
πθ >  ise ∆   ya 

eşkenar küresel üçgen denir [14]. 

4.2.2. Tanım 

2S∆∈ olmak üzere 12 13θ θ=  ve 12 232θ π θ> −  ise ∆  ya ikizkenar küresel üçgen denir 
[14]. 

4.2.3. Tanım 
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2S∆∈ olmak üzere 12 13 23cos cos cosϕϕϕ  =  ise ∆  ya küresel dik üçgen denir [14]. 

 

4.3. Özel Küresel Üçgenlerin Alanları 

4.3.1. Küresel eşkenar üçgenin alanı 

2S∆∈ ve 12 13 23cos cos cos aϕϕϕ  = = =  olmak üzere küresel eşkenar üçgenin alanı 
 

( ) ( )( )
( )2

1 3 1 2 1
arctan

6 3
a a a

Alan
a a a

π
 − + +
 ∆ = −
 − − + + 

 

 
şeklindedir[14]. 

 

4.3.2. Küresel ikizkenar üçgenin alanı 

2S∆∈  , 12 13cos cos aϕϕ = =  ve 23cos cϕ =  olmak üzere küresel ikizkenar üçgenin 
alanı 
 

( )
( ) ( )( )2

2 2 2

2 1 1 2 1
arctan

3 2 2

a c c c a
Alan

a c a ac a c c
π

 + + − − + − ∆ = −  − + + + + + 
 

 

 
şeklindedir[14]. 

4.3.3.Küresel dik üçgenin alanı 

12 13 23cos , cos , cosa b c ve a bcϕϕϕ  = = = = özelliğindeki 2S∆∈  küresel dik üçgenin 
alanı 
 

( )
( ) ( )( )

( )( )( )

2 21 1 1
arctan

1 1

b c bc b c
Alan

c b b c
π

 + + + − − ∆ = −  + + + 
 

 

 
şeklindedir[14]. 
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4.4. Küresel Uzayda Konformal Üçgenler 

4.4.1. Tanım 

1 2 3, , ,P P P∆ köşe noktalı küresel üçgen için  i jPP  ile sınırlı ayrıt uzunluğu ijj  olsun. 

0
2ij i jr r πj< = + ≤ olacak şekilde ,i jr r IR+∈  sayıları varsa ∆  ya konformal küresel 

üçgen denir[30]. 

4.4.1. Teorem 

1 2 3, ,P P P köşe noktalı küresel üçgen∆  olsun. ∆  nın konformal olması için gerek ve 
yeter şart 
 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 3

1 2 2 3

1 3 2 3

1 cos cos
cos 1 cos
cos cos 1

r r r r
M r r r r

r r r r

+ + 
 = + + 
 + + 

 

 
olmasıdır[30]. 

 

İspat 
 
∆  konformal olsun. 
 

�arccos , , 1, 2,3i i ir P P PP i= = =  

�arccos , , 1, 2,3j j jr P P P P j= = =  

� , 1, 2,3i j i jr r PP i j j+ = ≠ =  

( )arccos ,i j i jr r P P+ =  

 
veya 
 

( )cos , , 1, 2,3i j i jr r P P i j i j+ = ≠ =  
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bulunur. Bu eşitlikler kullanılarak 
 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 3

1 2 2 3

1 3 2 3

1 cos cos
cos 1 cos
cos cos 1

r r r r
M r r r r

r r r r

+ + 
 = + + 
 + + 

                              (4.1) 

 
bulunur. 
 
Tersine 
 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 3

1 2 2 3

1 3 2 3

1 cos cos
cos 1 cos
cos cos 1

r r r r
M r r r r

r r r r

+ + 
 = + + 
 + +   

şeklinde ise  
 

( )1 2 3 1 2 34sin sin sin sin 0M r r r r r r= + + > , ( )2
11 2 3sin 0M r r= + > ,

( )2
22 1 3sin 0M r r= + >  , ( )2

33 1 2sin 0M r r= + >  

 
olduğundan M  pozitif tanımlı ve bir küresel üçgenin ayrıt matrisidir. Ayrıca 

( )12 1 2cos cos r rϕ = +  , ( )13 1 3cos cos r rϕ = +  ve ( )23 2 3cos cos r rϕ = +  eşitliklerinden 

ve 0
2ij
πj< <   olduğundan da 0

2ij i jr r πj< = + ≤  . O zaman 

 

( ) ( ) ( ), , ,ij i j i jd P P d P P d P Pj = = +  

 
bulunur. Bu ise ∆  nın konformal olduğunu gösterir. 

4.4.2. Teorem 

1 2 3, ,P P P∆  köşe noktalı küresel üçgenin  konformal  olması için gerek ve yeter şart  
 

( ) 1
1 2 1 3

20, 0, 0,
4 2

rr ise r r ve r ππ −  ∈ ∈ ∈   
     

 
veya 
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1
1 2 3

2, , 0,
4 2 2

rr ise r r ππ π −  ∈ ∈     
 

 
olmasıdır[30]. 

İspat 

∆  konformal küresel üçgen olsun. O zaman 0 , 1,2,3
2ij i jr r i jπj< = + ≤ ≠ =  olmak 

zorundadır. 
 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 3

1 2 2 3

1 3 2 3

1 cos cos
cos 1 cos
cos cos 1

r r r r
M r r r r

r r r r

+ + 
 = + + 
 + + 

                                             (4.2) 

 
pozitif tanımlı olduğundan ( )1 2 3 1 2 34sin sin sin sin 0M r r r r r r= + + >  , 

( ) ( )2
3sin 0, , ,ii j kM r r i j k S= + > ∈  ve ( )1 2 3 1 2 3sin 0 0r r r r r r π+ + > ⇔ < + + <   

olur. Böylece  
 

1 2

1 3

2 3

1 2 3

0
2

0
2

0
2

0

r r

r r

r r

r r r

π

π

π

π

 < + ≤

 < + ≤



< + ≤

 < + + <

                                                                                                  (4.3)  

 
eşitsizlik sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünden 
 

( ) 1
1 2 1 3

20, 0, 0,
4 2

rr ise r r ve r ππ −  ∈ ∈ ∈   
     

 
veya 
 
 

1
1 2 3

2, , 0,
4 2 2

rr ise r r ππ π −  ∈ ∈     
 

 
bulunur. 
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Tersine 
 

( ) 1
1 2 1 3

20, 0, 0,
4 2

rr olmak üzere r r ve r ππ −  ∈ ∈ ∈   
     

 
veya 
 

1
1 2 3

2, , 0,
4 2 2

rr olmak üzere r r ππ π −  ∈ ∈     
 

 

olsun. O zaman 1 2 3 1 2 1 3 2 30 0 , 0 , 0
2 2 2

r r r ve r r r r r rπ π ππ< + + < < + ≤ < + ≤ < + ≤   

eşitsizliklerini elde ederiz. Böylece ( ) ( )1 2 3 1 2sin 0, 0 cos 1,r r r r r+ + > < + <

( )1 30 cos 1r r< + <  ve ( )2 30 cos 1r r< + <  olur. O zaman 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 3

1 2 2 3

1 3 2 3

1 cos cos
cos 1 cos
cos cos 1

r r r r
A r r r r

r r r r

+ + 
 = + + 
 + + 

 

 
matrisi vardır. ( )1 2 3 1 2 34sin sin sin sin 0A r r r r r r= + + >  , ( )2

11 2 3sin 0A r r= + >  , 

( )2
22 1 3sin 0A r r= + > , ( )2

33 1 2sin 0A r r= + >  olduğundan A matrisi pozitif tanımlı ve 

köşegen üzerindeki elemanları 1 olduğundan Teorem 4.1.1 den A bir ∆  küresel 
üçgeninin ayrıt matrisidir. O halde 
 
 

ij i jr rj = +  

 
de∆  nın ayrıt uzunluklarıdır. Bu ise ∆  nın konformal küresel üçgen olması demektir. 

4.4.3. Teorem 

∆ konformal küresel üçgenin iç açıları ile çemberlerin yarıçapları arasındaki 
bağıntılar 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 3 2 3
12

1 3 2 3

cos cos cos
cos

sin sin
r r r r r r

r r r r
θ

+ − + +
=

+ +
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 3 1 2 2 3
13

1 2 2 3

cos cos cos
cos

sin sin
r r r r r r

r r r r
θ

+ − + +
=

+ +
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 3 1 2 1 3
23

1 2 1 3

cos cos cos
cos

sin sin
r r r r r r

r r r r
θ

+ − + +
=

+ +
 

 
şeklindedir.[30]. 

İspat 

Teorem 4.1.4  den 
 

cos , 1, 2,3ij
ij

ii jj

M
i j

M M
θ

−
= = . 

 
Bu eşitliğin sağ tarafını Eş. 4.1 den ve ayrıt uzunluğu ile yarıçaplar arasındaki 
 

( )23 2 3cos cos r rϕ = +  

( )12 1 2cos cos r rϕ = +  

( )13 1 3cos cos r rϕ = +  

( )23 2 3sin sin r rϕ = +  

( )12 1 2sin sin r rϕ = +  

( )13 1 3sin sin r rϕ = +  

 

bağıntıları kullanılarak bulunur. 

4.5. Küresel Uzayda Özel Konformal Üçgenlerin Varlığı 

4.5.1. Teorem ( Konformal küresel eşkenar üçgen ) 

1 2 3, , ,P P P∆ köşe noktalı ve ,i jP P  ile sınırlı ayrıt uzunluğu ijj  olan konformal küresel 

eşkenar üçgen vardır[30]. 

İspat 

∆   konformal  küresel eşkenar üçgen olsun. Bu durumda 12 13 23ϕϕϕ  = =  olup  
 

( )12 13 23 1 2cos cos cos cos r rϕϕϕ  = = = +  
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olacağından 
 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 cos cos
cos 1 cos
cos cos 1

r r r r
M r r r r

r r r r

+ + 
 = + + 
 + + 

                             (44.) 

 
olur. 
 

Teorem 4.1.1 den ( )( ) ( )( )2
1 2 1 21 cos 1 cos 0M r r r r= − + + + + > ,

( )2
11 1 2sin 0M r r= + > , ( )2

22 1 2sin 0M r r= + > , ( )2
33 1 2sin 0M r r= + >  ve 

0 , 1, 2,3
2i jr r i jπ

< + ≤ ≠ =   olduğundan ( )1 20 cos 1r r< + <  olur. Böylece M  ayrıt 

matrisi pozitif tanımlıdır. O halde ∆  konformal küresel eşkenar üçgen vardır. 
 
4.5.1 Sonuç 
 
∆konformal küresel eşkenar üçgen iken 
 

0
4ir
π

< < veya , 1,2,3
4 2ir iπ π
≤ < =  . 

 

4.5.2. Teorem ( Konformal küresel ikizkenar üçgen ) 

1 2 3, , ,P P P∆  köşe noktalı ve ,i jP P  ile sınırlı ayrıt uzunluğu ijj  olan konformal 

küresel ikizkenar üçgen vardır [30]. 

İspat 

∆  konformal küresel ikizkenar üçgen olsun. Bu durumda 12 13ϕϕ =  olup  
 

( )12 13 1 2cos cos cos r rϕϕ = = +  
 
ve 
 

( )23 2 3cos cos r rϕ = +  

 
olacağından 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2 2 3

1 2 2 3

1 cos cos
cos 1 cos
cos cos 1

r r r r
M r r r r

r r r r

+ + 
 = + + 
 + + 

                              (4.5) 

 
olur. Teorem 4.1.1 den ( )2

1 2 1 24sin sin sin 0M r r r r= + > , ( )2
11 2 3sin 0M r r= + > ,

( )2
22 1 2sin 0M r r= + > , ( )2

33 1 2sin 0M r r= + >  ve 0 , 1, 2,3
2i jr r i jπ

< + ≤ ≠ =   

olduğundan ( )1 20 cos 1r r< + < , ( )2 30 cos 1r r< + <  olur. Böylece M  ayrıt matrisi 

pozitif tanımlıdır. O halde ∆  konformal küresel ikizkenar üçgen vardır.  
 
 
4.5.2. Sonuç 
 
 ∆  konformal küresel ikizkenar üçgen iken 
 

1 2 30, , 0,
4 2

r olmak üzere r rπ π   ∈ ∈   
   

 

 
veya 
 

1 2 3, , 0,
4 2 4

r olmak üzere r rπ π π   ∈ ∈     
. 

4.5.3. Teorem  

1 2 3, , ,P P P∆  köşe noktalı ve ,i jP P  ile sınırlı ayrıt uzunluğu ijj  olan konformal 

küresel dik üçgen vardır[30]. 

İspat 

∆  konformal küresel dik üçgen olsun. Bu durumda 12 13 23cos cos cosϕϕϕ  =  olup  
 

( ) ( ) ( )1 2 1 3 2 3cos cos cosr r r r r r+ = + +  

olacağından 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 3 2 3 1 3

1 3 2 3 2 3

1 3 2 3

1 cos cos cos
cos cos 1 cos

cos cos 1

r r r r r r
M r r r r r r

r r r r

+ + + 
 = + + + 
 + + 

        (4.6) 
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olur. Teorem 4.1.1  den ( ) ( )2 2

1 3 2 3sin sin 0M r r r r= + + > , ( )2
11 2 3sin 0M r r= + > ,

( )2
22 1 3sin 0M r r= + > , ( ) ( )2 2

33 1 3 2 31 cos cos 0M r r r r= − + + >  ve 

0 , 1, 2,3
2i jr r i jπ

< + ≤ ≠ =   olduğundan ( )1 20 cos 1r r< + < , ( )1 30 cos 1r r< + < , 

( )2 30 cos 1r r< + <  olur. Böylece M  ayrıt matrisi pozitif tanımlıdır. O halde ∆

konformal küresel dik üçgen vardır. 
 
4.5.3. Sonuç 
 
∆konformal küresel dik üçgen iken 
 

( ) 1
1 2 1 3

20, 0, 0,
4 2

rr ise r r ve r ππ −  ∈ ∈ ∈   
     

 
veya 
 

1
1 2 3

2, , 0,
4 2 2

rr ise r r ππ π −  ∈ ∈      . 
 
4] deki (27) eşitliğinden 
 

cos , ; , 1, 2,3ij
ij

ii jj

M
i j i j

M M
θ

−
= ≠ =                                                                 (4.7) 

 
ve [15] deki Sonuç 14 den 
 

sin , ; , 1, 2,3ij
ii jj

M
i j i j

M M
θ = ≠ =                                                                 .(4.8) 

 

4.6. Konformal Küresel Üçgende İç Açıların Yarıçaplar İle İfadesi 

Eş. 4.7 ve Eş. 4.8 taraf tarafa oranlanır ve , ,ij ii jjM M M ve M  ifadeleri yerine 

yazılırsa 
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( )
( ) ( ) ( )

1 2 3 1 2 3
12

1 2 1 3 2 3

4sin sin sin sin
arctan

cos cos cos
r r r r r r

r r r r r r
θ

 + +
 =
 + − + + 

, 

 

( )
( ) ( ) ( )

1 2 3 1 2 3
13

1 3 1 2 2 3

4sin sin sin sin
arctan

cos cos cos
r r r r r r

r r r r r r
θ

 + +
 =
 + − + + 

, 

 

( )
( ) ( ) ( )

1 2 3 1 2 3
23

2 3 1 2 1 3

4sin sin sin sin
arctan

cos cos cos
r r r r r r

r r r r r r
θ

 + +
 =
 + − + + 

 

 

elde edilir. 

4.7. Özel Konformal Küresel Üçgenlerde İç Açıların Yarıçaplar İle İfadesi 

4.7.1. Konformal Küresel Eşkenar Üçgende İç Açıların Yarıçaplar İle İfadesi 

Eş. 4.7 ve Eş. 4.8 taraf tarafa oranlanır ve , ,ij ii jjM M M ve M  ifadeleri yerine 

yazılırsa 

( )( )
( )

1 2
12

1 2

1 cos
arctan

cos

r r
r r

θ
 + +
 =
 +
 

, 

( )( )
( )

1 2
13

1 2

1 cos
arctan

cos

r r
r r

θ
 + +
 =
 +
 

 

ve 

( )( )
( )

1 2
23

1 2

1 cos
arctan

cos

r r
r r

θ
 + +
 =
 +
 

 

elde edilir. 
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4.7.2. Konformal Küresel İkizkenar Üçgende İç Açıların Yarıçaplar İle İfadesi 

Eş. 4.7 ve Eş. 4.8 taraf tarafa oranlanır ve , ,ij ii jjM M M ve M  ifadeleri yerine 

yazılırsa 

( )
( ) ( )

2
1 2 1 2

12 2
1 2 2 3

4sin sin sin
arctan

cos sin
r r r r

r r r r
θ

 +
 =
 + +
 

, 

 

( )
( ) ( )

2
1 2 1 2

13 2
1 2 2 3

4sin sin sin
arctan

cos sin
r r r r

r r r r
θ

 +
 =
 + +
 

 

 

ve 

 

( )
( ) ( )

2
1 2 1 2

23 2
2 3 1 2

4sin sin sin
arctan

cos cos
r r r r

r r r r
θ

 +
 =
 + − +
 

 

 

elde edilir. 

 

4.8. Konformal Küresel Dik Üçgende İç Açıların Yarıçaplar Cinsinden İfadesi 
 
Eş. 4.7 ve Eş. 4.8 taraf tarafa oranlanır ve , ,ij ii jjM M M ve M  ifadeleri yerine 

yazılırsa 
 

12 2
πθ = , 

( )
( ) ( )

1 3
13

1 3 2 3

sin
arctan

cos sin
r r

r r r r
θ

 +
=   + + 

 

 
ve 
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( )
( ) ( )

2 3
23

2 3 1 3

sin
arctan

cos sin
r r

r r r r
θ

 +
=   + + 

 

 
elde edilir. 

4.9. Konformal Küresel Üçgenlerde İç Açıların ve Tepe Noktalarının Eşitliği 

Eş. 4.7de   

cos , ; , 1, 2,3ij
ij

ii jj

M
i j i j

M M
θ = ≠ =  

verilmişti. 

( )( )
1 2 3k

i i j j

M
sin P ,i j,i k , j k ; i, j ,k , ,

M M
= ≠ ≠ ≠ =

− −
                             (4.7) 

olmak üzere 

12
12

11 22

Mcos
M M

θ =  

Eş. 4.1  den 11 12M ,M  ve 22M  hesaplanıp yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 3 2 3 1 2
12

2 3 1 3

cos cos cos
cos

sin sin

r r r r r r
r r r r

θ
+ + − +

=
+ +

 

bulunur. 

Benzer şekilde Eş 4.2 den hesaplanan 11 22M ,M ve M  Eş 4.7  de kullanılırsa 

( )
( ) ( )

3
11 22

1 2 3 1 2 3
3

2 3 1 3

4

M
sin P

M M

sin r sin r sin r sin r r r
sin P

sin r r sin r r

=

+ +
=

+ +

 

şeklinde olur. Buradan 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 3 2 3 1 2
12

2 3 1 3

cos cos cos
arccos ,

sin sin

r r r r r r
r r r r

θ
 + + − +
 =
 + + 

 

( )
( ) ( )

1 2 3 1 2 3
3

2 3 1 3

4 sin r sin r sin r sin r r r
P arcsin

sin r r sin r r

 + +
 =
 + + 

                                        (4.8) 

 

bulunur.  

Eş 4.8 in sağ tarafının kosinüsü hesaplayalım.  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2 3 1 2 3

2 3 1 3

1 2 3 1 2 32

2 3 1 3

2

1 2 3 1 2 3

2 3 1 3

4

4
1

4
1

sin r sin r sin r sin r r r
cos arcsin

sin r r sin r r

sin r sin r sin r sin r r r
sin arcsin

sin r r sin r r

sin r sin r sin r sin r r r

sin r r sin r r

sin r

  + +
  

  + +  

  + +
  = −

  + +  

 + +
 = −
 + + 

=
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2 1 3 1 2 3 1 2 3

1 2 1 3

4r sin r r sin r sin r sin r sin r r r
sin r r sin r r

+ + − + +

+ +
 

olur. Gerekli hesaplamalar yapıldığında 

 

 

olarak bulunur. Böylece  

12 3Pθ =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
1 2 1 3 1 2 3 1 2 3 1 3 2 3 1 24sin r r sin r r sinr sinr sinr sin r r r cos r r cos r r cos r r+ + − + + = + + − +
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eşitliği elde edilir. Benzer işlemler yapıldığında 

23 1Pθ =  

ve 

13 2Pθ =  

olur.   

 
 
4.9. Özel Konformal Küresel Üçgenlerde İç Açıların ve Tepe Noktalarının 
Eşitliği 

4.9.1. Konformal Küresel Eşkenar üçgende İç Açıların ve Tepe Noktalarının 
Eşitliği 

Eş. 4.20 de  

cos , ; , 1, 2,3ij
ij

ii jj

M
i j i j

M M
θ = ≠ =  

verilmişti. 

( )( )
1 2 3k

i i j j

M
sin P ,i j,i k , j k ; i, j ,k , ,

M M
= ≠ ≠ ≠ =

− −
                              (4.9) 

olmak üzere 

12
12

11 22

Mcos
M M

θ =  

Eş. 4.10 dan 11 12M ,M  ve 22M  hesaplanıp yerine yazılırsa 

 

( ) ( )( )
( )

1 2 1 2
12

1 2

1cos r r cos r r
cos

sin r r
θ

+ + −
=

+
 

 

bulunur. 
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Benzer şekilde Eş. 4.10 dan hesaplanan 11 22M ,M  ve M  Eş. 4.9 da  kullanılırsa 

( )( ) ( )( )
( )

3
11 22

2
1 2 1 2

3
1 2

1 1

M
sin P

M M

cos r r cos r r
sin P

sin r r

=

+ − + +
=

+

 

şekinde olur. Buradan 

 

( ) ( )( )
( )

1 2 1 2
12

1 2

cos cos 1
arccos ,

sin

r r r r

r r
θ

 + + −
 =
 + 

 

( )( ) ( )( )
( )

2
1 2 1 2

3
1 2

1 1cos r r cos r r
P arcsin

sin r r

 + − + + =  + 
 

                                           (4.10) 

 

bulunur.  

 

Eş. 4.10 un sağ tarafının kosinüsü hesaplayalım.  
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( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )

2
1 2 1 2

1 2

2
1 2 1 22

1 2

2
2

1 2 1 2

1 2

2
1 2 1 2 1 2

1

1 1

1 1
1

1 1
1

1 1

cos r r cos r r
cos arcsin

sin r r

cos r r cos r r
sin arcsin

sin r r

cos r r cos r r

sin r r

sin r r cos r r cos r r
sin r

  + − + +  
  +    

  + − + +  = −   +    

 + − + + = −  + 
 

+ − + − + +
=

+( )2r
 

olur. Gerekli hesaplamalar yapıldığında 

 

 

olarak bulunur. Böylece  

12 3Pθ =  

eşitliği elde edilir. Benzer işlemler yapıldığında 

23 1Pθ =  

ve 

13 2Pθ =  

olur.   

 

 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 1 1sin r r cos r r cos r r cos r r cos r r+ − + − + + = + + −
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4.9.2. Konformal Küresel İkizkenar üçgende İç Açıların ve Tepe Noktalarının 
Eşitliği 

Eş. 4.20 de  

cos , ; , 1, 2,3ij
ij

ii jj

M
i j i j

M M
θ = ≠ =  

verilmişti. 

( )( )
1 2 3k

i i j j

M
sin P ,i j,i k , j k ; i, j ,k , ,

M M
= ≠ ≠ ≠ =

− −
                              (4.11) 

olmak üzere 

12
12

11 22

Mcos
M M

θ =  

Eş. 4.14 den 11 12M ,M  ve 22M  hesaplanıp yerine yazılırsa 

 

( ) ( )( )
( ) ( )

1 2 2 3
12

2 3 1 2

1cos r r cos r r
cos

sin r r sin r r
θ

+ + −
=

+ +
 

bulunur. 

 

 

Benzer şekilde Eş. 4.14 dan hesaplanan 11 22M ,M  ve M  Eş. 4.11  de kullanılırsa 

( )
( ) ( )

3
11 22

1 2 1 2
3

2 3 1 2

4

M
sin P

M M

sin r sin r sin r r
sin P

sin r r sin r r

=

+
=

+ +

 

 

şekinde olur. Buradan 
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( ) ( )( )
( ) ( )

1 2 2 3
12

2 3 1 2

cos cos 1
arccos ,

sin sin

r r r r

r r r r
θ

 + + −
 =
 + + 

 

( )
( ) ( )

1 2 1 2
3

2 3 1 2

4 sin r sin r sin r r
P arcsin

sin r r sin r r

 +
 =
 + + 

                                                        (4.12) 

 

bulunur.  

Eş. 4.12  nin sağ tarafının kosinüsünü hesaplayalım.  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

2 3 1 2

1 2 1 22

2 3 1 2

2

1 2 1 2

2 3 1 2

2 3 1 2 1 2

4

4
1

4
1

4

sin r sin r sin r r
cos arcsin

sin r r sin r r

sin r sin r sin r r
sin arcsin

sin r r sin r r

sin r sin r sin r r

sin r r sin r r

sin r r sin r r sin r sin r

  +
  

  + +  

  +
  = −

  + +  

 +
 = −
 + + 

+ + −
=

( )
( ) ( )

1 2

2 3 1 2

sin r r
sin r r sin r r

+

+ +  

olur. Gerekli hesaplamalar yapıldığında 

 

 

olarak bulunur.  

 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
2 3 1 2 1 2 1 2 1 2 2 34 1sin r r sin r r sin r sin r sin r r cos r r cos r r+ + − + = + + −
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Böylece  

12 3Pθ =  

eşitliği elde edilir. Benzer işlemler yapıldığında 

23 1Pθ =  

ve 

13 2Pθ =  

olur.   

4.10. Küresel Uzayda Konformal ve Özel Konformal Üçgenlerin Alanları 

4.10.1. Konformal Küresel Üçgenin Alanı 

Ω  konformal küresel eşkenar üçgen olsun. Bu durumda 12 13 23, ,ϕϕϕ    ayrıt uzunluklar 
ve  

12 1 2

13 1 3

23 2 3

cos cos( r r ),
cos cos( r r ),
cos cos( r r )

ϕ
ϕ
ϕ

= +
= +
= +

 

olmak üzere  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3

4 1

4 1 1 1

sin r sinr sinr sin r r r cos r r cos r r cosh r r
Alan arctan

sinr sinr sinr sin r r r cos r r cos r r cosh r r
π

 + + + + + + + +
 Ω = −
 + + − + + + + + + 

 

şeklinde elde edilir.  

4.10.2. Konformal Küresel Eşkenar Üçgenin Alanı 

Ω  konformal küresel eşkenar üçgen olsun. Bu durumda  

12 13 23ϕϕϕ  = =  

ve 

( )12 13 23 1 2cos cos cos cos r rϕϕϕ  = = = +  

olup 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 3 1 2 1
6 3

cos r r cos r r cos r r
Alan arctan

cos r r cos r r cos r r
π

 + − + + + +
 Ω = −
 + + − + − 

 

 

şeklinde elde edilir. 

4.10.3. Konformal Küresel İkizkenar Üçgenin Alanı  

Ω  konformal küresel ikizkenar üçgen olsun. Bu durumda  

12 13ϕϕ =  

ve 

( ) ( )12 13 1 2 23 2 3cos cos cos r r , cos cos r rϕϕϕ  = = + = +  

olup 

 

 

 

şeklinde elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 3 1 2 2 3 1 2 2 3

1 2 2 3 1 2 2 3 2 3 2 3

1 2 1 2 1

3 2 1 1

cos r r cos r r cos r r cos r r cos r r
Alan arctan

cos r r cos r r cos r r cos r r cos r r cos r r
π

 − + − + − + − + + + + Ω = −
 + − + + + + + + + + +
 
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