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1. GIRIS

Iki nokta arasindaki en kisa uzakligin bu noktalar arasindaki dogru parcasi oldugu
hipotezi Archimedes tarafindan [1] de kullanilmistir. 1732 yilinda Euler [2] de bir
yiizey lizerindeki geodeziklerin diferansiyel denklemini yayinlamistir. Béylece iki
noktaya bagli olarak verilen geodeziklerin sadece ylizeyin cinsine bagli olarak
verilebilecegi  gosterilmistir.  Archimedes ve  Apollonius’un  ortagagdaki
caligmalarinin Latin terciimeleri ve 1637 de Fermat ve Dekart’in analitik geometriye
girisleri 19. yiizyilin ilk yarisinda diizlem egrilerinin tegetlerini bulmak igin
kullanilan geometrik tekniklerin gelismesini saglamistir. Metrik uzaylarda yay

uzunlugu kavramina 1930 yilinda [3] de Menger tarafindan girilmistir.

Yukarida tarihsel gelisimine degindigimiz bugiinki modern geometri, bir metrige
gore en kisa yol (geodezik egri) kavramlarma dayanmaktadir. Oklid metriginin
model olamayacagi (rdlativite gibi) soyut kavramlar1 somut hale getirebilmek igin
kullanilan bagka metrik uzaylarin da kullanilmasinin  kagimilmaz olacagi
muhakkaktir. Klresel uzayda bir egrinin bir noktasindaki egriligi bu noktadaki
tegette sapma miktarini Olctiigiinden ve geodeziklerin egriligi de sifir oldugundan,
geodezigi uzaym verilen iki noktasindan gecen dogru olarak diisiinebiliriz. Goz
Oniline alian uzaydaki geodeziklerin diferensiyel denklemini, verilen iki noktaya

bagli ¢ozersek bu ¢oziimiin tek oldugunu goriiriiz.

Bu tezde, Oklidyen uzaydaki konformallik tamimindan yararlanilarak, Kiresel
uzaydaki konformallikve kiresel uzayda konformal ve 6zel konformal tggenlerin

yapilar1 incelenmistir.



2. ON BILGILER

2.1. Oklidyen Uzay

2.1.1. Tamim

X ve'Y iki metrik uzay olmak lzere

VX,y e Xigin

¢:X — Y doniisiimiid, (6(X),0(y))=dy (x,y)

esitligini sagliyor ise ¢ ye bir izometri denir. ¢ doniisiimii birebir ve Orten bir

dontigiimdiir. E" den kendisi tizerine tanmimli izometri, Oklidyen izometri olarak
adlandirilir [5].

2.1.2. Tanim

¢:0" -0 "dontistimii

vX,y el "icin

(0(x),0(y)) =(x.y)

esitligini sagliyorsa, ¢ ye ortogonal doniisiim denir [5].

2.1.3. Tanim

E" in x, y, z gibi {i¢ noktasi i¢in

y=x+t(z-x)

olacak sekilde bir te [0,1] reel sayisi varsa bu ti¢ noktaya dogrusaldir denir [5].

2.1.4. Tamim

[a,b] , [J de kapali bir aralik ve a<b olmak Uzere a:[a,b]—>X doniistimii

uzunluk koruyan sirekli bir fonksiyon ise o ya X metrik uzayinda bir jeodezik yay
denir [5].



2.1.5. Tamim

Bir X metrik uzayinda X,y e X igin a:[a,b]—>X jeodezik yayinin goriintiisiine,

baslangi¢ noktast x, bitis noktast y olan jeodezik parcast denir. E" in jeodezik
parcalari, kendisinin dogru pargalaridir [5].

2.1.6. Tamim

X bir metrik uzay olsun. X,y e X ayrik ¢ifti i¢in x ve y yi igeren bir tek jeodezik
parca varsa X metrik uzayina jeodezik olarak konvekstir denir [5].

2.1.7. Tanmim

X bir metrik uzay olmak tizere A :[J — Xjeodezik dogrusunun goriintiisiine X metrik
uzayinda bir jeodezik denir. E" in jeodezikleri kendisinin dogrularidir [5].

2.2. Lorentz Uzay1

X,y el "iki vektor ve n >0 olsun. x iley nin Lorentzian i¢ carpima,

<X’ y>L ==X XY, XY,

ile tammlanan indefinit bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpimla birlikte [J "uzayina Lorentz
Uzay denir. [J | ile gosterilir [2]. [J { uzayinda bir vektdriin normu,

ile tanimlanir.

&

I =[x
x ve y vektorunin lorentz uzunlugu
d, (x.y)=[x-Y]

ile tantmlanr [5].

2.2.1. Tanim

0 T Lorentz uzayinda ||X|| =0 olacak sekilde biitiin x lerin kiimesine, yani;

{XED:

2,2 2 2
XZ=X+X; +o X2, }

seklindeki C"™ kiimesine zszk-konisi (light-cone) denir. ||X|| =0 ise x vektoriine us1k-
benzeri (light-like veya null ) vektor denir [5].



2.2.2. Tamim

x el icin (x,x)_ >0 ise x vektoriine uzay benzeri (space-like) vektor denir.

C"'  hiperkonisinin  dis, 1] in uzay benzeri vektorlerden olusan
agik alt kiimesidir [5,8,9].

2.2.3. Tamim

x el ;i(;in<x,x>L <0 oluyorsa x vektdriine zaman benzeri (time-like) vektor denir.

C"* hiperkonisinin i¢i, 07 in zaman benzeri vektérlerinden olusan agik alt

kiimesidir. Eger x, >0 ise x vektoriine pozitif zaman benzeri, X, <0 ise x vektoriine
negatif zaman benzeri denir [5,8,9].

2.2.4. Tamim
Sifirdan farkli x,y e igin <X,y>L=0 oluyorsa x ve y vektorlerine lorentz
ortogonaldir denir [2].

2.2.1. Onerme

(1 7in bir V alt vektor uzaymin, zaman benzeri olmasi igin gerek ve yeter kosul V nin

en az bir zaman benzeri vektore sahip olmasidir.

Uzay benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V deki sifirdan farkli her vektoriin
uzay benzeri olmasidir.

Isik benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V deki sifirdan benzeri her vektor icin
<X,X>L =0 olmasidir [5,9].

2.2.5. Tanim
xvey, [1] de pozitif ya da negatif zaman benzeri iki vektor olsun.
(%), ==[x[ly|coshn(x.y)

olacak sekilde negatif olmayan bir tek n(x,y) reel sayist vardir. x ve y arasindaki

lorentz zaman benzeri (time-like) a¢i n(X, y) olarak tanimlanir [5,8].



2.3. Kiiresel Uzay

n -boyutlu kiiresel geometri icin standart model S"={xeIR":|x|=1} ile

tamimlanan IR™™ in  S" birim kiresidir. S" Uzerindeki Oklidyen metrik

de (X, y)=|x—y] ile verilir. Fakat bu metrik IR™ in vektdr yapisina dayanilarak

verildiginden S" ye 6zgii bir metrik degildir [5].
2.3.1. Tanim

X,y € S"iki vektdr ve bu iki vektor arasindaki Oklidyen ag1 6(X,y) olsun. x ve y

arasindaki kiiresel uzunluk
ds (X, ¥)=6(x.y)

seklinde bir reel sayidir. Burada 0<d, (X, y) < vedg (X, y) =7 olmasi i¢in gerek

ve yeter sart y=—X olmasidir. Eger y=—-x ise x ve y vektorlerine antipodaldir

denir [5,7].
2.3.1. Teorem
d, kuresel uzunluk fonksiyonu S" tizerinde bir metriktir [5].

Ispat

[2] den gorilebilir.



2.3.2. Tanim

S"nin buyik ¢emberi IR"™ in iki boyutlu alt vektdér uzay: ile S"nin arakesitidir.
X,yeS" iki farkli nokta olsun. X,y lineer bagimsiz ise, IR"™ in V(X, y) ile
gosterilen iki boyutlu bir alt uzaym gererler. Boylece S(X,y)=S"nV(x,y)
kiimesi, x ve y yi iceren S" nin bir blyik cemberidir. S" nin jeodezikleri onun

buylk cemberleridir [5].

2.4. Oklidyen ve Kiiresel Uzayda Tanimlar

Burada X =E", S" olarak aliacaktir.
2.4.1.Tanim

X in bir alt cimlesi C olsun. Vx,y e C ayrik ¢ifti i¢in x ve y yi igeren dogru pargasi C
de kaliyorsa, C kiimesine konveks kiime denir [5].

2.4.1. Teorem

X de kapal1 bir konveks kiime yari-uzaylarin arakesitidir [5].

2.4.2. Tamim

X de bir konveks alt kime C olsun. 6Cin bostan farkli en biiyik konveks alt
kiimesine C nin bir kenar: denir [5].

2.4.3. Tamim

X de n-boyutlu bir konveks polihedron P olsun, k=1,2,..,n+1 igin
P nin bir k-yizl (face), P nin (k+1)-yiiziiniin bir kenari (side) olarak tanimlanir [5].

2.4.4. Tamim

X de n-boyutlu bir konveks polihedron P olsun, P nin 0-yiziine, P nin tepesi (vertex)
denir [5].

2.4.5. Tamim

X in bir A alt kiimesi igin, A y1 igeren X in biitiin konveks alt kiimelerinin arakesitine
A nin konvekslik bolgesi denir [5].



2.4.6. Tamim

X de n-boyutlu bir polihedron P olsun. Eger P nin sonlu sayida tepe noktasi varsa ve
P bu tepelerin konvekslik bolgesi ise P ye bir ¢ok koseli (politop) denir [5].

2.4.1. Onerme

X in bostan farkli bir alt kiimesi S olsun. S tarafindan gerilen ve S yi iceren bir en
kiigiik alt uzay vardir ve <S> ile gosterilir. Bu uzay S yi iceren bltun alt uzaylarin
arakesitidir [10].

2.4.1. Sonug

Eger boy(x): n<o ise X in {Xo,Xl,...,Xn}, (I’l +1) nokta kiimesi olusturmasi igin

gerek ve yeter sart <X0,X1, - Xn> = X olmasidir [10].
2.4.7. Tanim

X =E"in bir {Xg,X;,... X}, (K+1) nokta kiimesine; boy(X;,X,,....X, )=k oluyorsa
afin bagimsizdir denir [10].

2.4.8. Tanim

X de (n +1) tepe noktali, n-boyutlu bir politop a bir n-simpleks denir [5].

2.4.9. Tanim

X =E" de n-simpleks, {XO,Xl,...,Xn} gibi E" in afin bagimsiz (n -I-l) noktasinin
konvekslik bolgesi olarak tanimlamir. Iki boyutlu simplekse iicgen, ii¢ boyutlu

simplekse dortytzlu (tetrahedron) denir [10].

2.5. Kiiresel n-Simpleksler

2.5.1. Tamim

S" kuresel uzayinda herhangi iki nokta arasindaki kiiresel uzunluk P;,P, € S" olmak

Uzere
05 = arccos(<Pi ,PJ.>L)

seklinde taniml1 reel sayidir [4].



2.5.2. Tanim

Qs, S" uzaymnda P,,P,,..., P, tepeli bir n-simpleks olsun.

Qs ,ninP, ve P, tepelerine zit ij-y inci yiizlerinin arakesitinin es boyutu 2 dir.
Bu iki yiiz arasindaki agtya dihedral agi denir ve 6 ile gosterilir [4].

2.5.3. Tanim

G =[ cos6 |

simetrik matrisine Q. simpleksinin Gramm matrisi denir [4].

2.5.4. Tamim

Qg min herhangi iki P, P; tepesi arasindaki uzaklik
Q= arccos(<Pi , Pj>L)
seklindedir ve Q¢ nin ayrit uzunlugu olarak tanimlanir.

P.,P,,....P,,, tepeliQg hiperbolik n-simpleksinin ayrit matrisi

-8} J-[ex(r2).

seklinde tanimlanir [4].



3. OKLIiD DUZLEMINDE KONFORMAL UCGENLER

3.1. Oklidyen Konformal Ucgenler

Cooper ve Rivin [12] de Oklid uzaymnda konformal simpleks tanimi1 vermistir.Biz de
[12] deki tanimdan yararlanarak konformal ti¢cgenler icin uygulayacagiz.

3.1.1. Tamim ( Oklidyen uzayda konformal dortyiizlii )

A,E®de bir simpleks olsun. P,P,,P,,P,ile Anmn koselerini, p; ile B,P, koseleri
arasindaki uzunlugu, B, P, koselerinin iizerinde bulundugu ayrittaki dihedral agiy1
da 6, ile gosterelim. Bu durumda A konformal ise ¢, =r +r,i=j ve r,..,r,>0

dir [12].

Bu tanimi1 P, P,, P, koseli A iiggeni icin diisiiniirsek asagidaki sekli elde ederiz.

Sekil 3.1. Oklidyen uzayda konformal iicgen



Gerekli hesaplamalar yapilarak;

Pl_)PZ =L+,
PRll=n+r, (3.1)
P: Ps =L+

oldugu goriiliir[30] .

3.1.1. Teorem ( Oklid Uzayinda Konformal Uc¢genin Alan )

Okidyen konformal iicgenin cevrel gemberinin yarigap1

R (r+n)(r+r)(r,+r)
4\/r1r2r3(r1+ r,+1,)

olmak lizere alani

A:\/rlr2r3(rl+r2 +1,)

seklindedir [13].

Ispat

den gorulr.
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4. KURESEL DUZLEMDE UCGENLER

4.1. Kiiresel Diizlemde Dogru ve U¢gen Kavram
4.1.1. Tanim
a:IR—S" ve x,yeS"icin

(y—(x, y)x)
ly—(x y)x|

a(t)=costx+sint
egrisine S" ninx, y den gecen dogrusu denir[30].
4.1.2. Tanim

a:IR—S" ve x,yeS"igin

(y—cost, x)

a(t)=costx+sint »
sint,

, te[0t]

egri parcasina S"ninx, y ile sinirli dogru pargasi denir[30].
4.1.3. Tanim

X, Y, Z gt ayn1 kiiresel dogru tizerinde bulunmayan ii¢ nokta olmak iizere;

a(t):costx+sintw, te[0,t]
sint,
_ (z—coss,y)
- 2 seo,
B(s)=cossy+sins s, se[0,s,]
_(x—cosu, z)
- L8 uelo,
y(u)=cosuz+sinu S uelo,u,]

11



a ('[1) = ﬂ(O),ﬂ(Sl) = ]/(0) ve }/(ul) = 0!(0) ozelligindeki ~ dogru  pargalarinin
birlesimine kiresel iiggen, tiggenin smirladig1 kiiresel bolgeye de kiresel tggensel
bolge denir [30].

4.1.4. Tanim

P, P, Anm iki kdse noktasi ise

cosp; =(P,P)

ozelligindeki ¢, kiiresel agisina A nin R, P; ile siirli aynt uzunlugu denir [4].

4.1.5. Tamim

P, P,, P, kose noktali kiiresel iiggen A olmak tizere

1 CoSg, COS@,
M =|cosg, 1 COS @,,
COSQ,, COSQ,, 1

matrisine A nin ayrit matrisi denir [4].
4.1.6. Tanim

A P,P., P koseli kiiresel tiggen ve P, noktasindan gecen kenarlari iizerinde

ir! o

bulundugu dogrular da

a:lR—>S",
B1IR S

ise

@ (1)), (A (s)],) =cos6,

R

olacak sekildeki 6, agisina A min B noktasindaki i¢ agis denir[30].

12
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Sekil 4.1. Kiresel diizlemde tiggen
4.1.7. Tamim

P, P,, P, kose noktali kiiresel iiggen A olsun.é,,,6,;,0,; A nn i agilar1 olmak iizere

1 —Cc0s6, -—cosd,
G =|—-cosd, 1 —C0s 6,
—C0SO, —C0SO, 1

matrisine A nin Gramm matrisi denir [4].

4.1.1. Teorem

n(n+1)

tane g, = ¢;; 6[0,%}, i#]j,1,j=12,.,n+1 pozitif reel sayilarin bir A

kiresel simpleksin ayritlar1 olmasi igin gerek ve yeter sart A ninM = [cos goij] ayrit

matrisinin, kosegen lizerindeki elemanlari 1 e esit olan pozitif tanimli simetrik matris
olmasidir [4].

4.1.1. Lemma

6.

ij?
da A nin ayritlar1 olmak tizere

0, O kiresel Uiggenin sirast ile B, P,, B noktalarindaki i¢ agilari ve ¢, ¢;, ¢,

13



1. ¢7ki(PkXPi’PiXPj):”_9ij
2. ¢, (PRxP,.PxR)=7-0,
3. (ojk(ijPk,kaPi)zfz—Hki [5].

4.1.2. Teorem

6.

L, 0, ve g, kiresel licgenin i¢ agilari olmak tzere

0, +0, +6, > [5].
Ispat

6.

ij?

(R xPy)x(PxP))-(R

0, Ve 6, A kiresel tiggenin i¢ agilari olsun. O zaman

R)=[(R(RxP))P,~(R-(RxP))R (R xR)
(R.(RxP))(P-(R=P))

=—(P.(R.xP)) <0,

Teorem 4.1.1 in (2) sikkindan Xxy,zxYy,zx X lineer bagimsizdirlar ve bunlarin

iligkili oldugu birim vektorler kiiresel dogrudas degillerdir. O zaman
gokl(P xP,P xP. )<(pij(Pi><Pj,Pj><Pk)+g0jk(Pj ka,kaPi).
Lemma 4.1.1den

7r—6?ij < ij + 6,

olup

0,+0, +6,>x

elde edilir.
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4.1.3. Teorem ( Kiiresel ii¢cgen icin siniis kural )

o,

ij?

koselerinin karsisindaki kenarlarin uzunluklari olmak tizere;

0, ve 6, Akuresel liggenin agilari ve ¢, ¢, , ¢, de sirasiile B, P, ve P,

sing; _sing _sing, [5]

sing; sing,  sing,

4.1.4. Teorem

A P, P,, P, kdse noktali kiiresel tiggen, M ve G de A nin sirasi ile ayrit ve Gramm

matrisleri olsun. M; (i=1,2,3), M nin asli minérleri olmak tizere

G= J
Miiij

dir[4].

4.1.1. Sonug (Kiiresel iicgen icin kosiniislerin birinci kurali)

6.

0, ve 6, A Kuresel iggenin agilar ve ¢, ¢, , ¢, de sirasiile B, P, ve P,

koselerinin karsisindaki kenarlarin uzunluklari olmak iizere;

COS ¢,; —COS @;; COS @,

sing; sing,,

cosg; =

dir (Burada {i, j,k}, {1,2,3} kiimesinin bir permiitasyonudur) [5].

ispat
Teorem 4.1.4 den agiktir.

4.1.5. Teorem
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A B, P,, P, kose noktal: kiiresel ticgen, M ve G de A nin siras1 ile ayrit ve Gramm

matrisleri olsun. G; (i=1,2,3), G nin asli mindrleri olmak tzere

dir[4].

4.1.2. Sonug¢ (Kiiresel ii¢gen i¢in kosiniislerin ikinci kuralr)

6.

ij?
koselerinin karsisindaki kenarlarin uzunluklari olmak iizere;

0, Vve 0, A kuresel tcgenin ic agilart ve ¢, ¢, , ¢, de sirastile B, P, ve P,

COS @;; COS @, +COS @,

sing; singp;,

CoS @, =

dir[5].

Ispat

Teorem 4.1.5 den agiktir.
4.2. Ozel Kiiresel Ucgenler
4.2.1. Tanim

A; P, P, Ptepeli, 6,,,0,,,0,dihedral acili ve ¢,,,¢,,,¢,, ayrit uzunluklu bir kiiresel
licgen olsun. A e S* olmak iizere 8, =6,,=0,,, ¢, =@, =@, Ve 6, >% ise A ya

eskenar kiiresel liggen denir [14].

4.2.2. Tamim

A e S*olmak Uzere 6, =6, ve 26, > -6, ise A ya ikizkenar kiresel tiggen denir
[14].

4.2.3. Tamim

16



A e S?olmak (izere cOS¢,, = COS¢,, COS @, ise A ya kiiresel dik tiggen denir [14].

4.3. Ozel Kiiresel Ucgenlerin Alanlar

4.3.1. Kiiresel eskenar iicgenin alam

A e S?ve CoS@,, =C0S@,, =COS@,, =a olmak iizere kiiresel eskenar iiggenin alani

Alan(A)= narctan[

(a1)(3a+1)m]

—a(—a2 +6a+ 3)

seklindedir[14].

4.3.2. Kiiresel ikizkenar iicgenin alami

AeS?, cosg, =C0S¢p,, =a Ve cosg,, =C olmak iizere kiiresel ikizkenar tiggenin

alami

(2a+c +1)\/(c—1)(—c +2a’ —1)

—a’c+3a’°+2ac+2a+ci+c

Alan(A) = 7 —arctan

seklindedir[14].
4.3.3.Kiiresel dik ii¢genin alani

a=cosg,,b=Ccosp,,C=Cosp,, ve a=hcozelligindeki A € S* kiiresel dik tiggenin

alami

(b+c+bc+1)(b* -1)(c* 1)
(c+1)(b+1)(b+c)

Alan(A) =z —arctan

seklindedir[14].
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4.4. Kiiresel Uzayda Konformal Ucgenler

4.4.1. Tamim

A, B, P,, Bkose noktali kuresel ticgen igin PP, ile sinirlt ayrit uzunlugu ¢, olsun.
O<g;=r+r, S%olacak sekilde r,,r, € IR" sayilari varsa A ya konformal kiresel
ucgen denir[30].

4.4.1. Teorem

P, P,, P,kdse noktali kiiresel Uiggen A olsun. A nin konformal olmast igin gerek ve
yeter sart

1 cos(r,+r,) cos(r,+r,)
M =|cos(r,+r,) 1 cos(r,+1,)
cos(r+r,) cos(r,+r,) 1

olmasidir[30].

fspat

A konformal olsun.

r =arccos(P,P)=PP ,i=123
r, =arccos<Pj,P>:BjP , 1=12,3
r+r,=PP izj,j=123

L+r = arccos(<P P>)

i’ j
veya

cos(r+1;)=(P.P,

o]

) i%j 0,j=123
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bulunur. Bu esitlikler kullanilarak

1 cos(r,+r,) cos(r,+r,)
M =|cos(r,+r,) 1 cos(r,+1,) (4.1)
cos(r,+r,) cos(r,+r,) 1
bulunur.
Tersine
1 cos(r,+r,) cos(r,+r,)
M =|cos(r,+r,) 1 cos(r,+1,)
cos(r+r,) cos(r,+r,) 1

seklinde ise

IM|=4sinrsinr,sinrsin(r+r,+1,) >0, M, =sin’(r,+1,)>0,

M,, =sin*(r+r,) >0, My, =sin*(r+r,)>0

oldugundan M pozitif taniml1 ve bir kiiresel iiggenin ayrit matrisidir. Ayrica
cosg, =cos(I,+1,) , COSg, =COS(I, +T1;) Ve COS@,, =CoS(r, +1,) esitliklerinden

ve 0<g; <% oldugundanda O < ¢ =1, +T, S% . O zaman

¢, =d(R,P

it

)=d(P.P)+d(P.P)
bulunur. Bu ise A nin konformal oldugunu gosterir.
4.4.2. Teorem

A P, P,, P, kdse noktali kiiresel (iggenin konformal olmasi igin gerek ve yeter sart

r, e(O,%} ise r,e(0,;)ver, e(o, 7r—22r1j

veya
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T . T —2r
nel—,—|ise r,r,e|0,
42 2

olmasidir[30].

Ispat

A konformal kiresel Gi¢gen olsun. O zaman 0<g; =1, +T; s%, i# j=12,3 olmak

zorundadir.
1 cos(r,+r,) cos(r+r,)
M =|cos(r,+r,) 1 cos(r, +r,) 4.2)
cos(r,+1r,) cos(r,+r,) 1

pozitif tanimli oldugundan |M|=4sinrsinr,sinrsin(r+r,+1,)>0
M, =sin’(r;+15,)>0, (i,j,k)eS; ve sin(h+5,+r)>0 < 0<h+n+r <7

olur. Boylece

N

o<rn+r,<—

O<r+n<

N N

(4.3)

O<nr+r,<—

NN

o<n+n+n<rz

esitsizlik sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢ozlimiinden

r, e(O,%} ise r,e(0,;)ver, e(o, 7r—22r1j

veya

T . 7 —2r
nel—,—|ise r,r,e|0,
42 2

bulunur.
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Tersine

r, e(o,%j olmak iizere r,e(0,r,) ver, e (0, ”;Zrlj

veya

r, e[z Ej olmak lizere r,,r, e(o,”_zrlj
4'2 2

T T T
olsun. O zaman O<r+n+r<zvel0<n+nL<—, 0<n+L<—,0<+r,<—
2 2

esitsizliklerini  elde ederiz.  Bdylece sin(r+r,+1r,)>0,0<cos(r+r,)<1,

0<cos(r,+r,) <1 ve 0<cos(r,+r,) <1 olur. O zaman

1 cos(r,+r,) cos(r,+r,)
A=|cos(r, +r,) 1 cos(r,+1,)
cos(r,+r,) cos(r,+r,) 1
matrisi vardir. |Al=4sinrsintsintsin(rn+r,+1r)>0 , A, =sin*(r,+r)>0 ,

A, =sin’(r,+1,)>0, A, =sin’(r,+r,)>0 oldugundan A matrisi pozitif taniml1 ve

kosegen tizerindeki elemanlar1 1 oldugundan Teorem 4.1.1 den A bir A kiresel
ticgeninin ayrit matrisidir. O halde

@y =L+
de A nin ayrit uzunluklaridir. Bu ise A nin konformal kiiresel iiggen olmasi demektir.
4.4.3. Teorem

A konformal kiiresel iiggenin i¢ acgilar1 ile c¢emberlerin yarigcaplari arasindaki
bagintilar

030 _ cos(r,+r,)—cos(r, +r,)cos(r, +1,)
2 sin(r, +1,)sin(r, +1,)
c0s0 _cos(r,+r,)—cos(r,+r,)cos(r, +1,)
B sin(r, +1,)sin(r, +1,)

21



cos(r, +r,)—cos(r,+r,)cos(r, +r,)
sin(r1+r2)sin(rl+r3)

C0SO,, =

seklindedir.[30].
ispat

Teorem 4.1.4 den

M;; .
C0sf; = ——— i,j=12,3.
M

Bu esitligin sag tarafini Es. 4.1 den ve ayrit uzunlugu ile yarigaplar arasindaki

COS @5 = COS(T, +1;)
cos g, =cos(r,+,)
oS @, =Cos (I, +1;)

sing,, =sin(r, +1,)

)
)

sing,, =sin(r, +r,

sing,, =sin(r, +1,

bagintilar1 kullanilarak bulunur.
4.5. Kiiresel Uzayda Ozel Konformal Ucgenlerin Varhig
4.5.1. Teorem ( Konformal kiiresel eskenar iicgen )

A, R, P, Pkose noktali ve B, P; ile sinirli ayrit uzunlugu ¢, olan konformal kiresel

eskenar tiggen vardir[30].
ispat
A konformal kiiresel eskenar tiggen olsun. Bu durumda ¢,, = ¢, = @,, olup

COS @, = COS @5 = COS@,; = COS(I, +T,)
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olacagindan
1 cos(r,+r,) cos(r,+r,)
M =|cos(r, +T,) 1 cos(r+1,) (44.)
cos(r,+r,) cos(r+r,) 1

olur.

Teorem 4.1.1 den |M|=(~1+cos(r, + rz))2 (L+cos(r,+1,))>0,
2

My, =sin®(r,+1,)>0,M,, =sin’*(r,+1,) >0, M, =sin’(r,+1,) >0 ve
/. . - ..
0<r+r, SE’ i#j=123 oldugundan 0<cos(r,+r,)<1 olur. Boylece M aynt

matrisi pozitif tanimlidir. O halde A konformal kiiresel eskenar tiggen vardir.
4.5.1 Sonug

Akonformal kiiresel eskenar iiggen iken

o<r <£veya23ri<z, 1=123.
4 4 2

4.5.2. Teorem ( Konformal kiiresel ikizkenar ii¢cgen )

A, R,P,, P, kose noktali ve B,P; ile simrli ayrit uzunlugu ¢; olan konformal

klresel ikizkenar tiggen vardir [30].

ispat

A konformal kiresel ikizkenar t¢gen olsun. Bu durumda ¢,, = ¢,; olup
COS @, =COS @y, =COS(I, +1,)

ve

COS @, = COS(I, +1;)

olacagindan
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1 cos(r,+r,) cos(r+r,)
M =|cos(r,+r,) 1 cos(r, +1;) (4.5)
cos(r,+r,) cos(r,+1,) 1

olur. Teorem 4.1.1 den |M|=4sinrsin?r,sin(r,+1r,)>0, M, =sin’(r,+1,)>0,
M,, =sin*(r,+r,)>0, My, =sin®(r,+1,)>0 ve 0<r, +r, g%, i#j=123

oldugundan 0<cos(r,+1,)<1, 0<cos(r,+r,) <1 olur. Bdylece M ayrit matrisi

pozitif tanimhidir. O halde A konformal kiiresel ikizkenar liggen vardir.

4.5.2. Sonug

A konformal kiiresel ikizkenar tiggen iken
e (0%) olmak Uzere r,,r, € (0%)

veya
e Z Z | olmak tizere r,ne 02
4 2 4

4.5.3. Teorem

A, B,P,,P, kése noktali ve P,P,

,P, ile smirht aynt uzunlugu ¢; olan konformal

kiiresel dik tiggen vardir[30].
ispat
A konformal kiresel dik tiggen olsun. Bu durumda cos ¢,, = C0S ¢, COS ¢,, olup

cos(r,+r,)=cos(r,+1,)cos(r, +T,)

olacagindan
1 cos(r,+1r)cos(r,+1r,) cos(r+r,)
M =| cos(r, +r,)cos(r, +1,) 1 cos(r,+1,) (4.6)
cos(r, +r,) cos(r, +1;) 1
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olur. Teorem 4.1.1 den [M|=sin’(r, +1,)sin?(r, +1,)>0, My, =sin*(r,+1,)>0,

M,, =sin*(r+1,)>0, M, =1-cos®(r, +1,)cos*(r,+1,) >0 ve
0<r+r, s%, i#j=123 oldugundan 0<cos(r,+r,)<1, 0<cos(r,+r,)<1,

0< Cos(r2 + r3) <1 olur. Boylece M ayrit matrisi pozitif tanimlidir. O halde A

konformal kiiresel dik ticgen vardir.
4.5.3. Sonug¢

A konformal kuresel dik tiggen iken

r, e(o,%j ise r,e(0,r,) ver, e(o, ”_erlj

veya

T . 7 —2r
nel—,—|ise r,,r,e|0,
4 2 2 )

4] deki (27) esitliginden

cosé?ij:M.—‘IJ £ 1,j=123 (4.7)

iz j=123 (4.8)

4.6. Konformal Kiiresel Ucgende I¢ Acilarin Yaricaplar ile Ifadesi

Es. 4.7 ve Es. 4.8 taraf tarafa oranlamr ve M;,M;,M ve ||V|| ifadeleri yerine

yazilirsa
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6,, = arctan {

\/4sin rsinrsinrsin(rn+r,+r,)
cos(r,+1,)—cos(r, +1,)cos(r, +1,) ’

4sinrsinn,sinrsin(r+r,+1,)
0,4 —arctan[ yasingsinr,sint, ,

cos(r,+1,)—cos(r,+r,)cos(r, +1,)

\/4sin r,sinr,sin rssin(r1+ r, + rg)
cos(r,+1,)—cos(r, +1,)cos(r, +,)

0,, = arctan

elde edilir.
4.7. Ozel Konformal Kiiresel Ucgenlerde i¢ A¢ilarin Yarigaplar ile ifadesi

4.7.1. Konformal Kiiresel Eskenar Uggende i¢c Acilarin Yaricaplar ile Ifadesi

Es. 4.7 ve Es. 4.8 taraf tarafa oranlamr ve M;,M;;M ve ||V|| ifadeleri yerine

yazilirsa
l+cos(r +r.
0,, =arctan \/( (s 2)) :
cos(r,+r,)
1+cos(r +r.
6,, = arctan \/( (5+%))
cos(r,+1,)
ve
1+cos(r +r
6,, = arctan \/( ( 2))
cos(r,+1,)
elde edilir.

26



4.7.2. Konformal Kiiresel Ikizkenar U¢gende i¢c Acilarin Yaricaplar ile ifadesi

Es. 4.7 ve Es. 4.8 taraf tarafa oranlamr ve M;,M;;M ve ||V|| ifadeleri yerine

yazilirsa

\/4sin rsin’r,sin(r,+r,)

@, = arct
1 = arctan cos(r, +1,)sin’(r, +r,)

\/4sin r,sin®r,sin(r, +1,)
cos(r, +1,)sin (r, +r,)

0,, = arctan

ve

\/4sin rsin®r,sin(r+r,)

0,, =arct
7 = AT cos(r, +1,)—cos® (I, +1,)

elde edilir.

4.8. Konformal Kiiresel Dik Ucgende i¢c Acilarin Yaricaplar Cinsinden ifadesi

Es. 4.7 ve Es. 4.8 taraf tarafa oranlanir ve M;,M;;,M ; ve |M | ifadeleri yerine

yazilirsa

T
6, ==,
12 2

s :arctan[ sin(,+1) J

cos(r,+1r,)sin(r, +r,)

ve
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sin(r,+1,)
6,, = arctan -
cos(r,+1,)sin(r,+1,)

elde edilir.

4.9. Konformal Kiiresel Ucgenlerde I¢ Acilarin ve Tepe Noktalarimin Esitligi

Es. 4.7de
M; S
Cosfy =——— ,i#];i,j=123
MM
verilmisti.
. M| ..o 4
sink, = d= ji=k, j=k;i,j,k=12,3 4.7
\/(_Mii)(_ij)
olmak lzere
cos b, = M.,

V MllM 22
Es. 4.1 den M,;,M,, ve M,, hesaplanip yerine yazilirsa

cos (I, +1,)cos(r, +1,)—cos(r, +r,)

cos 6, =
N \/sin(r2+r3)sin(r1+r3)

bulunur.

Benzer sekilde Es 4.2 den hesaplanan M,; ,M,, ve|M | Es 4.7 de kullanilirsa

: M|
SINR, =——
’ \IMllMZZ
SinP, - \/4sin rsinr,sinrsin(r+r,+r,)

\/sin(rz +1r,)sin(r+r,)

seklinde olur. Buradan
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8, = arccos cos(r, +1,)cos(r, +1,)—cos(K, +r,) |
\/Sin(rz +I’3)Sin(r1+r3)

(4.8)

5 arcsin[\/4sinrlsin r,sintsin(r +r, +r3)J
, =

\/sin(rz +1,)sin(r,+r,)

bulunur.

Es 4.8 in sag tarafinin kosintisii hesaplayalim.

] \/4sinrsinr sinr,sin(r, +r, +r
cos arcsm[ L Sing sin sin(r, +6, + 1)

\/sin(rz +1r,)sin(r+r,)

= [1-sin® arcsin{

\/4sinrlsin nsingsin(rn+r,+r;)
\/sin(rz +r)sin(r+r,)

e Jasingsinr,singsin(n +1,+1,) 2
\/sin(r2+r3)sin(rl+r3)

~ \/sin(rl+rz)sin(rl+r3)—4sinrlsinr2 sinrysin(r+r,+1,)
- sin(r,+r,)sin(r +r,)

olur. Gerekli hesaplamalar yapildiginda
sin(r, +1,)sin(r, +r,) - 4sing sintsinr,sin(r +r, +1,) = (cos(r, + 1, )cos(r, +1,) —cos(r, + rz))2

olarak bulunur. Boylece
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esitligi elde edilir. Benzer islemler yapildiginda

0y =R
ve
6,="P,
olur.

4.9. Ozel Konformal Kiiresel I"Jg:genlerde Ic Acilarmm ve Tepe Noktalarimin
Esitligi

4.9.1. Konformal Kiiresel Eskenar iicgende i¢ Acilarin ve Tepe Noktalarinin
Esitligi

Es. 4.20 de
Mi' - .. .
08l =——— ,i#];i,j=123
MM
verilmisti.
- M| o
sinp, = d#jizk, j#k;i,j,k=123 (4.9)
\/(—M“)(—M”)
olmak tzere
Cos@ﬂ;L
M.,.M

1177722

Es. 4.10 danM,,;,M,, ve M,, hesaplanip yerine yazilirsa

cos(r, +r,)(cos(r, +r,)—1)

cos 6, =
. sin(r,+r,)

bulunur.
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Benzer sekilde Es. 4.10 dan hesaplanan M;,M,, ve |M | Es. 4.9 da kullanilirsa

M|

sin P3 =
My My,

\/(cos(rl +1,) 1) (cos(r, + r,)+1)

sin(r,+1,)

SInP, =

sekinde olur. Buradan

cos(r, +1,)(cos(r,+r,)-1)

\/sin(r1+r2)

6,, =arccos

\/(cos(r1+ rz)—l)z(cos(r1+ r,)+1)
\/sin(r1+r2)

P, = arcsin

bulunur.

Es. 4.10 un sag tarafinin kosiniisii hesaplayalim.
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\/(cos(r1+ r,)-1)" (cos(r, +1,)+1)
\/Sin(r1+r2)

cos| arcsin

\/(cos(rl +1,)-1) (cos(r, +1,)+1)
\/sin(r1+r2)

= [1-sin?| arcsin

2

\/(cos(r1+ rz)—l)2 (cos(r,+1,)+1)
sin(r,+1,)

= 1-

_ \/sin(r1+rz)—(cos(r1+rz)—l)z(cos(rl+r2)+l)
sin(r,+r,)

olur. Gerekli hesaplamalar yapildiginda
sin(r, +r,)—(cos(r, + rz)—l)2 (cos(rl +1,)+1)=cos(r, +r,)(cos(r, + rz)—l)2

olarak bulunur. Boylece

esitligi elde edilir. Benzer islemler yapildiginda

O =R
ve
6,=P,
olur.
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4.9.2. Konformal Kiiresel ikizkenar iicgende ic Acilarin ve Tepe Noktalarimmin
Esitligi

Es. 4.20 de
M, L
oSO, =—— ,i#j;1,j=123
M.

verilmisti.

SinP, = iz jizk j=k:ijk=123 (4.12)

\/(_Mii)(_ij)

olmak Uzere

M
cos b, = 12

V MllMZZ

Es. 4.14 den M,;,M,, ve M,, hesaplanip yerine yazilirsa

cos(r, +1,)(cos(r,+1,)-1)

\/sin(rz +r)sin(r+r,)

cosg, =

bulunur.

Benzer sekilde Es. 4.14 dan hesaplanan M,;,M,, ve |M | Es. 4.11 de kullanilirsa

sinp, =M
, =
MllMZZ
sinp \/4sinrlsin rsin(r+r,)

’ \/sin(rz +1,)sin(r,+r,)

sekinde olur. Buradan
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6,, = arccos
\/sin(rz +1,)sin(r+r,)

cos(r, +r,)(cos(r, +r3)1)}’

(4.12)

P,= arcsin[

\/4sinrlsin r, sin(rl+r2)}

\/sin(r2+r3)sin(r1+r2)

bulunur.

Es. 4.12 nin sag tarafinin kosiniislinii hesaplayalim.

4sinr, sinr, sin(r, +r.
cos[arcsinL\/ ; sinr, sin (g Z)D

\/sin(r2+r3)sin(rl+r2)

_ e sin? aresin \/4sinr sinr, sin(r, +r2)n
\/l [ {\/sm )sin(r,+r,)
\/ [\/4smr sinr, sin(r, + rz)]2
\/sm )sin(r,+r,)

~ \/sin(rz+r3)sin(rl+r2)—4sin rsinr,sin(r+r,)

sin(r, +1,)sin(r, +r,)

olur. Gerekli hesaplamalar yapildiginda
sin(r, +1,)sin(r, +r,)—4sing sinr, sin(r, +r,) =cos(r, +r,)(cos(r, + r3)—1)2

olarak bulunur.
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Bdylece

esitligi elde edilir. Benzer islemler yapildiginda

O =R
ve

6, =P,
olur.

4.10. Kiiresel Uzayda Konformal ve Ozel Konformal Ucgenlerin Alanlari
4.10.1. Konformal Kiiresel Ucgenin Alami
Q konformal kuresel eskenar liggen olsun. Bu durumda ¢,,,¢,;,¢,; ayrit uzunluklar

ve

Cos @, =Cos(r, +1,),
Cos@, =cos(r+1,),
COS @,; =COS(I, +1,)

olmak Uzere

\/4sinrlsinrzsinr35in(r1+ I, +1,)(cos(r, +1,)+cos(r, +1,)+cosh(r, +1,)+1)

Alan(Q) = 7 —arctan| ————————
4sinrsinr, sintsin(r +1, + r3)—((cos(r1 +1,)+1)(cos(r, +1,) +1)(cosh(r, +1,) +1))

seklinde elde edilir.
4.10.2. Konformal Kiiresel Eskenar Ucgenin Alam

Q konformal kiiresel eskenar tiggen olsun. Bu durumda

Dy = P13 = Qo3
ve
COS ¢, = COS Q3= CcOoS Pyy = COos ( n+ rz)

olup
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(cos(r,+r,)—1)(3cos(r, + r2)+l)\/2005(r1+r2)+1
cos(r,+1,)(cos(r, +r,)—6cos(r, +1,)—3)

Alan(Q) =z —arctan

seklinde elde edilir.
4.10.3. Konformal Kiiresel ikizkenar Ucgenin Alami

Q konformal kiresel ikizkenar ticgen olsun. Bu durumda

Dy = O3

ve
COS @y, = COS @y, =COS(I, +T,) , COS @,5 = COS(T, +T;)

olup

—\/(cos(r2 +1,)=1)(2cos(r, +1,) — cos(r, + ,) —1) (2cos(r, + 1, ) + cos(r, +1,) +1)

Alan(Q) = —arct
an(Q)=gegician cos(r, +1,)(3—cos(r, +1,))+2cos(r, +r,)(cos(r, +1,) +1) +cos(r, +1,)(cos(r, +1,) +1)

seklinde elde edilir.
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