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OZET

Doktora Tezi

DIFERENSIYEL- FARK DENKLEMLERININ COZUMLERININ ASIMTOTIK
KARARLILIGI

Serbun Ufuk DEGER
Kastamonu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Yasar BOLAT

Bu tez calismasinda, diferensiyel denklemler ve onlarin ayrik halleri olan fark
denklemlerinin belirli siniflarin1 kapsayan denklemler ele alinmis ve bu denklemlerin
asimtotik kararlilig1 i¢in bazi yeni sonuglar elde edilmistir.

Tez ti¢ bolimden olugmaktadir. Birinci boliimde tezde ele alinan diferensiyel ve fark
denklemlerinin tarihi gelisim siireci ve uygulama alanlar1 hakkinda bilgi verilmistir.
Ikinci béliimde, diferensiyel ve fark denklemleri ile ilgili temel tamim ve teoremler
hatirlatilmistir. Uglineii bdliim bu tezin orjinal boliimii olup, ilk kesiminde bir
gecikmeli lineer, homojen fark denklem sistemlerinin bazi siniflarmin asimtotik
kararlilig1 incelenmis ve bazi 6rnekler verilmistir. Ikinci kesimde iki gecikmeli lineer,
homojen fark denklem sistemlerinin bazi siniflarinin asimtotik kararliligi incelenmis
ve baz1 érnekler sunulmustur. Ugiincii kesimde degisken parametreye sahip gecikme
ile lineer olmayan gecikmeli fark denklem sisteminin asimtotik kararlilik sartlar:
incelenmis ve Orneklendirilmistir. Son kesimde ise ikinci kesimde ele alinan fark
denklem sistemlerinin siirekli fonksiyonlardaki karsiligi olan diferensiyel denklem
sistemlerinin asimtotik kararlilig1 incelenmistir ve bazi 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Gecikmeli fark denklem sistemleri, gecikmeli diferensiyel
denklem sistemleri, asimtotik kararlilik.

2018, 138 Sayfa
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ABSTRACT
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In this thesis, differential equations and their discrete forms containing specific classes
of difference equations are discussed and some new results are obtained for asymptotic
stability of these equations.

The thesis consists of three parts. In the first part, information about the historical
development process and application areas of the differential and difference equations
discussed in thesis are given. In the second part, we remind the basic definitions and
theorems related to differential and difference equations. The third part is the original
part of this thesis, in the first section, asymptotic stability of some classes of linear,
homogeneous difference equation systems with one delay is investigated and some
examples are given. In the second section, asymptotic stability of some classes of
linear, homogeneous difference equation systems is investigated with two delays and
some examples are presented. In the third section, the asymptotic stability conditions
of the nonlinear delayed difference equation system with variable delay are
investigated and exemplified. In the last section, the asymptotic stability of the
differential equations systems that correspond continuous functions of the difference
equation systems in the second section is studied and some examples are given.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

B(Xy,5) X, merkezli § yarigapl agik yuvar

N N={1,2,3,....} bigiminde tanimlanan dogal sayilar ciimlesi

7" 7" ={1,2,3, ...} bigiminde tanimh pozitif tamsayilar ciimlesi

7 7.={..,—2,-1,0,1,2, ...} bi¢iminde tanimli tamsayilar ctimlesi

R R =(—o0, +0) bigiminde tamml1 reel sayilar ciimlesi

C C= {a +ib: a,beR, i’ = —l} bi¢iminde tanimlanan
karmasik sayilar ctimlesi

R" R"=RxRx...xR bigiminde tanimli n boyutlu kartezyen
carpim ciimlesi

D? Birim ¢ember

X Denge noktasi

A Ax(n)=x(n+h)—x(n) bi¢iminde tanimlanan ileri fark
operatoru

A, Ax(n)=x(n+h)—ax(n) bigiminde tanimlanan
genellestirilmis ileri fark operatorii

A° Birim operator

&" Siirekli fonksiyonlar uzay:

ct Kendisi ve birinci mertebeden tiirevleri olan siirekli
fonksiyonlar uzay1

A A matrisinin normu

M, (R) 2 x 2 tipindeki reel matrislerin uzay:

det A A matrisinin determinanti

f () f fonksiyonunun k ninct mertebeden tiirevi
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1. GIRIS

Bir f (t) foksiyonunun tiirevi, bu fonksiyonun t bagimsiz degiskenine gore degisim

oranini verdiginden, siirekli degisen doga olaylarin1 tamimlarken tiirevi kapsayan
denklemlerin kullanilmasi tabidir. Bir t bagimsiz degiskenine bagli bir bilinmeyen
fonksiyon ve onun tiirevlerini kapsayan denklemlere diferensiyel denklem denir.

Omegin Newton’un soguma yasasi diferensiyel denklem olarak su sekilde ifade

edilebilir: Bir cismin T (t) sicakliginin degisiminin zamana orani, T sicakligt ile cismi

cevreleyen A ortaminin sicakligi arasindaki farkla orantilidir. Yani pozitif bir k sabiti

i¢in,

ar

R LY

seklinde ifade edilir. Eger T > A ise C(Ij—-[ <0 dir. Boylece sicaklik t nin azalan bir

fonksiyonudur ve bu durumda cisim sogur. Diger taraftan eger T < A ise C(Ii_-lt- >0 dir.

Dolayisiyla sicaklik t nin artan bir fonksiyonu olur ve bu durumda cisim 1sinir.

Boylece bir fiziksel yasa bir diferansiyel denkleme doniisiir. Eger k ve A degerleri

verilirse, T (t) i¢in agik bir formiil bulunabilir ve ondan sonra bu formiil yardimiyla

cismin sonraki sicakligi tahmin edilebilir (Akin, 2011).

Diger bir 6rnek olarak Hodgkin-Huxley modeli verilebilir. Bu model hiicrenin elektrik

davranisini, 1yonlar1 ve hiicre zarindaki iyon kanallarini dikkate alarak betimleyen bir

diferensiyel denklem modelidir ., ve B, model sabitleri olmak iizere t zamanimin

bir fonksiyonu olan y igin bu modelde iyon kanallarinin davranisi

dy
Ezay(l_ y)_ﬂyy



diferensiyel denklemi ile tanimlanmistir. Burada Yy, iyon kanalinin agikliginm
tamimlayan bilinmeyendir. y=0 iken kanal tamamen kapali, y=1 iken kanal

tamamen agiktir.

Kimya alaninda Torigelli yasasi olarak bilinen denklem modeli diferensiyel denklem
modellerine verilebilecek diger bir 6rnektir. Bosaltilan bir tanktaki suyun V hacminin

degisiminin zamana orani, tanktaki suyun y derinliginin karekokii ile orantilidir. Yani

bir k sabiti i¢cin bu model

dv
P

diferensiyel denklemi ile ifade edilir. Yukaridaki orneklerde de goriildiigii gibi
diferensiyel denklemler fizik, kimya, biyoloji, mithendislik vb. alanlarda ortaya ¢ikan

matematiksel modellerde dogrudan ya da dolayl olarak yer alirlar.

Bir bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerini (en yiiksek mertebeli tiirev hari¢) farkl
gecikme parametrelerine bagli birakan diferensiyel denklemlere de gecikmeli

diferensiyel denklemler denir. t € R olmak tizere

X' (t)=x(t)-x(t-7(t)), z(t)<t
x”(t):ZX(t—H—

;j—xﬁ)

X'(t)=x(t—2)+x(t-3)

seklindeki denklemler gecikmeli diferensiyel denklemlere ornek olarak verilebilir.
Gecikmeli diferensiyel denklemler, literatiire yirminci yiizyilin ikinci yarist girmeye
baslamigtir. Hayes (1950) ile basglayan bu siiregte Belman - Cooke (1963), Hale (1969),
El’sgol’ts - Norkin (1971), Yorke (1970), Hale - Lunel (1977), Mori (1981), Grossman
- Cooke (1990), Cooke - Gyori (1990), Freedman - Kuang (1991), Gopalsamy (1992),
Kuang (1993), Hara - Miyazaki - Morii (1996), Sakata (1998), Cahlon- Schmidt
(2000), Kipnis (2003), Ruan — Wei (2003), Matsunaga (2007-2008), Smith (2010),



Cermak (2012), Nakajima (2014) gibi birgok matematik¢i bu denklemleri ve bu

denklemlerin asimtotik kararlilik durumlarini incelemislerdir.

t zamani ve f(t) ’de zamana bagli olarak degisen herhangi bir fiziksel olayin

fonksiyonunu gostermek iizere, boyle bir fiziksel olayin siirekli zaman dinamigini

incelerken, f'(t), f”(t) gibi tiirevler zamanin sonsuz kiigiik degisimi gergevesinde

degerlendirilir. Ancak zamandaki degisim yeterince kiigiik degilse, f (t)

fonksiyonunun zamana bagh degisimlerini diferensiyel denklemler ile tanimlamak
dogru olmayacaktir. Bunun yerine, bilinmeyen fonksiyonun farklarini igeren ve fark

denklemleri olarak ifade edilen baska bir model kullanilir.

Diferensiyel denklemlerde bagimli degisken reel sayilar tizerinde tanimli iken fark
denklemlerinde bagimli degisken tamsayilar {izerinde tanimlidir. Bu tanimlama
yapilirken denklemi olusturan olayin ge¢cmis durumu géz 6niinde bulunduruluyor ise
yani bilinmeyen fonksiyon ve onun sonlu farklar1 bir gecikme parametresine bagli
olarak ifade ediliyorsa, gecikmeli fark denklemleri olarak adlandirilan denklemler elde

edilir. Ornegin, n e Z olmak iizere

seklindeki denklemler gecikmeli fark denklemleridir.

Dogadaki bir olay: bir diferensiyel denklem ya da fark denklemi ile ifade ederken
karsilagilan denklemlerin bir¢cogu lineer degildir ve bu denklemleri ¢6zmek icin var
olan metotlarin birgogu yeterli gelmemektedir. Bu yilizden uzun ugraslar verip bunlari
¢ozmeden bu denklemlerin ¢oziimlerinin davraniglart hakkinda konusabilmek (yani
kalitatif inceleme yapmak) biiyiik 6nem tasir. Kararlilik teorisi de tam burada devreye
girmektedir. Zira olusturulan bir modellemenin dogrulugu ancak onun kararlilik

durumuna bagli olarak anlagilabilmektedir.

3



Bu tez ¢aligmasinda asimtotik kararlilik sartlarini inceledigimiz denklem siniflarinin

temeli Levin-May (1976) tarafindan ele alinmis olan, k >1 olmak tizere

N, = NF(N,,) n=012,..

lineer olmayan niifus denklemidir. Bu denklemin lineerlestirilmesi sonucu

X, — X +bx =0 n=012,.. (1.1.1)
gecikmeli fark denklemi elde edilir. Burada b keyfi bir reel say1 ve k keyfi bir pozitif

tamsayidir. Levin ve May (1976), (1.1.1) fark denkleminin sifir ¢6ziimiiniin asimtotik

kararli olmast i¢in gerek ve yeter sartin

O<b<2cos k7
2k +1

oldugunu ortaya koymuslardir.
Clark (1976)’1n ¢alismasinda

X,y —aX, +bx,_, =0 n=012,.. (1.1.2)

gecikmeli fark denklemi incelenmis ve bu denklemin sifir ¢ézliimiiniin asimtotik

kararlilig1 icin
|aj+|b| <1
ifadesi yeter sart olarak elde edilmistir.

Kuruklis (1994)’in ¢alismasinda Clark (1976)’in (1.1.2) denklemi igin elde ettigi

sonuctan daha kesin sonug elde edilmistir.



Kuruklis (1994), (1.1.2) denkleminin sifir ¢oziimiiniin asimtotik kararli olmasi i¢in

K+
gerek ve yeter sartin |a| < e
ve

|a|—1<b<(a2+1—2|a|cos¢)}/2 , k tek ise

b—aj<1ve Jb|<(a® +1—2|a|cos¢)%, k Gift ise

olmas1 gerektigini gostermistir. Burada a sifirdan farkli bir reel say1, b keyfi bir reel

sayi, k pozitif bir tamsayt ve ¢°de, — K% __ 1 Genkleminin (o,ij
sin(k+1)0 |4 k+1

araligindaki ¢oziimiidiir.

Sekil 1.1. k =3 ve k =4 alindiginda Kuruklis’in sonuglari i¢in kararlilik bolgeleri

Matsunaga ve Hara (1999), (1.1.2) denklemini ele alarak onu fark denklem sistemine
uyarlamiglardir. A, 2x2 tipinde bir sabit matris, k ’da negatif olmayan bir tamsay1

olmak tlizere

X, —X +AX , =0 n=01,..

denklem sistemini incelemisler ve bu denklem sisteminin sifir ¢éziimiiniin asimtotik
kararligi i¢in gerek ve yeter sartlari elde etmislerdir. B, 2x 2 tipinde bir sabit matris,

k negatif olmayan bir tamsay1 ve a bir reel say1 olmak tizere, Matsunaga (2004)’nin



caligmasinda, Matsunaga ve Hara (1999) tarafindan sisteme uyarlanan yapiy1

genellestirilerek
X, —aX, +Bx , =0 n=01.. (1.1.3)

gecikmeli fark denklem sisteminin sifir ¢6ziimiiniin asimtotik kararlilig1 incelenmis ve

asagidaki sonuglar elde edilmistir;

sin(kew—16])

()= (kDo)

ve o ler S (a)) = — 'nin ¢0zlimleri olmak tlizere

&
C (a)=(a" +1—2|acosw,|)]/2 , 1<1<4

olsun. Ayrica®’,

ksin o —sin (ke —|6])cos((k +1)w—|6]) =0

denkleminin (22|i|—_f0j araligindaki ¢oziimii olmak tizere
+

|9|—72'< <2|¢9|—72'
krl T ka1

9

<o, <o <o,<0<w, <
k+1

esitsizligi saglansin.

Teorem 1.1.

a=0, 0< |0| < % ve k tek olsun. O zaman (1.1.3)’iin sifir ¢6ziimiiniin asimtotik

kararl1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki ifadelerden birinin saglanmasidir.

i)Ja|<1ve 0<b<C,(a).



i) 1<|a|<]7/S(a)*) ve C,(a)<b<C,(a).
iii) |a| <1 ve —-C,(a) <b<0 (Matsunaga, 2004).
Teorem 1.2.

a=0, 0< |¢9| < % ve k ¢ift olsun. O zaman (1.1.3)’lin sifir ¢6ziimiiniin asimtotik

kararli olmasi igin gerek ve yeter sart asagidaki ifadelerden birinin saglanmasidir.

i) ab>0, [a|]<1 ve |b|<C,(a).
ii) ab>0 1<[a|<1/S(w’) ve C,(a)<|o|<C,(a).
iii) ab<0 ve |b|<C,(a) (Matsunaga, 2004).

Bununla birlikte, Kipnis ve Malygina (2011) de, A B degismeli matrisler ve A

singiiler olmayan bir matris olmak tizere bir k € Z" gecikmesi ile

x(n)= Ax(n—1)+Bx(n—k) n=0,1,...

denklem sistemi, Cermak ve Jansky (2014) de, a, f € R ve k € Z" olmak iizere
x(n+1)=ax(n)+ Bx(n—k) n=0,1,.

denklemi ele alinmis ve bu denklemler i¢in asimtotik kararlilik sartlar1 ortaya

koymuslardir.

Nagabuchi (2001), Kipnis ve Nigmatullin (2002), Ivanov, Kipnis ve Malygina (2011)
ve Malygina ve Chudinov (2016) da sabit katsayili lineer homojen fark denklemlerinin
birden fazla gecikmeye sahip oldugu durumda asimtotik kararlilik sartlari

incelenmistir.



Burada incelenen fark denklemlerinin siirekli fonksiyonlardaki karsiligi olan
denklemlere ilk olarak verecegimiz ornek Stephan (1989)’in calismasidir. a >0,

7,7, >0,7, + 7, >0 olmak lizere

X'(t)=-a(x(t-7)+x(t-7,))

gecikmeli diferensiyel denklemini ele alarak incelemis ve bu denklemin asimtotik

kararlilik sartlari

2a(11+TZ)COS[TI_TZ Zj«r

7 +T2

seklindedir (Stephan, 1989). Hara ve Sugie (1996) ¢alismasinda p € R ve |9| < % igin
R(6), 2x2 tipinde bir matris olmak tizere
X'(t)=—pR(O)x(t—7)

gecikmeli diferensiyel denkleminin asimtotik kararlilig1 i¢in gerek ve yeter sartin
O<pr< % - |6?|

olmas1 gerektigi elde edilmistir.

Hara, Miyazaki ve Morii (1996), Ruan ve Wei (2003), Berezanski ve Braverman
(2011), Cermak ve Jansky (2016), Nakajima (2014) ve Tomasek (2015) gecikmeli
diferensiyel denklemler igin kararlilik sartlarin1 elde etmislerdir. Bununla birlikte,
Matsunaga (2008, 2009) a,beR, A ve B 2x2 tipinde matrisler olmak iizere,
2008°de

x'(t)=—ax(t)-Bx(t—z) ,t=0



gecikmeli diferensiyel denklem sistemini, 2009 yilinda da
X'(t)=—Ax(t)—bx(t—7) ,t>0

gecikmeli diferensiyel denklem sistemini ele almig, bu sistemler i¢in asimtotik

kararlilik sartlarini vermistir.

Son yiizyil iginde bu ve benzeri calismalar gecikmeli diferensiyel denklemlerin
¢cozlimlerinin kararlilig1 i¢in oldukga yaygin olarak ele alinmis ve son zamanlarda da
gecikmeli fark denklemlerine uyarlanarak bu denklemlerin ¢éziimlerinin kararlilig

icin sonuglar ortaya konulmustur.

Yukarida verilen ¢alismalar dogrultusunda, bu tez ¢alismasi, ele alinan diferensiyel ve
fark denklem sistemlerinin belirli siniflarinin ¢6ziimlerinin asimtotik kararlilik

sartlarinin kalitatif yontemler kullanilarak belirlenmesi iizerine insa edilmistir.

Buna gore 3. bolimiin ilk ti¢ kesiminde gecikmeli lineer homojen fark denklem
sistemleri ve degisken gecikmeli lineer olmayan fark denklem sistemi, son kesiminde
ise lineer diferensiyel denklem sistemi icin asimtotik kararlilik sartlari alt boliimler

halinde ele alinmistir.

3.1. kesiminde (1.1.3) sabit katsayili gecikmeli fark denklem sisteminde yer alan
matrisin elemanlarinin kompleks ve burada yer alan degiskenlerin degisim araliginin
farkli sec¢ilmesi durumunda, bu denklemin asimtotik kararlilik bolgelerinin nasil
degistigi bulunmus, 3.2. kesiminde ise bu denkleme yeni bir gecikme parametresi daha
eklenerek, sabit katsayili iki gecikmeli lineer homojen fark denklem sistemi igin ayni
problem incelenmistir. Bu problemler incelenirken ele alinan sabit katsayili gecikmeli

fark denklemlerinin asimtotik kararlilig1 i¢in kok analizi yontemi kullanilmistir.

3.3. kesiminde degisken katsayili ve degisken gecikmeli lineer olmayan fark denklem

sistemi i¢in asimtotik kararlilik sartlar1 verilmistir.

3.4. kesiminde, 3.2. kesiminde incelenen iki gecikmeli lineer fark denklem sisteminin

stirekli fonksiyonlardaki karsilig1 olan sabit katsayili lineer diferensiyel denklemler
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sisteminin asimtotik kararliligi, oncek ve | gecikme parametrelerine gore, sonra

karakteristik denklemin q katsayisina gore incelenmistir.

Son olarak 4. boliimde bu tez ¢alismasinda elde edilen sonuglar bu alanda daha
onceden literatiirde yer alan sonuglar ile bir tablo igerisinde karsilastirilarak verilmis
ve literatiirde hangi boslugu doldurdugu tablo lizerinde gosterilmistir. Ayrica tabloda

bu alanda ele alinabilecek bazi agik problemler onerilmistir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tezde yararlanilan temel kavram ve teoremler verilmektedir.
Tanim 2.1

Tanim ciimlesinde bulunan her x sayisi i¢in X+ h ’da tanim ciimlesinde bulunacak

sekilde alinan h sabiti ile olusturulan tanim ctimlesi lizerinde tanimli bir y fonksiyonu

verilmis olsun. Y nin ileri farki Ay ile gosterilir ve
Ay (x)=y(x+h)—y(x)
biciminde tanimlanir (Goldberg, 1958; Akin ve Bulgak, 1998).

Tanim 2.2

Birim operator | ile gosterilir ve uygulandigi herhangi bir y fonksiyonundan vy ile
0zdes yeni bir ly fonksiyonu iiretir. Y ’nin tanim ciimlesindeki herhangi bir x elemani

i¢cin

olur. A° sembolii birim operatorii ifade eder, yani A’y = ly *dir (Goldberg, 1958;
Akin ve Bulgak, 1998).

Tanim 2.3
neN aeR—{0} olmak iizere A, genellestirilmis fark operatorii
Ay (x)=y(x+h)-ay(x)

seklinde tanimlanir (Goldberg, 1958).
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Tanim 2.4

Bir S ciimlesi iizerinde taniml1 y fonksiyonunu ve her biri S iizerinde tanimli Yy ’nin

birinci ya da daha yiiksek farklarini1 kapsayan denkleme S ciimlesi iizerinde bir fark
denklemi denir. Yani, fark denklemi S ciimlesi tizerinde bir fonksiyon ve onun
farklarin1 kapsayan bir bagmtidir (Goldberg, 1958; Akin ve Bulgak, 1998).

Tanim 2.5

a(n) reel degerli bir fonksiyon ve a(n) # 0 olmak {izere
x(n+1)=a(n)x(n), x(ny) =X, N=n; >0 (2.2.1)

ifadesine 1.mertebeden homojen lineer fark denklemi denir. (2.2.1) denkleminin

¢OzUimii;
x(n) :{ﬁa(i)}xo (2.2.2)

seklindedir.

a(n) ve ¢ (n) reel degerli fonksiyonlar ve a(n) #0 olmak lizere

y(n+1)=a(n)y(n)+g(n), y(ny) =y, n=n, >0 (2.2.3)

ifadesine 1.mertebeden homojen olmayan lineer fark denklemi denir. (2.2.3) homojen

olmayan denklemin ¢oziimii;

y(n)= {ﬁa(i)} Yo + z{ a(i)}g(r) (2.2.4)
seklindedir.
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(2.2.3) denkleminde a(n)=a ise bu denklem &zel olarak

y(n+1)=ay(n)+g(n) y(0)=y, (2.2.5)

bi¢gimine doniisiir. (2.2.4) formilii kullanilarak denklemin ¢6ziimii;

y(n)=a"y, + nZ_i,a”""lgl(k) (2.2.6)

k=nq

bi¢iminde elde edilir.

(2.2.5) denkleminde g(n)=b ise (2.2.5) denklemi

y(n+1)=ay(n)+h, y(0)=y, (2.2.7)
bicimine doniisiir. (2.2.6) formiilii kullanilarak denklemin ¢6ziimii;

a”ywb{a 1} ,a=l
a

y(n)= - (2.2.8)
Y, +bn ,a=1

seklinde bulunur (Elaydi, 2005).

Tamim 2.6

f :R —> R olmak iizere n >n, igin

x(n+1) = f (x(n)) (2.2.9)

fark denklemine 1.mertebeden lineer olmayan fark denklemi denir (Elaydi, 2005).
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Tanim 2.7

(2.2.9)ydaki f fonksiyonu iki degiskenli g fonksiyonu ile degistirilirse,

g:7Z" xR —> R olmak lizere
x(n+1)=g(n,x(n)) (2.2.10)

denklemine otonom olmayan ya da zaman degiskenli fark denklemi, (2.2.9)

denklemine ise otonom ya da zaman degiskensiz fark denklemi denir (Elaydi, 2005).

Tanim 2.8

Eger X', f ’in bir sabit noktast ise yani f(x")=x"ise X" a (2.2.9) denkleminin f

’in tanim bolgesi ig¢inde bir denge noktasi adi verilir (Elaydi, 2005).

Tanim 2.9

X", (2.2.9) denkleminin denge noktasi olsun.

a) Verilen her bir £>0 igin ‘X(O)—X*‘<5 iken ‘x(n)—x*‘<g olacak sekilde bir

o >0 sayisi varsa, X~ denge noktas1 kararlidir denir (Sekil 2.1).

b) Eger ‘X(O) - X*‘ <n iken limx(n)=X" olacak sekilde birn >0 sayist var ise X"

n—o0

noktasi ¢ekim noktasi olarak adlandirilir

c) Eger X" kararli ve bir ¢ekim noktasi ise X" denge noktasina asimtotik kararlidir

denir (Sekil 2.3).

d) Eger X" kararli degilse, kararsiz olarak adlandirilir (Sekil 2.2) (Elaydi, 2005).
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Tanim 2.10

n>n, i¢in tammh olan a,(n),a(n),...,a (n) katsayilart ve g(n) reel degerli

fonksiyonu verilsin. a, (n) # 0 olmak tizere

a,(N)x(n+k)+a,(n)x(n+k-1)+...+a,(n)x(n)=g(n) (2.2.11)

bi¢cimindeki denkleme Kk.’inci mertebeden lineer fark denklemi denir. (2.11)

denkleminde g(n) =0 olursa bu denklem k. inc: mertebeden homojen fark denklemi

adimi alir, aksi halde k. inci mertebeden homojen olmayan fark denklemi adimi alir.

Ayrica i=0,1,...k i¢in a (n) katsayilari sabit ise (2.2.11) denklemine k. ’mc

mertebeden sabit katsayili fark denklemi, aksi halde k. inct mertebeden degisken
katsayili fark denklemi denir (Elaydi, 2005).

Tanim 2.11

(2.2.11) bigiminde yazilan bir fark denkleminde bir S = ctimlesindeki her bir n

degeri i¢in a,(n) ve a,(n)’nm her ikisi birden sifirdan farkli oluyorsa bu fark

denklemi S ciimlesi {izerinde k . mertebedendir denir (Goldberg, 1958).

Tanim 2.12

Bir fark denklemini 6zdes olarak saglayan ¢(n) fonksiyonuna fark denkleminin bir
¢oziimii denir. ¢(n)=0 fark denkleminin bir ¢5ziimii ise bu ¢dziime asikér (trivial)

¢coziim, gp(n) # 0 fark denkleminin bir ¢6zlimii ise bu ¢oziime asikar olmayan ¢oziim

ad1 verilir (Goldberg, 1958).

Teorem 2.1

n>n, i¢in a(n) ve g(n) reel degerli fonksiyonlar, a,(n)=0 ve i=12,..,k-1

icin b € R olmak iizere
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x(ny)=hy, x(ny +1)=h,.... x(n, +k-1)=b, , (2.2.12)
baslangi¢ degerleri ile verilen

x(n+k)+a,(n)x(n+k-1)+..+a,(n)x(n)=g(n) (2.2.13)
fark denkleminin tek bir ¢6ziimii vardir (Goldberg, 1958).

Tamm 2.13

| cR, keZ" ve F: 1" > 1 bir fonksiyon olmak iizere

x(n+1)=F(x(n),x(n-1),...x(n—k)) (2.2.14)

fark denkleminde Vn>—k i¢in x(n)=x" sartin1 saglayan x* € R noktasina (2.2.14)

denkleminin denge noktasi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanim 2.14

X", (2.2.14) denkleminin denge noktasi olsun.

0

a) Herhangi bir &£>0 pozitif sayis1 verilsin. (2.2.14) denkleminin {x(n)}

n=—k

¢Ozlimleri igin

‘x(—k)—x*

+‘x(—k+1)—x*

+...+‘x(0)—x*

<o iken ‘x(n)—x*‘<g olacak sekilde

bir § >0 sayisi varsa, X~ denge noktasina karariidir denir.

b) Eger X* kararli ve (2.2.14) denkleminin {X(n)}:;k ¢oziimleri igin limx(n)=x’

nN—o0

ise X denge noktasina asimtotik kararlidir denir
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c) Eger (2.2.14) denkleminin {X(n)}:}k ¢oziimleri icin X~ kararh degilse, kararsiz

olarak adlandirilir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanim 2.15

A(n) singiiler olmayan k xk tipinde bir matris fonksiyonu olmak iizere
x(n+1)=A(n)x(n)

sistemine homojen lineer fark denklem sistemi denir. Benzer sekilde g(n)eR* olmak

uzere
x(n+1)=A(n)x(n)+g(n)
sistemine homojen olmayan lineer fark denklem sistemi denir (Elaydi, 2005).

Tanim 2.16

Bir bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerinden birini ya da daha ¢cogunu birbirine

baglayan bir denkleme diferensiyel denklem denir (Akin, 2011).

Tanim 2.17

Bagimsiz degiskeni x ve bilinmeyen fonksiyonu ya da bagiml degiskeni y = y(Xx)

olan n. mertebeden en genel diferensiyel denklem D <R ve F:Dx(R" )n+l —R"

olmak tizere kapali1 formda
Fx,y,Y,y"..y")=0,

F:Dx (Rm )n — R™ olmak tlizere acgik formda
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YW =F Y YLy y )
seklinde gosterilir (Akin, 2011; Kandemir, 2015).

Tanim 2.18

a,b,c,d,weR, ¢(t) eC°[0,w] baslangi¢ fonksiyonu ve f € C*(0,00) olmak iizere
ax'(t) +bx'(t— o) +cx(t) +dx (t—w) = (1) (2.2.15)
x(t)=¢(t), 0<t<w

birinci mertebeden genel diferensiyel denklem seklini ele alalim. Eger a=0 ve b=0
ise (2.2.15) denklemine gecikmeli diferensiyel denklem a=0 ve b=0 ise (2.15)

denklemine neutral diferensiyel denklem, a=0 ve b =0 ise (2.15) denklemine ileri

diferensiyel denklem denir (Bellman ve Cooke, 1968).

Simdi gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin varlik-tekligi ile ilgili bazi

Onemli teoremleri verelim;

Teorem 2.2 (Varhk-Teklik Teoremleri)

a,b,c,weR, ¢(t)eC°[0,w] baslangig fonksiyonu ve f € C*(0,%0) olmak iizere
ax'(t)+bx(t)+ex(t—w) = f (t) (2.2.16)
x(t)=¢(t),0<t<w (2.2.17)

(2.2.17) baslangig sart1 ile (2.2.16) denklemi verilsin. Bu durumda t >0 i¢in (2.2.16)
ve t> w i¢in (2.2.17) denklemlerini saglayan tek bir X(t) ¢Oziim fonksiyonu vardir

(Bellman ve Cooke, 1968).
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Teorem 2.3

r,peR, ®:[p—7,¢] >R siirekli baslangi¢ fonksiyonu ve f(t,x(t),x(t—r)),

f, (t, X (t) , X (t - T)) , R? iizerinde siirekli fonksiyonlar olmak tizere

X'(t)=f(t.x(t),x(t-7))
x(t)=¢(t), p—7<t<g

baslangi¢ deger probleminin o > ¢ i¢in [(p— T, 0'] araliginda tek bir ¢6ziimii vardir

(Smith, 2010).
Tanim 2.19

f (0) =0 oldugunu kabul edelim.

(a) Eger (2.2.16) denkleminin sifir ¢6ziimiine, herhangi bir & >0 sayis1 ve her t >t

durumunda HX(tO)H< 5 iken HX(t)H < ¢ olacak sekilde bir § sayis1 varsa, kararlidir

denir (Sekil 2.4.).

(b) (2.2.16) denkleminin sifir ¢éziimii kararli ve ayrica t — oo iken X(t) — 0 oluyor

ise asimtotik kararlidir denir (Sekil 2.4.).

(c) (2.2.16) denkleminin sifir ¢oziimii kararl degilse kararsizdir denir (Remsing, 2006;
Akin ve Bulgak, 1998).
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Kararh

Asimtotik Kararl

x(t) ekseni

0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
t ekseni t ekseni

Sekil 2.4. Diferensiyel denklemler i¢in kararlilik ve asimtotik kararlilik durumlart

Tanim 2.20
A ..o 9y
xeR¥ve A=| ¢ -, ¢ | olmak lizere
a'kl a'kk
X _ ax (2.2.18)
dt

sistemine birinci mertebeden sabit katsayuli lineer homojen diferensiyel denklem

sistemi denir (Akin, 2011).

Uyan 2.1
Vl
v ve . . . At V2 At . . .
Burada X(t) ¢dziim vektdrlerinin x(t)=ve™ =| * |e* seklinde se¢ilmesi uygundur.
Vk

ANV, Y, degiskenleri uygun skaler sabitlerdir. Eger i=1,2,...,k igin (2.2.18)’de
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x, =ve™, x =Ave" alirsak e* carpani sadelesecektir. Bu ise bize A’nin ve

x(t)=ve“ denkleminde verilen Vv;,v,,...,v, Kkatsayilarinin uygun degerleri i¢in

¢Ozebilecegimiz k tane lineer denklem verir. Bdylece X(t)=ve™, gercekten (2.2.18)
sisteminin bir ¢oziimiidiir ve bu ¢6ziim asikar olmayan ¢oziimdiir. Bu durumu
incelemek igin (2.2.18) sisteminde x(t)=ve™ ¢oziimiinii ve X' =Ave™ tiirevini yerine

yazarsak
Ave™ = Ave™

elde ederiz. Sifirdan farkli e* carpam ile sadelestirirsek

Av = Av (2.2.19)

olacaktir. v sifirdan farkli bir vektor, A4 ise bir sabit olmak iizere (2.2.19) esitliginin
gerceklenmesi, X(t) =ve™ ¢bziimiiniin, (2.2.18)’in asikar olmayan bir ¢oziimii
oldugunu gosterir. Yani AV matris ¢arpimi v vektoriiniin skaler bir katidir. Simdi

yeni soru A ve v’yi nasil bulacagimizdir. Bu soruya cevap vermek igin (2.2.19)

esitligini

(A—M )v=o (2.2.20)

k

seklinde yazalim. (2.2.20) sistemi, verilen 4 igin V;,V,,...,V, ’ler bilinmeyenler olmak

tizere k tane lineer homojen denklemden olusan bir sistemdir. Bu sistemin asikar
olmayan bir ¢Oziime sahip olmasi ig¢in gerek ve yeter sart katsayilar matrisinin

determinantinin 6zdes olarak sifir olmasidir. Yani,
‘A—/’le‘=det(A—/1Ik)=0 (2.2.21)

olmasidir (Anton ve Rorres, 2010).
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dx . C o ) - .
— = Ax sistemini ¢ozmek icin Ozdeger yonteminin kullanilmasinin en basit

dt
formiilasyonu (2.2.21) denklemini saglayacak sekilde A *y1 bulmak ve A ’nin bu degeri

i¢cin (2.2.20) denklemini c¢ozerek V,,V,,...,V,’lar1 elde etmektir. Bu durumda

v, #0,i=1..k i¢in x(t)= ve™ matrisi ¢oziim olacaktir (Akin, 2011).

Tanim 2.21

A, kxk tipinde bir kare matris olmak tiizere. A parametresinin k. dereceden

polinomu olan ve

ail_/l a, Ay

a a,—A -+ a
¢(/1)=|A—ﬂ|k|= ?1 22. 2k

g a, Ay -4

seklinde ifade edilen ¢ (1) polinomuna A matrisinin karakteristik polinomu denir

(Akin, 2011).
Tanmm 2.22

A, kxk tipinde bir kare matris olmak tizere, A matrisinin karakteristik polinomunun

sifira esitlenmesi ile elde edilen
p(A)= |A—Mk| =0

denklemine A matrisinin karakteristik denklemi denir ve bu denklemin kokleri olan

A’lara A’nin 6zdegerleri denir. A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor Av=Av veya
(A-21, Jo=0
olacak bi¢imde sifirdan farkli bir v vektoriidiir (Akin, 2011; Akin ve Bulgak, 1998).
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Tanim 2.23

A ve B, kxk tipinde iki kare matris olmak iizere. B=P"AP olacak sekilde singiiler

olmayan bir P matrisi varsa A ve B matrislerine benzer matrisler denir. Eger A kare
matrisi k xk tipinde bir D =diag(4,,4,,.... 4 ) kosegen matrisine benzer ise 0 zaman

A matrsisine kosegenlestirilebilir matris denir (Elaydi, 2005).
Teorem 2.4

Eger kxKk tipinde iki matris benzer matris ise, karakteristik denklemleri ve buna bagli

olarak da 6zdegerleri birbirine esittir (Elaydi, 2005).
Teorem 2.5 (Jordan Kanonik Formu)

Her kxk tipinde verilen A matrisi

J=diag(J,,J,..... J), 1<r<k

seklinde verilen bir Jordan formuna benzerdir. Burada her bir J;

410 00
041 00
J =
0 0
: 1
00 A

seklinde ve s, xS, tipinde bir matris olup Zsi =k dir (Elaydi, 2005; Akin ve Bulgak,

i=1

1998).
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2.1. Gecikmeli Lineer Homojen Diferensiyel Denklemin Kararhhg

Adi diferensiyel denklemler i¢in bir denge noktasinin yerel kararliligi polinom
formundaki karakteristik denklemin koklerinin konumuna baglhidir. Bu denge
noktasinin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart diferensiyel denkleme ait karakteristik
denklemin biitiin koklerinin negatif reel kisimlara sahip olmasidir. Routh-Hurwitz
kriteri keyfi segilen polinomlarin kararlilig1 i¢in kesin sonuglar veren ve iyi bilinen bir

kriterdir.

Gecikmeli diferensiyel denklemlerde karakteristik denklemler yar1 (quasi)-polinom ya
da iistel polinomlardan olustugu i¢in denklemin sonsuz sayida kokii vardir. Ayrica
Routh-Hurwitz kriteri burada uygulanamaz. Bu metodun eksikligini giderebilmek igin
bir denge noktasinin yerel kararliligi yeni gelistirilen yontemlerle incelenmistir (Forde,

2005). Biz burada bu yontemlerden biri olan D-Alt Boliim yontemini kullanacagiz.
2.2. D-Alt Boliim (D-Subdivision) Yontemi

Gecikmeli diferensiyel denklemlerin kararlilik 6zellikleri genellikle kararli ve kararsiz
bolgeleri gosteren kararlilik grafikleri ile ya da buna alternatif olarak sistem
parametrelerinin uzayinda “kararsizlik derecesi” olarak adlandirilan kararsiz koklerin
sayist ile belirlenir. Gecikmeli diferensiyel denklemlerin kararlilik grafikleri “D-Alt
Bolim yontemi” ile olusturulabilir. Bu yontemle, D-egrileri( Kok gegis egrileri ya da
gecis egrileri) olarak adlandirilan egriler yoluyla, kararsiz olan kdklerin sayisinin

degistigi egriler bulunur.

f (1), karakteristik fonksiyon ve @ ’da egrilerin parametresi olmak iizere

Re(w)=Ref(iw), S(w)=Imf(iw),

dir.
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Sistem parametrelerindeki degisikliklerle ilgili olarak koklerin siirekliliginden dolay,
D-egrileri parametre uzayim bolgelere ayirir ve bu bolgelerde kararsiz koklerin sayisi
sabittir. Bu bolgeler i¢in bu koklerin sayilarinin hesaplanmasi énemlidir. D-egrileri
boyunca, ““ kok-gecis yonii ” ya da “kok-egilimi ” olarak adlandirilan yontemle bu
koklerin  sayilart  hesaplanir. Bu yontemde, D-egrileri boyunca, sistem
parametrelerinden birine gore kokiin reel kismmin kismi tiirevinin isareti incelenir.
Eger kararsiz koklerin sayis1 bir bolgede en az bir nokta i¢in biliniyorsa, 0 zaman D-
egrileri boyunca “kok-gegis yoni” goz onilinde bulundurularak diger biitiin bolgeler
icin kararsiz koklerin sayis1 hesaplanabilir. Kararlilik sinirlar sifir- kararsiz ¢oziim ile

siirh bolgelerdeki D-egrilerinden olusur (Insperger ve Stepan, 2011).

Tanim 2.24

F:R"™ —R" olsun. Eger |[X|,]|y| < K olacak sekilde pozitif bir K sabiti var iken

[F(x)-F(y)]<Llx-y]

olacak sekilde pozitif bir L sabiti varsa F, x’e gore yerel olarak Lipschitz sartini

saglar denir. L sabitine Lipschitz sabiti denir (Huong ve Mau, 2013).
Tanim 2.25

X, bir K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun.

: X >R, x—>|X|
doniisimii VX,y € X ve Va e K igin

i) [X|=0<x=0;

1) floex| =[]
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i) [x-+ ] <|x]+y]

Ozelliklerini sagliyorsa X tizerinde bir norm adin1 alir ve bu durumda (X , ||||) ikilisine

bir normlu vektor uzayr adi verilir. (i)-(iii) Ozelliklerine norm aksiyomlar1 denir

(Musayev ve Alp, 2000).
Tamm 2.26 (Matris Normu)

Vektor normuna benzer bigimde bir A matrisinin normu, asagidaki ozellikleri

saglayan A’nin elemanlarinin gergel degerli bir ||A| fonksiyonudur.
(i) A=0 ise ||A|>0 dur.

(ii) « €R herhangi bir skaler olmak iizere |aA|=|a]||Al.dur.

(iii) Her A B eR** icin | A+B| <|Al|+|B]| dir.

(iv) Her A BeR“* i¢in |AB| <|A||B| dir.

Buradan bir matrisin normu; bir matris degiskenli, bir pozitif skaler degerli

fonksiyondur (Kart, 1985).

Tanim 2.27

Bir (X.,[[|) normlu uzaydaki her Cauchy dizisi X iginde bir limite yakinsiyorsa bu

(X.|]) normlu uzayma tam normlu uzay ya da Banach uzay: adi verilir (Musayev ve

Alp, 2000).
Tanim 2.28

X Banach uzayi ve A: X — X bir operator olmak iizere
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X = AX (2.2.22)

denklemi verilsin. Eger x" = AX" ise X" € X vektoriine A operatoriiniin sabit noktast
denir. A: X — X operatoriiniin varhigi ayn1 zamanda (2.2.22) denkleminin bir

¢Ozlimiiniin varlig1 demektir

X, € X baslangic vektori ile terimleri
x(n)=Ax(n-1), n=1.2,... (2.2.23)

seklinde olan x(n) tahmini ¢oziimler dizisini ele alalm. Eger X" € X vektorii x(n)

dizisinin bir limiti ve A operatorii X* noktasinda siirekli ise (2.2.23)’e gore X" vektorii

(2.2.22) denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Dolayistyla X(n) dizisinin yakinsaklik sartlar

ayni zamanda (2.2.22) denkleminin ¢éziimiiniin varlik sartlar1 olur (Musayev ve Alp,

2000).
Tanim 2.29

X Banach uzayinin D ciimlesinde tanimli A: D — X operatorii verilmis olsun. Eger

VX, y €D i¢in
|Ax—Ay| < a|x-y]

olacak sekilde O0<a <1 sayist varsa A:D — X operatoriine daralma doniisiimii
(operatorii) denir. Burada ki o sayisina daralma katsayist denir (Musayev ve Alp,

2000).
Teorem 2.6 (Daralma Doniisiim Prensibi)

D ciimlesi kapali olsun ve A:X — X daralma operatérii D’yi D ’ye gevirir:

A(D)< D. Budurumda A operatériiniin D “de tek bir sabit x noktasi vardir. Bagka

bir deyisle (2.2.22) denkleminin tek bir x ¢o6ziimi vardir ve bu ¢oziim (2.2.23)
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formiilii ile tammlanmis x(n) dizisinin limiti olarak bulunabilir (Musayev ve Alp,

2000).

2.3. Degisken Katsayili ve Degisken Gecikmeli Lineer Olmayan Fark Denklem

Sistemi

ae(-11)-{0} ve B(n)=(b

; (n))kxk tamsayilar lizerinde tanimli singiiler olmayan

bir matris fonksiyonu, m smirli ve maksimum degeri k olan tamsayilar ciimlesini
pozitif tamsayilar climlesine doniistiiren bir fonksiyon ve F de reel degerli vektor

fonksiyonu olmak iizere

x(n+1)=ax(n)+B(n)F (X, , ), n=012.. (2.2.24)

denklem sistemini goz oniinde bulunduralim. n, >0 tamsayist i¢in [no—k,no]
araligindaki tamsayilarm climlesi Z, (M smirsiz ise (—oo,n,] aralifindaki

tamsayilarm bir ciimlesi) olsun. Zf iizerinde tamimli reel degerli w ayrik smirh

baglangic vektor fonksiyonunu goz Oniine alalim. (2.2.24) denklem sistemi igin

asagidaki tanimlari verebiliriz.

Tanim 2.30

Eger Z, iizerinde x(n) =y (n) ve n=ny igin (2.2.24) saglanirsa x(n) = x(n,ny, )

, (2.2.24) ’iin bir ¢oziimiidiir denir (Huong ve Mau, 2013).

Tanim 2.31

Ve >0 ve herhangi bir n, >0 tamsayisi i¢in Z, lizerinde Hl//(n)HS5 iken nxn,

icin Hx(n, no,l//)H < ¢ olacak sekilde bir 5 >0 sayisi var ise (2.2.24)’lin sifir ¢6ziimii

Liapunov kararlhidir denir (Huong ve Mau, 2013).
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Tanim 2.32

Eger (2.2.24) Liapunov kararli ve herhangi bir n, 20 tamsayisi i¢in Z, iizerinde
Hl//(n)H <r(n,) olmast durumunda n— oo iken Hx(n,no,y/)u — 0 olacak sekilde bir

r(n,) >0 var ise (2.2.24)’iin sifir ¢oziimii asimtotik kararlidir denir (Huong ve Mau,

2013).

Tanim 2.33

Eger n>n, igin HX(n,no,l/l)H< B(n, ) olacak sekilde bir B(n,,y)>0 var ise

(2.2.24)tin bir x(n,n,,y) ¢oziimii szmirhidir denir (Huong ve Mau, 2013).
Tanim 2.34

Eger herhangi bir n, 20 ve herhangi bir B, >0 sayis1 i¢in Z, iizerinde Hl//(n)H <B

iken n=n, icin Hx(n, no,l//)H < B, olacak sekilde bir B, = B, (n,, B,) >0 sayis1 var ise

(2.2.24)’lin ¢Oziimleri es stnirlidir denir (Huong ve Mau, 2013).
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3. DIFERENSIYEL-FARK DENKLEMLERININ COZUMLERININ
ASIMTOTIK KARARLILIGI

Burada oncelikle gecikmeli lineer homojen fark denklemler sisteminin bazi 6zel

siniflar ele alinmis ve bu smaiflar ile ilgili yeni bazi kararlilik sartlar1 verilmistir.

3.1. Bir Gecikmeli Lineer Homojen Fark Denklem Sistemi icin Asimtotik
Kararhhk Sartlan

Bu kesimde, A, 2x2 tipinde bir matris, k negatif olmayan bir tamsay1 ve a € R

olmak lizere
X, ., —aX, —Ax, , =0 (3.1.1)

gecikmeli lineer fark denklem sisteminin sifir ¢6ziimiiniin asimtotik kararliligi i¢in

gerek ve yeter sartlar verilmistir.

P singiiler olmayan bir matris olmak {izere, (3.1.1) sisteminde, X(t) yerine

x(t)=Py(t) yazarsak

Yo — @Y, — PilAPyn—k =0

denklem sistemini elde ederiz. Dolayisiyla (3.1.1) sistemini ele alirken A matrisini

asagidaki iki Jordan formundan biri seklinde yazilabiliriz (Elaydi, 2005):

i) b, b, ve d reel say1 olmak iizere, A matrisinin reel 6zdegerlere sahip oldugu

durum, yani
A= b d

0 b,
dir.
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ii) 0, 7/2<|0|<7 olacak bigimde ve b reel sayi olmak iizere A matrisinin

kompleks 6zdegerlere sahip oldugu durum, yani

A= ibR(0) = ib(cos@ —sin HJ’

sin@ cos@

dir.

Durum I: A matrisini (i)’deki gibi alalim. O zaman (3.1.1) denklem sisteminin

karakteristik denklemi I, 2x2 tipinde birim matris olmak tizere;
F(2)=det(2"1 —ai“l + A)=0 (3.1.2)

olur. (3.1.2)’den

[ A R |
0 A 0o A 0 b,

yazilir ve buradan
F(ﬂ) E(lk+l—aﬂ,k —bl)(ﬂk+l—aﬂ,k _bz) -0

elde edilir. Bu denklem i¢in Kuruklis (1994)’in sonuglarina gore asagidaki teorem

gecerlidir:
Teorem 3.1.1

sin(kg) 1 denkleminin

=12 icin a#Db; oldugunu kabul edelim. ¢, W_M

[O,ﬁj deki ¢ozlimii olmak {iizere, (3.1.1) denklem sisteminin asimtotik kararli
+

k+1 . .
olmasi i¢in gerek ve yeter sart ‘a+ bj‘ < e ve her j=12 igin
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—((a)2 +1—2|a|cos¢)% <b; <Ja]-1 .k cift ise

la+by|<1 ve ‘bj‘<((a)2+1—2|a|cos¢)% , k tek ise,

olmasidir.

39
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Sekil 3.1. k =3 ve k =4 i¢in Durum (I)’e gore kararlilik bolgeleri

Ornek 3.1.1
S_’m(e) =1 denkleminin (O,zj’deki ¢Ozlimii ¢=£ olsun. a=1 ve
sin(20) 2 3
-1/4 1
A= Y olmak {izere
0 -V4
x(n+1)—x(n)+Ax(n-1)=0 (3.1.3)

gecikmeli fark denklem sistemini ele alalim. Bu fark denklem sisteminin karakteristik
denklemi

F(2)=(2*-2+Y4) =0

seklindedir. Teorem 3.1.1°in sartlar1 saglandigindan bu denklem sistemi asimtotik
kararlidir. Ayrica
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A2—A+1/4=0

karakteristik denklemini incelersek 1 =1/2 bu denklemin bir kokiidiir. Dolayisiyla

(3.1.1) denklem sisteminin kokleri birim daire i¢ine diiser.

Durum II: A matrisini (ii)’deki gibi alalm ve (3.1.1) denklem sisteminin
karakteristik denklemini bulalim. Bunun i¢in Vv, ve Vv, degiskenleri uygun skaler

sabitler olmak iizere, ¢6ziim vektoriiniin

x(n)=vA" = (Vljﬁ,”

Vv,

seklinde se¢imi ile, (3.1.1) denklem sisteminin karakteristik denklemi 1 , 2x2 tipinde

birim matris olmak {izere

F(2)=det(2'I -a2*1 - A)=0

seklindedir. Buradan

F(2)=(2"" -a* —ibe")(2** —ai* —ibe ") =0, (3.1.4)
elde edilir.

fr(a)=(2""-a1"—ibe")

f(2)=(2""-a1" —ibe™)

olsun. Dolayisiyla

F(A)=f"(2)f (1)=0 (3.1.5)
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seklinde yazilir. Ilk olarak f*(2)=0 iken f~(1)=0 olduguna dikkat edilmelidir.
Ayrica, -7 <6< —% iken f~ (/1) =0 denkleminde 8 =-6 yazilirsa % <O<rm
igin f*(1)=0"m elde edildigine dikkat edilmelidir. Dolayisiyla (3.1.1) denklem

sisteminin koklerini arastirmak icin % <@<rz sarti altinda sadece f*(1)=0"m

koklerini arastirmak yeterlidir. Yani, (3.1.1) denklem sisteminin sifir ¢6ziimiiniin

asimtotik kararli olmas1 i¢in gerek ve yeter sart % <@ <7 i¢in
£7(4)=(4""-a1* —ibe”)=0 (3.1.6)

denkleminin koklerinin birim disk i¢inde kalmasidir. a#0 oldugundan u _4 ve
a

q= alkjﬂ olmak tizere (3.1.6) denklemini

k

17— 1F —ige’ =0 (3.1.7)

biciminde yazabiliriz. Dolayisiyla (3.1.6) denkleminin koklerinin birim disk iginde

kalmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.1.7) denkleminin koklerinin ,u:i

[

yarigapl

¢ember i¢inde kalmasidir.

Lemma3.1.1

b : -
a0 ve Q= Py olsun. O zaman (3.1.1) denklem sisteminin sifir ¢ézlimiiniin
asimtotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.1.7) denkleminin koklerinin g = ﬁ
a

diski i¢inde kalmasidir (Matsunaga, 2004).

Simdi (3.1.7) karakteristik denkleminin katsayisi olan  ’nun degisimi durumunda bu

denklemin koklerinin yerinin nasil degistigini kok analizi ile inceleyecegiz.
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g =0 iken (3.1.7) denkleminin O (k katl1) ve 1(basit) koklerine sahip olduguna dikkat
etmeliyiz. Once (3.1.7) denkleminin kompleks koklerinin varlik bdlgesini

arastiracagiz.
Lemma 3.1.2

g>0 igin %<6’<7z oldugunu kabul edelim. r>0 olmak iizere re'”, (3.1.7)

denkleminin bir kokii olsun. [.] tamdeger fonksiyonu olmak iizere, asagidakiler

saglanir:

a)-2 <2 _w<Z icin yani 0<w< 7 icin
- < —— T w<TT )
> <5 5 iginy ¢

T 3r . . . .
b) E<E—a)<7lglnyanl —r <w<0 igin;

037 9—(mn+2)n
G, = <w<0, G, :

<w<
k+1 k

ispat:
4 =re olsun. O zaman f (re“”) =0 oldugundan

rk+1 io(k+1) _ keia)k _iqeiH =0 (318)

€ r

elde ederiz. € # 0 oldugundan

k+1ei(ru(k+1)—€)_ k oi(wk-6)

r re —ig=0
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yazabiliriz. Bu denklemin reel ve sanal kisimlarini ayr1 ayr sifira esitlersek
rk(—cos(a;k—H)Jrrcos(a)(k +1)—9))=0 (3.1.9)
rk(rsin(co(k +1)—9)—sin(a>k—9))=q (3.1.10)

olur. (3.1.9)’den

. Cos(ak-0) (3.1.11)
cos(a(k +1)-6)

bulunur. (3.1.10) ve (3.1.11)’den

q=r* L (3.1.12)

cos(a(k+1)—6)

elde edilir.

a)g>0ve _E<5_w<5 yani 0 < w < 7 durumunu goz 6niine alalim.

q>0, cos[%—wj >0 oldugundan (3.1.11) ve (3.1.12) den cos(w(k+1)—6)>0 ve

cos(wk — @) > 0’dir. Dolayisiyla

9+(2m—;jﬂ 9+(2m+;]ﬁ K1
<w< , m=0,12,....|—
k+1 k+1
9+(2m—;jﬂ H+(2m+;]ﬁ K
" <w< " , m=0,1,2,...,|]—ﬂ

esitsizliklerini yazabiliriz. Buradan
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9+(2m—1j7r 49+(2m+1

T
2 <w< ZJ , m=0,12,..., k—_l
k k+1 2

esitsizligini elde ederiz. Dolayisiyla ispat tamamlanur.

T T T . :
b) =<=-w< > yani —z < w <0 durumunu goéz oniine alalim. Bu durumda ispat

2 2

(a) durumuna benzer sekilde yapilir.

Lemma 3.1.3

g<0 igin %<6’<7r oldugunu kabul edelim. r>0 olmak iizere re'”, (3.1.7)

denkleminin bir kokii olsun. O zaman asagidakiler saglanir:

a) %<2 _w<Z icinyani 0<w<7 ici
——<——0w<—- 7T igin;
) 5 cmy ¢

9-" 9+(mn—2]ﬂ 9+(mﬂ—;)ﬁ ‘
H, =0<w< 2 H: <w< , m=12,...1=
k+1 k k+1 2
0) Z < Z — 0<% icin yani —7 < <0 icin
2573 5 lsiny gin;

6’—(2m+2j7r 6’—(2m+3]ﬂ ‘1
H, <o< 2)  m=012..,
k+1 k

Ispat:

Lemma 3.1.2’nin ispatinin benzeridir.
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Sonug 3.1.1

Lemma 3.1.2 ve lemma 3.1.3’den, (3.1.7) denkleminin kompleks koklerinin

argiimentlerinin varlik bolgesi

[k-3/2] Ik/2 [k/2] [k-1/2]
a=| |JG, vl UG, |v| UH. vl U H.

m=0 m=0 m=0 m=0
olarak yazilabilir.

Lemma3.1.4

%<6’<7z oldugunu kabul edelim. O zaman (3.1.7) denkleminin birim g¢ember

tizerindeki kompleks koklerinin argiimentleri

o= =202 04140,k (3.1.13)
2k +1

olur.

Ispat:

(3.1.9) denkleminde r =1 i¢in
—cos(ak —6) +cos(w(k+1)-6)=0

(2k +1)a)—298. @

=2sin in—=0
2

elde edilir. sin % #0 oldugundan
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(2k+1l)o—20

sin 0

dir. Dolayisiyla bu esitlikten (3.1.13) kolayca elde edilir.

Lemma 3.1.5

% < 6 <7 oldugunu kabul edelim. 7,, (3.1.7)’nin n=0 i¢in birim ¢ember iizerindeki

kompleks kokiiniin argiimenti olmak iizere

0<n, <
dir. Burada @ =1, (3.1.7) denkleminin birim ¢ember iizerindeki kompleks koklerinin
arglimentidir.

ispat:

20 20 0 0+(2m-32)x

< <=
2k+1 2k Kk k

oldugundan agiktir.

Simdi q sifirn komsulugunda degisirken (3.1.7) denkleminin koklerinin kompleks

diizlemdeki hareketini arastiracagiz.

Lemma 3.1.6

% <0< oldugunu kabul edelim. O zaman (3.1.7) denkleminin x =1 basit koki,

sifira soldan yaklasirken birim disk i¢inde kalir.
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ispat:

4 =re" =1 basit kokiinii inceledigimizden dolay1 ispat igin ar <0 oldugunu
r=1
q=0

gostermek yeterlidir.

dq dodq do\de

dr dr de dr (dq j‘l

dw

dir. (3.1.7) denkleminin bir kokii re* olsun. O zaman %<6’<7zi<;in, (3.1.11) ve

(3.1.12)’den

dr _ —ksin(ak - 0)cos(w(k+1)— )+ (k+1)sin(w(k +1)—6)cos(wk - 6)
do (cos(a)(k +1)—6?))2
_ksin w+sin(w(k+1)—0)cos(ak — )

(cos(a(k +1)- 9))2

ve (3.1.12)’den

dg_,adr  sine
dw dow Cos(a)(k+1)—l9)

N coswcos(a(k+1)—6)+(k +1)sin(io(k +1)-0)sinw
(cos(a(k +1)-0))

. cos(w(k+1)-6) sinew ksinw+sin(w(k +1) - 0)cos(ak - )
cos(ak—6) cos(w(k+1)-0) (cos(a)(k+1)—9))2
. C0s(wk —0) +ksinwsin(w(k +1)-0)
(cos(a(k +1)—¢9))2
KZsin® @+ 2k cos(wk — 0)sin wsin(w(k +1) - 0) + cos’ (wk — 6)
cos(a)k—e)(cos(a)(k +1)—0))2

+r

=r

olur. Burada
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| (w) =ksinw+sin(w(k +1)—6)cos(ak —0) (3.1.14)

J (@) =k?sin® @+ 2k cos(wk — B)sin wsin(w(k +1)—0)+cos’ (wk—F)  (3.1.15)

olarak alirsak

r_srdo_o o)’
dg dedq do\de)

~ COS((a)k — 49)) | (@)
_ T (3.1.16)

elde ederiz. Buradan

dr|  —sin@cos’ 6

— = 5 =-sin@ <0,
dqg -1 cos” @

olur. Boylece ispat tamamlanur.

Lemma 3.1.7

| (w)=0"m (0,7,) araligindaki koki " ve %<t9<7r olsun. O zaman

20 - (4m + 5) i , 26-(4m+3)7 aralig disindaki bolgeler ve
2k +2 2k

(a)+,20+2(:m2_1)”J arahi@indaki g koki harig, (3.1.7) denkleminin kompleks
+

koklerinin mutlak degeri |q| artar iken artar.

Ispat:
<€ Q igin (3.1.7) denkleminin bir kokii re” olsun. @< Q igin
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d_|:(2k +1)cos(w(k +1)—)cos(ak —6) >0

do

dir. Dolayisiyla (3.1.11)°den 1 (@), @< igin kesin artandir ve ayrica (3.1.15)’den
J (@) > (ksino—cos(kw—6)) >0
dir. Once >0 oldugu durumu goz oniine alalim.

.. . .. dr
Durum a): —£<%—a)<% icin, yani O<w<7z. weG,, igin d—>001dugunu
q

gostermek yeterlidir. @ € G, i¢in (3.1.14)’den

olur. Yani weG,, i¢in |(®)’nin artanlik zelliginden 1 (@)>0’dir. Ayrica w € G,,

igin cos(wk—6)>0 oldugunu biliyoruz. Dolaysiyla (3.1.16)’dan we(0,7) igin

E>0 dir.
dg
Durum b): £<%—a)<3—ﬁ icin, yani —7<®<0. (a) durumuna benzer sekilde
disiniirsek; <G, icin (3.1.14yden 1(0)="2% 0 ve
9—(2m+;)ﬂ' 6’—(2m+;j7r
I =ksin <0
k k
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olur. Yani @€ G, i¢in | (@) nin artanlik dzelliginden | (@) <0 dir. Ayrica w € G,

igin cos(wk—60)<0 oldugunu biliyoruz Dolaysiyla (3.1.16) denkleminden

w e (-x,0) igin dar >0 °dur.
da
Simdi <0 oldugu durumu goz oniine alalim.

Durum c): —%<%—a)<% i¢in, yani 0<w< 7. we(0,7) igin

sin26
2

1(0) =

<0,

(20 ([ 20 20
| =ksin +sin k+1)-6 |cos k-0
(n) (2k+1) (2k+1( ) ) (2k+1 j

>0

yani | ()>0dur.

Yukaridaki esitsizliklerden ve @ e (O, af) icin 1(w)<0 ve we (af,?]o) icin

| (@) >0 oldugunu goriiriiz. Bu da (3.1.16) ile Lemmanin saglandigini gosterir.
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3r . . : .
Durum d): %<%—a)<7ﬂ i¢in, yani —7 <w<0. weH_ icin

9—(2m+3j7r 0—(2m+§j7z
| =—ksin <0
k k
ve
9—(2m+2jﬂ' 9—(2m+2jﬂ'
| =—ksin <0
k k

Dolayistyla @ e H,, i¢in | (@) <0’dir. @ € H,, i¢in cos(wk —@) >0 dur. (3.1.16) dan
w e (-x,0) i¢in ar <0°dur.

da
Boylece ispat tamamlanir.

Dolayisiyla Lemma 3.1.6 ve Lemma 3.1.7°den, iz koki harig (3.1.7)’nin kokleri |q|

artar iken siirekli olarak sifirdan uzaklasir.
Uyan 3.1.1

(3.1.7) denkleminin birim ¢gember tizerindeki kompleks koklerinin argtimentleri g <0
iken w=n,(Nn=0,£112,...£K) seklindedir ve dolayisiyla minimum degerini n=0

’da alir.

Ayrica (3.1.9) ve (3.1.10) un karelerini alir taraf tarafa toplarsak |q| =2sin [%j yi elde

ederiz. n=0 i¢in
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(k +1j7r—l9
2

2k +1

q(m) = —25in(§] _ _Zsin(ZKH

+1
(k+1j7z—0
\ 2)

2k +1

= —CO0s

olur. Boylece a=1 oldugu durumda (3.1.1) denklem sisteminin asimtotik kararlilig1

i¢in bir alt sinir bulmus oluruz.

Simdi (3.1.7) denkleminin bir kokiiniin ,u=ﬁ yarigaplt ¢ember iizerinde olmasi
a

durumunda |g| degerlerinin ne oldugunu bulacagiz.

Lemma 3.1.8

u= ﬁ yarigapli gember iizerinde (3.1.7) denkleminin bir kokii re' olsun. v =1,...,4
a
1

igin Q, (a) = (a2 +1-2|a|cosa, )5 olmak iizere

jal= %(a) (3.1.17)

o
olur.
ispat:
(3.1.11)’den

cos(wk —6) 1

= cos(w(k+1)-0) |a]
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elde edilir. Buradan
cos(w(k +1)—6)=|a|cos(ak — )

cot(ak —0) = e
cosw—|a|
olur. (3.1.10) ve (3.1.11)’den;

k Sln(() — pk+ Slna)
cos(a(k+1)-6) cos(awk —6)

q=r

yazabiliriz. Yukaridaki esitlikte her iki tarafin karesini alirsak

qQ° _ sinfe
reY " cos® (wk - 0)

1+cot? (wk — 0)

oY)
y cot? (ak — )
sin?
1 _Sin'e
o (eosof)
_sinfe
(cosw—|a|)2

=|a* - 2Jajcos e +1
elde ederiz. Buradan, (3.1.17) denklemini elde ederiz.
(3.1.17)’nin @ ye gore tiirevi

dg _ 2alsinew
dw (a2 +1—2|a|cosw)l/2
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1
’ye gore artandir ve dolayisiyla r = —

[

’nun minimum degeri birbirine esittir. Eger

oldugundan,

‘nun degeri |@

q

’y1 saglayan |o)|

’nin minimum degeri ile |q

__cos(ak-6) 1
~cos(w(k+1)-0) a] (3.1.18)

r=S(w)

gosterimini kullanirsak, S () nin minimum degeri ile |g| *nun minimum degeri de

birbirine esit olur. Lemma 3.1.2, Lemma 3.1.3 ve Lemma 3.1.7, S(®)’nin, || ’ye

gore kesin artan ve sadece @' da bir yerel minimuma sahip oldugunu gosterir. Simdi

(3.1.7) denkleminin koklerinin | ,u| = ﬁ diski i¢inde kalmasi igin gerek ve yeter sartlari
a

verelim. Bunun i¢in ¢ >0 durumundaS (@) ’nin grafigini ¢izelim;

S{wh

Sekil 3.2. g >0 oldugunda S(a)) 'nin k =3 ve 9:2?” icin grafigi
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Lemma 3.1.9

g>0, a=#0 ve %<9<7r oldugunu kabul edelim. O zaman (3.1.7) denkleminin

biitiin koklerinin |z = 1 diski i¢inde kalmasi i¢in gerek ve yeter sart

[

Q(a)

k+1
3|

O<|al<1ve 0<qg<

olmasidir.

ispat:

Durum 1: i21 yani 0<[a|<1 oldugu durum. Sekil 3.2°den dolayr r=S()’nin

@]
03"
" i ,0 | araliginda en az bir @, ¢6zilimii vardir. Dolayisiyla Lemma 3.1.6, Lemma
+
3.1.7 ve Lemma 3.1.8’den =1 kokii, q=0"dan q= (|?1|£i) e artar iken |,u|:é
a
diski i¢inde kalir. q = C|21|Ei) ’de iken | y| :ﬁ ¢emberi iizerinde olur. q = (|?1|Ei) ’den
a a

artar iken |,u|:i cemberi diginda kalir. Dolayisiyla, (3.1.7) denkleminin biitiin

[

koklerinin || = = diski iginde kalmas igin gerek ve yeter sart

[

Q(a)

k+1
4

0<g<

olmasidir.
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Durum 2: 0<i<1 yani [a|>1 oldugu durum. Sekil 3.2’den @ € G, igin S(a))zﬁ

[

’dir. Dolayisiyla bu da bize |,u|2ﬁ iken (3.1.7) denkleminin g =1 kdokiiniin
a

oldugunu gosterir.
Simdi q <0 i¢in S () nin grafigini ¢izelim;

S{w)

Sekil 3.3. g <0 oldugunda S (a)) nin k=3 ve 9:2?” icin grafigi

Lemma 3.1.10

<0, a=0 ve %<«9<7r oldugunu kabul edelim. O zaman (3.1.7) denkleminin

biitiin koklerinin | y| = 1 diski icinde kalmasi icin gerek ve yeter sart

[

ve ~Q(a) Q:(a)

O<lal<——— —
<| | < S (Cl)+) |a|k+1 < q < |a|k+l

ya da
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Q,(a)

k+1
a

0<|al<1ve — <q<0

olmasidir.
ispat:

Ik 6nce —Q, (a) <-Q;(a) <—Q, (@) oldugunu kabul edelim. Ayrica Lemma 3.1.5 ve
Uyari 3.1.1°den, Hj arah@inda r=S(w)=1’i saglayan  degerinin 7, oldugunu
biliyoruz. Simdi (3.1.7) denkleminin koklerinin yerini arastiralm. =0 oldugu
durumda (3.1.7) denkleminin kokleri O ve 1’den olusur ve g =1 basit kokii sifirin

komgulugunda q sifira dogru artar iken (q<0°da) H, bélgesinde kalir. Burada ii¢

durum s6z konusudur.

r
0-"
Durum 1: = >1 yani 0<|a| <1 oldugu durum. Sekil 3.3’den, no,k—i araliginda
+

[

S(w)’nin en az bir @, kokii vardir. Dolayisiyla Lemma 3.1.6, Lemma 3.1.7 ve

Lemma 3.1.8, x#=1"in kokii, q=0"dan q :—(|?2|Ei) e artar iken |ﬂ|:é diski
a
iginde kalir. q=— T2|Ei) iken |,u| =é ¢emberi iizerinde olur. = — (|22|Ei) ’den artar
a a
iken | ,u| =é diski disinda kalir. Dolayisiyla (3.1.7) denkleminin biitiin koklerinin

1 .. ... . ..
| ,u| = H diski i¢inde kalmasi i¢in gerek ve yeter sart
a

Q(a)

0<|al<1ve ——3

<g<0

olmasidir.
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1 : 1
<—<1 yani 1<laj<——
|a| | | S(a)*)

r=S(w)’nin (0, af) ve (a)+ : 770) araliklarinda sirasiyla en az bir o, ve @, ¢oziimleri

Durum 2: S(o") oldugu durum. Sekil 3.1.3°den

vardir. O zaman Lemma 3.1.6, Lemma 3.1.7 ve Lemma 3.1.8’den, x=1 kokii

Q@) _(a), Q(a)

o o e giderken |u|= il | diski iginde kalir. q=- b ya da
a
q ——(|23|Ei) ’de olmasi durumunda |,u|=é cemberi iizerinde olur. —T |Ei) “den
a a
artar iken |,u| =é diski disina dogru hareket eder. Dolayisiyla (3.1.7) denkleminin

1
biitiin koklerinin | ,u| = — diski i¢ginde kalmasi i¢in gerek ve yeter sart

g

0<faf<— 2 ve - 28 g 22)
(@) Ja al
olmasidir.
Durum 3: 0<=<S(e") yani |aj 21 oldugu durum. Sekil 3.1.3°den we Hy icin

S(w )>i’d1r Dolayisiyla bu da bize |,u|>— iken (3.1.7) denkleminin x=1

g g
kokiiniin oldugunu gosterir.

Simdi (3.1.1) denklem sistemi i¢in gerek ve yeter sartlar1 verebiliriz.

Teorem 3.1.2

(3.1.1) denklemi i¢in a#0, %< |6’| <7 ve k’nin tek oldugunu kabul edelim. (3.1.1)

denklem sisteminin sifir ¢oziimiiniin asimtotik kararli olmasi igin gerek ve yeter sart

asagidakilerden birinin saglanmasidir:
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i) ﬁ>1 ve 0<b<Q,(a)

i) ézlve —-Q,(a)<b<0

iii) S(a)*)<i<l ve —-Q,(a)<b<—Q,(a)

g
ispat:
- k+1 - b S ) -
k tek ve a=0 iken a" >0 olacagindan ¢ = ’in igaretinin b ye bagli olarak
degisecegi aciktir. Dolayisiyla asagidaki durumlar1 g6z 6ntinde bulundururuz;

Durum 1: Eger b>0 ise o zaman >0 olur. Dolayisiyla Lemma 3.1.9’dan (3.1.1)

denklem sisteminin ¢6ziimiiniin asimtotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

1otve 0<b<Q,(a)

al
olmasidir.

Durum 2: Eger b<0ise 0 zaman (<0 olur. Dolayisiyla Lemma 3.1.10’dan (3.1.1)

denklem sisteminin sifir ¢6ziimiiniin asimtotik kararli olmasi igin gerek ve yeter sart

ézl ve —Q, (a)<b <0 yada S(a)*)<é<l ve -Q,(a)<b<—Q,(a)

olmasidir.

Ornek 3.1.2

A=i2\/§R(9), a=1/2 ve k =1 olmak iizere
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1
x(n+1)—§x(n)—Ax(n— )=0 (3.1.19)
denklem sistemini ele alalim. Bu denklem sisteminin karakteristik denklemi

FU)EQ#—%A—QJ%WMA?<1—0$%”):Q

seklindedir. Buna gore b= ? , |a| = % ve w=rx/3 i¢in q=Q(12)= 23

olacagindan

é:2>1 ve 0<b<Q,(Y2)=23

saglanir. Dolayisiyla, Teorem 3.1.2 (i) geregi (3.1.19) denklem sistemi asimtotik
kararlidir. Ayrica

%—%A—Q%&mzm

£I3.. 1+|

karakteristik denklemini incelersek, bu denklemin e = — ¢
8 24 2 2

’ye sahip oldugu goriiliir. Dolayisiyla (3.1.19)’un kokleri birim daire igine diiser.

Teorem 3.1.3

(3.1.1) denklem sistemi igin a =0, %< 6| <7 ve k ’nin ¢ift oldugunu kabul edelim.

(3.1.1) denklem sisteminin sifir ¢oziimiiniin asimtotik kararli olmasi igin gerek ve yeter

sart asagidakilerden birinin saglanmasidir:

. b 1
i) 520, ;>1 ve |b| <Q (a)
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b 1
ii) £<O’ HZl ve |b|<Q,(a)

iii) g<0, S(a)*)<i<l ve Q;(a)<|b|<Q,(a)

4
Ispat:

k ¢ift ve @a#0 iken, (’nun isareti a ve b’ye bagl olarak degisir ve asagidaki

durumlari g6z 6niinde bulundururuz;

Durum 1: a>0 ve b>0 ise 0 zaman >0 dir. Dolayisiyla Lemma 3.1.9’dan (3.1.1)

denklem sisteminin sifir ¢6ziimiiniin asimtotik kararli olmasi igin gerek ve yeter sart

1oive 0<b<Q(a)

al
olmasidir.

Durum 2: a>0 ve b <0 ise 0 zaman g <0 ’dir. Dolayisiyla Lemma 3.1.10°dan (3.1.1)

denklem sisteminin sifir ¢6ziimiiniin asimtotik kararli olmasi igin gerek ve yeter sart

ézl ve —Q,(a)<b <0 yada S(af)<ﬁ<1 ve —Q,(a)<b<-Q;(a)

olmasidir.

Durum 3: a<0 ve b >0 ise 0 zaman g <0 ’dir. Dolayisiyla Lemma 3.1.10°dan (3.1.1)

denklem sisteminin sifir ¢6ziimiiniin asimtotik kararli olmasi igin gerek ve yeter sart

ﬁzl ve 0<b<Q,(a) yada S(af)<§<1 ve Q;(a)<b<Q,(a)

olmasidir.
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Durum 4: a<0 ve b<0 ise 0 zaman >0 ’dir. Dolayisiyla Lemma 3.1.9°dan (3.1.1)

denklem sisteminin sifir ¢6ziimiiniin asimtotik kararli olmasi igin gerek ve yeter sart

%>1 ve -Q (a)<b<0

olmasidir.

Ornek 3.1.3
A= i16x/§R(9), a=1/2 ve k =4 olmak iizere

x(n+1)—%x(n)—Ax(n—4):0 (3.1.20)

denklem sistemini ele alalim. Bu denklem sisteminin karakteristik denklemi

F(1)= (,15 - %/14 - i16\/§e‘9j(/15 -2 -i16y3e ™) =0,
o N3 . i
seklindedir. b = la| = 3 ve w=r/3 i¢in q=0Q,(1/2) =16+/3 olacagindan

=3>0, i=2>1 ve |b|<Q1(J,/2):16\/§

b_
a [

saglanir. Dolayisiyla, Teorem 3.1.3 (i) kosulundan dolayr (3.1.20) denklem sistemi

asimtotik kararhidir. Ayrica

15—%14 —i164/3e“ =0,
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1

karakteristik denklemini incelersek, bu denklemine'’ = — - icin
1283 6443 ¢

1 i - .
A :_E+E ’ye sahip oldugu goriiliir. Dolayisiyla (3.1.20)’nin kokleri birim daire

i¢ine diiser.

3.2. iki Gecikmeli Lineer Homojen Fark Denklem Sistemi I¢in Asimtotik
Kararhhk Sartlan

Bu kesimde, A, 2x2 tipinde bir sabit matris, k, |, 1<1<k o6zelligindeki pozitif

tamsayilar, a e [—1, l] - {0} sartin1 saglayan bir reel say1 olmak iizere
Xp — 8%, + A(X, 4 +X,,)=0,ne{0,12,..} (3.2.1)

iki gecikmeli lineer fark denklem sisteminin asimtotik kararlilig1 izerine sonuglar elde
edilmistir. Ayrica (3.2.1) sisteminin ¢oziimlerinin X, X ,,;,..., X € R? baslangic

sartlari ile tek tiirlii belirlendigi kabul edilmistir.

(3.2.1) lineer fark denklem sisteminde, P singiiler olmayan bir matris olmak iizere,

X, yerine X, = Py, yazarsak
Yo —aY, +PAP(Y,  +V,,)=0,ne{012,..} (3.2.2)

sistemini elde ederiz. Dolayisiyla (3.2.1) sistemini ele alirken A matrisini agagidaki

iki Jordan formundan biri seklinde yazilabilir (Elaydi, 2005):

I) b, b, ve d reel say1 olmak iizere, A matrisinin reel 6zdegerlere sahip oldugu

durum, yani
d
A= b
N
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dir.

I é, O<|0|S% olacak bigimde ve ¢ reel say1 olmak iizere, A matrisinin kompleks

0zdegerlere sahip oldugu durum, yani
cosd —sind

A=q| .
sin@ cosé

dir.

Bizim buradaki amacimiz (3.2.1) sisteminin asimtotik kararliligini incelemektir.
Bunun i¢in (3.2.1) lineer fark denklem sistemine ait karakteristik denklemin biitiin
koklerinin D? birim diski i¢inde oldugunu gostermek yeterlidir. ispat igin (3.2.1)
sisteminin karakteristik denklemine kok analizi uygulanacaktir. (I) durumunun ispati
(II)’ye benzer sekilde oldugu i¢in sadece A matrisinin (II) durumu igin ispat
yapilacaktir. (3.2.1) sisteminin karakteristik denklemi, | 2x2 tipinde birim matris

olmak iizere
F () =det((2 —a2") 1+ A(2" +1)) =0 (3.2.3)
seklindedir. (3.2.3)’den

At —aa* +qcos@ (A +1) ~qsin0(A*" +1)

F(A1)=det
)= gsind (2" +1) A —aa* +qcosf (A +1)

(/1“1 —ai* +qcosf(A*" + 1))2 + (q sing (A" +1))2
= (/Ik*l —an* +ge’ (A" + 1))(&k+l —al* e (A4 + 1))

yazilir. Burada

f(2)= (M” —ai* +qe” (1 +1)) (3.2.4)
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olarak alirsak (3.2.3) karakteristik denklemini

F(4)=f(2)f(1)=0 (3.2.5)

biciminde yazabiliriz. 2 , A ’nin karmagsik eslenigi olmak {izere

t(2) :(/1“1 ~ai*+qe (2! +1)) =0 (3.2.6)

denklemini ele alalim. —77£9<0 iken (Z)=0 denkleminde 6 =-0 yazilirsa
O<HS% igin f(4)=0 elde edilir. Dolayisiyla (3.2.5) denklemininin koklerini

arastirmak i¢in 0<@ <7 5 sart1 altinda f (ﬂ) =0’1n koklerini aragtirmak yeterlidir.

Ayrica g =0 oldugu durumda (3.2.4) karakteristik denkleminin basit a reel kokii ve

k katl sifir kokii vardir.

(3.2.1)’in ¢oziimlerinin kararliligini arastirmak igin asagidaki 5 lemmaya ihtiyag

vardir.

Lemma 3.2.1

0<6< % ve ae[-11]-{0} oldugunu kabul edelim. [.] tam deger fonksiyonu, k1,

1< <k kosulunu saglayan pozitif tamsayilar ve

R s R e

olmak iizere, (3.2.4)’iin 6D? lizerindeki kompleks koklerinin argiimentleri

(20+1)7r+29
0 =t
v k+1
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seklindedir.
ispat:

A €D’ olsun. Dolayisiyla @ e (—7, 7[] icin A=¢"“’dir. 1=¢", (3.2.4)’iin oD?
iizerindeki kokii ise f(2)=A4""-al*+ge” (2 +1)=0 denklemini saglar.

Buradan

_ ﬂ,kﬁ (a—ﬂ,)

ara (3.2.7)

- 1 .
elde ederiz. Ayrica A = 7 ve (3.2.7)’in kompleks esleniginden

_€’(an-1)
= A(AF+2Y) (328)

yazilabilir. Dolayisiyla (3.2.7) ve (3.2.8)’den

pi20 _ gkl ((f__ai)) (3.2.9)

olur. we(-z,7] oldugundan a)e(—ﬂ,ﬁ]—{—%,%} icin a=cosw alabiliriz.

(3.2.9) dan
—gi20 = gkt gie (3.2.10)
olur. Sonug olarak (3.2.10)’dan

20+1)7 +2
o, = “+k l’l” 0 (3.2.11)
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elde edilir.o

Lemma 3.2.2

20+1) 7 +20
0<6 s% ve a€[-11]-{0} oldugunu kabul edelim. q={q,}, o, =%

argiimenti ile tanimli olmak iizere A =¢", (3.2.4)’in 6D? iizerindeki kokii ise

_ sinw,
&= 2sin(ka, - 6)

olur. Ayrica her bir q, igin 6D de yalniz bir A =¢€'” basit kokii vardr.
ispat:
(3.2.8) ve (3.2.10)’dan
_e’(1-al)
S A(A4+ )

(1-al)
A(Ae+ e

12] —iw

dir. a)e(—ﬁ,ﬁ]—{—%,%} icin a=cosw ve Sina):e—_ oldugundan

q= sinw
2sin(ko—6)

olarak elde ederiz. Simdi (3.2.4)’iin her bir q, icin basit bir koke sahip oldugunu

gosterecegiz. Bunu gdstermek icin % | %0 oldugunu gostermek yeterlidir.
A=4,

?—/1 | #0 olmasi f(A)nmn, A=A, nin bir komsuluu iginde yerel olarak
A=A,

homeomorf olmasi, diger bir ifade ile A ’nin basit kok olmasi ile denktir. (3.2.4) den
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% =(k+1) 2" —kaa ' +ge"’ (k—1) A"
A=A,

AP(1+1) A —1aa*" + (k +1) A —ka |

1 (3.2.12)
dir. Aksini kabul edelim, yani Sf—/“L“ =0 olsun. Dolayisiyla (3.2.12)’den
(1+1) A" —1a2“" +(k+1)A-ka=0 (3.2.13)
olur. Ayrica 2 =% ve (3.2.13)’iin kompleks esleneginden
—ka2 " +(k+1) A —lal+1+1=0 (3.2.14)

elde edilir. (3.2.13) ve (3.2.14)’i kullanarak

(k+1+ 2)(ei‘”(k") +1)(ei‘" - e’i‘”) =0

esitligini elde ederiz. q =0, K+1+2%0 ve 2*' +1%0 oldugundan ?7 | »0°dr.
A=4,

Uyan 3.2.1

Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.2.2°den q, degerinin kK ve | ye gore simetrik oldugunu

sinaw,

soyleyebiliriz. Dolayisiyla = —— % —
T VSV = 2sin (1w, - 0)

yazabiliriz.

Asagidaki lemmada Q reel sayist =0, ve =0 m komsuluklarinda degisir iken

(3.2.4)’lin OD? iizerindeki koklerinin hareketi incelenecektir. Ayrica bundan sonraki
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ispatlarda (3.2.4)’tin =0, ve =0 civarindaki kokleri i¢in sirasiyla

Al = 2,(a,)=4, ve 4 | = 2,(0)=a gdsterimini kullanacagiz.
a=q, 9=0

Lemma 3.2.3

0<0 S% ve ae[-1,1]-{0} oldugunu kabul edelim. ¢ =g, ’niin komsulugu i¢inde

|g| artan iken | 4| artandir.
ispat:

f eC? olsun ve f (q.4)= A —adk +ge" (/1'(_' +1) seklinde tanimlansm. A ’ler f

’in kokleri oldugundan f(qu,/lu)=0 oldugu aciktir. Ayrica Lemma 3.2.3’iin

of (a,,4,)

ispatindan ———
oA A=4,

#0 oldugunu biliyoruz. Dahasi1 “kapali fonksiyonun

varlig’” teoreminden (=0, ’nin komsulugu i¢inde A, holomorftur. Bdylece

f(a,4,)=0"dan

dA oq
C=—— 3.2.15
dq o (3.2.15)
oA

yazabiliriz. A, =re'” oldugundan

di, 04, 04, or 04, O

(% v (%

dq :aRe(q): or aRe(q)Jr dw 0Re(q)
A or . Ow

(%

=7(8Re(Q)+'raRe(Q)]

dir. (3.2.15) ve q’nun reel degerlerle sinirli olmasindan
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dr rda A0 A, 00 04

ar _Rel 94 | _pel —4 M |_Re| _A4 0404 3.2.16

dq (,1” dq] of of [ (8219
oA EY)

elde edilir. g =0 igin Zf—q:—%(}tu“”—a/lvk) ve (3.2.12)°den

AF k—1+1
_Lgﬂ:Ll(ﬂyl_aﬂuk) ik /104 |k‘|:|11 - Iil +k+l_ka
4, 0004 A, q AN AT AR T

r 2 | k 1
=—4, - a| T Tk T
q A7 +1 A7 +1 1-Ja
_ (2o+1) 7 +20
dir. Eger @, = v olmak iizere a =C0Sw alinirsa
—%?%:izfaf(ﬂﬂj (3.2.17)
» 00 q

elde edilir. (3.2.17), =0 ve 4, #a i¢in (3.2.16)’da yerine yazilirsa

o -’ (I;k +1jr
Ll : >0 (3.2.18)
do ] of

oA

olur. Dolayistyla (3.2.18) esitliginden, ¢ =0, niin komsulugu i¢inde |q| artan iken

r= |l ’da artan oldugunu soyleyebiliriz. o

Lemma 3.2.4

g =0’ komsulugunda asagidaki esitsizlikler saglanir.
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i) Eger O<6?<% ve ae(0,1] ise 0 zaman q =0 igin sgn(|ﬁ|—a).sgnq <0 dir.

i) Eger 9:% ve ae(-11]-{0} ise o zaman q =0 i¢in |4|>a dur.

Ispat:

i) (3.2.15) kullanilarak

elde edilir. Ayrica

dr —Re[L dﬂujz_cose(a"' +1)

a - )VU dq ak+l

.
dir. Dolayisiyla 0<8 <% ve ae(01] igin j— <0’dir. Diger taraftan
q

A | =4,(a,)=4 ve 2 | =2,(0)=a oldugundan

q=q, q=0
A — —
ﬂ: ||m U(q)| ﬂ/U (0)| — ||m AU(q)| a <0
dq q—0 q- q—0 q

dir. Bu q # 0 igin (i)’in saglandig1 anlamina gelir.

2
i) 0="= icin ar | =0 oldugundan d_g
2 d dg” «

‘ ’nin isaretini goz oniine almaliy1z.
q q=0 =0

f(a,,4,)=0 oldugundan
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o*f . *f dA, &%f(dA)  of d%A,
>+ +— + =0
aq oqo4, dqg 04,7\ dq 04, dq

dir ve buradan

“2(k—1)e%a<" (a*' +1) 2ke (a ! +1)° 2
( ) k+1 ( i )+ gkﬂ - ) +ak dd(:f; =0

a
elde edilir.

d2a,  2(a'+1)(la*" +k)
dg

T 2k+1
a

oldugundan

1d%A

a dg

2 >0

2

dir. Ayrica A, =re" oldugundan

d’4, A[..drde (do) dr . d
= A—— | — | +—+I—
dqg r dg dq dg dg dqg

ve Q’nun reel degerlerle sinirli olmasindan
d’, 4, [da)Jz dr
= | | t—
dg r dg ) dRe(q)
olur. Buradan

2 2 2 2
d—Z:Re rd };“ +r do > Re rd };“
dqg A, dq dg A, dq
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yazilabilir. Ayni zamanda

>0

/10 dq2 2k+2

;j_ s ( r dng]ZZr(a"" +1)(Ia"" +k)

oldugundan ¢ =0 i¢in lemmann saglandig goriiliir. Dolayisiyla q=0 igin |4|>a

olur.

Artik asimtotik kararlilik igin bir tartisma baslatabiliriz. Lemma 3.2.4’tin (i)

kosulundan  sifirdan artar iken /1(0) =a koki D? birim diski i¢inde kalacaktir.

Boylece >0 olmasi asimtotik kararlilik igin bir gerek sarttir. Diger taraftan q >0

olsun. Dolayistyla 0< @ <% iken Lemma 3.2.4’0n (i) kosulundan (3.2.4)’lin biitiin

koklerinin D? birim diski iginde kalacagim biliyoruz. Ayrica ¢9=% iken Lemma

3.2.3 ve Lemma 3.2.4’1in (ii) kosulundan (3.2.4)’lin en az bir kokii ( pozitif oldugu

siirece D*’yi asip C— D? icine diiser. Bu nedenle (3.2.4)’lin biitiin koklerinin D’

birim diski i¢inde olmas igin gerek ve yeter sart q°=min{q, : g, >0} olmak iizere
q>0>0 ve 0<fO< % ‘in saglanmasidir. Diger taraftan q° >q>0’in bir yeter

kosul oldugu goriiliir.

Lemma 3.2.5

T
, 0<f<—,
g, 5

T
, ——<6<0,
Uy 2

olmak tizere, (3.2.1) sisteminin asimtotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

0<g<q ve 0<O< % esitsizliklerinin saglanmasidir. Diger taraftan
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sin[ Z=2 e
. Zco{(k(lr;(r:rjw)} ve g, = 2cos[(k( :()272929)}

2(k+1) 2(k+1)

oldugundan

sin(ﬂ_zwj
g = k+1
(ETe)

2(k+1)

(3.2.19)

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla q° >0 i¢in 0 < |9| < % saglandigindan, gerek ve yeter

sart yalnizca 0< (< (" esitsizligine indirgenir.
ispat:
q_, Ve g, m ispatlari benzer oldugundan sadece q_, icin ispat yapilacaktir. ispat igin

her g, >0 i¢in g, =2 q_,, yani, 0<9£% igin

sinw, S sinw ,
2sin(kaw, —0)  2sin(ka, - 0)

(3.2.20)

oldugunu gostermek yeterlidir. @, =0 oldugundan 6 = % durumu agiktir. Dolayisiyla

ispatt 0< @ <% icin ve asagidaki (i) ve (ii) durumlarin1 géz Oniine alarak yapacagiz:

1) >0 i¢in O< @, S% durumunu g6z oniine alalim. Bu durumda k+1=M iken

7—20 T (21)+1)7z+2¢9
o= = (M —K)p Ve &=y =TT O
o 1= Jo Ve &=, K+l

olmak

(pe = gp = —a)_l =
tizere agagidaki esitlikler saglanir:
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ko, —6?=(20+1)7r—[@—9j
®»

ko ,—0=-7+n+86.
Dolayisiyla (3.2.20)’yi yeniden
siné S sing

sin(QZ—HJ “sin(n+6)

olarak yazabiliriz. Buradan

sin&sin(n+ ) =sin gosin(@—@j (3.2.21)
®

olur. 1<1 <k oldugundan M <2k <2M -2 yazabiliriz. Buradan
o<n s%— 0 (3.2.22)

elde edilir. Ayrica

7z+2«9£w Sz
M v2

oldugundan

,zvl—ewo <£< (3.2.23)

NN

&,

] olarak tanimlayalim. Boylece
@

olur. H(&,n)=sinésin(n+6)-sin gosin(

(3.2.21)’in ispat1
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20 T T
D:={(¢, R?2: =4 <E<Z p<n<=-0
{(577)6 M%§2¢n2}

dikdortgensel bolgesi lizerinde

H(E7)20 (3.2.24)

esitsizligine indirgenmis olur. (3.2.24)’{in ispatin1 bolgenin i¢i ve sinir1 olarak iki ayri

adimda ele alacagiz.

Adim 1:

C,(H)={(&n)eD:dH (&n)=0} climlesi iizerinde H (&,77)>0;

dH (&,7)=0"dan

%:cosgsin(n+6)—singocos[%— J%:O
%:sinfcos(n+0)—sin(pcos[%— ngo

$ n

dir. Yukaridaki son iki denklemden C,(H) cilimlesi tizerinde =
tané tan(n+0)

esitligini elde ederiz. Dolayisiyla gp<n£%—6’ icin &yi 2 ’nm bir ® fonksiyonu

olarak &= (n) seklinde ifade edebiliriz. OSUS% igin fonksiyonunun

& __n+o
tané tan(n+6)

T p/a ..
monoton azalan olmasi ve esitsizliginden, (/)<77SE_9 i¢in

®(n7) = n+ O esitsizligi elde edilir. Bu durumda (3.2.24)’ii yeniden ele alirsak
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H(é,n)=Sin<1>(f7)si”("+9)‘Sin(p5in[%_gj

ve

H(&,7m) zsin®(n)sin(n+0)_sin¢ @
o(n)(n+0)  @(n)(n+0) (7)(n+0)
elde editir. 27 1 oldugundan

@
sin (19(77)77_

H(En) _ sind()sin(n+6) sing ( r gj
o(n)(n+6) " ©(n)(n+0) o Omn_,

¢
sinu

olur. 0<u<r i¢in fonksiyonunun monoton azalan olmasindan @ (#7)>7+6 i¢in

sin(n7+0) _ sin® (1)

> (3.2.25)
(m+0) — @(n)
elde edilir. (3.2.25)’den g <7 s%—e icin
2 sin(q)(n)n—ej
[sindb(n)J  sing @ (3.2.26)
® (1) o ®mn_,
@

olur. Dolayisiyla (3.2.26), (3.2.24)’e indirgenir. (3.2.26)’nin ispatt igin

M —-6>®(n)-0>0 oldugundan asagidaki {i¢ durum s6z konusudur.
@

71



Durum 1: 0<M_937[

4
.. sinu . T,
0<u<r icin fonksiyonunun monoton azalan olmasindan ¢ <7 < 5—6’ icin
2

. 2. sin(q)(n)n—ej sin(q)(n)n—e]
(sm@(n)} , sing @ S 4 (3.2.27)

(1) o Omn_, ®(mn_,

4 4

yazabiliriz. M_g_cp(n) ifadesini g6z Oniinde bulunduralim. Buradan
4

@(n) (% - 1) —6>0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla

©(m)n_, (3.2.28)

sinu

dir. 0<u<r igin fonksiyonunun monoton azalan olmasindan ve (3.2.28)’den

0< 27 _ 4 oldugu goriilir.
(4

D (n)n
o

Durum 2: r< -0<L2r.

sin[q)(n)n —HJ <0 oldugu i¢in ispat agiktir.
Durum 3: M_9> 27!
®

g0<77£%—49 icin
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RS
»

dir. Dolayisiyla adim 1’in ispat1 tamamlanir.
i) Adim 2: 0D lizerinde H (&,7) ‘min negatif olmadigini gdsterelim;

>

Bunun i¢in sinir noktalarini sirasiyla inceleyecegiz:

Durum 1:

oD lizerinde 1 = - 0 iken;

5]
H (5,77):sinésin(%—9+9j—sin¢sin 2 g
>sin& —sing > 0.

Durum 2:

dD tizerinde & =% iken;

H(&m) =sin%sin(77+0)—sin (psin(%—ej

>sin(n7+6)—-sing>0.
Durum 3:

oD tizerinde 7 = ¢ iken;
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H(&,m)=sin&sin(@+0)—sin ¢sin[§—¢—0j
4

=sin&sin(@+0)—singsin(&-0)
=sin&cosgsin@+singsingdcosé > 0.

Durum 4:

oD iizerinde & = % + ¢, iken;

20 , j
M Do 77_0

H(§,77)sin[lzvl—g+(p0jsin(77+0)—singosin[ z

20

M T @ |7
fonksiyonun isaretini inceleyebilmek ig¢in ~——~<——0—(r+6) ifadesini ele
4

alacagiz.

20

(M‘l'(”ojn 2
——9—(n+9):29£—’7—1j
® M

dir. Dolayisiyla

20
W+(/70 n
sin| ~——~<——-0 |>sin(n+0)
®
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dir. Ayrica ¢ = 720 ve ¢, = % oldugundan
20 V/d
<=4 <=
VIR

elde ederiz. Boylece oD iizerinde & = % +@, iken H(&,n)=0"dr.

. .. 2v+1 20 . .
i)  o<0igin —% <w,<0: Lemma 3.22°den o, :% 1¢in
_I_

sinw,

= ———— oldugunu biliyoruz. Ayrica
N 2sin(lo, - 6) ¢ 4 Y

0-rx < O0—rx b 20— 4

_y
2l M M

00—
2l

esitsizligini  yazabiliriz. ue { ,0) icin  monoton azalan  olan

()= 23inszrl]uu—9)

fonksiyonu tanimlansin. O zaman

h(ez_—l’rj >h(w,) (3.2.29)

7T
—,OJ alalim. Boylece @, <@, oldugundan

olur. ispat icin ilk olarak @, e[ o

d, =h(®,)=h(e,)=q, olur.

. T -1
Ikinci olarak @, € {_E’Tj alalim. Bu durumda
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f—(2m+1 -
m=12,... olmak iizere a)ue[[ ( o )ﬂ](e Zzlmﬂjj ve I >m+1 igin h(u)

60—
fonsiyonu {—% : Tﬂj araliginda monoton azalan oldugundan ve (3.2.29)’dan

sinw 0-rn
=h = v >h >h =
% =h(@,) 2sin (1o, - 0) ( 21 j (@1)=0,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Yukaridaki lemmalar 1s181inda asagidaki teoremleri verebiliriz.
Teorem 3.2.1

0< Hgg, ae[-11]-{0} olsun ve (3.2.1) sistemindeki A matrisinin (II)’deki gibi

oldugunu kabul edelim. O zaman (3.2.1) sisteminin asimtotik kararli olmasi i¢in gerek

) (7[—2|H|j
siIn| ———
k+1

SNECE)

2(k+1)

ve yeter sart

0<g<

esitsizliginin saglanmasidir.
ispat:

Ispat; Lemma 3.2.1, Lemma 3.2.2, Lemma 3.2.3, Lemma 3.2.4 ve Lemma 3.2.5°den

dogrudan elde edilir. O

Ornek 3.2.1

A=qR(6) ve a=1 olmak iizere

76



Xpir = Xy + A(X,5 + X, ,) =0, (3.2.30)
denklem sistemini ele alalim. Bu denklem sisteminin karakteristik denklemi
F(4)=(4*-2°+0e” (1+1))(A* - 2°+qe ™ (1+1)) =0,

seklindedir. k =3, | =2 ve a =1oldugundan, Teorem 3.2.1’den dolay1

T—20

O<q<sin( j<sin18

dir. Dolayisiyla q = % secimi ile

At —23+%ei9(/1+1) 0

karakteristik denklemini incelersek, bu denklemine” =6+3i igin A :—%—% 'ye

sahip oldugu goriiliir. Dolayisiyla (3.2.30)’un kokleri birim daire igine diiser.
Teorem 3.2.2

e[-11]-{0} olsun ve (3.2.1) sistemindeki A matrisinin (I)’deki gibi oldugunu

kabul edelim. O zaman (3.1.2.1) denklem sisteminin asimtotik kararli olmasi igin

gerek ve yeter sart 1 =1,2 olmak tizere

esitsizliginin saglanmasidir.
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ispat:
Teorem 3.2.1in ispatina benzerdir. O

Son olarak A, dxd tipinde bir sabit matris, K,|, 1<I<k 6zelligindeki pozitif

tamsayilar ve a €[—1,1]—{0} dzelliginde bir reel say1 olmak tizere
Xp — 8%, + A(X,, +%,,)=0,ne{012,..} (3.2.31)

yiiksek boyutlu iki gecikmeli lineer fark denklem sistemini géz oniine alalim.

Ornek 3.2.2

b d
A= olmak tzere
0 b,

Xpi1 =Xy + A(X, 3+ X, ,) =0, (3.2.32)
denklem sistemini ele alalim. Bu denklem sisteminin karakteristik denklemi
F(4)=(2" =2 +b (1+1))(4* - 2°+b, (A1 +1)) =0,

seklindedir. k =3, 1 =2 ve a =1oldugundan, Teorem 3.2.2’den dolay1

O<b <sinl8

dir. Ayrica b, = 2—14 secimi ile

/14—2,3+i(/1+1):0
24
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karakteristik denklemini incelersek, bu denklemin 4, =0,5 ve A, =0,887 koklerine

sahip oldugu goriiliir. Dolayisiyla (3.2.32)’nin kdkleri birim daire igine diiser.

Teorem 3.2.3

A nin 6zdegerleri qjeiaj (j=12,..,d) seklinde olsun. O zaman (3.2.31) denklem

sisteminin asimtotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

- [”‘Z‘Qiq
sin| ——1
k+1

Zco{w—n(ﬂ—w,-)]

2(k+1)

0<g<

(i=12,..,d)

esitsizliginin saglanmasidir.
ispat:
A nin 6zdegerleri qjei'gj (j=12,..,d) oldugundan. (3.2.31)’in karakteristik denklemi

f(4) =f[(,1k+l —ai* +q;e” (1 +1)) =0

-1

seklindedir. Dolayisiyla Teorem 3.2.3, Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2°nin bir sonucu

olarak elde edilir.O0

Simdi, 3.1. ve 3.2.”inci kesimlerde ele alinan fark denklem sistemlerinin daha genel
hali olan lineer olmayan ve degisken gecikmeye sahip bir fark denklem sisteminin bir

sinifi i¢in asimtotik kararlilik sartlarini inceleyecegiz.
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3.3. Degisken Katsayili ve Degisken Gecikmeli Lineer Olmayan Fark Denklem
Sistemi i¢in Asimtotik Kararhhk Sartlar

Bu kesimde, ae(-1,1)—{0} ve B(n):(b'j(n))kxk tamsayilar {izerinde tanimli

singiiler olmayan bir matris fonksiyonu olmak iizere
x(n+1)=ax(n)+B(n)F(x,, ), n=012.. (33.2)

bigiminde degisken gecikmeli lineer olmayan bir fark denklem sisteminin ¢dziimlerin

es sinirhiligi ve sifir ¢dzliimiiniin asimtotik kararlilig1 incelenmistir.

Lemma 3.3.1

ae(-11)-{0} ve vnez i¢in B(n)=(h (n))kxk nin singiiler olmayan bir matris
fonksiyonu oldugunu kabul edelim. O zaman x(n) nin (3.3.1) denkleminin bir

¢Oziimii olmasi i¢in gerek ve yeter sart

n-1

x(n)=x(ny)a"™ WLZB(t)F(xtfml)a“‘t‘1 (3.3.2)
t=n,

Olmasidir.

ispat:

(3.3.1) denklemininin her iki yan ﬁ a™* ile carpilip denklem yeniden diizenlenirse

A(x(n) ﬁlal): B(n)F (%, n )Fn[ a™ (3.3.3)

denklemine vartlir. (3.3.3 )’in n,’dan n—1’e toplami alinirsa
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x(n) [Ta =x(n))+ S B(OF (x., ) [Ta” (3.3.4)

olur. (3.3.4) diizenlenirse

X(n) - X(no)an—no + ni B(t)F (thmt )aniH

t=ny
¢Oziimii elde edilir.
Lemma 3.3.2
Asagidaki kosullarin saglandigini kabul edelim.

i) F(0)=0 ve F, X’e gore lokal olarak Lipschitz sartini saglasin. Yani ||x|,| y]| < K

olacak sekilde pozitif bir K varoldugunda, 0 zaman

[F()-F(y)|<tix-yl (3.3.5)

olacak sekilde pozitif bir L sabiti vardir.

i) ae(-11)-{0}, be(0,1) ve |B(t)|= max[i\bljg olmak iizere N>n, i¢in
j=1

1<j<n

LniHB(t)H <b (3.3.6)

t=ny

olsun. O zaman (3.3.1) denkleminin ¢oziimleri es sinirlidir.
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ispat:

Bir B, pozitif sabiti alalim ve B, <(1—-b)B, olacak sekilde bir B, >0 segelim. y/,
7, tzerinde HW(I‘I)H < B, esitsizligini saglayan sinirli baslangig fonksiyonu olsun.

]| = max

‘qo H olmak tizere

H :{¢:Z—>R|Zo'da @(n)=w(n)ve |g|<B, }

climlesini tanimlayalim. (H,””) uzayt bir metrik uzaydir. Gergekten(H,”.”)

uzayinin metrik uzay olma kosulunun birinci ve ikinci aksiyomlarini sagladigi agiktir.

Ugiincii aksiyomu i¢in @, ¢,, @, € H alirsak

d ((/’1’ (/’2) = ”(”1 - ¢z||
x|~ o),

—maXH(% @3t @3 — (/72)

= max H(% (03) ( (pz)

nez*

<maxH(gp1 ?,) H+max” (0:—9,),

nez*

=d ((Dp (03) +d ((93’ (pz)

olur. Dolayisiyla (H : || . ||) uzay1 bir metrik uzaydir. ( H ,|| : ||) uzayinin tam metrik uzay

oldugunu gostermeliyiz. ((0')’nin H cilimlesi tizerinde bir Cauchy dizisi oldugunu

kabul edelim. O zaman
ve>0 ve 3l VK1 21, icin qu' —gpkH<g
veya

Ve>0 ve 3l,: vk,I =1, i¢in mazx‘(go' —(pk)n‘<g
ne
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veya
Ve>0 Ve VneZ igin,

A, : kI =1, ‘((0'—(0k)n‘<g (3.3.7)

yazabiliriz. Dolayistyla N sabiti i¢in (3.3.7) ifadesinden ¢'(n) dizisi R iizerinde bir

Cauchy dizisidir. Ayrica R tam metrik uzay oldugundan

dp(n)eR:p(n)=limg'(n)

[

dir. Simdi ¢ e€H oldugunu gosterelim. ((0' ) €H oldugundan 7Z, iizerinde
@' (n) =y (n) dir. Buradan (D(H) =limg' (n) = l//(n) esitligini elde ederiz. Ayrica,

|0

H(p' (n)” <B, oldugundan Hgo(n)” < B, dir. Bylece ¢ € H olur.

Simdi Z, {izerinde (Pg)(n)=w(n) olacak sekilde bir P:H — H doniisiimi

tanimlayalim ve n>n, i¢in

(Pp)(n)=yw(ny)a"™ + Zl B(t)F (¢, Ja™ (3.3.8)

t=n,

olsun. P: H — H bir déniisim oldugunu gésterelim. n>n, igin

n-1
w(np)a"™ +> B(t)F ((Dt—m[ )a”‘t‘1

t=n,

[(P)(n)]=

n-ny

a

<[l (no)| (3.3.9)

n-1
+ S IBOF (g0 )
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. H < B, dir. Dolayisiyla HF (Xt—rm )H < LH(thmt H <LB,

dir. |¢|<B, oldugundan,

yazabiliriz. O halde (3.3.9)’dan

[Po)(m)|- .+ BL S B (1R

t=n,

n-1
<B,+B,L|> B(t)

t=ng

<B,+Bhb<B,

elde edilir. Bu ise bize P ’nin H’dan H ’a bir doniisiim oldugunu gosterir. Simdi P

‘nin supremum norm altinda bir daralma oldugunu goéstermeliyiz. ,7] € H olsun. O

Zaman
n-1
|(Pe)(n (n)] = OF (¢ )a" = D B(tF (1., Ja"
t o t=ng
< S B0 lo—
<ble-nl

oldugundan P bir daralmadir. Dolayisiyla, daralma doniisiim prensibinden P ’nin,

yalniz bir ¢* e H ¢6ziimiine sahip oldugunu sdyleyebiliriz. Buna gore

(P )(m) =" = (ng)a™™ + S BUF (¢, Ja (3.3.10)

t=n,

esitligini yazabiliriz. NyeZ, ve ¢ €H oldugundan y(n,)=¢"(n,)’ dir. Boylece
(3.3.10)’dan

n-1
o= ()" + T B(OF (7)o

t=n,
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elde edilir. Yani ¢ (n), (3.3.1)’in bir ¢oziimidiir ve bu da (3.3.1)’in ¢dziimlerinin es

siirl oldugunu gosterir.
Sonuc¢ 3.3.1

Lemma 3.3.2°nin sartlarmin saglandigimi kabul edelim. O zaman (3.3.1)’in sifir

¢Oziimii Liapunov kararlidir.
ispat:

be €(0,1) olacak sekilde & >0 alalim ve 0< & < &(1-b) bigiminde bir 5 segelim.

O zaman

O+be<e

olur. w, Z, tzerinde Hl// (n)H <9 esitsizligini saglayan sinirl baslangi¢ fonksiyonu

olsun. ||¢| = maZX‘go(n)‘ olmak iizere
H ={(p:Z—>R | Z,'da p(n) =y (n) ve || < & }

climlesini tanimlayalim. Lemma 3.3.2’den de goriildiigi gibi (H ,|| : ||) uzay1 bir tam

metrik uzaydir. N 2n, i¢in

(Po)(n) =y (ny)a"™ + 3 B(OF (g, )a™™ (3.311)

t=n,

seklinde tanimli P: H — H doniisimiini géz oniine alalm. . Lemma 3.3.2’den P
‘nin bir daralma oldugunu biliyoruz. Herhangi bir @ €H icin [Po| < & dur.

Dolayistyla (3.3.1)’in sifir ¢oziimii Liapunov kararhdir.
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Teorem 3.3.2

Asagidaki kosullarin saglandigini kabul edelim.

i) F(0)=0 ve F, X e gore lokal olarak Lipschitz sartim saglasm. Yani ||x|,|y|| < K

olacak sekilde pozitif bir K sabiti var oldugunda

[F(x)-F ()| <Lx-v] (33.12)

olacak sekilde pozitif bir L sabiti vardir.

1<j<n

ii) [a| <1 ve ||B(1)] =|B(1)], = max(zn:‘bijg olmak iizere n>n, igin
j=1

LniHB(t)H <b, (3.3.13)

t=n
olacak sekilde bir b €(0,1) sabiti vardir.

iii) N —oo iken n—m, | — oo

dir. Bu sartlar altinda (3.3.1)’in sifir ¢oziimii asimtotik kararhidir.
ispat:

|aj <1 oldugundan n — oo iken

n-1

[Ta=a"™ —0 (3.3.14)

s=n,

dir. v, H(// (n)H <r (to) esitsizligini saglayan siirli baglangi¢ fonksiyonu olsun ve
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H*:{gp:Z—)R'Zo'da @(n)=w(n) ve |¢| <& ven— o iken ‘(p(ﬂ)‘—)O}

ctimlesini tammlayalim. Ayrica n >n, i¢in

(Pp)(n)=yw(ny)a"™ + le B(t)F (¢, ,, Ja™* (3.3.15)

t=n,

seklinde tanmli P:H"—> H" doniisimiinii tanimlayalim. Sonu¢ 3.3.1°den, P

déniisiimiiniin bir daralma ve H “>dan H">a bir dontisiim oldugunu biliyoruz.

Asimtotik kararlilik i¢in, n — oo iken (Pg)(n) nin sifira yaklastigini gosterecegiz.

"M

n—o iken —0 oldugundan (3.3.15)’in sag tarafimin ilk terimi

n-1
w(n,)a"™ —0 olur. O halde n— oo iken sadece ZB(t)F(got_mt)—w oldugunu

t=ng

gostermemiz yeterli olacaktir. @eH" alalm. O zaman P, | <& °dir. Ayrica

< ¢ olacak

n—mn — iken ¢, — 0 oldugundan, n>n, ve & >0 i¢in |,

sekilde bir n, >0 vardir. Diger taraftan (3.3.14) geregince n >N, igin

n-n,

&.
<L
be

a

olacak sekilde bir n, > n, sayis1 vardir. Dolayisiyla n>n, i¢in
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nf:B(t)F (0om )a™" F (o, )a™
t=n,
snlz_lst ZHB (pry )am
t=n,

= Lnlz:_lu B(t) (/’tfmtan_HH + LZH B(t) (thmtan_t_lu

t=n,

(¢tm ntl

<5LZHB a" —t— 1”4—6‘1 a" t— 1”
t=ny t=n;
n,-1
< 5LZ t H a H all+e&b
ion s t+1  s=n,
0
M n-1
LI a ZHB IT al+¢b
s=ny |2 Mo s=t+1
<g+eb

dir. Bu ise bize n—oo iken (Pg)(n)—0 sonucunu verir. Daralma doniisiim

prensibinden, P dontsiimii H® iizerinde tek bir sabit noktaya sahiptir. Diger bir
deyisle (3.3.1) denkleminin tek bir ¢6ziimii vardir ve bu ¢6ziim n — oo iken sifira

gider.

Ornek 3.3.1

a=%, vneN ve x=@lJ iginF(x):(:tJ, m(n):ﬂgﬂ ve

2

2—2n+2m(n) 2—m(n)
o) (1+ 22”2"”(")) 142"
A(n)=
(") 3+4,272m2n(n) 1
-2n+2m(n -2n+2m(n
4.2 (1+ g )) 4,22 (1+ p ))

olmak lizere
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x(n+1):%x(n)+A(n)F(x(n—H%}D], n>0
lineer olmayan fark denklem sistemini ele alalim.

i) Oncelikle,

X|| = |X1| + |X2| <1 olacak sekilde K =1 sayist vardir ve

[F COll =pe o=+ el

S(|X1|+|X2|)2

< Pl +xg] =[xl
i¢in pozitif bir L =1 sabiti vardir.
i1) Diger taraftan

Iao)= x| S|
jn o

= oy <1

ve

lim 0

n—wo 2m(n) -

oldugundan

SAm)<b

t=n,

olacak sekilde bir b e(0,1) sabiti vardir.
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ii)
n— oo iken [n—m,|—

oldugundan teoremin biitiin kosuluda saglanir. Boylece (3.3.16) denklem sistemi

asimtotik kararlidir.

-n

-n

Bu denklem sisteminin bir ¢oziimii X :[ j dir. Bu ¢6ziimiin davranisi asagidaki

sekilde gosterilmistir.

1.5 T T T T T T T T T

05 - -

., —
"-r.. .
--.."'!u —

'H..
L}

>< D | NN NN SSSSSSSSEEsEEEEEEEEEEES -

—1.5 i i i Il Il i Il Il Il

-n

-n

. 2
Sekil 2.1. x :[ j ¢Oziimiiniin davranisi

Yukarida ele almis oldugumuz (3.2.1) gecikmeli fark denklem sisteminin siirekli
analogu olan gecikmeli diferensiyel denklem sisteminin kararlilik sartlar1 asagida

incelenmistir.
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3.4. Iki Gecikmeli Lineer Homojen Diferensiyel Denklem Sistemi I¢in Asimtotik
Kararhhk Sartlar

Bu kesimde, A 2x?2 tipinde reel sabit bir matris, a, k vel, k >1>0 6zelliginde reel

sayilar olmak {izere
X'(t)+(1-a)x(t)+ A(x(t-k)+x(t-1))=0, t=0 (3.4.1)

denklemi ile verilen iki gecikmeli lineer homojen diferensiyel denklem sisteminin

asimtotik kararlilig1 incelenecektir.

(3.4.1) denklem sisteminde, P singiiler olmayan bir matris olmak {izere, x(t) yerine

x(t)=Pu(t) yazarsak
u’(t)+(1—a)u(t)+P‘lAP(u(t—k)+u(t—I))=0, t>0
denklem sistemini elde ederiz.

Dolayisiyla (3.4.1) sistemini ele alirken A matrisini asagidaki iki Jordan formundan

biri seklinde yazilabiliriz (Elaydi, 2005):

I) b, b, ve d reel sayr olmak {izere, A matrisinin reel 6zdegerlere sahip oldugu

durum, yani
A= b, d

0 b,
dir.

b, b,, d, g ve 9, |0|<% reel sayr olmak iizere, A matrisinin kompleks

0zdegerlere sahip oldugu durum, yani
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cos@ -—sind
A=q| .

sin@ cosé@
dir.

Simdi (3.4.1) denkleminin karakteristik denklemini bulalim. Bunun i¢in v, ve Vv,

degiskenleri uygun skaler sabitler olmak iizere, ¢6ziim vektoriiniin

V
t — At — 1 At
x( ) ve (v je

2

seklinde secimi ile, (3.4.1) denkleminin karakteristik denklemi
Ave™ +(1-a)ve™ + A(vei("k) +vel("')) =0

olup, buradan

ve' (/1+(1—a)+ Ale ™ +e™ )) =0

elde edilir. Uyar1 2.1°den, karakteristik denklemin sifirdan farkli bir ¢6ziime sahip

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

det (;u +(-a)l +A(e ™ +e )) =0

olmasidir. | , 2x2 tipinde birim matris olmak iizere
F(4)=det(Al+(1-a)l + A(e ™ +e™))=0

karakteristik denklemini ele alalim. durumu igin A matrisinin (II)’deki durumu

g6z0Oniine alinirsa,
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0 A+(1-a)+qcosf(e ™ +e)  —qgsing(e ™ +e )
()= gsing(e ™ +e ) A+(1-a)+qcosd(e ™ +e )

=(4+(1-a)+qcoso(e ™ +e ))2 +(asing(e ™ +e ))2
=(4+(1-a)+qcos@(e ™ +e* ))2 —(iq sing(e ™ +e ))2
= (}t + (1_ a) + q<e—lk+i€ 4 e—/ll+i9))(/1 n (1_ a) n q(e—/lk—ia n e—/ll—i&)) (3.4.2)

yazilir. Eger

f(A)=A+(1-a)+q(e ™" +e ) (3.4.3)

olarak alirsak Z , A ’nin kompleks eslenigi olmak iizere

yazilir. Burada ya f(1)=0 yada f(1)=0’dir. Ayrica f(2)=0 olursa f(Z):O
dir. Dolayisiyla A ==+ic igin sadece f(A)=0 durumunu incelememiz yeterlidir.

f (1) =0 m koklerine gore kararlilik durumu iki sekilde asagida incelenmistir.

3.4.1. k ve | Gecikme Parametrelerine Gore Asimtotik Kararhlik Sartlar:
Lemma 3.4.1.1

(3.4.1) denkleminin asimtotik kararli olmasi igin gerek ve yeter sart
f(A(K D).k 1) =2+(1-a)+q(e ™" +e™")=0 (3.4.4)

denkleminin biitiin kdklerinin kompleks diizlemde sol yar1 diizlem i¢inde olmasidir.

Burada f fonksiyonu, sabit g, ave @ igin A, Kk ve |’ye gore analitik
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fonksiyondur. Ayrica (3.4.4) karakteristik denkleminin A =A(k,l) koki, k ve 1’ye

gore stirekli bir fonksiyondur (Kuang, 1993)
Lemma 3.4.1.2

(k,I') degisirken, sag acik yari diizlem igindeki (3.4.4)’tin sifirlarmin kathliklari

toplami yalnizca bir kok sanal eksen iizerinde ise ya da sanal eksen {lizerinden geciyor

ise degisebilir (Ruan ve Wei, 2003).

Biz burada (3.4.4) denklemi sanal eksen tizerinde koklere sahip iken k ve | gecikme

parametreleri arasindaki iliskiyi hesaplayacagiz.

(3.4.4) karakteristik denkleminde A =i alalim. O zaman (3.4.4) denklemini
io+(1-a)+g(e™™ " +e ™) =0 (3.4.5)

seklinde yazabiliriz. (3.4.5)’de reel ve sanal kisimlar1 ayr1 ayri ele alirsak;

o =((sin(ak — ) +sin(wl - 0)) (3.4.6)
ve
a—1=q(cos(wk —6)+cos(al - 6)) (3.4.7)

dir. (3.4.6) ve (3.4.7)den

= 2qsin(M—¢9]c03M (3.4.8)
2 2

ve

a—l=2qcos[@—9}cosw(k7_l) (3.4.9)
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esitlikleri elde edilir.

Lemma 3.4.1.3

9>0 ve 0<0<% olmak iizere @< (—%,%j—{o} alalim ve (3.4.4)"iin bir

kokiiniin A =i® oldugunu kabul edelim. O zaman asagidakiler saglanir;

w(k-1)

2
i) Eger (Zq Ccos J —(a —1)2 <0 ise o zaman bu ifadeyi saglayan @ reel sayisi

yoktur.

2
o(k-1
ii)Eger [Zq Ccos (2 )] —(a—l)2 >0 ise @ ve k, | reel sayilari igin;

o- a0 oy

ve
k+1=(k,+1,)

yazilir. Burada

+ _
(k +1 ) = 2 2Nz +arccos a—l +0
non k—1)) 2qc0s K1)
(chosw(2 )j —(a—l)2 q 2
- 2 a-1
(kn+ln) = - 5 2N +arccos X Cosw(k_l) -0
[chosw(z_)j ~(a-1)? a 2



seklindedir.
ispat:

Oncelikle f(0)=(1-a)+20e” #0 oldugundanw=0’dir. Eger f(iw)=0 ise

sirasiyla (3.4.6), (3.4.7), (3.4.8) ve (3.4.9)’u elde ederiz. (3.4.8) ve (3.4.9)’dan

2
o +(a-1)" = (Zq cos w(kz_ I)J (3.4.10)
elde edilir.

2
k-1
(Zq Cosw(T)j —(a—l)2 <0 i¢in (3.4.10)’dan dolay1 bdyle bir @ reel sayisi

bulamayiz. Dolayisiyla bdyle bir kok olmadigi i¢in (i)’1 gdstermis olduk.

(2qcos@jz ~(a-1)">0

ise (3.4.10)’dan

a)zi\/(chos@jz —(a—l)2 (3.4.11)

2
yazilir. Eger (3.4.11)’de a):\/{ZqCOS‘@] —(a—1)2 alirsak  (3.4.8)’de

sin (a)(kTH) — HJ >0 oldugundan ve (3.4.9)’u g6z 6niinde bulundurarak

k+1 -
@ — 6 =2nx +arccos aw(lk i
2qcos >

n=012,. (3.4.12)

N—"
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elde edilir. Dolayisiyla (3.4.12)’den

(k,+1,) = L 4nz +2arccos a

-1
wolk—N)Y ) COSa)(k—l)
\/(chos (k2 I)j -(a-1) 2 2

+ 260

yazilir.

2
Eger m:—\/{chos#] —(a—l)2 alirsak (3.4.8)’den sin(@—9j<0

olur. Buradan ve (3.4.9) yardimi ile

M—6?=—2n7z—arccos Al n=0,12,..
2 w(k-1)
2 cos
olur. Bu da bize
(k,+1,) = L _ 4nr + 2arccos aa—)(lk = -26
J[chosa*kz _')J (a1 2qc0 %

esitligini verir.

Diger taraftan,
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2
arcsin [1— a-1 a-1>0
o(k-1)
2qcos
arccos a-1 = 2
ZQCOSa)(k_I) 2
2 . a-1
T —arcsin |1- a-1<0
wo(k-1)
2qcos
2
oldugundan
w(k-1)Y 2
2qcos———~ | —(a-1)
sin| arccos a—1 = 2
ZqCOSa)(kZ_I) ZqCOSa)(kZ_I)

bulunur. Dolayisiyla @ >0 igin

f(iw)=io+(1-a)++q (e‘i(“’k"g) + e‘i(“’"”))

- i\/(chos w(kz_ I)JZ ~(a-1)"+(1-a)+

—i| 2nz+arccos ai—lm
(k-1), 2]

+2qcosw
2
:i\/(chosw(kz_l)j ~(a-1)’ +(1—a)+2qcosw(k2_l)x
x| cos| arccos a-1 —isin| arccos a-1
2qcosw(k2_|) 2qcosa)(k2_|)
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= i\/(chos#Jz ~(a-1) +(1-a)+

elde edilir.

2
Bu esitlik i \/LZq COS@) —(a—l)2 ifadesinin (3.4.4)’iin bir kokii oldugunu

gosterir. Benzer sekilde @ <0 oldugu durumda, (kn + |n)_ gecikmelerinin toplami

2
icin - \/[zq Cos“’(kT")J _(a-1) ifadesinin (3.4.4)"iin bir kokii oldugu benzer

sekilde gosterilebilir.

Lemma 3.4.1.4

g<0 ve 0<49<% olmak {izere a)e(—%,%j—{O} olsun ve (3.4.4)’in bir

kokiiniin A =i® oldugunu kabul edelim. O zaman asagidakiler saglanir;

w(k-1)

2
i) Eger (Zq cos ] —(a—l)2 <0 ise 0 zaman bu ifadeyi saglayan @ reel sayist

yoktur.

2
o(k-I
ii) Eger [Zq Ccos (2 )j —(61—].)2 >0 ise w vek, | reel sayilar igin;

w= J[zq cos@]z ~(a-1)’
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ve
kK+1=(p, +r,)

bi¢ciminde yazilir.

Burada
(p, + fn)+ = 2 2N —arccos a-1 +0
o(k-1) 2 2 2 cosw(k_l)
(chos 5 j —(a-1) q 5
(p,+1) = 2 2Nn7 —arccos a-l -6
o(k-1) ‘ 2 2 cosw(k_l)
[chos 5 J —(a-1) q 5
dir.
ispat:

Lemma 3.4.1.3e benzer sekilde yapilir.

Uyan 3.4.1.1

q>0 oldugunda (K, +1, )i nin tanimindan

+ a)(k—l)
ko+1,), (a-1)—2qcos@cos——= >0,
min{(k, +1,)",(k, +1,) :n=01,..f = (arh) (a-t)-2q006 2 P

(ko+l) . (a-1)-2q COSé’cos@ <0,
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olur. Benzer sekilde, 0 <0 oldugunda ( P, + 1, )i ‘nin tanimindan

(po+1) (a—l)—2qcos€cosM<0,
min{(pn+rn)+,(pn+rn)7:n:O,l,...}: 2

(Po+1,) (a—l)—2qcos6'cosa)(k2_ o,
olur.
Lemma 3.4.1.5
we(—é,%j—{o}, 0<¢9<% ve k > 1 >0 olmak tlizere
o” +b’w(k+1)sinw(l-k)>0
oldugunu kabul edelim. Ayrica asagidaki 6zellikler saglansin;
sin(awk — 6 . in(ol —0 .
Sin(ek=0) (- 8 g | SNAZ0) 08 g
Isino(k-1) ® ksino(k—1) @
_ ed (3.4.13)
sin(ak — 6) q .. sin(ol - 0) qd .-
- <g, —<0ise ——2-<(q, —<0ise
Isino(k-1) 10 ksinw(k—1) )

O zaman (3.4.4) denkleminin sanal eksen tizerindeki biitiin kokleri k ve | artar iken

sag yar1 diizlem i¢inde haraket eder.

ispat:

o sifirdan farkli bir reel say1 olmak iizere (3.4.4)’iin bir kokii A =i olsun. Ispat i¢in

oA oA ;
Re (a—kj /1 | >0 ve Re (aj . | >0 olmak iizere

=iw =iw

Re 8_/1 | +Re 8_/1 | >0
ak A=iw al A=iw
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oldugunu gostermek yeterlidir.

[lk olarak (3.4.4)’de 4 nm k ’ya gore tiirevini bulmak igin;

% _ qle—ﬂkﬂﬂ
ok 1- q (ke—/lkne + Ie—/1|+i9)

esitligini elde ederiz. Buradan A =iw yazilirsa
o _ Qicoe i+
6k A=iw 1_ q (ke—i(uk+i9 + Ie—i(ul+i9)
giw(cos(wk —0)—isin(wk - 0))
1-q(kcos(awk —8)+1cos(wl —0))+iq(ksin(awk —0)+1sin(al -0))

olur. Eger paydanin karmasik eslenigi ile ¢arparsak

oA) | _ dwsin(wk—-06)-q ol sin(w(k-1))
Re(&j}v:liw_ v

elde ederiz. Burada
M = (1— q(kcos(ak —8)+1cos(al —6’)))2 + 07 (ksin(ak —6) +1sin (el — 6?))2

dir. (3.4.13) yardimu ile
oA
Re| — >0 34.14

oldugu goriiliir. Ayni sekilde A ’nin |’ye gore tiirevini alir ve benzer islemleri

yaparsak

Re(%j | _qosin(al -0)-q’wlsine(k-1)
ol )imio M
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elde ederiz. Yine (3.4.13)’den

By
Re| || >0 3.4.15
(al jl:iw ( )

oldugu goriiliir. (3.4.14) ve (3.4.15) taraf tarafa toplanirsa

2 2 ; _
Re(a—/lj | +Re(%j | _ @'+ w(k+1)sino(l k)>0
ak 6' A=iw M

A=iw
elde edilir. Hipotezler geregi ve M >0 olmasi nedeni ile ispat tamamlanur.

Teorem 3.4.1.1

we (—%,%j ~ {0} , 0<0 <% oldugunu kabul edelim ve Lemma 3.4.1.5’deki

ozellikler saglansin. O zaman (3.4.4) denkleminin sifir ¢6ziimiiniin asimtotik kararl

olmasi i¢in gerek ve yeter sart ya

(a—1)—2qcosdcos a)(kz— ) <0,

2 (3.4.16)
(Zq cos@) ~(a-1)" <0,
ya da
(a—1)-2qcosécos w(kz_ )P 0,
2
[Zq cos@] -(a —1)2 >0,
(3.4.17)
k+1< >9ng arccos a-1 -6,

\/[chosa’(kz_l)]z (a-1) 2qcos w(kz—l)
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olmasidir.
ispat:
Burada;

Lemma 3.4.1.1°i kullanarak, (3.4.4) denkleminin biitiin koklerinin sol yar1 diizlemde
olmasi i¢in (3.4.16) ya da (3.4.17)’nin saglanmasinin gerek ve yeter sart olduklarini

gosterecegiz.
Yeterlilik:

(3.4.4) denkleminin asimtotik kararli oldugunu kabul edelim Bdylece (3.4.4)
karakteristik denkleminin kokleri negatif reel kisma sahip olur. Gergekten de k =0 ve
| =0 oldugu durumda (3.4.4) yalmizca A=a-1-2qcos@—i2qsiné kokiine sahiptir.
Dolayisiyla negatif reel kisma sahiptir. k ve |’ye gore koklerin siirekliliginden,
yeterince kiigiik k >0 ve | >0 i¢in (3.4.4) denkleminin biitiin kokleri sol yar1 diizlem

icindedir.

Iddiamiz sudur: (3.4.16) ya da (3.4.17) saglanirsa (3.4.4) denklemi sanal eksen
tizerinde higbir kdke sahip olamaz. Biitiin k >1>0 i¢in (3.4.16) saglanirsa Lemma

3.4.1.3 geregi sanal eksen iizerinde kok bulunamaz. Eger (3.4.17) saglanirsa

k-+1.) ,9>0
sgnq ATCCOS a _0 {(o o) 4

-1
\/(chosw(i;_l)f_(a_l)z 2qcosw(k2_|) (pp+1,)" ,9<0

ve uyari (3.4.4)’den dolay1 Lemma 3.4.1.1°in karsit tersinden n=0,12,... i¢in boyle

k+1=(k,+1,)" ve k+1=(p,+r,)" esitlikleri bulunamaz. Yani, bizim iddiamiz bu

durum i¢in de gecerli olur. Dolayisiyla Lemma 3.4.1.2 ve yukaridaki esitlikler
geregince (3.4.16) ya da (3.4.17) saglanirsa (3.4.4)’iin biitiin kokleri sol yar1 diizlem

icine diiser.
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Gereklilik:

Ispat1 aksini kabul yolu ile yapacagiz. Bunun igin;

k-1

(a—l)—2qcos€cosa)(2 )20 (3.4.18)
ya da

o(k-1)Y 2
2qcos 5 -(a-1)">0

(3.4.19)
k+1> >ng _ arccos a—lk TR
o(k-1) 2 2qc0s 2K =1)
2qcosT -(a-1) a

oldugunu kabul edelim. Bu durumda (3.4.4) denkleminin Re(/l*) >0 olacak sekilde

bir A° kokiiniin olacagini gostermis olacagiz. Buda iddiamizla celiseceginden

ispatimizin gereklilik kismini tamamlamis oluruz.

Once (3.4.18)’nin saglandigim kabul edelim ve 4, (0,0)=a—1-2qcosd—i2qsind 1
saglayan (3.4.4)’in koki A, olsun. O zaman A,’in k ve |’ye gore stirekliligi ve
Lemma 3.4.1.5’ten yeterince kiigiik k >0 ve 1>0 igin Re(4,)>0 dir. Lemma

3.4.1.5°ten, k ve | artar iken sanal eksen lizerinde sol yar1 diizlem i¢inde hareket eden

bir 2, olmadigindan dolay biitiin k >0 ve I >0 igin Re(4,)>0 dir.

Simdi (3.4.19)’un saglandigini kabul edelim ve

2, (K, +1) = —isgn q\/(Zq cos “’(kz")]z _(a-1Y
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ifadesini saglayan (3.4.4’ tn bir koki 4, olsun. O zaman Lemma 3.4.1.5 geregi
yeterince kiigiik k +1—(k,+1,)>0 igin Re(A4,)> 0 dir. Diger taraftan yine Lemma

3.4.1.5’e gore k Ve | artar iken sanal eksen {izerinde sol yar1 diizlem i¢inde hareket

eden bir 4, olamayacagindan biitiin k +1—(k, +1,) >0 i¢in Re(A4,)> 0 olur. Béylece

ispat tamamlanmis olur.
Ornek 3.4.1.1

cosfd —sin@

k=3,1=1,a=0 g=1ve A:( jolmakiizere

sing cosd
X' (t)+x(t)+A(x(t-3)+x(t-1))=0,  t=0 (3.4.20)

gecikmeli sabit katsayili homojen diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu

denklem sisteminin karakteristik denklemi

F(4) E</I +1+e" (e’“ +e” ))(ﬂ +1+e™ (e’“ +e* )) =0,
seklindedir. 4 =iw’lar igin

A+l+e’(e% +e?)=0

karakteristik denklemini incelersek

a)z—tan(Za)—zj
3

kosulunu saglayan biitiin @ ’lar i¢in sanal eksen tizerinde bir kok bulunabilir.

(0-1)-2cos’ <0
{(Zcosw)2 -(0-1)<0
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sarti saglandigindan Teorem 3.4.1.1°in birinci sartindan dolay1 (3.4.20) denklem

_ 37i/2
sistemi asimtotik kararlidir. Ayrica bu denklem sisteminde e’ =———— i¢in
€ +€
x(t) =e™v ifadesi bir ¢oziimdiir.
Uyar1 3.4.1.2
b, d
X'(t)+(1—-a)x(t)+ o b (x(t=k)+x(t=1))=0 (3.4.21)
2

gecikmeli lineer homojen diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Burada A matrisi

(I) durumundaki sekli ile verilmistir. O zaman (3.4.20)’nin karakteristik denklemi

F(2)=(2+(@1-a)+b(e ™ +e™))(2+(1-a)+b,(e™ +e™))=0 (3.4.22)

olarak elde edilir.a=1 ve 1 =12 icin (3.4.22) karakteristik denkleminin b=D ile

A+b (e*k +e ) =0 denklemine indirgenecegi aciktir. Dolayisiyla Y.Kuang

(1993)’1in makalesi geregince asagidaki sonucu hemen elde ederiz.

Sonug 3.4.1.1

(3.4.21) sistemi i¢in a=1 oldugunu kabul edelim. 1=12 olmak iizere (3.4.21)

denklem sisteminin asimtotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

k-1
2b (k+1 — 4.
(K + )cos(k+|2)<7z (3.4.23)

olmasidir.
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Ornek 3.4.1.2

3
k=3,1=1,a=1ve A= l/e +e ! olmak tizere
0 2/e® +¢?

X(t)+A(x(t-3)+x(t-1))=0,  t>0 (3.4.24)

gecikmeli sabit katsayili homojen diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu

denklem sisteminin karakteristik denklemi

1 ;. : 2 : 4
F()t)z(/HeSJre(e “te i)j(;we%ez (e +e i)ij
seklindedir.

Dolayisiyla, sonug 3.4.1.1°den dolay1 (3.4.24) denklem sistemi asimtotik kararlidir.

Ayrica bu denklem sistemi i¢in X (t) =€ v ve x(t) =e?v ifadeleri birer ¢oziimdir.

Teorem 3.4.1.2

T T . :
e(ﬁ,ﬁj—{O} oldugunu kabul edelim ve Lemma 3.4.1.5’in sartlar

saglansin. i =1,2 olmak iizere, (3.4.22) denkleminin sifir ¢ozliimiiniin asimtotik kararl

olmasi i¢in gerek ve yeter sart ya

(3.4.25)
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(a—1)—2b, cos w(kz_ o

w(k—1)

2
(Zbicos 5 J—(a—1)2>0

(3.4.26)
k+1< sgnb - arccos a_gk )
wl(k —
\/[Zbi cosw(kz_l)J ~(a-1)° 2, cos
olmasidir.
ispat:
Teorem 3.4.1.1’in ispatina benzerdir.
Ornek 3.4.1.3
~1/e*+e 1
k=3,1=1,a=-1ve A= af .3 olmak tizere
0 1/e*(e* +e)

X (t)+2x(t)+A(x(t-3)+x(t-1))=0,  t=0 (3.4.27)

gecikmeli sabit katsayili homojen diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu

denklem sisteminin karakteristik denklemi

F(4) E(/HZ— eie(eu +e’1)j£}t+2+®(e” +e‘)J =0

seklindedir. A =iw’lar igin

A+2+(e*+e?)=0
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karakteristik denklemini incelersek
o=-2tan(2w)

kosulunu saglayan biitiin @ # Kz lar igin sanal eksen iizerinde bir kok bulunabilir.

Dolayistyla

—2-2c0sw<0
(2cosw)’ -4<0

sartt saglandigindan Teorem 3.4.1.3’in birinci sartindan dolay1 (3.4.27) denklem

sistemi asimtotik kararlidir. Ayrica bu denklem sistemi i¢in x(t)=e™v ve

x(t)=e"*v ifadeleri birer ¢oziimdiir.
Son olarak
X'(t)+(1-a)x(t)+ A(x(t—k)+x(t-1))=0, t =0 (3.4.28)

yiiksek boyutlu iki gecikmeli lineer diferensiyel denklem sistemini géz Oniinde
bulunduralim. Burada A, d xd tipinde reel sabit bir matris a, k ve I, k>1>0

kosulu ile reel sayilardir.
Teorem 3.4.1.3

A nin dzdegerlerinin q,e" (j=12,...,d) olduunu kabul edelim ve Lemma 3.4.1.5

in kosullar1 saglansin. O zaman (3.4.28) denklem sisteminin asimtotik kararli olmasi

icin gerek ve yeter sart ya

- k=1)Y
(a—1)-2q;cosd, cosw(k2 I)<0 ve [ZQJ Cosa)(2 )J —(a—l)st (3.4.29)

ya da
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a-1)-2 ,cose.cosw(k_l)<0
(a—1)~2q; coso), 5

[qu cos w(kz_ I)JZ ~(a-1)°>0

(3.4.30)
sgnq. _
k+1< gna, arccos a-1 -0,
o(k=1)Y 2 29 cos 2K |
2qjcosT —(a-1) 9 2
olmasidir.
ispat:

A nin Ozdegerleri qje“gl(jzl,z,_,_,d) oldugundan. (3.4.28)’nin karakteristik

denklemi

f(1)= H(i +(1-a)+q; (e_mm" e )) =0

=1

seklindedir. Dolayisiyla Teorem 3.4.1.3, Teorem 3.4.1.1 ve Teorem 3.4.1.2’nin bir

sonucu olarak elde edilir.O

3.4.2. q Katsayisina Gore Lineer Diferensiyel Denklem Sisteminin Kararhhk

Sartlar:
Lemma 3.4.2.1

(3.4.1) denklem sisteminin asimtotik kararli olmasi igin gerek ve yeter sart
f(4,0)=2+(1-a)+q(e™" +e™")=0 (3.4.31)

denkleminin biitiin kdklerinin kompleks diizlemde sol yar1 diizlem i¢inde olmasidir.

Burada f fonksiyonu, sabit K,l,& ve @ i¢in 2 ve q’ya gore analitik fonksiyondur.
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Ayrica (3.4.31) karakteristik denkleminin 2 =A(q) kokii q’ya gore siirekli bir
fonksiyondur (Kuang, 1993).

Lemma 3.4.2.2

g degisirken, sag acik yar1 diizlem igindeki (3.4.31)’in sifirlarinin katliliklari toplami

yalnizca bir kok sanal eksen iizerinde ise ya da sanal eksen iizerinden gegiyor ise

degisebilir (Cooke ve Grossman, 1982).

Burada (3.3.31) denklemi sanal eksen iizerinde koklere sahip iken q ’nun degerini

hesaplayacagiz.

(3.4.31) karakteristik denkleminde A =iw alalim. O zaman (3.4.31) denklemini

io+(1-a)+g(e"™*" +e ") =0 (3.4.32)

seklinde yazabiliriz. (3.4.32) denkleminde reel ve sanal kisimlari ayr1 ayri ele alirsak;

@ =(q(sin(wk - 6)+sin(el - 6)) (3.4.33)
ve

a—1=q(cos(ak —68)+cos(al - 6)) (3.4.34)
olur.

(3.4.33) ve (3.4.34)’den
= 2qsin(@—9j003@ (3.4.35)

ve
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a—1:2qcos(M—9JcosM (3.4.36)
2 2

esitlikleri elde edilir. (3.4.35) ve (3.4.36) esitliklerini taraf tarafa bolersek

@ _tan (M—Qj (3.4.37)
a-1 2

elde edilir. y=tanXx fonksiyonunun grafigi

H ={(x,tanx): xeR, x:%+h7r, heZ},

cimlesine karsilik gelen noktalardan olusur. Dolayisiyla (3.4.37) esitligi, yalnizca

{a)j 2 21} koklerinden olusan bir diziye sahip olur. Burada

o, >0 icin o e((Zj—l)ﬂwLZ@ (2]+1)7r+26’}

K+1 ’ K+

ve

—(2j+Y)z+20 —(2]j —1)7z+20j

®; <0 igin @, € ,
! K+ K+1

dir. Ayrica (3.4.31) denkleminin yalnizca sanal koklere sahip olabilmesi i¢in gerek ve

yeter sart ] >1 icin yalnizca tiw; koklerine sahip olmasidir.
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Lemma 3.4.2.3

{o,:i21}>0 e 0<9<§ oldugunu kabul edelim. N=012,.. icin

o o B4z (4i-3)7 _{‘””+29,””+26} ile (3.3.31)"in bir kokii 4=ie,
, k-1 k-1 k+l " k+l ’

olsun. O zaman asagidakiler saglanir;
w:

2
k-1
i) Eger (qu cos%} —(a—l)2 <0 ise o zaman bu ifadeyi saglayan ), reel

sayis1 yoktur.

TR o, (k1) 2 2 0 :
ii) Eger | 2q; COST —(a-1)" >0 ise @, Ve q; reel sayilari;

a)j :J(qu COS@) —(a—1)2 (3438)

ve

q = a-1
i _
2C08(wj(|;+|)—0]005wj(zl)

(3.4.39)

biciminde yazilir.
Uyani 3.4.2.1
o, (k-1)Y ) ) . iy
29 COST —(a-1)" >0 oldugu durumda k ve | gecikmelerinin toplami

N=0,12,... i¢in asagidaki gibi yazilir;
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(k,+1,)" = 2 —(2n+2) 7 +arccos a-l +6
o (k=1)Y 2 2 coswj(k_l)
(qu cos‘zj -(a-1) % 2
(k, +1,) = 2 - —2n7 +arccos aa_)l(k ) Z
Ak =1 A
\/(ZQJCOS J( )] _(a_1)2 2q; cos

ifadeleri n=0,1,2,... igin (kn-l-ln)+ ya da (k,+1,) gecikmelerinin toplami ile

(3.4.31)’in birer kokiidiir.
Ispat:

(3.4.35) ve (3.4.36)’dan

k-1
o’ +(a —1)2 =2q cos(%}
yazilir. @ = {a)j }j>l ve = {q i }j>1 ifadelerini yukaridaki esitlikte yerine yazarsak;

o’ +(a —1)2 =2q, cos[#j (3.4.40)

elde edilir.
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2
(qu COS@J —(a —1)2 <0 igin (3.4.40)’dan dolay1 boyle bir = {a)j }_>

reel
1

sayist dizisi bulamayiz. Dolayisiyla her k >1>0 icin bdyle bir kok olmadigini, yani

(i) kosulunu gostermis olduk.

2
(k=1 .
Diger taraftan (2qj COS%] —(a—l)2 >0 ise, (3.4.40)’dan

a):i\/(ij Cos@j —(a—l)2 (3441)

yazilir. Diger taraftan (3.4.35)’den

IR o (k-DY o
esitligini elde edilir. Eger (3.4.41)’den @ =] 2q; COST —(a—l) alirsak,

w; (k-1 w; (k+1
(3.4.35) ve cos[%} >0 oldugundan, sin [%)—QJ >0 olur. Buradan ve

(3.4.36)’u gbz 6niinde bulundurarak

o, (k+1)
2

a-1

(k=1

n=0,12,..

—60=—-(2n+2) 7z +arccos

yazilir. Dolayistyla buradan (kn +1, )+ ifadesini elde ederiz. Diger taraftan
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2
arcsin |1— a-1 a-1>0
a)j(k—l)
24, cos
arccos a-1 =
(k=1
qucosa)l() 2
z —arcsin (1— 1( ) a-1<0
2q; cos @i
oldugundan
(chosw( )J (a-1)°
sin| arccos g1 =
(k=1)

2q cos P\

bulunur. Dolaysiyla K+1=(k, + |n)+ , 0= {a)j }jﬂ >0 ve q= {qj },-21 igin

f (ia)j)z ia)j +(1—a)+qj (ef (@k-0) Te (mlg))

(2000280 oy e

a-1

—i| —=(2n+2)z+arccos —
w;(k-1) { {q( :
2

e

+20, C0s

= i\v/[qucoswj (;_I)j ~(a-1y’ +(1—a)+2qjcoswj(;_l) x

x| COS| arccos -1 —1isin| arccos a-1
J( ) j(k_l)

2q; cos 2q; cos ©
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= i\/(qu cos@}z ~(a-1)° +(1-a)+

+(a-1)- i\/(qu cos@}2 ~(a-1y’

=0

elde edilir.

o, (k=1)Y S -
Bu esitlik | quCOST —(a—l) ifadesinin (3.4.31)’in bir koki oldugunu

gosteririr. Benzer sekilde o <0 oldugu durumda, (kn + |n)_ gecikmelerinin toplami

. : a)j(k_l) 2 2. .. .
icin -i 2qjcosT —(a-1)" ifadesinin (3.4.31)’in bir kokii oldugu
gosterilebilir.

Lemma 3.4.2.4

{qj:j21}<0 ve 0<«9<% oldugunu kabul edelim. N=012.. icin

wie[(‘”*)” (41‘1)”ju((1‘4j)’” (3—4j)ﬂJ_{—n7x+20 n7r+249} Aalim

! k=1 " k-l k=1 " k-l k+l " k+l

ve (3.4.31) in bir kékii A =i, olsun. O zaman asagidakiler saglanir;

X . a)j (k — |) 2 2 . . . o
i) Eger | 2q, cos—=o—= —(a—-1)" <0 ise o zaman bu ifadeyi saglayan ), reel
say1s1 yoktur.

®

2
.. (k=1 .
ii) Eger (qu cos%j —(a—l)2 >0 ise @, Ve q; reel sayilari;
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ve

a-1
2C0$[a)j(|;+l)—9]COSa)j(;_l)

qj=

biciminde yazilir.
Ispat:
Lemma 3.4.2.3’{in ispatina benzer sekilde yapilir.

Lemma 3.4.2.5

a<lve Rei(q;)=0 , ImA(q,)=w; ile (3.4.31) denkleminin kdkii A(q) olsun.
] J J

O zaman

dir.
Ispat:

(3.4.31) karakteristik denkleminde A ’'nin q ’ya gore tiirevini bulmak igin;
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a/l efik+i9 + efﬁHiH

oq 1-q (ke—ikna 4o A0 )
A+l-a
q (1_ q (kef/ume + |e-A+0 ))

esitligini elde ederiz.

A=w; Ve q=(; i¢in

GACH io, +1-a

aqj q, (1_qj (ke—,mie " |e—u+i.9))
io; +1-a

q, (1—qj (kcos(keo; —0)+1cos(lw; - 0))+ia;? (ksin ke, —6)+Isin(lo, —9)))

yazariz.

Paydanin eslenigi ile ¢arparsak
M = qu(l—qj (cos(ka)j —6)+lcos(lo, —0)))2 +qj“(ksin(ka)j —6)+lsin(lo, —6))2

olmak tzere

. M +
A=lo, (3.4.42)
,0,% (ksin (ke - 8) +sin (1, - 6))

M

Re(a}t(qj)J . (1-a)q, (1—qj (cos(ka)j —0)+1cos(lo, —9)))

+

elde edilir.

Diger taraftan

A (@) =sin(kw—0)+sin(lo—0)
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A, (w) =cos(kw—8)+cos(lo—0)

oldugunu kabul edelim. O zaman (3.4.32) ve (3.4.33) denklemlerinden gA (@)= w

Ve gA, (w)=a-1 elde edilir ve buradan

yazilir. Esitligin her iki tarafinin @ ya gore tiirevi alinirsa

solaio (2 2]

elde edilir. Buradan

A (o)A (o) - Az'z(w) Alo)
(A (@)

yazilir. A' (@) A (@)— A (@) A (@) >0 olur. Yeniden (3.4.40’a donersek

o] | oo

qu A= icoj M

olur. (3.4.32) ve (3.4.33)’den

Re{ai(qj)J | - g; ((1_a)+ q;°A, (@) All(a))—quAi(a)) A, (a)))
A=lw, M

o [-a)+a7(A(0)A (0)- A@)A (0)

M
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yazilir. Boylece ispat tamamlanar.

Teorem 3.4.2.1

a<1, 0<4@ <% oldugunu kabul edelim ve (3.4.1) denklem sisteminin A matrisi (11)

formundaki gibi verilsin. Ayrica =0 ’1n bir komsulugunu (qg , q;) olarak alalim ve

q;:min{qj 10, >0}, 0, Zn}gx{qj -9 <0}

=1

olarak tanimlayalim. O zaman (3.4.31) denkleminin biitiin koklerinin negatif reel

kisimlara sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart ( € (q,; , q;) olmasidir.
Ispat:

0 =0 oldugu durumda (3.4.31) denkleminin sadece 4(0)=a—-1<0 reel kokii vardr.

Dolayisiyla (3.4.31) denklemi negatif bir reel kisma sahiptir. Lemma 3.4.2.2°den
koklerin q ’ya gore siirekliligi ve (3.4.31) denkleminin asimtotik kararliligindanq

*nun bir (0,,9;) komsulugundaki (3.4.31) denkleminin biitiin kokleri negatif reel

kisimlara sahip olur.

A(0)<0 oldugundan q; <oooldugunda sirasiyla Lemma 3.4.2.3 ve Lemma

3.4.2.2°den (> 0°daki ilk degerini g, ’da alir ve sanal eksen iizerinde koklere sahip

olur. Dolayisiyla (3.4.31) denkleminin biitiin kokleri ( 6[0, q;) icin negatif reel

kisimlara sahip olur.

Benzer sekilde 4(0) <0 oldugundan g, <o iken sirasiyla Lemma 3.4.2.4 ve Lemma
3.4.2.2°den ( <0 daki ilk degerini g ’da alir ve sanal eksen iizerinde koklere sahip

olur. Dolayisiyla (3.4.31) denkleminin biitiin kokleri Q E(q; ,0} icin negatif reel
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kisimlara sahip olur. Ayrica Lemma 3.4.2.5°den qe(—oo,q;) ve qE(qg,OO) i¢in

(3.4.31) denklemi pozitif reel kisma sahip en az bir koke sahip oldugunu biliyoruz. Bu

da ispat1 tamamlar.

Ornek 3.4.2.1:

1 ® +4/9 (cose —sind@

k=4,1=2,a=—ve A= 5 . olmak tizere
3 4cos“w \ sin@ cosé

x’(t)+§x(t)+ A(X(t-4)+x(t-2))=0, >0 (3.4.43)

gecikmeli sabit katsayili homojen diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu

denklem sisteminin karakteristik denklemi
F(2) E(ﬂ e e’ (e +e )) (/1 +2y4 ge’ (e +e® )j =0,
3 3
seklindedir. A =i ’lar igin
A+l ge” (e"“1 + e’”) =0
3

karakteristik denklemini incelersek

37a)=—tan(3a)—6?)

kosulunu saglayan biitliin @ ’lar i¢in sanal eksen lizerinde bir kdk bulunabilir.

Dolayisiyla Teorem 3.4.2.1°den, (3.4.43) denklem sisteminin asimtotik kararli oldugu
Qi

\/(a)z + 4/9)/40052 a)(eg/S*‘” +e?*)

-2/3-i)t

goriilir. Ayrica €“= icin  x(t)= ve'

ifadesi bu denklem sistemi i¢in bir ¢éziimdiir.
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Sonu¢ 3.4.2.1

a<1l ve ©=0 oldugunu kabul edelim. Ayrica = 0"1n bir komsulugunu (qg .0, )

olarak alalim ve

_ . a-1, .
gy =min qj:T.qj>O ,q :rrjlglx{qj:qj<0}

seklinde tanimlayalim. O zaman (3.4.31) denkleminin biitiin koklerinin negatif reel

kisimlara sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart j>1 i¢in aT—l <(Q; <d," olmasidir.

Ispat:

€ =0 oldugunda (3.4.31) denklemi sadece A=0 reel kokiine sahiptir. Yani

/I(aT_lj =0 dir. Ayrica

oldugundan g = aT_l oldugu noktada /I(q j) nin bir maksimumu vardir. Dolayisiyla

. a-1
q‘:min{qj 4 >O}, q :max{T:qj <O}

>1 21

olur. ispatin geri kalan kismi Teorem 3.4.2.1’in ispatina benzer sekilde yapilir,

Ornek 3.3.4.2
k:E, |:£, a:§ q:_—lve 0 =0 olmak tizere
2 2 4 8
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x’(t)+%x(t)+A(x(t—gj+x(t—%D:O, t>0 (3.4.44)

gecikmeli sabit katsayili homojen diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu

denklem sisteminin karakteristik denklemi
F (,1) = A +1_1(e—3/1/2 +e—/1/2) ) +1_1(e—3/1/2 +e—4/2) ~0
4 8 4 8

seklindedir. A =i ’lar igin

ﬂy+l—1(e‘“/2 +e2)=0
478

karakteristik denklemini incelersek

_tana)
4

kosulunu saglayan biitiin @ ’lar i¢in denklem sadece A =0 reel kokiine sahiptir.
Dolayistyla Sonug 3.4.2.1°den, (3.4.44) denklem sistemi asimtotik kararlidir.

Teorem 3.4.2.2

a <1 oldugunu kabul edelim ve (3.3.1) denklem sisteminin A matrisi (1) formundaki

gibi verilsin. Ayrica b = 0’1n bir komsulugunu (b’, b*) olarak alalim ve

b~ =min b, :b; >0}, b =max{b, :b; <0f

i>1

olarak tanimlayalim. O zaman (3.4.31) denkleminin biitiin koklerinin negatif reel

kisimlara sahip olabilmesi icin gerek ve yeter sart b,b, € (b_, b+) olmasidir.
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ispat:
Teorem 3.4.2.1’in ispatina benzerdir.

Ornek 3.4.2.3

1/2(e*+e*) 1

0 3 /2 (elz . e6) olmak iizere

k=4,1=2,a=-1/2 ve A=

x’(t)+§x(t)+A(x(t—4)+x(t—2)):0, t20 (3.4.45)

gecikmeli sabit katsayili homojen diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu

denklem sisteminin karakteristik denklemi
()= Mﬁ;)@meu)}(m;@meu) o

seklindedir. A =i ’lar igin

3_ 1 ah | a22) _
ﬂ+§ —2(e8+e4)(e +e ) 0

karakteristik denklemini incelersek
2w =-3tan(3w)

kosulunu saglayan biitiin @ # kz lar igin sanal eksen {izerinde bir kok bulunabilir.

Dolayisiyla Teorem 3.4.2.2 den dolay1 (3.4.45) denklem sistemi asimtotik kararhdir.

Ayrica bu denklem sistemi i¢in X (t)=e®v ve Xx,(t)=e>v ifadeleri birer

¢Ozimdiir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Dogal ya da insan yapimi siireglerin hemen hemen her etkilesiminde dogal olarak bir
zaman gecikmesi meydana gelir. Zaman gecikmeleri o kadar sik goriiliir ki, neredeyse
her durumda, onlar1 gérmezden gelmek gercegi goz ardi etmektir. Biyolojide niifus ve
av-avclr modellemelerinde, tipta hastalilk modellerinde, fizikte elektrik devre
modellerinde, miihendislikte kontrol teorisinde siirekli olarak zaman gecikmeleri

kullanilmaktadir.

Zaman gecikmeli denklemlerin niifus modellerine uygulanmasi 1920 lere kadar uzansa
da, literatiire yerlesmesi 1950 li yillar1 bulmaktadir. Ozellikle Bellman ve Cooke
(1963)’un, gecikmeli diferensiyel denklemlerin popiilasyon dinamigi ve matematiksel
biyolojinin diger alanlar1 baglamindaki ¢alismalari, Kuang (1993), Hale and Lunel
(1993) ve Smith (2010) tarafindan yazilan kitaplar, gecikmeli diferensiyel
denklemlerin olusturulmasinda bu niifus dinamikleri problemlerinin modellenmesi ve
teorik analizi i¢in gerekli olan altyapiy1 saglamistir. Ayrica, matematiksel biyolojide
gecikmeli diferensiyel denklemlerin daha somut Ornekleri Gopalsamy (1992)

tarafindan yazilan kitapta bulunabilir.

Gecikmeli diferensiyel denklemlerin kararlilig: tizerine yapilan ¢aligmalart miimkiin

oldugunca acik bir sekilde gorebilmek i¢in 7 >0, AeR igin
X'(t) = Ax(t-7) (4.1)

denklemini ele alarak baslayalim. Bu denklemin sifir ¢dzlimiiniin kararlilig1 Bellman

ve Cooke (1963) tarafindan incelenmistir.

Hara ve Sugie (1996), (4.1) denklemini 7 >0, Ae M, (R) i¢in inceleyerek, daha genel

bir durumda kararlilik sartlarini olusturmuslardir. Stephan (1989), k,1 >0 ve AeR

olmak iizere (4 1) denkleminin

X'(t) = A(x(t—k)+x(t-1)), (4.2)
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iki gecikmeye sahip oldugu durumu ele almis; Hara, Miyazaki ve Morii (1997) ise

(4.2) denklemini, k,I >0 ve AeM,(R) igin sisteme genisleterek, bu denklem sistemi

i¢in asimtotik kararlilik sartlarin1 vermislerdir.

Ruan ve Wei (2003), (4.2) denkleminden farkli olarak k,I >0 ve A BeR olmak

X'(t) = Ax(t) - B(x(t—k)+x(t-1)), (4.3)

denklemini incelemis ve denklem i¢in asimtotik kararlilik sartlarini elde etmislerdir.

Bu tez calismasinin 3. bolim 4. kesimde, (4.3) denklemi k,I>0,BeR ve

AeM,(R) olmak iizere

X'(t) =Bx(t)— A(x(t—k)+x(t-1)), (4.4)

denklem sistemine genisletilerek asimtotik kararliligi incelenmistir. Diger taraftan

Hayes (1950) ve Boose (1987) A B €R i¢in
X'(t) = Ax(t)+Bx(t-1) (4.5)

denklemini ele alarak bu denklemin kararlilik kosullarini olusturmuslardir. Sakata

(1998) ve Matsunaga (2008), ayni denklemi AcR ve BeM,(R) i¢in, Matsunaga
(2009) ve Nakajima (2014) ise Ae M,(RR) ve BeR i¢in bu denklemin asimtotik

kararlilig1 i¢in yeni sonuglar elde etmislerdir. Sakata ve Hara (2004) A, BeR ve
I/k € Q i¢in

X'(t)= Ax(t—k)+Bx(t—I) (4.6)

denklemini ele almis ve bu denklemin asimtotik kararliligini incelemislerdir. Zaman
gecikmeli diferensiyel denklemlerin asimtotik kararlilik sart1 i¢in elde edilen sonuglar

tablo 4.1.’de 6zetlenmistir:
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Tablo 4.1. Zaman gecikmeli diferensiyel denklemlerin asimtotik kararlilik sarti igin

elde edilen sonuclar

Gecikmeli Diferensiyel Denklemler

Denklemler Parametreler Yazarlar&
Kriterler
X'(t)=Ax(t—7) AcR Bellman
ve Cooke (1963)
AeM,(R) Hara ve
Sugie (1996)
X'(t)=A(x(t—k)+x(t-1))=0 AeR Stepan (1989)
AeM,(R) Hara,
Miyazaki ve
Morii (1997)
X' (t) = Bx(t)= A(x(t=k)+ x(t =1 AeR, BeR Ruan ve Wei
(1)=Bx(t) - A(x(t-k)+x(t-1)) R
BeR, Deger ve
AeM,(R) Bolat (2018),
Deger ve
Bolat (2018)
ABeM, (R) Acik Problem
X'(t)= Ax(t)+Bx(t—1I) AeR, Hayes (1950),
BeR Boose (1987)
AcR, Sakata (1998),
BeM,(R) Matsunaga (2008)
AeM,(R), Matsunaga (2009),
BeR Nakajima (2014)
ABeM, (]R) Acik Problem
X'(t) = Ax(t—k)+Bx(t—1) AeR, BeR, | Sakatave
I/ke@Q Hara (2004)
AcR, BeR, | Acik Problem
I/k ¢ Q
A yada Acik Problem
BeM,(R)
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Diferensiyel denklemlerin diskret analogu olan fark denklemleri 6zellikle son 40 yildir
literatlirde 6n plana ¢ikmaktadir. Fark denklemleri ile ilgili olarak Goldberg (1986),
Lakshmikantham ve Trigiante (1988), Mickens (1990), Akin ve Bulgak (1998),
Agarwal (2000) ve Kelley ve Peterson (2001) tarafindan yapilan ¢alismalar bu teoride
Oonemli bir yere sahiptir. Ayrica, gecikmeli fark denklemleri ve bu denklemlerden
olusan denklem sistemleri i¢in daha somut uygulamalar Elaydi (1999) tarafindan

yazilan kitapta bulunabilir.

Gecikmeli fark denklemlerinin kararliligi iizerine yapilan ¢alismalar1 agik bir sekilde

gorebilmek i¢in kK € Z* ve B e R olmak iizere linnerlestirilmis popiilasyon denklemi

olarak bilinen
x(n+1)—x(n)=Bx(n—k) 4.7

denklemini ele alarak baslayalim. Bu denklemin kararlilik durumu Levin ve May

tarafindan 1976 da incelenmistir. Clark (1976) ve Kuruklis (1994), (4.7) denklemini
keZ" ,BeR AeR sayisiigin

x(n+1)— Ax(n)=Bx(n—k) (4.8)

biciminde genellestirerek bu fark denkleminin asimtotik kararlilig1 i¢in sonuglar elde

etmislerdir.

Matsunaga ve Hara (1999), (4.7) denklemini bir B € M, (R) matrisi i¢in ele almus ve

bu denklem sisteminin asimtotik kararliligini incelemislerdir. Matsunaga (2004),

Kipnis - Malygina (2011) ve Cermak - Jansky (2014), k e Z*, AeR ve Be M, (RR)

i¢cin
x(n+1)— Ax(n)=Bx(n—k) (4.9)

genellestirilmis fark denklem sistemini ayri ayri ele alarak bu denklem sisteminin

asimtotik kararlilig1 i¢in sartlar1 olusturmuslardir.
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Bu tez ¢alismasinin 3. bolim 1. kesimde, (4.9) denklem sistemi ele alinarak bu

denklem sisteminin asimtotik kararlilik sartlari incelenmistir.

Ogita, Matsunaga ve Hara (2000), k,l € Z" ve A€ R olmak iizere
x(n+1)—x(n)=A(x(n—k)+x(n-I)) (4.10)

iki gecikmeli fark denklemini inceleyerek, bu gecikmeli fark denklemi igin asimtotik

kararlilik sartlarint vermislerdir.

Nagabuchi (2014), (4.10) denklemini AeM,(R) alarak denklem sistemine

genisletmis ve bu denklem sisteminin asimtotik kararlilik sartlarini incelemistir. Bu
tez ¢alismasinin 3. boliim 2. kesimde, Nagabuchi (2014)’nin ele almis oldugu denklem

sistemi B € R sayisi i¢in
x(n+1)—Bx(n)=A(x(n—k)+x(n-1))

genellestirilerek, bu fark denklem sisteminin asimtotik kararlilik sartlar1 elde

edilmistir. Dannan, 2004 yilinda
x(n+1)— Ax(n—k)+Bx(n—-1)=0

iki gecikmeli fark denklemini ele almis ve bu denklemin asimtotik kararlilik sartlarin

vermistir.

Zaman gecikmeli fark denklemlerinin asimtotik kararlilik kosulu icin, elde edilen

sonuglar tablo 4.2’de 6zetlenmistir:
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Tablo 4.2. Zaman gecikmeli fark denklemlerinin asimtotik kararlilik sarti icin elde

edilen sonuclar

Gecikmeli Fark Denklemleri

Denklemler Parametreler Yazarlar&
Kriterler
x(n+1)—x(n)=Ax(n—k) AeR Levin ve
May (1976),
AeM,(R) Matsunaga ve
Hara (1999)
x(n+1)—x(n)=A(x(n=k)+x(n-I AeR Ogita, Matsunaga,
(n+2)-x(0)= A(x(n k) +x(n-1) Ot Mats
AeM,(R) Nagabuchi (2014)
x(n+1)=Bx(n)=A(x(n-k)+x(n-I BeR, Deger ve Bolat ()
(4D =B(m)=AX(n-k)ex(n-1)) | B<FL
ABeM, (R) Acik Problem
x(n+1)— Ax(n)+Bx(n-1)=0 AeR, BeR Kuruklis (1994)
Clark (1976)
AcR, Matsunaga(2004),
BeM,(R) Kipnis ve
Malygina (2011),
Cermak ve
Jansky (2014)
Deger ve
Bolat(2017)
ABeM, (R) Acik Problem
x(n+1)— Ax(n—k)+Bx(n—1)=0 ABeR Dannan (2004)
A yada Agik Problem
BeM, (R)

132




Burada ele alinan biitiin denklemler ve sistemler karsilastirildigi zaman yapmis
oldugumuz her bir ¢alismanin literatiirde bir boslugu doldurdugu goriilmektedir.
Benzer denklem ya da denklem sistemlerini incelemek isteyen herhangi bir arastirmaci
icin literatiirde bu alanda ele alinmis ya da ele alinabilecek bazi problemlerde
belirtilmistir. A¢ik olan problemlerin ¢éziimleri, Bulgakov (1980) un tanimladigi ve
Aydin (1995) 1n periyodik sistemlere uyarladig1 sart sayist kullanilarak ya da daha

farkli yontemler gelistirilerek incelenebilir.
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