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1. GIRIS

Asmus, 1., “Duality Between Hyperbolic and de-Sitter Geometry” isimli makalesinde
de-Sitter diizlemindeki {iggenlerin yapisindan ve cesitlerinden bahsetmistir. Bu
makalede de-Sitter uzayindaki {i¢ c¢esit dogru pargasina gore, on tip iiggenin
varligindan bahsedilmistir.

Biz de bu ¢alismamizda, Baki Karliga’nin, “Edge matrix of hyperbolic simplices”
isimli makalesinden yararlanarak, de-Sitter diizlemindeki {iggen ¢esitlerinin Gram
matrislerini hesaplayip, bu matrisler yardimi ile bu iicgenlerin belli noktalardaki

ozdeger ve 0zvektorlerini elde etmeye calisacagiz.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Oklidyen Uzay
n- boyutlu Oklid uzay1 i¢in standart analitik model, n- boyutlu IR" reel vektor uzay:
ile eslesen IR" afin uzayidir. IR" iizerindeki Oklidyen i¢c ¢arpim non-dejenere,

simetrik, bilineer ve pozitif tanimlidir.

(,y, IR" vektor uzay1 izerinde non-dejenere, simetrik, bilineer ve pozitif taniml bir

i¢c ¢carpim olmak {izere x € /R" nin bu i¢ ¢arpima gore normu

TR

seklinde tanimli reel sayidir [1].

2.1.1. Tanim

x,y € IR" olmak iizere iki vektdr arasindaki Oklidyen uzaklik
dy (%) =[x=]

seklinde tanimlanir [1,7].

2.1.2. Tanmim

IR" iizerinde tanimlanan d, metrigine Oklid metrigi denir [7].

2.1.3. Tanim



x,y € IR" iki vektor ve n>1 olsun. x ile y nin Lorentzian i¢ ¢carpimi

G, ), ==XV, +ot X,y +X,),

ile tanimlanan indefinit bir i¢ ¢arpimdir. Bu ¢arpim ile birlikte /R" uzayma Lorentz

uzay1 denir ve /R ile gosterilir [2]. IR uzayimnda bir x vektoriiniin Lorentz normu

[l =k, .

ile, x ve y vektoriiniin Lorentz uzunlugu ise
d, (x,y)=|x-»| dur.

2.1.4. Tanim

x ve y IR de pozitif (negatif) zaman benzeri iki vektor olsun.

(x, ), = =||x[[[¥]|coshn (x, )

olacak sekilde negatif olmayan bir tek 7 (x, y) reel sayisi vardir. x ve y arasindaki

Lorentz zaman benzeri (timelike) ag1, (x, y) olarak tanimlanir [1,2].

2.1.5. Tanim (Timelike vektorler arasindaki timelike ac1)

x ve y IR"™ nin pozitif (negatif) timelike vektdrleri olsun. 7(x,y) negatif olmayan
bir reel say1 olmak {izere

(x.3), =[xl coshn (x. )



dir. Buna gore x ve y arasindaki Lorentzian timelike ac1 n(x, y) dir. Eger

n (x, y) =0 ise x ve y nin birbirlerinin pozitif skalar carpimidir [1].

2.1.6. Tanim (Spacelike vektorler arasindaki spacelike a¢1)

xvey, IR™ in spacelike vektorleri olsun. Boylece 0 ve 7 arasinda bir tek

n(x,y) reel sayisi vardir ki

(9, = [xll¥]eosn (x.v)

dir. x ve y arasindaki Lorentzian spacelike ag1 n (x, y) ile tanimlanir [1].

2.1.7. Tanim (Spacelike vektorler arasindaki timelike ac1)

x ve y, timelike alt vektdr uzay: tarafindan gerilen /R"" in spacelike vektorleri

olsunlar. Bir tek 77 (x, y) reel sayis1 vardir ki

(e, vy, [ =[] coshn (x. v)

dir. x ve y arasindaki Lorentzian timelike a¢1 n (x, y) ile tanimlanir [1].

2.1.8. Tanim (Timelike ve spacelike vektorler arasindaki aci)

IR de x spacelike vektdr ve y pozitif timelike vektdr olsun. Boylece bir tek negatif

olmayan 7 (x, y) reel sayisi vardir ki

(e, 2).[= [l sinh (x. )



dir. x ve y arasindaki Lorentzian timelike ag1 n (x, y) ile tanimlanir [1].

2.2. Hiperbolik ve de-Sitter Uzay1

S cIR™ ve S = {x eIR" :<x,x>= 1} kiimesine n-boyutlu birim pseudo-kiiresel
uzay (de-Sitter uzay1), H, = {x e IR < x,x>= —1} kiimesine de n- boyutlu birim

pseudo-hiperbolik uzay denir. Hj uzaymin iki baglantili bileseni Hj, ve H_

olmak {tizere, bu bilesenlerin her biri n-boyutlu hiperbolik uzayin modeli olarak
alinabilir. Biz literatiire bagh kalarak hiperbolik uzaym modeli olarak pozitif bileseni
g0z Oniine alacagiz, yani; Hj, = H" IR olarak alacagiz [1].

2.2.1. Tanim

x,ye H" cIR"' ve x ile y arasmdaki Lorentzien zaman benzeri ag1 7 (x, y) olsun.

x ve y arasindaki hiperbolik uzunluk

dy (x.y)=n(xy)
seklinde tanimli bir reel sayidir.

(x,y), ==|x[|»|coshn (x,y) oldugundan

coshd,, (x,y)=—(x,»),
olur [1,9].
2.2.1. Teorem

d,, hiperbolik uzunluk fonksiyonu A" iizerinde bir metriktir [1].

5



ispat

[1] den goriilebilir.

2.2.2. Tamim

d,, metrigi ile birlikte H" uzay1 hiperbolik n-uzay olarak adlandirilir [1].

2.2.3. Tanim

H" nin bir dogrusu /R in iki boyutlu zaman benzeri alt vektdr uzayi ile H" nin
arakesitidir. x,y e H" vektorleri IR™' in V(x, y) ile gosterilen iki boyutlu bir
zaman benzeri alt uzaymi gererler. Boylece L(x,y)=H"NSpan(x,y), x den
gecen y yiigeren H" nin bir dogrusudur [1].

Buna goére H" nin jeodezikleri onun dogrularidir.

2.2.4. Tanim

H" nin bir m-diizlemi, /R'"" in (m+1) -boyutlu zaman benzeri alt vektor uzay: ile

H" nin arakesitidir [1].
2.2.5. Tamim

H" nin bir hiperbolik 1-diizlemi onun hiperbolik dogrulari, hiperbolik (n—l) -

diizlemi onun hiperdiizlemi olarak adlandirilir [1].

2.3. Oklidyen, Kiiresel ve Hiperbolik Uzayda Tanimlar

Asagida verecegimiz tanimlarda X = E",H",§",S]" olarak almacaktur.



2.3.1. Tanim

X in bir alt kiimesi C olsun. Her x,y e C ayrik cifti icin x ve y yi iceren dogru
pargast C de kaliyorsa (X =S8" ve X =S| i¢in y #—x), C kiimesine konveks kiime
denir [1].

2.3.2. Tanim

X de n-boyutlu bir konveks polihedron P olsun. k=1,2,...,n+1 i¢in P nin bir -

yiizii(face), P nin (k+1) yiiziiniin bir kenar1 olarak tanimlanir [1].

2.3.3. Tanim

X de n-boyutlu bir konveks polihedron P olsun. P nin 0-yiiziine, P nin tepesi
denir[1].

2.3.4 Tanim

X in her bir 4 alt kiimesi i¢in, 4 y1 igeren X in biitiin konveks alt kiimelerinin

arakesitine 4 nin konvekslik bolgesi denir [1].

2.3.5 Tanim

X de n-boyutlu bir polihedron P olsun. Eger P nin sonlu sayida tepe noktas1 varsave

P bu tepelerin konvekslik bolgesi ise (P € S”,S] i¢in antipodal noktalar1 igermezse),

P ye bir ¢ok tepeli(politop) denir [1].

2.3.6. Tanim

X de (n+1) tepe noktali, n-boyutlu bir politopa bir n-simpleks denir [1].



2.3.7. Tanim
Iki boyutlu simplekse iicgen, ii¢c boyutlu simplekse dortyiizlii denir [10].
2.3.8. Tanmim

S" de Q , P,P,...,P

n+l

tepe noktali bir n-simpleks olsun. Bu simpleksin £ ve P,

tepelerine zit 7,j yinci yiizleri arasindaki agiya dihedral ac1 denir [10].

Bu agiy1 6, olarak belirleyebiliriz.

2.3.9. Tanim

S"de Q, B,P,...P,

[EE R

tepe noktali bir n-simpleks olsun. Bu simpleksin £ ve P,

tepe noktalar1 arasindaki uzakliga ayrit uzunlugu denir [10].
¢, = arccos (<E, P >) seklinde belirlenir.

2.3.10. Tanim

Q bir kiiresel dortytizlii olsun. Bu dortyiizliinin £ ve P, tepe noktalar: arasindaki

1

uzaklik ¢, =arccos(< P, P, >) dir [10].
Buna gore cos¢, =< F, P, > olur.

2.3.11. Tanmim

M =[<F,P, >]=[cos¢,] matrisine Q kiiresel dortytizliiniin ayrit matrisi denir [10].



2.3.12. Tanim

G =[<F,P >]=—[cos¢;] matrisine Q kiiresel dortyiizliiniin Gram matrisi denir

[10].



3. de-SITTER DUZLEMINDE UCGENLER

3.1. de-Sitter Uzayinda Dogru ve Dogru Parcalarn

3.1.1. Tanim

p.q €S ve w=q—{p,q)p olmak lizere

(1) Kp,q>‘ <1< w spacelike,
(ii) |(p.g)|> 1w timelike,

(iii) |( p.g)|=1<w null [1].
3.1.2. Tanim
p.q€S' veV=5Sp{p.q} icin

(i) [(p.g)| <1V spacelike,
(ii) [(p,q)| > 1=V timelike,

(iii) |( p.g)| =1V null [1].
3.1.3. Tanim
p.q€S veV=_Sp{p,q} olsun.

(1) V' spacelike ise p,q dan gegen dogrunun parametrik denklemi

10



a(t):(cost)p+(5inf)(%] e

dir [2].

(11) V' timelike ise p,q dan gecen dogrunun parametrik denklemi

ﬂ(s):(coshs)p+(sinhs)(%] e

dir [2].

(111) ¥ null ise p,q dan gegen dogrunun parametrik denklemi
7/(/1)=p+/1(q—p) , AL€IR

dir [2].

3.1.1. Teorem

p.q€S veV=_5Sp{p,q} olsun.

(1) V' spacelike ise (p,q)=cost, olmak lizere p,q ile smirli dogru parcasinin

uzunlugu #, ve parametrik denklemi de

a(t)z(cost)p+(sint)[%J ,0<t<t,.
0

(1) V' timelike i1se (p,q) =coshs, olmak tizere p,q ile smirli dogru pargasmin

uzunlugu s, ve parametrik denklemi de

11



q—coshs, p

ﬂ(s)z(coshs)p+(sinhs)[ J , 0<s<s,.

sinh s,
(111) V' null ise

7/(/1)=p+l(q—p) , 0<A<L1.
ispat

Tamm 3.1.3 (i) den «a(0)=p, a(f)=g ve «  sirekli oldugundan da

a(t)z(cost)p+(sint){%} , 0<t<t, noktast p,q ile smirl dogru
0

parcasi lizerindedir.

Tamm 3.1.3 (ii) den B(0)=p, B(s,)=¢g ve B siirekli oldugundan da

ﬂ(S) = (Cosh s)p +(sinh s)[w

- , 0<s5<s, noktas1 p,q ile smirlh dogru
sinh s,

parcasi lizerindedir.

Tamm 3.1.3 (iii) den y(0)=p ve y(l)=¢q ve y  siirekli oldugundan
y(A)=p+i(q-p) ., 0<2<1 p,q ile smrl dogru pargasinin parametrik

denklemidir.

12



3.2. de-Sitter Uzayinda Ucgen Cesitleri

1. ,A, Null kenarl iiggen

Sekil 3.1. Null kenarli iiggen [3]

2. A} Spacelike tabanli null ayakli iiggen

Sekil 3.2. Spacelike tabanli null ayakli tiggen [3]

13



3. ,A, Null tabanli timelike ayakl1 iiggen

Sekil 3.3. Null tabanli timelike ayakli tiggen [3]

4. ,A? Timelike tabanli null ayakli iiggen

Sekil 3.4. Timelike tabanli null ayakli iggen [3]

14



5. ,A; Null tabanli spacelike ayakli iiggen

Sekil 3.5. Null tabanli spacelike ayakli tiggen [3]

6. A, Kenarlari spacelike, timelike, null olan {iggen

Sekil 3.6. Kenarlar1 spacelike, timelike, null olan tiggen [3]

15



7. ,A, Spacelike kenarli {iggen

Sekil 3.7. Spacelike kenarli tiggen [3]

8. ,AY Timelike kenarli iiggen

Sekil 3.8. Timelike kenarli tiggen [3]

16



9. ,A) Timelike tabanli spacelike ayakl iiggen

Sekil 3.9. Timelike tabanl spacelike ayakli iiggen [3]

10. ,A) Spacelike tabanl timelike ayakli {iggen

Sekil 3.10. Spacelike tabanli timelike ayakli tiggen [3]

17



3.3. de-Sitter Diizlemindeki Ucgenlerin Ayrit Matrisleri

3.3.1. Teorem

- - - -
u,v null vektorlerinin lineer bagimli olmas1 icin gerek ve yeter sart (u,v)=0

olmasidir [4].
ispat
[4] deki Onerme 1.1.5 den goriilebilir.

3.3.2. Teorem

p,q €S’ igin pg vektoriiniin null olmas: igin gerek ve yeter sart (p,q) =1

olmasidir [4].

ispat

<17q,17q> =0=2(1-(p,q))=0
= <paQ> =1

Tersine (p,q) =1=(pq, pq) =2(1-(p,q)) =0

olup pg nulldur.
3.3.3. Teorem

p.q,r OAf) tipinden tiggenin sirali koseleri ise » noktasi p ve g nun belirledigi dogru

iizerindedir [4].
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fspat

> o -

oA} tipinden ise pgq, pr ve gr kenar dogrultulari nulldur. O zaman Teorem 3.3 den

(p.q)=(p,r)=(q,r)=1
Ve

> o

(pq,pr)=0.

Teorem 3.2 den {pq,pr} lineer bagimhdir. pr=Apg=>r=p+Apg bu ise r

noktasinin p,q ile belli dogru iizerinde olmasidir.

3.3.1. de-Sitter Uzayindaki iki Noktadan Gecen Dogrularin Baz1 Ozellikleri

1.V=Sp{Pi,P].} timelike ve (B,P)>1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart F,P,

noktalar1 V' NS/ hiperboliiniin ayn1 pargasi iizerinde olmasidir ([2] deki Onerme 38

durum 2 den).

2. V=Sp{Pi,P].} timelike ve (F,P)<-1 olmasi igin gerek ve yeter sart B,P,

noktalar1 ¥ NS!" hiperboliiniin farkli pargalar1 iizerinde olmasidir ([2] deki Onerme

38 durum 2 den).

3. V= Sp{Pi,P].} nin spacelike olmasi i¢in gerek ve yeter sart ‘(E,P])‘ <1 olmasidir

([2] deki Onerme 38 durum 1 den).

4.V =Sp{Pi,P].} nin null olmas i¢in gerek ve yeter sart ‘(E,P])‘ =1 olmasidir ([2]

deki Onerme 38 durum 3 den).
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F, P, ile smirh geodezik pargasi /; olmak lizere,

(A

5. 1, nin hiperbol par¢asi olmasi igin gerek ve yeter sart (B, P,) >1 olmasidir [2].
6. [, nin elips pargas1 olmast i¢in gerek ve yeter sart ‘(E,P])‘ <1 olmasidir [2].
7. I, nin null dogru pargasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart (£, P,) =1 olmasidir [2].

3.4. de-Sitter Uzayinda Ayrit Matrisi Verilen Uggenin Gram Matrisi
3.4.1 Teorem

M , A tiggeninin ayrit matrisi, &, M nin M, # 0 mindriiniin isareti ve

M,F,

U, =—F————=

\ =& |M|Mii
olsun.

(i) A nin P kosesinin karsisindaki kenarin u, normalinin spacelike olmasi i¢in

gerek ve yeter sart M, <0,
(i) A nn P kosesinin kars: kenarmm normalinin timelike olmasi igin gerek ve

yeter sart M, >0 olmasidir [6].

3.4.2 Teorem

M , A nmn ayrit matrisi M, , M nin i-yinci minorii ve

”f:ZM@/P_/
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olmak tizere u; ,A nin i-yinci ayritinin null normal vektorii olmasi i¢in gerek ve yeter

sart M, =0 olmasidir [6].

3.4.1. Sonug¢

M ,E,P,P, koseli A nin ayrit matrisi ve u,,u, de, swrast ile, P ve P koselerinin

karsisindaki kenarlarin null ve spacelike dig birim normalleri olmak {izere;

(u.,u)y=— MM i#l [6]
i7" M il .

1

3.4.2. Sonug¢

M ,F,P,P, koseli A nin ayrit matrisi ve u,,u, de siras1 ile P ve F, koselerinin

karsisindaki kenarlarin null ve timelike dig birim normalleri olsun.

(u.,u,)y=-— MM i#l [6]
i7" M il .

i l
3.4.3. Sonug¢

M , A nmn ayrit matrisi ve u,,u, de A nim siras1ile P, ve F, koselerinin karsisindaki

spacelike ve timelike kenarlarin dis birim normalleri olsun. Bu durumda

(ui,u,)z_—M” =1 [6].

le (_Mii )
3.4.4. Sonug¢

M , A nin ayrit matrisi ve u,u, de A nn P ve P koselerinin karsisindaki

kenarlarin spacelike dis birim normalleri ise
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M. .
<ui,u1):—;4 , i#1 [6].

il
3.4.5. Sonug¢

M , A nin ayrit matrisi ve u,u, de A nn P ve P koselerinin karsisindaki

kenarlarin timelike dis birim normalleri ise

<ui,u1):_—M” ,i#1 [6].

il
3.4.6. Sonug

M , A nin ayrit matrisi ve u,u, de A nn P ve P koselerinin karsisindaki

kenarlarin null dis birim normalleri ise

(uu)y=|M|M,, i+l [6].

il »

22



4. de — SITTER DUZLEMINDEKI UCGENLERIN OZDEGERLERI

4.1. Null tabanh, spacelikeayakh de — Sitter iicgen

P, = (%’:_;n)’p: =(1,1,1),py = (0,0,1) noktalar1 igin
< P ,P, == ‘E;l < 1 (spacelike)
Y=

*< P ,P; > = 0 < 1 (spacelike)

#< P,,P; = = 1 (null)

P2

Uz timelike =53 == Uinull

P
P1

v

U3 timelike

Sekil 4.1. Null tabanli, spacelike ayakli de-Sitter liggen

Simdi null tabanli spacelike ayakli de-Sitter liggeninin ayrit ve Gram matrisleri

hesaplayalim.

23



1 <P ,Pb> <P, B>
u=|<P,P, = 1 <P, P }]:|p|=-2+~.j§ <0
<P,Pb> <B,P;> 1
veE
0 =uy, w, > <u, ug>=
G=|<u,u, = 1 < Uy, Ug }],
< Uy, = <= Uy, UWg = 1
[ 14l 1l
0 T il
,\‘I - Hiz .\‘I - Mg
G: lﬂ R 1 _Fas >
'\Il Moz Hiz VHozbes
[ al Haog
— L = 1
—'\Il g, Has VBozbes
0 V3-2 2-43
= 1
/3 —2 1
G: v \.I\,i—l 5
2—V3 — 1
Yy3—-1
bulunur.

. (3 — ' — _
det(Al—G) =A% —2 A%+ (E[—e - 5»*3)) (J—uz - szfs)h +14—8V3

A= |p|— ?a: =i = |y +§ dontistimii yapildiginda
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| |3_|_ E[_89+45 "E)l | + g— 3 "E—F l—l42+82 "§=l:|
I p W L 37 W \'Il W

119

— ————
——+ 3V3— V142 + 82y/3 olmak iizere

p= (-89 +45V3)veq=—

D =$(—456?3 +26365y3 — 4/ —2387059 + 1378 1?1@] ~ —0,135< 0

A, = 24/ —Qcos (3), (cos (3) = 0,958)

B4+2 6+2
L=2\,-"'j1cos( —;ﬂ),(cos( +3 ﬂ)=—ﬂ,?26)

B+ 4 814
l3=21\,’:1c05( —;ﬂ),(cos( _;ﬂ)=—ﬂ,231)

olmak iizere 6zdegerler,
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0 2
A = z,j?gcc.s(g) =1,501+ >0

0+ 2n 2
A, = 2\,-"'?3:05( S )= ~1,138+5 >0

Ei-|-41T)

2
l3=2w’:1cns( =-0362+2>0

seklinde bulunur.

4.2. Null tabanh, timelike ayakh de —Sitter ii¢cgeni
P,=1(111)F =(-1,1,1), By = (2,1, 2) noktalar1 i¢gin
#*< P, ,P, = = 3 = 1(timelike)

*< PP, > = 1(null)

#*< P,, Py = =15 =1 (timelike)

P=

Uz null =—— —== U1 spacelike

P1 @ P2

Uz spacelike

Sekil 4.2. Null tabanli, timelike ayakli de-Sitter iicgeni
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Simdi null tabanli timelike ayakli de-Sitter ticgeninin ayrit ve Gram matrisleri

hesaplayalim.

1 <PB.Bb>= <P.PF=
u=|=Ppk.,F = 1 =< P, Py }],
<B.BE> <B B> 1

\

1 = Uy, Uy = =< Uy LUg =
G=|=u,u, > 0 < U, LUy =,
<u,u; > <u,ug > 1
i 1 \-'Il_l-'ll Big

Vi, 1= W B Heg
G| - 0o -,
Vi = v Has ’
- b
- : -, 1
L BigHgs 13 o Mgz 3
2 7
1 - — =
VB 24/6
G=|-= 0 2|
wE
7 f—
— {
248 v 1
bulunur.

8. 8-—72
det(Al — G) =—?+ — =0
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4.3. Kenarlar1 null, timelike ve spacelike olan de-Sitter iicgeni
P, = (=,0,2)p, =(1,1,1), B, = (0,0, 1) noktalari igin

VE—1

]

*< P P, == = 1(spacelike)

#< P, P, > = = > 1(timelike)

W

#*< P,, P; == 1(null)

P=

Uz spacelike <4 —== U1 null

P1 P,

Uz timelike

Sekil 4.3. Kenarlar1 null, timelike ve spacelike olan de-Sitter liggeni

Simdi kenarlar1 null, timelike ve spacelike olan de-Sitter liggeninin ayrit ve Gram

matrisleri hesaplayalim.

28



1 <P,P,> <P, P>
u= [<P,.P = 1 <P, P, }]
<P,,P,> <P P> 1

Ve
[ 0 =uy, u, = <uy, ug =
G=|<uy, u, = 1 < Uy, Ug =,
<1y, Uy oS, Ug == -1
[ [l [~| l
0 ' . — L.
'\Ilu"" 12 N Mas 13
_ |||.L| i —Hog
G= W Sz ;
N oz ull.'l-l::]“aa ’
|l -u,
||_Ll 13 — = 1
N Has oy TR T
1 1
0 — e
W2 2WE—2+2
1 VZI—JE
G= = 1 — ,
V2 2443-1
_ 1 VZ—B 1
2VE-24Z 2/
bulunur.

det[}I—G]=}3—i[2+m’§)}+i —64+V3-42[14V3]=0
: 16 T 16 N

— =
(— 6+vV3—4y1+ w.,“Ej olmak uzere

_ 1

p=—5(2+V3he q=—=

D= By + a\" — —482-389/3+32/3+2743 ~0227 <0 olup
2 2096

3
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0= cos_l(,R

v —6*

),(R=%q Ve Q=£P)

3

=6= cos_l{ K_) = 0,951
v—g?

— 8 8
=2 7os(2). (oY) = 055)
Ay i —Qcos 3 COS 3

8+ 27 B+ 2;
by = 2\,-"'?@(:05( +3 T),(cos( +3 T)= 0,54)

— B4 4x B4 4
Ly = 24—0Q cns( ), (cos( ) =0, 543?)
3 3
olmak iizere 6zdegerler,

A, =1,589 >0

=0903=10

]

[

by =0,909>0
seklinde bulunur.

4.4 .Spacelike tabanl, timelike ayakh de—Sitter iicgeni

1

P,=(0=,= )P =(0,0,1),F, =(v3,0,2) noktalar igin
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*< P ,P>= é < 1 ( spacelike)

#< Py, P, > = 2 > 1 (timelike)

#*< P,, P, == 2 > 1 (timelike)

Uz=spacelike ——— "=  Uispacelike

P, P2

U

Uz timelike

Sekil 4.4.Spacelike tabanli, timelike ayakli de-Sitter liggeni
Simdi spacelike tabanli , timelike ayakli olan de-Sitter liggeninin ayrit ve Gram

matrisleri hesaplayalim.

1 <P,P> <P,P>
<P,P> <P, P> 1
ve
1 <uy, u, = <uy, ug =
G: ‘:1.11, ll.;l.j:;b 1 ‘:1.12, 1.13:“-’],
<uy, u; = <u,, uy = -1
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_ -, -
1 13 ]
iy z II_“'_'_:IHH
"o 1 “Hag
G=| T .
ull'l'—'— Hog ul =gy :Il-laa
g “Hag -1
(- Hyy :ll-lu \JII: Huny Hgg
3
1 —— 0
VB
= 3
G e 1 "‘Inlz
VB

bulunur.
. 9 =]
det(hl—G)= 1* =3 ——h+—=0
( ) Sht3
a, = —Ilolmak tlizere
. 1 - L oo e <
A= lul—Za; yani & = |u|+ Zdoniisiimii yapildiginda,

(I |+1)3 {I |+l)j g(l |+1)+3—n
BT 3 HiT3z) —a\Mi73)7 37

2 29 2
= |ul —?|M|—E:D
p= _:_: ve q = ;—? olmak iizere
3 2
_(p a\" _ _ 30l
D (5) + (—} = ——> <0 olup
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6= cos'l(,Raa),(R=%qVEQ=§P)

V=

=80 = cos_l{ K_) =1,552

v —*

= B
=20 (cs(2) - 30
L, i —Qcos 3 Cos 3

B+ 27 B4+ 27
L., =2\,-"':1cos( +3 T},(cos( +3 T)=—IJ,SE:2)

84 4 84 4;
u, =2\,-'":1cos( +3 T),(cos( +3 T)=—D,IJIJE)

olmak tlizere 6zdegerler,

1
}h1=2,205+§:-~0

1
b, ==—2,188 + 3= —1,854< 0

1
by =—0,015+ 3 =0,318 =0

seklinde bulunur.
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4.5 .Spacelike tabanh, null ayakh de —Sitter iicgeni

P, =(1,1,1),, = (0, 0, 1), B, = (0, 1,0) noktalar1 i¢in

*< P, P, >=1 (null)

#*< P, P, =>=1(null)

#< P,, Py =10 < 1 (spacelike)

Pz

Uznull <4 == U1 timelike

P, l} P2

Uz null

Sekil 4.5. Spacelike tabanli, null ayakli de-Sitter tiggeni

Simdi spacelike tabanli , null ayakli olan de-Sitter liggeninin ayrit ve Gram

matrisleri hesaplayalim.

1 <P, P> <P, P>
<P, P> <P, P> 1

\
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1 =uy, u, = <uy, ug =

G=|<uy, u, = 0 < Uy, Ug =,
<y, Ug = < Uy, Uy = 0
- — —
N TR ST
\il Hyy o L2 \il My, o 13
[l
G= NPt 0 lulu,, |
[l
5, M luly, 0

-1 -1 0

bulunur. Buna goére 6zdegerler

seklinde bulunur.

4.6 .Timelike tabanh, spacelike ayakh de —Sitter iicgeni
P, = (0, %, %), P,=(0,0,1),p = [%, 0, “'H—E] noktalar1 i¢in

*< P, P, == —l? < 1 (spacelike)
v L

#< P, P, > == < 1 (spacelike)

242
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1k

+< P, B >= = 1 (timelike)

(]

ol

Ps

Uz timelike </ —= U1 spacelike

P
P1

v

Uz timelike

Sekil 4.6. Timelike tabanli, spacelike ayakl de-Sitter licgeni

Simdi timelike tabanli, spacelike ayakli olan de-Sitter liggeninin ayrit ve Gram

matrisleri hesaplayalim.

1 <B,B>= <PB,P>
n=|<Ph, B = 1 ﬂP:,PE}],
<PB,B>= <k, ,E=>= 1

\

1 <y, Uy = < Uy, Ug =
G=|<u, u, = -1 :‘:u:,ua::],
<y, Uy = < Uy, Uy = -1
= 1 —Hyn B

LGS PR | CTH I
-, -,
_|== -1 —=
G= =, :Il'l:: 3 L
: “Hig ._F“ -1
_ul iy )Faa J Mgty

36



—4
1 — 0
V3
—4 \."'E
G=|—= -1 —=
v3 V3
V5
0 — —1
L V3 |
bulunur.

, 14
det(}1—G) = 2¥+2%— 8h— =0

a, = lolmak iizere

- 1 . 1. g o
A= lul—za, yani A= |ul—- donisimi yapildiginda,

(Iul—%)3+(lul —%)2 ~8(Inl-5) -5 =0

Z5 52
= [ul* = [ul— = = Oolur.

pP= —?ve q= 5—; olmak tizere
D=(2)+ (5) =~ < ool
o= o () (r=tava= i)



=0= cns-l( ,“_)z 1.,3661

V-t

6 ¥
W, = 2\,-"'?2 cos (g),(cos (E) = 0,898 )

8+ 2x B4+ 2w
u:=2g’:1ccns( 3 ),(cos( 3 )=IZI,1)

B+ 4 B4 4s
n, = 2\,-"':@:05( +3 T),( cos( +3 T)=ﬂ,145)

olmak iizere 6zdegerler,
. 1
hy=2,996—->0
3
1
by =05—==0
- 3

1
by =0483==>0
3

seklinde bulunur.

4.7. Timelike tabanl, null ayakh de —Sitter iicgeni

P,=(v2,1,v2),P, = (—%, 1%7],% = (0,1,0) noktalart iin

W
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#< P, ,P, = =3 = 1 (timelike)
#< PPy = =1 (null)

#*< P,,P; = =1 (null)

Pz

Uz null —— = U1 null

P1 l} P,

Uz spacelike

Sekil 4.7. Timelike tabanli, null ayakli de —Sitter ii¢geni

Simdi timelike tabanli, null ayakli olan de-Sitter licgeninin ayrit ve Gram matrisleri

hesaplayalim.
1 <P ,b> <P B>
n=|<p,B = 1 <h.,P =
<PB.Phb> <B,P> 1
Ve
0 =<uy,u; = <uy,u; =
G=|<=u,u, = 0 < U, ,ug =,
< Uy, = <= Ug,lUg = 1
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[ m
0 lwlp,, —[—
12 I, © 13
ul (1t
> G= . 0 LI
n ”’1_ .HI oo p'_a
o e
_ [ _ el 1
| \Il Mt 1‘| -
0 g —V?2
G=| 8 0 —2
_1~I|"_ _\In"_ 1

bulunur. Buna goére 6zdegerler
- 1 ==t s o 1 —
= 59+ VBB = 8, = £(9 - V)

seklinde bulunur.

4.8.Kenarlarnn null olan de —Sitter iicgeni

P, = (0,0,1),P, = (—V2,v/2,1 ),P; = (+/3,—/3,1) noktalar1 i¢in
#*< PP, = =1 (null)

#< P ,P; = =1 (null)

#< P,, P, > =1 (null)
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P

Uz null =2—= == U1 null

P2

c 9

Uz null

Sekil4.8. Kenarlar1 null olan de —Sitter ii¢geni

Simdi kenarlar1 null olan de-Sitter icgeninin ayrit ve Gram matrisleri hesaplayalim.

1 <P ,P,> <P P>
uw=|<P, P = 1 <P, P =
<P,P,> <P, P> 1

\

0 fulp, el
G=|lulpn, 0 lulu,l
lulp, lulp,, 0

0 0 0
=>G=|0 0 0

0 0 0

bulunur. Buna goére 6zdegerler

seklinde bulunur.
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4.9.Kenarlan spacelike olan de —Sitter iicgeni

P, = (0, \‘L—?,\%), P, =(0,0,1),P; = [%J%,IJ] noktalari i¢in
#< PP, > = —i < 1 (spacelike)
*< P, Py == “:—E < 1 (spacelike)
*< P,,P, >= 0 < 1(spacelike)
Pz
Uztimelike <=3 = Ultimelike

Pz
P1

¥

Uz timelike

Sekil 4.9. Kenarlar1 spacelike olan de —Sitter tiggeni

Simdi kenarlar1 spacelike ayakli olan de-Sitter licgeninin ayrit ve Gram matrisleri

hesaplayalim.

1 <P ,P,> <P P>
u=|<P, P = 1 <P, P>
<P,P,> <P, P> 1

ve
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bulunur.

sdet(hl— G) = 35+ 307 —

(SRS

L+

B | e

a, = 3 olmak lizere

h=|ul —ga: yani & = |u| — 1 doniigiimii yapildiginda,
(Iul= 1 +3(ul = 1)* =2 (lul = D) + = =0

= |uf® —=lul+ 6= 0olur.

13 .
p = ——ve q = —6 olmak iizere
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_ R
=0 = cos l{,

v —*

6 ¥
W, = 2\,-"'?2 cos (g),(cos (g) = 0,596)

) ~ 2,795 dir.

B+ 2x 8+ 2w
u:=2g’:1cns( 3 ),(cos( 3 )=—[I,98)

B+ 4 84 4s
n, = 2\,-"':@:05( +3 T),( cos( +3 T)=ﬂ,396)

olmak iizere 6zdegerler,
h,=1,755— 1> 0
by =—292—-1=<0
by =1,165— 1>=0
seklinde bulunur.

4.10.Kenarlan timelike olan de —Sitter iicgeni

1k

=, 0, ), P, = (—V2,1,VZ),P; = (V3, 0,2) noktalar igin

g
Il
—_—
fl:u] | L

[

w

#< P, P, >= /3 + 1> 1 (timelike )
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#+< P, B ==

vl @

= 1 (timelike)

*< P, P, >= 22+ 6 > 1 (timelike)

Pz

U2 spacelike ——

—== U1 spacelike

4} P2

Uz spacelike

P

Sekil 4.10. Kenarlar1 timelike olan de —Sitter {liggeni

Simdi kenarlar1 timelike ayakli olan de-Sitter licgeninin ayrit ve Gram matrisleri
hesaplayalim.

\

1 <P,P,> <P, P>
n=|<P, P> 1 <P, By >
<P,BR> <R, ,RE> 1
1 ~(4-6y3) ————]
23 l6(36+2024T)
W
La_63 VB2
Se-ed =
5 '-,'6:_‘-,: 1
u's.:as+:usﬁ} V3 |
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bulunur.

0

N N . —BF11+9720+/F 255 79—15840+3
>det(hll— G) = ¥ — 337 —|-[: - ) — =

5 12
3174 + 3174
a, = 3 olmak lizere

h=|u|- ?a: yanii = |pu| + 1 doniigiimii yapildiginda ,

(Il + 1% — 3(Iu] + 7 + —8711 + 9720V3 (a4 1) + 25579 — 158403
8 H 3174 s 3174
=0
3 182334972043 10520-6120+3 _
= |H| +( 3174 j |M| + 3174 0 olur.
_ —18233 4972043 _ —10520+6120+/3 ..
p=——1—""—"veq=——————olmak lizere
3174 3174
3 -
D (EJ + (5) =<0 olup
. 1
B=cos_l( ), R=-qwveQ=-F
1,—E|3 ( 2 j
=0= cos_l{ K_a) = 1,344 olur.
y —i
8 B
—
=2/ —Qcos (—) , (cos (—) =0,901 )
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8+ 2xn B+2n
u:=2g’:1ccns( 3 ) . (cos( 3 )=III,BIZIE j

— 6+ 4n 0+ 4
y,3=2\,-'—Qcos( 3 ),(cos( 3 )=—0,21 )

olmak iizere 6zdegerler,
by =0,69+1 =0

by =—0632+ 1=0
hg = —0,057+ 1= 0

seklinde bulunur.
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5. AYRIT UZUNLUKLARININ BULUNMASI (de — SITTER UCGENI iCiN)

5.1. Null tabanh, spacelike ayakh de- Sitter iicgeni

-, E , 0), P, = (1,1,1), P, = (0,0, 1) noktalar1 igin, ayrit

v

uzunluklar1 sirasi ile

<P, Py>= 20

V2

= —1 << P;, P, < 1 olup (possible spacelike side)

= ¢,, = arccos (\'IETL )= 1,0267,

W

#< P, P3=>=0
= —1 << P,, P, =< 1olup (possible spacelike side)

= ¢,; = arcecos (0) =

w
]

# << P,, Py ==1 olup (null side)

seklinde bulunur.
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5.2. Null tabanl, timelike ayakh de — Sitter iicgeni

P,=(11.1),F, =(—1,1,1), P; = (2,1,2) noktalar igin, ayrit
uzunluklari sirasi ile

#*< P, B, == 3 =1 (possible timelike side)

= ¢,, = —arccosh (3) = —1,7627,

#< P, P; ==1 (null side)

= @3 =0

*<PF,, B == 5 = 1 (possible timelike side)
= @,; = —arccosh (5)= —2,2924

olur.

5.3. Kenarlar null, timelike ve spacelike olan de — Sitter ii¢geni

1

¥

P=(=, 0, :—; ), B, = (1,1,1), Py = (0,0, 1) noktalar1 igin, ayrit

uzunluklar1 sirasi ile

*<P, P >=""C<c1

v
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= —1 << P;, B, =< 1olup (possible spacelike side)

= ,, = arccos (ﬁ;l ) = 1,0267%,

w2

*<P, P >= é = 1 (posssible timelike side)

= ¢,3 = —arccosh (:—; )= — 0,6584,

#= <P, P, = 1 (null side)

= 3 =0
olur.

5.4. Spacelike tabanh, timelike ayakh de—Sitter iicgeni

P, = (0, =, =), P, = (0,0,1), P, = (+/3,0,2) noktalar1 icin, ayrit
V2§ /2 -

uzunluklar1 sirasi ile

1

<P, P >=

(]

W

= —1 << P, P, =< 1 olup (possible spacelike side)
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[

iy
= iy, = arccos ({_E_J_Z’
#* < P, P, >=42 > 1 (possible timelike side)
= ,3 = — arccos h[w.."'f) = —0,8813,

*< B, P >=2 > 1(possible timelike side)

= ¢,; = —arccos h(2) =—1,3169

olur.

5.5. Spacelike tabanli, null ayakh de—Sitter ii¢geni
P,=(1,1,1), B, =(0,0,1), Py = (0,1, 0) noktalar1 i¢in, ayrit
uzunluklar sirasi ile

*< P, P, =1 (nullside)
= 9, =0,

# <P, Pp == 1(nullside)

= @3 =0,
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* <Py, P > =0 < 1(possible spacelike side)

= @,, = arccos(0) =%

olur.

5.6. Timelike tabanh, spacelike ayaklh de — Sitter ilicgeni

P, = [ﬂ’%’% ), B =(0,0,1), P, = [%, 0, “H—E ) noktalar1 igin,ayrit

uzunluklar1 sirasi ile

+<P,P == % = 1 (possible spacelike side)

1 b’
= = arccos (—._ ) =-
q}l: \,': 2

2

*< P, P, >= —— < 1(possible spacelike side)
242

1

1l

= ':Pj_ﬂ = arccos { i

-

]= 0,659,

3]

*< P, Bp>= ”ﬂ—ﬁ =1 (possible timelike side)

= @,, = —arccosh (:—5 )= — 0,481

olur.
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5.7. Timelike tabanh, null ayakh de — Sitter iicgeni
P,=(21V2), B = (—j—?, 1, %], P, = (0,1, 0) noktalar1 igin, ayrit
uzunluklar sirasi ile

* <P, P, =3 > 1 (possible timelike side)

= ¢p,, = — arccosh(3)=—1, 762,

#* <P, P, >=1(null side)

= @3 =0,

#* < P,, P, ==1 (null side)

= @, =0

olur.
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5.8. Kenarlar1 null olan de — Sitter iicgeni

P, = (0,0,1), P, = (—/2,v/2,1), B, = (¥/3,—V3,1) noktalari i¢in, ayrit
uzunluklari sirasi ile

*<P,P,>=1<P,P>=1, <P, P,>=1

olup null side olur.

=P S @3 = Pz =0

dir.

5.9. Kenarlar spacelike olan de — Sitter ilicgeni

W3

1 1 1 ..
P, = (ﬂ’»-—?’v_? ), B, =(0,0,1),P, = S5 0 ) noktalar1 i¢in, ayrit

W

uzunluklar1 sirasi ile

*+ <P, P >= :—? < 1 (possible spacelike side)

1
= @, = arccos (—?) = E,

W=

*<P, == :—ﬁ < 1 (possible spacelike side)
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= ¢p,; = arccos (\'Ti) = 0,523,

*< P, P, = 0 < 1(possible spacelike side)
(L
= ¢,; = arccos (0) = >

olur.

5.10. Kenarlan timelike olan de — Sitter ii¢cgeni

P, = [\‘%Iﬂj :_; ), B, = (—V2, 1, V2), B, = (v'3, 0, 2) noktalari igin, ayrit

uzunluklar1 sirasi ile

# <P ,P>= 3+1>1 ( possible timelike side )
= ,, = — arccosh [\."E-i- 1 ) = —1,662,
+ <P ,Pp>= y34+1>1 ( possible timelike side )

1

= ¢,; = — arccosh (: )= —0.658,

]

# <P,,Pp>= 2y2+V6 =1 (possible timelike side )
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= (opy = —arccosh (2¥2+V6) = —2,347

olur.
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