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1. GİRİŞ 

 

 

Asmus, I., “Duality Between Hyperbolic and de-Sitter Geometry” isimli makalesinde 

de-Sitter düzlemindeki üçgenlerin yapısından ve çeşitlerinden bahsetmiştir. Bu 

makalede de-Sitter uzayındaki üç çeşit doğru parçasına göre, on tip üçgenin 

varlığından bahsedilmiştir. 

Biz de bu çalışmamızda, Baki Karlığa’nın, “Edge matrix of hyperbolic simplices” 

isimli makalesinden yararlanarak, de-Sitter düzlemindeki üçgen çeşitlerinin Gram 

matrislerini hesaplayıp, bu matrisler yardımı ile bu üçgenlerin belli noktalardaki 

özdeğer ve özvektörlerini elde etmeye çalışacağız. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

 

2.1. Öklidyen Uzay 

 

n- boyutlu Öklid uzayı için standart analitik model, n- boyutlu nIR   reel vektör uzayı 

ile eşleşen nIR  afin uzayıdır. nIR  üzerindeki Öklidyen iç çarpım non-dejenere,  

simetrik, bilineer ve pozitif tanımlıdır.  

 

,  , nIR  vektör uzayı üzerinde non-dejenere, simetrik, bilineer ve pozitif tanımlı bir 

iç çarpım olmak üzere nx IR  nin bu iç çarpıma göre normu 

 
1
2,v v v     

 

şeklinde tanımlı reel sayıdır [1]. 

 

2.1.1. Tanım 

 

, nx y IR   olmak üzere iki vektör arasındaki Öklidyen uzaklık 

 

 ,Ed x y x y    

 

şeklinde tanımlanır [1,7]. 

 

2.1.2. Tanım 

 
nIR  üzerinde tanımlanan Ed   metriğine Öklid metriği denir [7].  

 

2.1.3. Tanım 
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, nx y IR  iki vektör ve 1n   olsun. x ile y  nin Lorentzian iç çarpımı 

 

1 1 1 1, ...L n n n nx y x y x y x y          

 

ile tanımlanan indefinit bir iç çarpımdır. Bu çarpım ile birlikte nIR  uzayına Lorentz 

uzayı denir ve 1
nIR  ile gösterilir [2]. 1

nIR  uzayında bir x  vektörünün Lorentz normu 

 
1

2, Lx x y     

 

ile, x ve y  vektörünün Lorentz uzunluğu ise 

 

 ,Ld x y x y   dur. 

 

2.1.4. Tanım 

 

x ve y  1
nIR  de pozitif (negatif) zaman benzeri iki vektör olsun. 

 

 , cosh ,Lx y x y x y      

 

olacak şekilde negatif olmayan bir tek  ,x y  reel sayısı vardır. x ve y  arasındaki 

Lorentz zaman benzeri (timelike) açı,  ,x y  olarak tanımlanır [1,2]. 

 

2.1.5. Tanım (Timelike vektörler arasındaki timelike açı) 

 

x ve y  1nIR   nin pozitif (negatif) timelike vektörleri olsun.  ,x y  negatif olmayan 

bir reel sayı olmak üzere 

 , cosh ,Lx y x y x y    
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dir. Buna göre x ve y  arasındaki Lorentzian timelike açı  ,x y  dir. Eğer 

 , 0x y   ise x ve y  nin birbirlerinin pozitif skalar çarpımıdır [1]. 

 

2.1.6. Tanım (Spacelike vektörler arasındaki spacelike açı) 

 

x ve y , 1nIR   in spacelike vektörleri olsun. Böylece 0  ve   arasında bir tek 

 ,x y  reel sayısı vardır ki 

 

 , cos ,Lx y x y x y    

 

dır. x ve y  arasındaki Lorentzian spacelike açı  ,x y  ile tanımlanır [1]. 

 

2.1.7. Tanım (Spacelike vektörler arasındaki timelike açı) 

 

x ve y , timelike alt vektör uzayı tarafından gerilen 1nIR   in spacelike vektörleri 

olsunlar. Bir tek  ,x y  reel sayısı vardır ki 

 

 , cosh ,Lx y x y x y    

 

dir. x ve y  arasındaki Lorentzian timelike açı  ,x y  ile tanımlanır [1]. 

 

2.1.8. Tanım (Timelike ve spacelike vektörler arasındaki açı) 

 
1nIR  de x spacelike vektör ve y pozitif timelike vektör olsun. Böylece bir tek negatif 

olmayan  ,x y  reel sayısı vardır ki 

 

 , sinh ,Lx y x y x y    
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dir. x ve y arasındaki Lorentzian timelike açı  ,x y  ile tanımlanır [1]. 

 

2.2.  Hiperbolik ve de-Sitter Uzayı 

 
1

1 1
n nS IR   ve  1

1 1 : , 1n nS x IR x x     kümesine n-boyutlu birim pseudo-küresel 

uzay (de-Sitter uzayı),  1
0 1 : , 1n nH x IR x x      kümesine de n- boyutlu birim 

pseudo-hiperbolik uzay denir. 0
nH  uzayının iki bağlantılı bileşeni 0,

nH   ve 0,
nH   

olmak üzere, bu bileşenlerin her biri n-boyutlu hiperbolik uzayın modeli olarak 

alınabilir. Biz literatüre bağlı kalarak hiperbolik uzayın modeli olarak pozitif bileşeni 

göz önüne alacağız, yani; 1
0, 1
n n nH H IR 
    olarak alacağız [1]. 

 

2.2.1. Tanım 

 
1

1, n nx y H IR    ve x ile y  arasındaki Lorentzien zaman benzeri açı  ,x y olsun. 

x ve y  arasındaki hiperbolik uzunluk 

 

   , ,Hd x y x y   

 

şeklinde tanımlı bir reel sayıdır.  

 

 , cosh ,Lx y x y x y     olduğundan 

 

 cosh , ,H Ld x y x y     

 

olur [1,9]. 

 

2.2.1. Teorem 

 

Hd  hiperbolik uzunluk fonksiyonu nH  üzerinde bir metriktir [1]. 
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İspat 

 

[1] den görülebilir. 

 

2.2.2. Tanım 

 

Hd  metriği ile birlikte nH  uzayı hiperbolik n-uzay olarak adlandırılır [1]. 

 

2.2.3. Tanım 

 
nH  nin bir doğrusu 1

1
nIR   in iki boyutlu zaman benzeri alt vektör uzayı ile nH  nin 

arakesitidir. , nx y H   vektörleri 1nIR   in  ,V x y  ile gösterilen iki boyutlu bir 

zaman benzeri alt uzayını gererler. Böylece    , ,nL x y H Span x y  , x  den 

geçen y  yi içeren nH  nin bir doğrusudur [1].  

Buna göre nH  nin jeodezikleri onun doğrularıdır. 

 

2.2.4. Tanım 

 
nH  nin bir m-düzlemi, 1

1
nIR   in  1m  -boyutlu zaman benzeri alt vektör uzayı ile 

nH  nin arakesitidir [1]. 

 

2.2.5. Tanım 

 
nH  nin bir hiperbolik 1-düzlemi onun hiperbolik doğruları, hiperbolik  1n   -

düzlemi onun hiperdüzlemi olarak adlandırılır [1]. 

 

2.3. Öklidyen, Küresel ve Hiperbolik Uzayda Tanımlar 

 

Aşağıda vereceğimiz tanımlarda 1, , ,n n n nX E H S S  olarak alınacaktır. 
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2.3.1.  Tanım 

 

X in bir alt kümesi C olsun. Her ,x y C  ayrık çifti için x ve y yi içeren doğru 

parçası C de kalıyorsa ( 1
n nX S ve X S   için y x  ), C kümesine konveks küme 

denir [1]. 

 

2.3.2. Tanım 

 

X de n-boyutlu bir konveks polihedron P olsun. k=1,2,…,n+1 için P nin bir k-

yüzü(face), P nin (k+1) yüzünün bir kenarı olarak tanımlanır [1]. 

 

2.3.3. Tanım 

 

X de n-boyutlu bir konveks polihedron P olsun. P nin 0-yüzüne, P nin tepesi 

denir[1]. 

 

2.3.4 Tanım 

 

X in her bir A alt kümesi için, A yı içeren X in bütün konveks alt kümelerinin 

arakesitine A nın konvekslik bölgesi denir [1]. 

 

2.3.5 Tanım 

 

X de n-boyutlu bir polihedron P olsun. Eğer P nin sonlu sayıda tepe noktası varsave 

P bu tepelerin konvekslik bölgesi ise ( 1,n nP S S  için antipodal noktaları içermezse), 

P ye bir çok tepeli(politop) denir [1]. 

 

2.3.6. Tanım 

 

X de (n+1) tepe noktalı, n-boyutlu bir politopa bir n-simpleks denir [1]. 
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2.3.7. Tanım 

 

İki boyutlu simplekse üçgen, üç boyutlu simplekse dörtyüzlü denir [10]. 

 

2.3.8. Tanım 

 
nS  de   , 1 2 1, ,..., nP P P   tepe noktalı bir n-simpleks olsun. Bu simpleksin iP  ve jP  

tepelerine zıt i,j yinci yüzleri arasındaki açıya dihedral açı denir [10].  

Bu açıyı ij  olarak belirleyebiliriz. 

 

2.3.9. Tanım 

 
nS  de   , 1 2 1, ,..., nP P P   tepe noktalı bir n-simpleks olsun. Bu simpleksin iP  ve jP  

tepe noktaları arasındaki uzaklığa ayrıt uzunluğu denir [10]. 

 

 arccos ,ij i jP P   şeklinde belirlenir. 

 

2.3.10. Tanım 

 

  bir küresel dörtyüzlü olsun. Bu dörtyüzlünün iP  ve jP  tepe noktaları arasındaki 

uzaklık  arccos ,ij i jP P     dir [10].  

 

Buna göre cos ,ij i jP P    olur.  

 

2.3.11. Tanım 

 

[ , ] [cos ]i j ijM P P      matrisine   küresel dörtyüzlünün ayrıt matrisi denir [10]. 
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2.3.12. Tanım 

 

[ , ] [cos ]i j ijG P P       matrisine   küresel dörtyüzlünün Gram matrisi denir 

[10]. 
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3.  de-SITTER DÜZLEMİNDE ÜÇGENLER 

 

 

3.1. de-Sitter Uzayında Doğru ve Doğru Parçaları 

 

3.1.1. Tanım 

 

1, np q S  ve ,w q p q p     olmak üzere 

 

(i) , 1p q w   spacelike, 

(ii) , 1p q w    timelike, 

(iii) , 1p q w    null [1]. 

 

3.1.2. Tanım 

 

1, np q S   ve  ,V Sp p q   için 

 

(i) , 1p q V   spacelike, 

(ii) , 1p q V    timelike, 

(iii) , 1p q V    null [1]. 

 

3.1.3. Tanım 

 

1, np q S   ve  ,V Sp p q  olsun. 

 

(i) V   spacelike ise ,p q   dan geçen doğrunun parametrik denklemi 
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      ,cos sin ,
,

q p q pt t p t t IR
q p q p


   

       
 

dir [2]. 

 

(ii) V   timelike ise ,p q   dan geçen doğrunun parametrik denklemi 

 

      ,cosh sinh ,
,

q p q ps s p s s IR
q p q p


   

       
 

 

dir [2]. 

 

(iii) V   null ise ,p q   dan geçen doğrunun parametrik denklemi 

 

    ,p q p IR        

 

dir [2]. 

 

3.1.1. Teorem 

 

1, np q S   ve  ,V Sp p q  olsun. 

 

(i) V   spacelike ise 0, cosp q t     olmak üzere ,p q   ile sınırlı doğru parçasının 

uzunluğu 0t  ve  parametrik denklemi de 

 

      0
0

0

coscos sin , 0
sin

q t pt t p t t t
t


 

    
 

. 

 

(ii) V   timelike ise 0, coshp q s     olmak üzere ,p q   ile sınırlı doğru parçasının 

uzunluğu 0s  ve parametrik denklemi de 
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      0
0

0

coshcosh sinh , 0
sinh

q s ps s p s s s
s


 

    
 

. 

 

(iii) V   null ise 

 

    , 0 1p q p        . 

 

İspat 

 

Tanım 3.1.3 (i) den  0 p  ,  0t q    ve    sürekli olduğundan da 

      0
0

0

coscos sin , 0
sin

q t pt t p t t t
t


 

    
 

 noktası ,p q   ile sınırlı doğru 

parçası üzerindedir. 

 

Tanım 3.1.3 (ii) den  0 p  ,  0s q    ve    sürekli olduğundan da 

      0
0

0

coshcosh sinh , 0
sinh

q s ps s p s s s
s


 

    
 

 noktası ,p q   ile sınırlı doğru 

parçası üzerindedir. 

 

Tanım 3.1.3 (iii) den  0 p    ve  1 q    ve    sürekli olduğundan 

    , 0 1p q p         ,p q   ile sınırlı doğru parçasının parametrik 

denklemidir. 
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3.2. de-Sitter Uzayında Üçgen Çeşitleri 

 

1. 3
0 0    Null kenarlı üçgen 

 

 
 
Şekil 3.1. Null kenarlı üçgen [3] 

 

2. 2
1 0   Spacelike tabanlı null ayaklı üçgen 

 

 
 
Şekil 3.2. Spacelike tabanlı null ayaklı üçgen [3] 
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3. 1
0 2  Null tabanlı timelike ayaklı üçgen 

 

 
Şekil 3.3. Null tabanlı timelike ayaklı üçgen [3] 

 

4. 2
0 1  Timelike tabanlı null ayaklı üçgen 

 

 
Şekil 3.4. Timelike tabanlı null ayaklı üçgen [3] 
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5. 1
2 0  Null tabanlı spacelike ayaklı üçgen 

 

 
Şekil 3.5. Null tabanlı spacelike ayaklı üçgen [3] 

 

6. 1
1 1  Kenarları spacelike, timelike, null olan üçgen 

 

 
Şekil 3.6. Kenarları spacelike, timelike, null olan üçgen [3] 
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7. 0
3 0  Spacelike kenarlı üçgen 

 

 
Şekil 3.7. Spacelike kenarlı üçgen [3] 

 

8. 0
0 3  Timelike kenarlı üçgen 

 

 
Şekil 3.8. Timelike kenarlı üçgen [3] 
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9. 0
2 1  Timelike tabanlı spacelike ayaklı üçgen 

 

 
Şekil 3.9. Timelike tabanlı spacelike ayaklı üçgen [3] 

 

10. 0
1 2  Spacelike tabanlı timelike ayaklı üçgen 

 

 
Şekil 3.10. Spacelike tabanlı timelike ayaklı üçgen [3] 
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3.3. de-Sitter Düzlemindeki Üçgenlerin Ayrıt Matrisleri 

 

3.3.1. Teorem 

 

,u v
 

 null vektörlerinin lineer bağımlı olması için gerek ve yeter şart , 0u v
 

    

olmasıdır [4]. 

 

İspat 

 

[4] deki Önerme 1.1.5 den görülebilir. 

 

3.3.2. Teorem 

 

2
1,p q S  için pq



 vektörünün null olması için gerek ve yeter şart , 1p q     

 

olmasıdır [4]. 

 

İspat 

 

, 0 2(1 , ) 0
, 1

pq pq p q
p q

 

       
   

 

 

Tersine , 1 , 2(1 , ) 0p q pq pq p q
 

            

olup pq


 nulldur. 

 

3.3.3. Teorem 

 
3

0 0, ,p q r    tipinden üçgenin sıralı köşeleri ise r noktası p ve q nun belirlediği doğru 

üzerindedir [4]. 
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İspat 

 

3
0 0  tipinden ise ,pq pr ve qr

  

 kenar doğrultuları nulldur. O zaman Teorem 3.3 den 

 

, , , 1p q p r q r          

 

ve 

 

, 0pq pr
 

   . 

 

Teorem 3.2 den  ,pq pr
 

 lineer bağımlıdır. pr pq r p pq 
  

     bu ise r 

noktasının p,q ile belli doğru üzerinde olmasıdır. 

 

3.3.1.  de-Sitter Uzayındaki İki Noktadan Geçen Doğruların Bazı Özellikleri 

 

1.  ,i jV Sp P P  timelike ve , 1i jP P    olması için gerek ve yeter şart ,i jP P  

noktaları 1
nV S  hiperbolünün aynı parçası üzerinde olmasıdır ([2] deki Önerme 38 

durum 2 den). 

 

2.  ,i jV Sp P P  timelike ve , 1i jP P     olması için gerek ve yeter şart ,i jP P  

noktaları 1
nV S  hiperbolünün farklı parçaları üzerinde olmasıdır ([2] deki Önerme 

38 durum 2 den). 

 

3.  ,i jV Sp P P  nin spacelike olması için gerek ve yeter şart , 1i jP P    olmasıdır 

([2] deki Önerme 38 durum 1 den). 

 

4.  ,i jV Sp P P  nin null olması için gerek ve yeter şart , 1i jP P    olmasıdır ([2] 

deki Önerme 38 durum 3 den). 
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,i jP P  ile sınırlı geodezik parçası ijl  olmak üzere, 

5. ijl  nin hiperbol parçası olması için gerek ve yeter şart , 1i jP P    olmasıdır [2]. 

 

6. ijl  nin elips parçası olması için gerek ve yeter şart , 1i jP P    olmasıdır [2]. 

 

7. ijl  nin null doğru parçası olması için gerek ve yeter şart , 1i jP P    olmasıdır [2]. 

 

3.4. de-Sitter Uzayında Ayrıt Matrisi Verilen Üçgenin Gram Matrisi 

 

3.4.1 Teorem 

 

M ,   üçgeninin ayrıt matrisi, i , M nin 0iiM   minörünün işareti ve 

 

ij j
i

i ii

M P
u

M M



  

 

olsun. 

 

(i)   nın iP   köşesinin karşısındaki kenarın iu  normalinin spacelike olması için 

gerek ve yeter şart 0iiM  , 

(ii)   nın iP   köşesinin karşı kenarının normalinin timelike olması için gerek ve 

yeter şart 0iiM   olmasıdır [6]. 

 

3.4.2 Teorem 

 

,M   nın ayrıt matrisi iiM , M nin i-yinci minörü ve 

 

i ij ju M P  
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olmak üzere ,iu   nın i-yinci ayrıtının null normal vektörü olması için gerek ve yeter 

şart 0iiM   olmasıdır [6]. 

 

3.4.1. Sonuç 

 

1 2 3, , ,M P P P  köşeli   nın ayrıt matrisi ve ,i lu u  de, sırası ile, iP  ve lP  köşelerinin 

karşısındaki kenarların null ve spacelike dış birim normalleri olmak üzere; 

 

, ,i l il
ll

M
u u M i l

M
      [6]. 

 

3.4.2. Sonuç 

 

1 2 3, , ,M P P P  köşeli   nın ayrıt matrisi ve ,i lu u  de sırası ile iP  ve lP  köşelerinin 

karşısındaki kenarların null ve timelike dış birim normalleri olsun. 

 

, ,i l il
ll

M
u u M i l

M


      [6]. 

 

3.4.3. Sonuç 

 

M ,   nın ayrıt matrisi ve ,i lu u  de   nın sırası ile iP  ve lP  köşelerinin karşısındaki 

spacelike ve timelike kenarların dış birim normalleri olsun. Bu durumda 

 
, ,il

i l
ll ii

Mu u i l
M M


   


 [6]. 

 

3.4.4. Sonuç 

 

M ,   nın ayrıt matrisi ve ,i lu u  de   nın iP  ve lP  köşelerinin karşısındaki 

kenarların spacelike dış birim normalleri ise 
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, ,il
i l

ii ll

Mu u i l
M M


     [6]. 

 

3.4.5. Sonuç 

 

M ,   nın ayrıt matrisi ve ,i lu u  de   nın iP  ve lP  köşelerinin karşısındaki 

kenarların timelike dış birim normalleri ise 

 

, ,il
i l

ii ll

Mu u i l
M M


     [6]. 

 

3.4.6. Sonuç 

 

M ,   nın ayrıt matrisi ve ,i lu u  de   nın iP  ve lP  köşelerinin karşısındaki 

kenarların null dış birim normalleri ise 

 

, ,i l ilu u M M i l     [6]. 
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4. de – SİTTER DÜZLEMİNDEKİ ÜÇGENLERİN ÖZDEĞERLERİ 

4.1. Null tabanlı, spacelikeayaklı de – Sitter üçgen 

 

, noktaları için 

 

 (spacelike) 

 
 

 (spacelike) 
 
 

 (null) 
 
 

 

Şekil 4.1. Null tabanlı, spacelike ayaklı de-Sitter üçgen 

 

Şimdi null tabanlı spacelike ayaklı de-Sitter üçgeninin ayrıt ve Gram matrisleri  

hesaplayalım. 
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 =   ⇒  -2 +    

 

ve 

 

G = , 

 

G = , 

 

G = , 

 

bulunur. 

 

                     = 0 

 

 

 dönüşümü yapıldığında  
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veq =   olmak üzere  

 

D =  

 

olup 

 

,  

 

⇒ = 0,87 

 

 

 

 

 

 

 

olmak üzere özdeğerler, 
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şeklinde bulunur. 

 

4.2. Null tabanlı, timelike ayaklı de –Sitter üçgeni  
 
 

, ,  noktaları için 
 
 

(timelike) 
 
 

null) 
 
 

 (timelike) 

 
Şekil 4.2. Null tabanlı, timelike ayaklı de-Sitter üçgeni 
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Şimdi null tabanlı timelike ayaklı de-Sitter üçgeninin ayrıt ve Gram matrisleri  

hesaplayalım. 

 

  =  , 

 

ve 

 

G = , 

 

G = , 

 

G =  

 

bulunur. 
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0 

 

4.3. Kenarları null, timelike ve spacelike olan  de-Sitter üçgeni 
 
 

, noktaları için  

 
 

(spacelike) 

 
 

(timelike) 

 
 

(null) 
 
 

 
Şekil 4.3. Kenarları null, timelike ve spacelike olan de-Sitter üçgeni 
 
 
Şimdi kenarları null, timelike ve spacelike olan  de-Sitter üçgeninin ayrıt ve Gram  
 
matrisleri hesaplayalım. 
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ve 
 

G = , 

 

G = ,  

 

G = ,  

 
 
bulunur. 
 
 

 
 
 

p  = ve    q  =    olmak üzere  

 
 

D =    olup 
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,  

 
 

   =  0,951 

 

 

 

 

 

 

 

olmak üzere özdeğerler, 

 

 

 

 

 

 

 

şeklinde bulunur. 

  

4.4 .Spacelike tabanlı, timelike ayaklı de–Sitter üçgeni 
 
 

, ,  noktaları için 
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 ( spacelike) 

 
 

 (timelike) 
 
 

(timelike) 
 

 
Şekil 4.4.Spacelike tabanlı, timelike ayaklı de-Sitter üçgeni 
 
Şimdi spacelike tabanlı , timelike ayaklı olan de-Sitter üçgeninin ayrıt ve Gram  
 
matrisleri hesaplayalım. 
 

=  

 

ve 

 

G = , 
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G = , 

 

G =  

bulunur.  

 

 

 

olmak üzere  

 

dönüşümü yapıldığında, 

 

 

 

 

 

 ve  olmak üzere  

 

D =     olup 
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,  

 

 = 1 ,552 

 

 

 

 

 

 

 

olmak üzere özdeğerler, 

 

 

 

 

 

 

şeklinde bulunur. 
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4.5 .Spacelike tabanlı, null  ayaklı  de –Sitter  üçgeni  

 
, ,  noktaları için 

 
 

 (null ) 
 
 

 ( null ) 
 
 

 (spacelike) 
 
 

 
Şekil 4.5. Spacelike tabanlı, null ayaklı de-Sitter üçgeni 
 
 
Şimdi spacelike tabanlı , null ayaklı olan  de-Sitter üçgeninin ayrıt ve Gram  
 
matrisleri hesaplayalım. 
 

 =  

 

ve 
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G = , 

 

G = , 

 

 

 

bulunur. Buna göre özdeğerler 

 

 ,  ,  

 

şeklinde bulunur. 

 

4.6 .Timelike tabanlı, spacelike  ayaklı  de –Sitter  üçgeni 

 

, ,  noktaları için  

 
 

(spacelike) 

 

 (spacelike) 
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(timelike) 

 

 
Şekil 4.6. Timelike tabanlı, spacelike ayaklı de-Sitter üçgeni  
 
 
Şimdi timelike tabanlı, spacelike ayaklı olan  de-Sitter üçgeninin ayrıt ve Gram  
 
matrisleri hesaplayalım. 
 

 = , 

 

ve 

 

G = , 

 

G = , 
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bulunur. 

 

 

 

olmak üzere  

 

 dönüşümü yapıldığında, 

 

 

 

olur. 

 

ve      olmak üzere  

 

D = olup  

 

,  
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= 1 ,3661 

 

 

 

 

 

 

 

olmak üzere özdeğerler, 

 

 

 

 

 

 

 

şeklinde bulunur. 

 

4.7. Timelike tabanlı, null  ayaklı  de –Sitter  üçgeni  

 
 

 noktaları için  
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 (timelike) 
 
 

 (null) 
 
 

(null) 
 
 

 
Şekil 4.7. Timelike tabanlı, null  ayaklı  de –Sitter  üçgeni 
 
 
Şimdi timelike tabanlı, null  ayaklı olan  de-Sitter üçgeninin ayrıt ve Gram matrisleri  
 
hesaplayalım. 
 

 =  

 

ve 

 

G = , 
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⇒  G = , 

 

 

 

bulunur. Buna göre özdeğerler 

 

, ,  

 

şeklinde bulunur. 

 

4.8.Kenarları  null olan  de –Sitter  üçgeni  

 

 noktaları için  

 
 

 (null) 
 
 

 (null) 
 
 

 (null) 
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Şekil4.8. Kenarları  null  olan  de –Sitter  üçgeni 
 
 
Şimdi kenarları null olan  de-Sitter üçgeninin ayrıt ve Gram matrisleri hesaplayalım. 
 

 =  

 

ve 
 

G = , 

 

⇒  

 

bulunur. Buna göre özdeğerler 

 

   =  0 

 

şeklinde bulunur. 
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4.9.Kenarları  spacelike  olan  de –Sitter  üçgeni  

 

,  noktaları için  

 
 

 (spacelike) 

 
 

(spacelike) 

 
 

(spacelike) 
 

 
Şekil 4.9. Kenarları  spacelike  olan  de –Sitter  üçgeni  
 
 
Şimdi kenarları spacelike ayaklı olan  de-Sitter üçgeninin ayrıt ve Gram matrisleri  
 
hesaplayalım. 
 

 =  

ve 
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bulunur. 

 

⇒  

 

olmak üzere  

 

 dönüşümü yapıldığında, 

 

 

 

 olur. 

 

ve  olmak üzere  

 

D =  olup  

 

,  
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   = 2,795 dir. 

 

 

 

 

 

 

 

olmak üzere özdeğerler, 

 

 

 

 

 

 

 

şeklinde bulunur. 

 

4.10.Kenarları  timelike olan  de –Sitter  üçgeni 

 

 noktaları için 

 
 

 (timelike ) 
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timelike) 

 
 

timelike) 
 
 

 
Şekil 4.10. Kenarları  timelike  olan  de –Sitter  üçgeni 
 
 
Şimdi kenarları timelike ayaklı olan  de-Sitter üçgeninin ayrıt ve Gram matrisleri  
 
hesaplayalım. 
 

 =  

 

ve 

 

G  =  
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bulunur. 

 

⇒  

 

 olmak üzere  

 

 dönüşümü yapıldığında , 

 

 

 

 olur. 

 

 ve  olmak üzere  

 

D =  olup  

 

,  

 

 = 1,344 olur. 
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olmak üzere özdeğerler, 

 

 

 

 

 

 

 

şeklinde bulunur. 
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5. AYRIT UZUNLUKLARININ  BULUNMASI (de – SİTTER  ÜÇGENİ İÇİN) 

5.1.  Null  tabanlı, spacelike  ayaklı de- Sitter  üçgeni 
 
 

, ,  noktaları için, ayrıt  

 
uzunlukları sırası ile 

 

   

 
  olup (possible spacelike side)  

 

, 

 
  = 0 

 
 olup (possible spacelike side) 

 
, 

 
  = 1 olup (null side)    

 

 0    

              

 şeklinde bulunur. 
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5.2. Null tabanlı, timelike ayaklı de – Sitter üçgeni  

 

, ,     noktaları için, ayrıt  

 
uzunlukları sırası ile 

 
  =    (possible timelike side) 

 
, 

 
  =  (null side) 

 
, 

 
  =   (possible timelike side) 

 
     

 
 olur. 

 

 5.3. Kenarları null, timelike ve spacelike olan  de – Sitter üçgeni  

 

, ,  noktaları için, ayrıt  

 
uzunlukları sırası ile 
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  olup (possible spacelike side) 

 

, 

 

  (posssible timelike side) 

 

, 

 
   (null  side) 

 
  

 

olur.  

 

 5.4. Spacelike  tabanlı, timelike ayaklı de–Sitter üçgeni 

 
, ,  noktaları için, ayrıt  

 

uzunlukları sırası ile 

 

    

 
   olup  (possible spacelike side) 
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, 

 
  (possible timelike side) 

 
, 

 
  (possible timelike side) 

 
  

 

olur. 

 

5.5. Spacelike  tabanlı, null ayaklı de–Sitter üçgeni  

 

,  ,   noktaları için, ayrıt  

 

uzunlukları sırası ile 

 

  ( null side ) 

 
, 

 
    ( null side ) 

 

, 
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    (possible spacelike side) 

 
    

 
olur.  

 

5.6. Timelike  tabanlı, spacelike  ayaklı de – Sitter üçgeni  

 

, ,  noktaları için,ayrıt 

 

 uzunlukları sırası ile 

 
  (possible spacelike side) 

 
 , 

 

  (possible spacelike side) 

 

, 

 

   (possible timelike side) 

 

   

 

olur. 
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5.7. Timelike  tabanlı, null  ayaklı de – Sitter üçgeni  

 
, ,  noktaları için, ayrıt  

 
uzunlukları sırası ile 

 

  (possible timelike side) 

 

 762, 

 

    ( null  side ) 

 

, 

 

  (null  side) 

 

    

 

olur. 
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5.8. Kenarları null  olan  de – Sitter üçgeni  

 

,  ,    noktaları için, ayrıt  

 

uzunlukları sırası ile 

 
 , ,        

  
olup  null  side  olur. 

 
   

 
dır. 

 

5.9. Kenarları spacelike olan  de – Sitter üçgeni  

 

, ,  noktaları için, ayrıt  

 

uzunlukları sırası ile 

 

  (possible spacelike side) 

 

, 

 

  (possible spacelike side) 
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, 

 

 (possible spacelike side) 

 

 

 

 olur. 

 

 5.10. Kenarları  timelike olan  de – Sitter üçgeni  

 

 , ,    noktaları için, ayrıt  

 
uzunlukları sırası ile 

 

             ( possible timelike side ) 

 

 , 

 

             ( possible timelike side ) 

 

 , 

 

         ( possible timelike side ) 
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olur. 
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