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1.GİRİŞ

Kuaterniyonlar ilk olarak 1843 te İrlandalı Matematikçi Sir William Rowan Hamilton

tarafından tanımlanmış ve bu tarihten sonra uygulamalı matematik, fizik ve bilgisayar bi-

limleri gibi çeşitli alanlarda yaygın olarak kullanılmaya başlamıştır. İlerleyen zamanlarda,

split kuaterniyon, para kuaterniyon gibi alt kategorilere ayrılmıştır.

Clifford (1871), reel sayıları dual sayılara genişletmiştir.

Kula ve Yaylı (2006), dual sayı üçlüsünün değişmeli çarpımına değinmiştir.

Hacısalihoğlu (1983), Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi adlı kitabında dual

sayılara, kuaterniyonlara ve dual kuaterniyonlara geniş yer ayırarak konuya değinmiştir.

Ünal, Tokeşer ve Bilgici (2017), Dual Lucas ve Dual Oktonyonlarının özelliklerini araştır-

mışlar ve Binet formülü, Catalan, Cassini, d’Ocagne özdeşliğine değinmişlerdir.

Horadam (1971), Pell sayıları ve özelliklerini ele almıştır.

Patel ve Shrivastava (2013), bazı Pell ve Pell-Lucas özdeşliklerinin Binet formlarını kul-

lanarak bunların bir kısmını kanıtlarıyla tartışmışlardır. Bu özellikler, Pell ve Pell-Lucas

dizilerinin üreteç fonksiyonlarını, polinomları, bölünebilirlik özelliklerini, matrislerini,

determinantlarını ve diğer birçok uygulamayı türetmek için kullanılır.

Koshy (2001), Fibonacci ve Lucas sayılarının ortaya çıkmasına dair tarihsel bir araştırma

yapıp açıklayıcı örneklerde bulunmuştur. Fibonacci ve Lucas sayılarının uygulamalarını

mühendislik, nörofizyoloji gibi çeşitli disiplinlere göre uyarlamışlardır. Ayrıca Koshy

(2014), Pell sayıları ve Pell-Lucas sayılarının sırasıyla Pell polinomları ve Pell-Lucas

polinomlarının özel değerleri olduğuna değinmiştir.

Alptekin (2005) Pell, Pell- Lucas ve Modifiye Pell sayıları yardımıyla tanımlanan mat-

risler üzerine çalışmalar yapmıştır.
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Halıcı ve Daşdemir (2010), Modifiye Pell dizileri ve Pell, Pell-Lucas sayıları arasındaki

bazı ilişkiler üzerinde çalışmıştır.

Szynal ve Wloch (2015) Pell sayıları, Pell-Lucas sayıları, kuaterniyonlar, oktonyonlar ve

yineleme ilişkileri üzerinde çalışmıştır.

Catarino (2016), k-Pell kuaterniyonlarını ve oktonyonları ele alıp Binet tarzı formüller ve

üretim fonksiyonları dahil olmak üzere bazı özellikler sunmaktadır.

Fibonacci ve benzeri tamsayı dizileri matematiğin birçok alanında karşımıza çıktığı gibi

fizik, mühendislik ve bilgisayar bilimlerinde oldukça geniş bir kullanım alanına sahiptir.

Fibonacci ve Lucas sayı bileşenleriyle genelleştirilen kuaterniyonlar üzerine Polatlı ve

Kesim (2015) çalışmıştır.

Özdemir (2009), split kuaterniyonlar üzerine yaptığı çalışma ile literatüre katkıda bulun-

muştur.

Tokeşer, Ünal ve Bilgici (2017), split Pell ve split Pell-Lucas kuaterniyonlarını tanıtıp

bu sayılar için üreteç fonksiyonları ve Binet formüllerini vermişlerdir. Ayrıca Catalan

özdeşliği, Cassini özdeşliği ve d’Ocagne dahil olmak üzere split Pell ve Pell-Lucas ku-

aterniyonları için birçok özdeşlik elde etmişlerdir.

Bu çalışmanın temelinde Çimen ve İpek (2015) in Pell, Pell-Lucas kuaterniyonları üze-

rine yaptığı çalışmadan yararlanılarak dual Pell, dual Pell-Lucas kuaterniyonları ve bun-

larla ilgili özdeşlikler irdelenmiştir. Pell ve Pell-Lucas tamsayı dizileri ile kuaterniyon-

lar arasında kurulan ilişkiden ve bunun sonucunda ortaya çıkan bazı özelliklerden söz

edilecektir. Bunlardan bazıları üreteç fonksiyonları, Binet formülleri, Catalan, Cassini,

d’Ocagne özdeşlikleridir. Daha sonra ise dual Pell kuaterniyon ve dual Pell-Lucas kuater-

niyonlar için benzer özellikler incelenecektir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Şimdi bazı temel kavramları ve tanımları ele alalım.

Tanım 2.1

Reel kuaterniyonlar kümesi

H = {a = a0e0 + a1e1 + a2e2 + a3e3 : ai ∈ R, i = 0, 1, 2, 3} (2.1)

R üzerinde {e0 = 1, e1, e2, e3} bazıyla 4 boyutlu bir vektör uzayıdır. Burada baz eleman-

ları için çarpım tablosu aşağıdaki gibi verilir:

e0 e1 e2 e3

e0 e0 e1 e2 e3

e1 e1 −e0 e3 −e2
e2 e2 −e3 −e0 e1

e3 e3 e2 −e1 −e0

(2.2)

Bir a ∈ H reel kuaterniyonunu a =
∑3

s=0 ases ∈ H olmak üzere

a = Sa +
−→
V a = a0e0 +

3∑
s=1

ases (2.3)

şeklinde de gösterebiliriz. Burada Sa, a reel kuaterniyonunun skaler kısmı,
−→
V a ise vektörel

kısmıdır (Hacısalihoğlu, 1983).

Tanım 2.2

a, b ∈ H olmak üzere, a ve b nin çarpımı skaler ve vektörel kısımlar yardımıyla

ab = (Sa +
−→
V a)(Sb +

−→
V b)

= SaSb + Sa
−→
V b + Sb

−→
V a −

−→
V a ·

−→
V b +

−→
V a ×

−→
V b (2.4)

şeklindedir. Burada bahsi geçen
−→
V a ·

−→
V b ve

−→
V a ×

−→
V b sırasıyla, R3 deki iççarpım ve

vektörel çarpımdır (Hacısalihoğlu, 1983).
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Örnek 2.1

a = 2e0 + e1 − e2 + e3 ve b = e0 + 2e1 + e2 + e3 olsun. ab yi bulalım.

a =2e0 + e1 − e2 + e3 = Sa +
−→
V a ⇒ Sa = 2,

−→
V a = {e1 − e2 + e3}

b =e0 + 2e1 + e2 + e3 = Sb +
−→
V b ⇒ Sb = 1,

−→
V b = {2e1 + e2 + e3}

olmak üzere

ab = SaSb + Sa
−→
V b + Sb

−→
V a −

−→
V a ·

−→
V b +

−→
V a ×

−→
V b

= 2 + 4e1 + 2e2 + 2e3 + e1 − e2 + e3 − 2 +−2e1 + e2 + 3e3

= 3e1 + 2e2 + 6e3

şeklindedir.

Tanım 2.3

Bir a = a0e0+a1e1+a2e2+a3e3 kuaterniyonunun eşleniği ve normu aşağıdaki eşitliklerle

ifade edilir:

a = a0e0 − a1e1 − a2e2 − a3e3

= Sa −
−→
V a (2.5)

ve

‖a‖ = aa = a20 + a21 + a22 + a23 (2.6)

(Hacısalihoğlu, 1983).

Tanım 2.4

R reel sayılar cümlesi ve x, x∗ ∈ R olmak üzere, D = R × R cümlesi üzerinde eşitlik,

toplama ve çarpma işlemleri aşağıdaki gibi tanımlanmış ise D cümlesine dual sayılar sis-

temi ve her (x, x∗) ∈ D elemanına da dual sayı denir.
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Eşitlik: X = (x, x∗) ve Y = (y, y∗) ∈ D için

x = y ve x∗ = y∗

Toplama:

⊕ : D× D→ D

iç işlemi X = (x, x∗) ve Y = (y, y∗) ∈ D olmak üzere

X ⊕ Y = (x, x∗)⊕ (y, y∗) = (x+ y, x∗ + y∗)

Çarpma:

� : D× D→ D

iç işlemi X = (x, x∗) ve Y = (y, y∗) ∈ D olmak üzere

X � Y = (x, x∗)� (y, y∗) = (xy, xy∗ + x∗y)

şeklindedir (Hacısalihoğlu, 1983).

Tanım 2.5

İki reel kuaterniyon, i = 0, 1, 2, 3 için ai ∈ R, a∗i ∈ R olmak üzere, a = a0 + a1e1 + a2e2 + a3e3

a∗ = a∗0 + a∗1e1 + a∗2e2 + a∗3e3

şeklinde ve bir dual kuaterniyon da

A = a+ εa∗, ε 6= 0 ve ε2 = 0

şeklinde tanımlanır. Bu dual kuaterniyonu

A = A0e0 + A1e1 + A2e2 + A3e3

olarak yazmak mümkündür. Burada

A0 = a0 + εa∗0

A1 = a1 + εa∗1

A2 = a2 + εa∗2

A3 = a3 + εa∗3
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şeklindedir ve A0, A1, A2, A3 sayıları A nın dual bileşenleri olarak adlandırılır. Dual

kuaterniyonu kısaca

A =
3∑

s=0

Ases

şeklinde de ifade edebiliriz (Hacısalihoğlu, 1983).

Tanım 2.6

Bir dual kuaterniyonun skalar ve vektörel kısımları sırası ile SA ve ~VA ile gösterilirse, SA = Sa + εSa∗ = A0

~VA = ~Va + ε~Va∗ = A1e1 + A2e2 + A3e3

elde edilir. Bir dual kuaterniyonun skalar kısmı bir dual sayıdır, vektörel kısmı ise bir dual

vektördür. Buna göre bu dual sayıyı

A = SA +
−→
VA

A = A0 +
3∑

s=1

Ases

şeklinde ifade edebiliriz (Hacısalihoğlu, 1983).

Tanım 2.7

K1 = k1+εk∗1 ,K2 = k2+εk∗2 ∈ D modül dual vektörlerinin iç çarpımı f : D3×D3 −→ D

şeklinde bir dönüşümdür ve

f(K1, K2) = 〈K1, K2〉 = 〈k1 + εk∗1, k2 + εk∗2〉

olarak tanımlanır (Hacısalihoğlu, 1983).

Tanım 2.8

A,B ∈ D Modül dual vektörlerinin dış çarpımı yani vektörel çarpımı

Λ : D3 × D3 −→ D3
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şeklinde bir işlemdir ve

AΛB = a× b+ ε(a× b∗ + a∗ × b)

olarak tanımlanır (Hacısalihoğlu, 1983).

Tanım 2.9

İki dual kuaterniyonun çarpımı; A ve B dual kuaterniyon olmak üzere, A ve B nin skaler

ve vektörel kısımlarının yardımıyla

AB = (SA +
−→
VA)(SB +

−→
VB)

= SASB + SA

−→
VB + SB

−→
VA −

−→
VA ·
−→
VB +

−→
VA ×

−→
VB

şeklinde gösterilir. Burada bahsi geçen SASB,
−→
VA ·
−→
VB ve

−→
VA×

−→
VB sırası ile D deki çarpma

işlemi, kuaterniyonlar kümesindeki iç çarpım ve kuaterniyonlar kümesindeki vektörel

çarpım işlemidir (Hacısalihoğlu, 1983).

Örnek 2.2

A = a+εa∗ve B = b+εb∗ olmak üzere a = e0−2e1 +e2 +2e3, a∗ = e0 +e1 +e2 +2e3,

b = 2e0 − e1 + e2 − e3, b∗ = e0 + e1 + e2 − e3 olsun. AB yi bulalım.

AB = SASB + SA

−→
VB + SB

−→
VA −

−→
VA ·
−→
VB +

−→
VA ×

−→
VB

SA = Sa + εSa∗ = A0 ve ~VA = ~Va + ε~Va∗ = A1e1 + A2e2 + A3e3

SB = Sb + εSb∗ = B0 ve ~VB = ~Vb + ε~Vb∗ = B1e1 +B2e2 +B3e3

olduğunu da gözönüne alırsak

Sa = 1, Va = {−2e1 + e2 + 2e3}, Sa∗ = 1, ~Va∗ = {e1 + e2 + 2e3}, Sb = 2,

~Vb = {−e1 + e2 − e3}, Sb∗ = 1, ~Vb∗ = {e1 + e2 − e3} şeklindedir.
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Buradan SA = 1 + ε, ~VA = {(−2 + ε)e1 + (1 + ε)e2 + (2 + 2ε)e3}, SB = 2 + ε,

~VB = {(−1 + ε)e1 + (1 + ε)e2 + (−1− ε)e3} olmak üzere

AB = SASB + SA
−→
VB + SB

−→
VA −

−→
VA ·
−→
VB +

−→
VA ×

−→
VB

= (2 + 3ε)− e1 + (1 + 2ε)e2 + (−1− 2ε)e3 − 4e1

+ (2 + 3ε)e2 + (4 + 6ε)e3 − 1 + 5ε+ (−3− 6ε)e1 − (4 + ε)e2 + (−1− ε)e3

= 1 + 8ε+ (−8− 6ε)e1 + (−1 + 4ε)e2 + (2 + 3ε)e3

elde edilir.

Tanım 2.10

Bir A = a+ εa∗ dual kuaterniyonun eşleniği Ā ile gösterilir ve

Ā = a+ εa∗

= A0 − A1e1 − A2e2 − A3e3

= SA −
−→
VA

şeklindedir ve bir dual kuaterniyonun normu

‖A‖ = AA = AA = A2
0 + A2

1 + A2
2 + A2

3

şeklinde ifade edilir (Hacısalihoğlu, 1983).

Şimdi İngiliz diplomat ve matematikçi John Pell tarafından tanımlanan Pell ve Pell-Lucas

sayıları ve bunlara ilişkin özellikleri verelim.

Tanım 2.11

n ≥ 2 için p0 = 0, p1 = 1 başlangıç koşulları ile verilen Pell sayıları

pn = 2pn−1 + pn−2 (2.7)

şeklindedir. Aynı rekürans bağıntısı ile verilen fakat, başlangıç koşulları

q0 = q1 = 1 olan Pell-Lucas sayıları ise

qn = 2qn−1 + qn−2 (2.8)
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şeklinde tanımlanır (Horadam, 1971).

Bu rekürans bağıntısı yerine kullanılan Binet formülü olarak anılan bağıntı aşağıdaki gibi

tanımlanır.

Teorem 2.1

Pell ve Pell-Lucas sayıları için Binet formülleri aşağıdaki gibi verilir:

pn =
αn − βn

α− β
(2.9)

qn =
αn + βn

α + β
. (2.10)

Burada α = 1 +
√

2 ve β = 1−
√

2; x2−2x−1 = 0 kuadratik denkleminin çözümleridir

(Horadam, 1971; Filipponi ve Horadam, 1995; Cerin ve Ginella, 2006, 2007).
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3. PELL VE PELL-LUCAS KUATERNİYONLARI

Bu bölümde Pell kuaterniyonları ve Pell-Lucas kuaterniyonları diye adlandırılan sayı di-

zilerinden bahsedeceğiz. Çimen ve İpek (2015), (2.1) ile verilen kuaterniyonlar küme-

sinde ai reel terimleri yerine Pell ve Pell-Lucas sayılarını alarak Pell, Pell-Lucas kuaterni-

yonlarını inşa etmişlerdir. Binet formülleri, rekürans bağıntıları ile bazı özdeşlikleri ver-

mişlerdir.

Tanım 3.1

n-yinci Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonları sırasıyla

QPn = pne0 + pn+1e1 + pn+2e2 + pn+3e3 =
3∑

s=0

pn+ses (3.1)

QPLn = qne0 + qn+1e1 + qn+2e2 + qn+3e3 =
3∑

s=0

qn+ses (3.2)

şeklinde tanımlanır. Burada pn ve qn sırasıyla n-yinci Pell ve Pell-Lucas sayılarıdır (Çimen

ve İpek, 2015).

Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonları üzerinde tanımlanan işlemler aşağıdaki gibidir:

QPn ±QPm =
3∑

s=0

(pn+s ± pm+s)es (3.3)

QPnQPm = (SQPn +
−−→
VQPn)(SQPm +

−−−→
VQPm)

= SQPnSQPm + SQPn

−−−→
VQPm + SQPm

−−→
VQPn

−
−−→
VQPn .

−−−→
VQPm +

−−→
VQPn ×

−−−→
VQPm (3.4)

QPLn ±QPLm =
3∑

s=0

(qn+s ± qm+s)es (3.5)

QPLnQPLm = (SQPLn +
−−−→
VQPLn)(SQPLm +

−−−−→
VQPLm)

= SQPLnSQPLm + SQPLn

−−−−→
VQPLm + SQPLm

−−−→
VQPLn

−
−−−→
VQPLn .

−−−−→
VQPLm +

−−−→
VQPLn ×

−−−−→
VQPLm (3.6)
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Tanım 3.2

QPn ve QPLn Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlarının eşlenikleri

QPn = pne0 − pn+1e1 − pn+2e2 − pn+3e3 (3.7)

QPLn = qne0 − qn+1e1 − qn+2e2 − qn+3e3 (3.8)

ve normları

NQPn = QPnQPn = p2n + p2n+1 + p2n+2 + p2n+3 (3.9)

NQPLn = QPLnQPLn = q2n + q2n+1 + q2n+2 + q2n+3 (3.10)

ile verilir (Çimen ve İpek, 2015).

Bazı özellikleri bir önerme ile ifade edelim.

Önerme 3.1

n ≥ 2 için

QPn +QPn = 2pn (3.11)

QP 2
n +QPnQPn = 2pnQPn (3.12)

QPnQPn = 6p2n+3 (3.13)

olur (Çimen ve İpek, 2015).

İspat

(3.1) ve (3.7) eşitliklerinden

QPn +QPn = pne0 + pn+1e1 + pn+2e2 + pn+3e3 + pne0 − pn+1e1 − pn+2e2 − pn+3e3

= 2pn

elde edilir. Diğer yandan (3.11) özdeşliğini kullanarak

QP 2
n = QPnQPn = QPn

(
2pn −QPn

)
= 2pnQPn −QPnQPn
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buluruz ve böylece

QP 2
n +QPnQPn = 2pnQPn

dir. Ayrıca (3.13) için Horadam (1971) ın verdiği p2n + p2n+1 = p2n+1 özdeşliğinden yarar-

lanarak

QPnQPn = p2n + p2n+1 + p2n+2 + p2n+3

= p2n+1 + p2n+5

bulunur ve (2.7) bağıntısı kullanılırsa,

QPnQPn = 6p2n+3

elde edilir. �

Önerme 3.2

n ≥ 2 için

QPn + 2QPn+1 = QPn+2 (3.14)

QPn −QPn+1e1 −QPn+2e2 −QPn+3e3 = 12qn+3 (3.15)

olur (Çimen ve İpek, 2015).

İspat

(3.1) ve (3.3) eşitliklerinden

QPn + 2QPn+1 =
3∑

s=0

pn+ses + 2
3∑

s=0

pn+1+ses

ve böylece

QPn + 2QPn+1 =
3∑

s=0

pn+2+ses = QPn+2.

(2.7) göz önünde bulundurularak (3.4) ve (3.11) eşitliklerinden

QPn −QPn+1e1 −QPn+2e2 −QPn+3e3 =
3∑

s=0

pn+2s.
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qn+1 = pn+1 + pn ve pn = 2pn−1 + pn−2 Horadam (1971) ifadeleri kullanılarak

QPn −QPn+1e1 −QPn+2e2 −QPn+3e3 = 12qn+3

eşitliğini elde ederiz. Buradan ispat tamamlanır. �

Aşağıdaki teoremdeki tanımlamalar qn = pn+1 − pn ve qn+1 = pn+1 + pn bağıntılarına

benzerdir (Horadam, 1971).

Teorem 3.1

n ≥ 2 için aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

QPn +QPn+1 = QPLn+1, (3.16)

QPn+1 −QPn = QPLn, (3.17)

QPn−1 +QPn+1 = 2QPLn, (3.18)

2QPn +QPLn = QPLn+1. (3.19)

(Çimen ve İpek, 2015).

İspat

(3.1) ve (3.3) eşitliklerinden

QPn +QPn+1 =
3∑

s=0

pn+ses +
3∑

s=0

pn+1+ses

=
3∑

s=0

(pn+s + pn+1+s)es,

ve böylece qn+1 = pn+1 + pn bağıntısı (Horadam, 1971) ve (3.2) kullanılarak

QPn +QPn+1 =
3∑

s=0

qn+1+ses

= QPLn+1.
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Benzer şekilde, (3.1) ve (3.3) eşitliklerinden

QPn+1 −QPn =
3∑

s=0

pn+1+ses −
3∑

s=0

pn+ses

=
3∑

s=0

(pn+1+s − pn+s)es

ve sonuç olarak qn = pn+1 − pn bağıntısı (Horadam, 1971) ve (3.2) eşitliği kullanılarak

QPn+1 −QPn =
3∑

s=0

qn+ses

= QPLn.

(3.1) ve (3.3) eşitlikleri ile pn−1 + pn+1 = 2qn (Filipponi ve Horadam, 1995) bağıntısı ve

bazı basit hesaplamalarla

QPn−1 +QPn+1 =
3∑

s=0

(pn−1+s + pn+1+s) es

elde ederiz ki bu da

QPn−1 +QPn+1 = 2QPLn

denkleminden elde edilir.

(3.1) ve (3.2) eşitlikleri ile qn+1 − qn = 2pn bağıntısı (Cerin ve Gianella, 2007) kul-

lanılarak aynı hesaplamalarla

2QPn +QPLn = 2
3∑

s=0

pn+ses +
3∑

s=0

qn+ses

=
3∑

s=0

(2pn+s + qn+s)es

= QPLn+1

olduğunu anlayabiliriz. �

Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonları için Binet formüllerini vermeden önce bazı eşitlikleri

bir lemma ile verelim.

QPn + 2QPn+1 = QPn+2 rekürans bağıntısının karakteristik denklemi

x2 − 2x− 1 = 0 (3.20)
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dır. α = 1 +
√

2 ve β = 1−
√

2 bu karakteristik denklemin kökleri olmak üzere,

α + β = 2, α− β = 2
√

2 ve αβ = −1 (3.21)

şeklindedir.

Lemma 3.1

n ≥ 1 için

αQPn +QPn−1 = αnα∗

ve

βQPn +QPn−1 = βnβ∗

olup burada α∗ =
∑3

s=0 α
ses ve β∗ =

∑3
s=0 β

ses dir (Çimen ve İpek, 2015).

İspat

n ≥ 1 olsun. QPn ve QPn+1 Pell kuaterniyonları için

αQPn +QPn−1 =
3∑

s=0

(αpn+s + pn−1+s) es (3.22)

eşitliğini elde ederiz.

αn = αpn + pn−1 özdeşliği ile bazı basit hesaplamalarla

αQPn +QPn−1 = αnα∗ (3.23)

bulunur. Burada α∗ =
∑3

s=0 α
ses dir. Buna ek olarak βn = βpn + pn−1 olduğu dikkate

alınarak benzer yollarla

βQPn +QPn−1 = βnβ∗ (3.24)

elde edilir. Burada β∗ =
∑3

s=0 β
ses dir. �

Şimdi (3.20) rekürans denklemi ile ilişkili α ve β nın bir fonksiyonu ile Pell ve Pell-Lucas

kuaterniyonlar için Binet formüllerini verelim.

15



Teorem 3.2

QPn ve QPLn için Binet formülleri sırası ile aşağıdaki gibidir:

QPn =
αnα∗ − βnβ∗

α− β
(3.25)

QPLn =
αnα∗ + βnβ∗

α + β
(3.26)

burada α∗ =
∑3

s=0 α
ses ve β∗ =

∑3
s=0 β

ses dir (Çimen ve İpek, 2015).

İspat

Öncelikle,

αQPn +QPn−1 = αnα∗ (3.27)

βQPn +QPn−1 = βnβ∗ (3.28)

olduğunu Lemma 3.1 de ispatlamıştık. (3.27) den (3.28) çıkarıldığında

(α− β)QPn = αnα∗ − βnβ∗

QPn =
αnα∗ − βnβ∗

α− β

(3.27) ve (3.28) toplandığında ise pn+pn−1 = qn Horadam (1971) eşitliğinin ve α+β = 2

olmasının da yardımıyla

(α + β)QPn + 2QPn−1 = αnα∗ + βnβ∗

QPn +QPn−1 =
αnα∗ + βnβ∗

α + β

QPLn =
αnα∗ + βnβ∗

α + β

elde edilir. �
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Teorem 3.3

Pell kuaterniyonları için toplam ifadeleri:

n∑
s=1

QPs =
1

2
(QPLn+1 −QPL1) , (3.29)

n∑
s=1

QP2s =
1

2
(QP2n+1 −QP1) , (3.30)

n∑
s=1

QP2s−1 =
1

2
(QP2n −QP0) (3.31)

şeklindedir (Çimen ve İpek, 2015).

İspat

m∑
i=0

pk+i =
1

2
(qk+m+1 − qk)

(Cerin ve Gianella, 2007) olduğundan

n∑
s=1

QPs =

(
n∑

s=1

ps

)
e0 +

(
n∑

s=1

ps+1

)
e1 +

(
n∑

s=1

ps+2

)
e2 +

(
n∑

s=1

ps+3

)
e3

=

[
1

2
(qn+1 − q0)− p0

]
e0 +

[
1

2
(qn+2 − q1)− p1

]
e1

+

[
1

2
(qn+3 − q2)− p2

]
e2 +

[
1

2
(qn+4 − q3)− p3

]
e3

=
1

2

(
3∑

s=0

qn+1+ses −
3∑

s=0

qses − 2
3∑

s=0

pses

)
=

1

2
(QPLn+1 −QPL0 − 2QP0) (3.32)

ve böylece QPLn+1 = 2QPn +QPLn eşitliğinden

n∑
s=1

QPs =
1

2
(QPLn+1 −QPL1)

olduğunu anlayabiliriz.

QPn =
αnα∗ − βnβ∗

α− β
ve QPLn =

αnα∗ + βnβ∗

α + β
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formülleri ile
n∑

s=1

QPs =
n∑

s=1

αsα∗ − βsβ∗

α− β

=
1

α− β

[
α∗α

n∑
s=1

αs−1 − β∗β
n∑

s=1

βs−1

]

=
1

α− β

[
α∗α

αn − 1

α− 1
− β∗ββ

n − 1

β − 1

]
yazılır. Burada α∗ =

∑3
s=0 α

ses ve β∗ =
∑3

s=0 β
ses dir. Böylece bazı basit hesaplama-

larla
n∑

s=1

QPs =
1

2

[
α∗αn − β∗βn

α− β
+
α∗αn+1 − β∗βn+1

α− β
− α∗α− β∗β

α− β
− α∗ − β∗

α− β

]
=

1

2
[QPn +QPn+1 −QP1 −QP0] ,

elde edilir. Buradan da QPLn+1 = QPn +QPn+1 tanımından
n∑

s=1

QPs =
1

2
[QPLn+1 −QPL1]

yazılır. Böylece (3.29) un diğer ispatı tamamlanır. Hem (3.1) hem de QPn in tanımı ve

(3.32) deki yaklaşım ile
n∑

s=1

QP2s = e0

n∑
s=1

p2s + e1

n∑
s=1

p2s+1 + e2

n∑
s=1

p2s+2 + e3

n∑
s=1

p2s+3

eşitliğine sahibiz. Böylece
m∑
i=0

p2k+2i =
1

2
(q2k+2m+2 − p2k+2m+2 + q2k + p2k)

ve
m∑
i=0

p2k+2i+1 =
1

2
(2q2k+2m + 3p2k+2m − p2k), (Cerin ve Gianella, 2007)

olduğundan
n∑

s=1

QP2s =
1

2
(q2n + p2n − q0 + p0) e0 +

1

2
(2q2n + 3p2n − p0 − 2p1)e1

+
1

2
(q2n+2 + p2n+2 − q2 − p2) e2 +

1

2
(2q2n+2 + 3p2n+2 − p2 − 2p3)

eşitliğine sahibiz. qn = pn+1− pn (Horadam, 1971) ve QPn + 2QPn+1 = QPn+2 (Çimen

ve İpek, 2015) özdeşlikleri yardımı ve bazı basit hesaplamalarla
n∑

s=1

QP2s =
1

2

3∑
s=0

p2n+1+ses −
1

2

3∑
s=0

p1+ses

=
1

2
(QP2n+1 −QP1)

18



eşitliğini elde ederiz.

Yukarıdaki ispat, Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlarının Binet formülleri yardımıyla daha

basit yapılabilir.
n∑

s=1

QP2s =
n∑

s=1

α2sα∗ − β2sβ∗

α− β

=
1

α− β

[
α∗α2

n∑
s=1

α2(s−1) − β∗β2

n∑
s=1

β2(s−1)

]

=
1

α− β

[
α∗α2α

2n − 1

α2 − 1
− β∗β2β

2n − 1

β2 − 1

]
,

eşitliğine sahibiz. Burada α∗ =
∑3

s=0 α
ses ve β∗ =

∑3
s=0 β

ses dir. Sonuç olarak, (3.21)

göz önünde bulundurularak basit bir hesaplama ile
n∑

s=1

QP2s = −1

4

[
α∗α2n − β∗β2n

α− β
− α∗α2n+2 − β∗β2n+2

α− β
+
α∗α2 − β∗β2

α− β
− α∗ − β∗

α− β

]
=

1

4
(QP2n+2 −QP2n +QP0 −QP2)

bulunur ve böylece QPn + 2QPn+1 = QPn+2 (Çimen ve İpek, 2015) özdeşliğinden

aşağıdaki yazılır;
n∑

s=1

QP2s =
1

4
(2QP2n+1 − 2QP1)

=
1

2
(QP2n+1 −QP1) .

Buradan,
m∑
i=1

p2k+2i =
1

2
(q2k+2m+2 − p2k+2m+2 + q2k + p2k)

ve
m∑
i=1

p2k+2i+1 =
1

2
(q2k+2m − 3p2k+2m − p2k), (Cerin ve Gianella, 2007)

o zaman
∑n

s=1QP2s−1 toplamı aşağıdaki gibi yazılır;
n∑

s=1

QP2s−1 =

(
n∑

s=1

QP2s−1

)
e0 +

(
n∑

s=1

QP2s

)
e1 +

(
n∑

s=1

QP2s+1

)
e2

+

(
n∑

s=1

QP2s+2

)
e3

=

[
1

2
(2q2n−2 + 3p2n−2 − p−2 − 2p−1)

]
e0 +

[
1

2
(p2n+1 − p1)

]
e1

+

[
1

2
(p2n+2 − p2)

]
e2 +

[
1

2
(p2n+3 − p3)

]
e3.
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qn = pn+1−pn, p−n = (−1)n+1pn (Horadam, 1971) veQPn+2QPn+1 = QPn+2 (Çimen

ve İpek, 2015) özdeşlikleri birleştirilerek son formül ile aşağıdaki eşitlik üretilir;

n∑
s=1

QP2s−1 =

[
1

2
(2q2n−2 + 3p2n−2 + p2 − 2p1)

]
e0 +

[
1

2
(p2n+1 − p1)

]
e1

+

[
1

2
(p2n+2 − p2)

]
e2 +

[
1

2
(p2n+3)− p3

]
e3

=

[
1

2
(p2n + p0)

]
e0 +

[
1

2
(p2n+1 − p1)

]
e1 +

[
1

2
(p2n+2 − p2)

]
e2

+

[
1

2
(p2n+3)− p3

]
e3

=
1

2

3∑
s=0

p2n+ses −
1

2

3∑
s=0

pses

=
1

2
(QP2n −QP0).

Pell kuaterniyonları ve (3.21) için Binet formüllerinden aynı yolla toplamlar için yaptığımız

gibi
∑n

s=1QPs ve
∑n

s=1QP2s sonuçlarını da aşağıdaki gibi elde ederiz.

n∑
s=1

QP2s−1 =
n∑

s=1

α2s−1α∗ − β2s−1β∗

α− β

=
1

α− β

[
α∗α

n∑
s=1

α2(s−1) − β∗β
n∑

s=1

β2(s−1)

]

=
1

α− β

[
α∗α

α2n − 1

α2 − 1
− β∗ββ

2n − 1

β2 − 1

]
= −1

4

[
α∗α2n−1 − β∗β2n−1

α− β
− α∗α2n+1 − β∗β2n+1

α− β
+

(α∗ − β∗)(α + β)

α− β

]
,

α∗ =
∑3

s=0 α
ses ve β∗ =

∑3
s=0 β

ses şeklindedir. Buradan aşağıdakini yazarız;

n∑
s=1

QP2s−1 =
1

2
(QP2n −QP0).

Böylece ispat tamamlanır. �

Şimdi Cassini, Catalan, d’Ocagne gibi özdeşliklerde kullanacağımız bazı faydalı eşitlikleri

verelim.
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Lemma 3.2

α∗ =
∑3

s=0 α
ses ve β∗ =

∑3
s=0 β

ses olmak üzere,

α∗β∗ = 2QPL0 − 2
√

2λ (3.33)

β∗α∗ = 2QPL0 + 2
√

2λ (3.34)

şeklindedir. Burada λ = e1 + 2e2 − e3 dür.

İspat

α∗ ve β∗ ifadeleri yerlerine yazılır ve gerekli sadeleştirmeler yapılırsa,

α∗β∗ = (1 + αe1 + α2e2 + α3e3)(1 + βe1 + β2e2 + β3e3)

= 1 + βe1 + β2e2 + β3e3 + αe1 + αβe21 + αβ2e1e2

+ αβ3e1e3 + α2e2 + α2βe2e1 + α2β2e22 + α2β3e2e3

+ α3e3 + α3βe3e1 + α3β2e3e2 + α3β3e23

= 1 + βe1 + β2e2 + β3e3 + αe1 − αβ + αβ2e3 − αβ3e2

+ α2e2 − α2βe3 − α2β2 + α2β3e1 + α3e3 + α3βe2

− α3β2e1 − α3β3

= 1 + βe1 + β2e2 + β3e3 + αe1 + 1 + αβ2e3 − αβ3e2

+ α2e2 − α2βe3 − 1 + α2β3e1 + α3e3 + α3βe2

− α3β2e1 + 1

= 2 + (α + β + α2β3 − α3β2)e1 + (α2 + β2 − αβ3 + α3β)e2

+ (α3 + β3 + αβ2 − α2β)e3

= 2 + (2− 2
√

2)e1 + (6− 4
√

2)e2 + (14 + 2
√

2)e3

= 2(1 + e1 + 3e2 + 7e3)− 2
√

2(e1 + 2e2 − e3)

= 2QPL0 − 2
√

2λ

(3.33) ifadesine ulaşılmış olur. Benzer hesaplamalar yapıldığında (3.34) bulunur.

Böylece α∗β∗ 6= β∗α∗ olduğunu rahatlıkla söyleyebiliriz.
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Şimdi de Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonları için Catalan özdeşliğini verelim.

Teorem 3.4

Sırasıyla Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonları için Catalan özdeşlikleri λ = e1 + 2e2 − e3
olmak üzere, aşağıdaki gibidir:

QPn+rQPn−r −QP 2
n =

1

2
(−1)n−r+1q2rQPL0

+ (−1)n−rp2rλ+
1

2
(−1)nQPL0 (3.35)

= (−1)n−r+1(2p2rQPL0 − p2rλ)

QPLn+rQPLn−r −QPL2
n = (−1)n−rq2rQPL0

+ 2(−1)n−r+1p2rλ+ (−1)n+1QPL0. (3.36)

İspat

(3.35) için (3.25) Binet formülü kullanılırsa,

QPn+rQPn−r −QP 2
n =

αn+rα∗ − βn+rβ∗

α− β
αn−rα∗ − βn−rβ∗

α− β
−
(
αnα∗ − βnβ∗

α− β

)2

=
1

8

[
−αn−rβn−r(α2rα∗β∗ + β2rβ∗α∗) + αnβnα∗β∗ + βnαnβ∗α∗

]
bulunur. Burada Lemma 3.2 deki (3.33) ve (3.34) ifadelerinin eşitlikteki değerleri yazılır

ve (3.21) den αβ = −1 olduğu dikkate alınırsa,

QPn+rQPn−r −QP 2
n = (−1)n−r+1(2p2rQPL0 − p2rλ)

elde edilmiş olur. Benzer hesaplamalarla (3.36) için de bulunur. �

Catalan özdeşliğinin r = 1 özel hali literatürde Cassini özdeşliği olarak bilinir. Do-

layısıyla bunu ispatsız olarak aşağıdaki gibi verebiliriz.
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Sonuç 3.1

Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonları için Cassini özdeşlikleri şeklinde verilir.

Bu türdeki sayı dizileri için verilen bir başka özdeşlik de d’Ocagne özdeşliğidir:

Teorem 3.5

Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonları için d’Ocagne özdeşliği λ = e1+2e2−e3 olmak üzere;

QPm+1QPn −QPmQPn+1 = 2(−1)n+1QPL0pm−n

+ 2(−1)nλqm−n (3.39)

QPLm+1QPLn −QPLmQPLn+1 = 4(−1)nQPL0pm−n

+ 4(−1)n+1λqm−n (3.40)

şeklindedir.

İspat

(3.25) Binet formülünden hareketle

QPm+1QPn −QPmQPn+1

=
αm+1α∗ − βm+1β∗

α− β
αnα∗ − βnβ∗

α− β
− αmα∗ − βmβ∗

α− β
αn+1α∗ − βn+1β∗

α− β

=
1

8

[
−αm+1βnα∗β∗ − αnβm+1β∗α∗ + αmβn+1α∗β∗ + αn+1βmβ∗α∗

]
=

1

8

[
(αmβn+1 − αm+1βn)α∗β∗ + (αn+1βm − αnβm+1)β∗α∗

]
=

1

8
[αmβn(β − α)α∗β∗ + αnβm(α− β)β∗α∗]

bulunur. (3.21) den α− β = 2
√

2 olduğundan

QPm+1QPn −QPmQPn+1 =
1

8

[
αmβn(−2

√
2)α∗β∗ + αnβm2

√
2β∗α∗

]
=

√
2

4
αnβn[−αm−nα∗β∗ + βm−nβ∗α∗]

olur. (3.21), (3.33) ve (3.34) gereğince

QPm+1QPn −QPmQPn+1 = 2(−1)n+1QPL0pm−n + 2(−1)nλqm−n
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elde edilir. Teoremin ikinci kısmı da benzer şekilde bulunur. �
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4. DUAL PELL VE DUAL PELL-LUCAS KUATERNİYONLARI

Bu bölümde 3. bölümdeki bilgilerden faydalanarak Pell, Pell-Lucas kuaterniyonlarının

dualini tanımlayacağız. Bu sayı dizileri için ayrıca Binet formülleri, rekürans bağıntıları

ve diğer bazı özdeşlikleri elde edeceğiz. Bunun için önce bazı tanımları verelim.

Tanım 4.1

pn ve qn sırasıyla n-yinci Pell ve Pell-Lucas sayıları olmak üzere; dual Pell sayısı ve dual

Pell-Lucas sayıları sırasıyla aşağıdaki şekildedir:

Pn = pn + εpn+1

Qn = qn + εqn+1

Tanım 4.2

Dual Pell kuaterniyon ve dual Pell-Lucas kuaterniyon sırasıyla;

Q̃P n = QPn + εQPn+1 (4.1)

Q̃PLn = QPLn + εQPLn+1 (4.2)

şeklindedir. (3.1) ve (3.2) eşitliklerinden yararlanarak ( 4.1), ( 4.2) yerine

Q̃P n =
3∑

s=0

Pn+ses

Q̃PLn =
n∑

s=0

PLn+ses

yazılabilir. Farklı bir yaklaşımla dual Pell, dual Pell-Lucas kuaterniyonları

Q̃P n =
αnα

′ − βnβ
′

α− β

Q̃PLn =
αnα

′
+ βnβ

′

α + β

şeklinde de ifade edilebilir. Şimdi bunun doğruluğunu ispatlayalım.
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Teorem 4.1

Dual Pell ve dual Pell-Lucas sayıları için Binet formülleri aşağıdaki gibidir.

Q̃P n =
αnα

′ − βnβ
′

α− β
(4.3)

Q̃PLn =
αnα

′
+ βnβ

′

α + β
(4.4)

Burada α = 1 +
√

2, β = 1−
√

2 olmak üzere

α
′
= (1 + εα)

3∑
s=0

αses

β
′
= (1 + εβ)

3∑
s=0

βses

şeklindedir.

İspat

Öncelikle

αQ̃P n + Q̃P n−1 = αnα
′

(4.5)

βQ̃P n + Q̃P n−1 = βnβ
′

(4.6)
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olduğunu αn = αpn + pn−1 özdeşliğinden yararlanarak gösterelim.

αQ̃P n + Q̃P n−1 = α(QPn + εQPn+1) + (QPn−1 + εQPn)

= α

(
3∑

s=0

pn+ses + ε

3∑
s=0

pn+1+ses

)
+

(
3∑

s=0

pn−1+ses + ε

3∑
s=0

pn+ses

)

=
3∑

s=0

(αpn+ses + pn−1+ses) + ε

3∑
s=0

(αpn+1+ses + pn+ses)

=
3∑

s=0

(αpn+s + pn−1+s) es + ε

3∑
s=0

(αpn+1+s + pn+s) es

=
3∑

s=0

αn+ses + ε

3∑
s=0

αn+s+1es

= αn

3∑
s=0

αses + εαn+1

3∑
s=0

αses

= αn

(
3∑

s=0

αses + εα
3∑

s=0

αses

)

= αn (1 + εα)
3∑

s=0

αses

= αnα
′

olup (4.5) ifadesi elde edilmiş olur. Benzer şekilde (4.6) ifadesi de gösterilebilir. (4.5) ten

(4.6) çıkarılırsa

αQ̃P n − βQ̃P n = αnα
′ − βnβ

′

(α− β)Q̃Pn = αnα
′ − βnβ

′

Q̃P n =
αnα

′ − βnβ
′

α− β

elde edilir ve (4.5) ile (4.6) toplanırsa

αQ̃P n + βQ̃P n + 2Q̃P n−1 = αnα
′
+ βnβ

′

(α + β)Q̃P n + 2Q̃P n−1 = αnα
′
+ βnβ

′

bulunur ve α + β = 2 eşitliğini kullanarak

(α + β)(Q̃P n + Q̃P n−1) = αnα
′
+ βnβ

′

(Q̃P n + Q̃P n−1) =
αnα

′
+ βnβ

′

α + β

Q̃PLn =
αnα

′
+ βnβ

′

α + β
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elde edilir. �

Lemma 4.1

ε 6= 0 , ε2 = 0 , λ = e1 + 2e2 − e3, α′ = (1 + εα)
∑3

s=0 α
ses, β

′
= (1 + εβ)

∑3
s=0 β

ses

olmak üzere,

α
′
β
′
= (2 + 4ε)(QPL0 −

√
2λ), (4.7)

β
′
α
′
= (2 + 4ε)(QPL0 +

√
2λ), (4.8)

(α
′
)2 = (1 + 2εα)(−120− 84

√
2 + 2QPL0 + 2

√
2QP0), (4.9)

(β
′

)2 = (1 + 2εβ)(−120 + 84
√

2 + 2QPL0 − 2
√

2QP0). (4.10)

şeklindedir.

İspat

α
′
β
′
= (1 + εα)

3∑
s=0

αses(1 + εβ)
3∑

s=0

βses

= (1 + εα) (1 + εβ) (
3∑

s=0

αses

3∑
s=0

βses)

= (1 + εα) (1 + εβ)α∗β∗

= (1 + εβ + εα + ε2αβ)(2QPL0 − 2
√

2λ)

= (1 + 2ε)(2QPL0 − 2
√

2λ)

= (2 + 4ε)(QPL0 −
√

2λ)

β
′
α
′
= (1 + εβ)

3∑
s=0

βses (1 + εα)
3∑

s=0

αses

= (1 + εβ) (1 + εα) (
3∑

s=0

βses

3∑
s=0

αses)

= (1 + εβ) (1 + εα) β∗α∗

= (1 + εα + εβ + ε2βα)(2QPL0 + 2
√

2λ)

= (1 + 2ε)(2QPL0 + 2
√

2λ)

= (2 + 4ε)(QPL0 +
√

2λ)

Böylece α′β ′ 6= β
′
α
′ olduğunu rahatlıkla söyleyebiliriz. Şimdi (α

′
)2 ve (β

′
)2 yi bulalım.
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(α
′
)2 = [(1 + εα)

3∑
s=0

αses]
2

= (1 + εα)2(1 + αe1 + α2e2 + α3e3)(1 + αe1 + α2e2 + α3e3)

= (1 + 2εα + ε2α2)(1 + αe1 + α2e2 + α3e3 + αe1 + α2e21 + α3e1e2

+ α4e1e3 + α2e2 + α3e2e1 + α4e22 + α5e2e3 + α3e3 + α4e3e1

+ α5e3e2 + α6e23)

= (1 + 2εα)(1 + αe1 + α2e2 + α3e3 + αe1 − α2 + α3e3 − α4e2

+ α2e2 − α3e3 − α4 + α5e1 + α3e3 + α4e2−α
5e1 − α6)

= (1 + 2εα)((1− α2 − α4 − α6)e0 + (α + α + α5 − α5)e1 + (α2

− α4 + α2 + α4)e2 + (α3 + α3 − α3 + α3)e3)

= (1 + 2εα)((1− α2 − α4 − α6)e0 + 2αe1 + 2α2e2 + 2α3e3)

= (1 + 2εα)((1− 3− 2
√

2− 17− 12
√

2− 99− 70
√

2)e0

+ (2 + 2
√

2)e1 + (6 + 4
√

2)e2 + (14 + 10
√

2)e3)

= (1 + 2εα)((−118− 84
√

2)e0 + (2 + 2
√

2)e1 + (6 + 4
√

2)e2

+ (14 + 10
√

2)e3)

= (1 + 2εα)(−118− 84
√

2 + 2e1 + 6e2 + 14e3 + 2
√

2e1 + 4
√

2e2 + 10
√

2e3

= (1 + 2εα)(−120− 84
√

2 + 2(1 + e1 + 3e2 + 7e3) + 2
√

2(e1 + 2e2 + 5e3))

= (1 + 2εα)(−120− 84
√

2 + 2QPL0 + 2
√

2QP0)
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(β
′
)2 = [(1 + εβ)

3∑
s=0

βses]
2

= (1 + εβ)2(1 + βe1 + β2e2 + β3e3)(1 + βe1 + β2e2 + β3e3)

= (1 + 2εβ + ε2β2)(1 + βe1 + β2e2 + β3e3 + βe1 + β2e21 + β3e1e2

+ β4e1e3 + β2e2 + β3e2e1 + β4e22 + β5e2e3 + β3e3 + β4e3e1 + β5e3e2

+ β6e23)

= (1 + 2εβ)(1 + βe1 + β2e2 + β3e3 + βe1 − β2 + β3e3 − β4e2

+ β2e2 − β3e3 − β4 + β5e1 + β3e3 + β4e2 − β5e1 − β6)

= (1 + 2εβ)((1− β2 − β4 − β6)e0 + (β + β + β5 − β5)e1

+ (β2 − β4 + β2 + β4)e2 + (β3 + β3 − β3 + β3)e3)

= (1 + 2εβ)((1− β2 − β4 − β6)e0 + 2βe1 + 2β2e2 + 2β3e3

= (1 + 2εβ)((1− 3 + 2
√

2− 17 + 12
√

2− 99 + 70
√

2)e0

+ (2− 2
√

2)e1 + (6− 4
√

2)e2 + (14− 10
√

2)e3)

= (1 + 2εβ)((−118 + 84
√

2)e0 + (2− 2
√

2)e1 + (6− 4
√

2)e2

+ (14− 10
√

2)e3)

= (1 + 2εβ)(−118 + 84
√

2 + 2e1 + 6e2 + 14e3 − 2
√

2e1 − 4
√

2e2 − 10
√

2e3)

= (1 + 2εβ)(−120 + 84
√

2 + 2(1 + e1 + 3e2 + 7e3)− 2
√

2(e1 + 2e2 + 5e3)

= (1 + 2εβ)(−120 + 84
√

2 + 2QPL0 − 2
√

2QP0)

bulunur. �

Şimdi dual Pell ve dual Pell-Lucas kuaterniyonları için bazı ifadeleri bir önerme ile vere-

lim.
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Önerme 4.1

n ≥ 2 için aşağıdakiler doğrudur.

Q̃P n + Q̃P n+1 = Q̃PLn+1 (4.11)

Q̃P n+1 − Q̃P n = Q̃PLn (4.12)

Q̃P n−1 + Q̃P n+1 = 2Q̃PLn (4.13)

Q̃P n + 2Q̃P n+1 = Q̃P n+2 (4.14)

Q̃P n + Q̃P n = 2QPn (4.15)

Q̃P
2

n + Q̃P nQ̃P n = 2QPnQ̃P n (4.16)∥∥∥Q̃P n

∥∥∥ = Q̃P nQ̃P n (4.17)

İspat

Önce (4.11) den başlayıp sırasıyla doğruluğunu gösterelim.

qn+1 = pn+1 + pn (Horadam, 1971) ve 4.1 yardımıyla;

Q̃P n + Q̃P n+1 =
3∑

s=0

pn+ses + ε
3∑

s=0

pn+1+ses +
3∑

s=0

pn+1+ses + ε
3∑

s=0

pn+2+ses

=
3∑

s=0

pn+ses +
3∑

s=0

pn+1+ses + ε

(
3∑

s=0

pn+1+s +
3∑

s=0

pn+2+s

)
es

=
3∑

s=0

(pn+s + pn+1+s)es + ε

(
3∑

s=0

(pn+1+s + pn+2+s)es

)

=
3∑

s=0

qn+1+ses + ε

3∑
s=0

qn+2+ses

= QPLn+1 + εQPLn+2

= Q̃PLn+1

bulunur.
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Q̃P n+1 − Q̃P n = QPn+1 + εQPn+2 −QPn − εQPn+1

=
3∑

s=0

pn+1+ses + ε

3∑
s=0

pn+2+ses −
3∑

s=0

pn+ses − ε
3∑

s=0

pn+1+ses

=
3∑

s=0

pn+1+ses −
3∑

s=0

pn+ses + ε

(
3∑

s=0

pn+2+s −
3∑

s=0

pn+1+s

)
es

=
3∑

s=0

(pn+1+s − pn+s)es + ε

(
3∑

s=0

(pn+2+s − pn+1+s)es

)
bulunur. Horadam (1971) dan

qn = pn+1 − pn

olduğunu biliyoruz. O halde

Q̃P n+1 − Q̃P n =
3∑

s=0

qn+ses + ε
3∑

s=0

qn+1+ses

= QPLn + εQPLn+1

= Q̃PLn

bulunur. Ayrıca

Q̃P n−1 + Q̃P n+1 = QPn−1 + εQPn +QPn+1

+ εQPn+2

=
3∑

s=0

pn−1+ses + ε

3∑
s=0

pn+ses +
3∑

s=0

pn+1+ses + ε

3∑
s=0

pn+2+ses

=
3∑

s=0

(pn−1+s + pn+1+s)es + ε

(
3∑

s=0

(pn+s + pn+2+s)es

)
olur ve Filipponi ve Horadam (1995) dan biliyoruz ki

pn−1 + pn+1 = 2qn

o halde,

Q̃P n−1 + Q̃P n+1 = 2
3∑

s=0

qn+ses + 2ε
3∑

s=0

qn+1+ses

= 2(QPLn + εQPLn+1)

= 2Q̃PLn
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bulunur. Şimdi de

Q̃P n + 2̃QP n+1 = Q̃P n+2

olduğunu gösterelim.

Q̃P n + 2Q̃P n+1 = QPn + εQPn+1 + 2QPn+1 + 2εQPn+2

=
3∑

s=0

pn+ses + 2
3∑

s=0

pn+1+ses + ε

(
3∑

s=0

pn+1+s + 2
3∑

s=0

pn+2+s

)
es

=
3∑

s=0

pn+2+ses + ε

3∑
s=0

pn+3+ses

= QPn+2 + εQPn+3

= Q̃P n+2

elde ederiz.

Q̃P n + Q̃P n = QPn + εQPn+1 +QPn − εQPn+1

= 2QPn

bulunur. Ayrıca,

Q̃P
2

n + Q̃P nQ̃P n = Q̃P nQ̃P n + Q̃P nQ̃P n

= Q̃P n(2QPn − Q̃P n) + Q̃P nQ̃P n

= 2QPnQ̃P n − Q̃P nQ̃P n + Q̃P nQ̃P n

= 2QPnQ̃P n

elde ederiz. Son olarak,∥∥∥Q̃P n

∥∥∥ = Q̃P nQ̃P n

olduğunu gösterirsek ispat tamamlanır.∥∥∥Q̃P n

∥∥∥ = ‖QPn + εQPn+1‖ = QP 2
n

ve

Q̃P nQ̃P n = (QPn + εQPn+1)(QPn − εQPn+1) = QP 2
n

olduğundan son iki eşitlikten∥∥∥Q̃P n

∥∥∥ = Q̃P nQ̃P n
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olduğu görülür. �

Teorem 4.2

Sırasıyla Dual Pell ve dual Pell-Lucas kuaterniyonları için Catalan özdeşlikleri

α′β′ = (2+4ε)(QPL0−
√

2λ) ve β′α′ = (2+4ε)(QPL0 +
√

2λ) olmak üzere, aşağıdaki

gibidir:

Q̃P n+rQ̃P n−r − Q̃P
2

n = (1 + 2ε)(QPn+rQPn−r −QP 2
n) (4.18)

Q̃PLn+rQ̃PLn−r − Q̃PL
2

n = (1 + 2ε)(QPLn+rQPLn−r −QPL2
n) (4.19)

İspat

(4.18) için (4.3) Binet formülü kullanılırsa,

Q̃P n+rQ̃P n−r − Q̃P
2

n =

(
αn+rα

′ − βn+rβ′

α− β

)(
αn−rα

′ − βn−rβ′

α− β

)
−
(
αnα

′ − βnβ′

α− β

)2

elde edilir. İspatı iki kısımda inceleyelim:
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Birinci kısım;

C1 =

(
αn+rα

′ − βn+rβ′

α− β

)(
αn−rα

′ − βn−rβ′

α− β

)
=

1

8
(α2nα′2 − αn+rβn−rα′β′ − βn+rαn−rβ′α′ + β2nβ′2)

=
1

8
(α2nα′2 + β2nβ′2)− 1

8
αn−rβn−r(α2rα′β′ + β2rβ′α′)

=
1

8
(α2nα′2 + β2nβ′2)− 1

8
(−1)n−r[α2r(2 + 4ε)(QPL0 −

√
2λ)

+ (β2r(2 + 4ε)(QPL0 +
√

2λ)]

=
1

8
(α2nα′2 + β2nβ′2)− 1

8
(−1)n−r[(2 + 4ε)(α2rQPL0 − α2r

√
2λ

+ β2rQPL0 + β2r
√

2λ)]

=
1

8
(α2nα′2 + β2nβ′2)− 1

8
(−1)n−r[(2 + 4ε)(QPL0(α

2r + β2r)

− (
√

2λ(α2r − β2r)]

=
1

8
(α2nα′2 + β2nβ′2)− 1

8
(−1)n−r[(2 + 4ε)(2QPL0q2r − 4λp2r)]

=
1

8
(α2nα′2 + β2nβ′2)− 1

2
(−1)n−r[(1 + 2ε)(QPL0q2r − 2λp2r)]

=
1

8
(α2nα′2 + β2nβ′2)− 1 + 2ε

2
(−1)n−rq2rQPL0 + (1 + 2ε)(−1)n−rp2rλ

elde edilir

İkinci kısım;

C2 =

(
αnα

′ − βnβ′

α− β

)(
αnα

′ − βnβ′

α− β

)
=

1

8
(α2nα′2 − αnβnα′β′ − βnαnβ′α′ + β2nβ′2)

=
1

8
((α2nα′2 + β2nβ′2)− (αnβn)(α′β′ + β′α′))

=
1

8
(α2nα′2 + β2nβ′2)− 1

8
(−1)n[(2 + 4ε)(QPL0 −

√
2λ)

+ (2 + 4ε)(QPL0 +
√

2λ)]

=
1

8
(α2nα′2 + β2nβ′2)− 1

8
(−1)n(2 + 4ε)(2QPL0)

=
1

8
(α2nα′2 + β2nβ′2)− 1

2
(−1)n(1 + 2ε)(QPL0)
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bulunur. Buradan;

Q̃P n+rQ̃P n−r − Q̃P
2

n = C1 − C2

=
1

8
(α2nα′2 + β2nβ′2)− 1 + 2ε

2
(−1)n−rq2rQPL0 + (1 + 2ε)(−1)n−rp2rλ

− 1

8
(α2nα′2 + β2nβ′2) +

1

2
(−1)n(1 + 2ε)(QPL0)

= −1 + 2ε

2
(−1)n−rq2rQPL0 + (1 + 2ε)(−1)n−rp2rλ+

1

2
(−1)n(1 + 2ε)(QPL0)

=
(−1)n−r+1

2
(1 + 2ε) q2rQPL0 + (−1)n−r(1 + 2ε)p2rλ+

(−1)n

2
(1 + 2ε)(QPL0)

= (1 + 2ε)[(
1

2
(−1)n−r+1q2rQPL0) + (−1)n−rp2rλ+

(−1)n

2
(QPL0)]

olur. Buradan 4p2r = q2r − (−1)r eşitsizliğinden;

Q̃P n+rQ̃P n−r − Q̃P
2

n = (1 + 2ε)(
1

2
(−1)nQPL0)[(−1)1−rq2r + 1]

+ (1 + 2ε)(−1)n−rp2rλ

= (1 + 2ε)(
1

2
(−1)nQPL0)[(−1)(−1)−rq2r

+ (−1)r(−1)−r] + (1 + 2ε)(−1)n−rp2rλ

= (1 + 2ε)(
1

2
(−1)nQPL0)(−1)−r[−q2r + (−1)r]

+ (1 + 2ε)(−1)n−rp2rλ

= (1 + 2ε)(
1

2
(−1)nQPL0)(−1)−r(−4p2r)

+ (1 + 2ε)(−1)n−rp2rλ

= (1 + 2ε)(−1)n−r+1[2p2rQPL0 − p2rλ]

= (1 + 2ε)(QPn+rQPn−r −QP 2
n)

elde edilir.

Şimdi Dual Pell-Lucas kuaterniyonları için Catalan özdeşliğini bulalım. (4.19) için (4.4)

Binet formülü kullanılırsa,

Q̃PLn+rQ̃PLn−r−Q̃PL
2

n =

(
αn+rα

′
+ βn+rβ′

α + β

)(
αn−rα

′
+ βn−rβ′

α + β

)
−
(
αnα

′
+ βnβ′

α + β

)2

elde edilir. İspatı iki kısımda inceleyelim:
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Birinci kısım;

D1 =

(
αn+rα

′
+ βn+rβ′

α + β

)(
αn−rα

′
+ βn−rβ′

α + β

)
=

1

4
(α2nα′2 + αn+rβn−rα′β′ + βn+rαn−rβ′α′ + β2nβ′2)

=
1

4
(α2nα′2 + β2nβ′2) +

1

4
αn−rβn−r(α2rα′β′ + β2rβ′α′)

=
1

4
(α2nα′2 + β2nβ′2) +

1

4
(−1)n−r[α2r(2 + 4ε)(QPL0 −

√
2λ)

+ β2r(2 + 4ε)(QPL0 +
√

2λ)]

=
1

4
(α2nα′2 + β2nβ′2) +

1

4
(−1)n−r[(2 + 4ε)(α2rQPL0

− α2r
√

2λ+ β2rQPL0 + β2r
√

2λ)]

=
1

4
(α2nα′2 + β2nβ′2) +

1

4
(−1)n−r[(2 + 4ε)(QPL0(α

2r + β2r))

−
√

2λ(α2r − β2r)]

=
1

4
(α2nα′2 + β2nβ′2) +

1

4
(−1)n−r[(2 + 4ε)(2q2rQPL0 − 4p2rλ)]

=
1

4
(α2nα′2 + β2nβ′2) + (−1)n−r(1 + 2ε)q2rQPL0 − (−1)n−r2(1 + 2ε)p2rλ

elde edilir.

İkinci kısım;

D2 =

(
αnα

′
+ βnβ′

α + β

)(
αnα

′
+ βnβ′

α + β

)
=

1

4
(α2nα′2 + αnβnα

′
β′ + βnαnβ′α

′
+ β2nβ′2)

=
1

4
(α2nα′2 + β2nβ′2) +

1

4
(−1)n(α

′
β′ + β′α

′
)

=
1

4
(α2nα′2 + β2nβ′2) +

1

4
(−1)n[(2 + 4ε)(QPL0 −

√
2λ)

+ (2 + 4ε)(QPL0 +
√

2λ)]

=
1

4
(α2nα′2 + β2nβ′2) +

1

4
(−1)n(2 + 4ε)(2QPL0)

=
1

4
(α2nα′2 + β2nβ′2) + (−1)n(1 + 2ε)QPL0
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bulunur. Buradan;

Q̃PLn+rQ̃PLn−r − Q̃PL
2

n = D1 −D2

= (−1)n−r(1 + 2ε)q2rQPL0 − (−1)n−r2(1 + 2ε)p2rλ

− (−1)n(1 + 2ε)QPL0

= (1 + 2ε)((−1)n−rq2rQPL0 + 2(−1)n−r+1p2rλ

+ (−1)n+1QPL0)

= (1 + 2ε)(QPLn+rQPLn−r −QPL2
n)

elde edilir. �

Catalan özdeşliğinin r = 1 özel hali literatürde Cassini özdeşliği olarak bilindiğinden

bahsetmiştik. Aynı durum dualleri için de geçerlidir. Dolayısıyla bunu ispatsız olarak ve-

rebiliriz.

Sonuç 4.1

Dual Pell ve Dual Pell-Lucas kuaterniyonları için Cassini özdeşlikleri

Q̃P n+1Q̃P n−1 − Q̃P
2

n = (1 + 2ε)(QPn+1QPn−1 −QP 2
n) (4.20)

Q̃PLn+1Q̃PLn−1 − Q̃PL
2

n = (1 + 2ε)(QPLn+1QPLn−1 −QPL2
n) (4.21)

şeklinde verilir.

Bu türdeki sayı dizileri için verilen bir başka özdeşlik de d’Ocagne özdeşliğidir:

Teorem 4.3

Dual Pell ve Dual Pell-Lucas kuaterniyonları için d’Ocagne özdeşliği
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α′β′ = (2 + 4ε)(QPL0−
√

2λ) ve β′α′ = (2 + 4ε)(QPL0 +
√

2λ) olmak üzere sırasıyla;

Q̃Pm+1Q̃P n−̃QPmQ̃P n+1 = (1 + 2ε)(QPm+1QPn −QPmQPn+1)

(4.22)

Q̃PLm+1Q̃PLn − Q̃PLmQ̃PLn+1 = (1 + 2ε)(QPLm+1QPLn −QPLmQPLn+1)

(4.23)

şeklindedir.

İspat

(4.22) için (4.3) Binet formülü kullanılırsa;

Q̃Pm+1Q̃P n−̃QPmQ̃P n+1 =

(
αm+1α′ − βm+1β′

α− β

)(
αnα′ − βnβ′

α− β

)
−
(
αmα′ − βmβ′

α− β

)(
αn+1α′ − βn+1β′

α− β

)
elde edilir. İspatı iki kısımda inceleyelim:

Birinci kısım;

E1 =

(
αm+1α′ − βm+1β′

α− β

)(
αnα′ − βnβ′

α− β

)
=

1

8

(
αm+n+1α′2 − αm+1βnα′β′ − βm+1αnβ′α′ + βm+n+1β′2

)

İkinci kısım;

E2 =

(
αmα′ − βmβ′

α− β

)(
αn+1α′ − βn+1β′

α− β

)
=

1

8

(
αm+n+1α′2 − αmβn+1α′β′ − βmαn+1β′α′ + βm+n+1β′2

)
şeklindedir. Buradan;

Q̃Pm+1Q̃P n−̃QPmQ̃P n+1 = E1 − E2

=
1

8
(−αm+1βnα′β′ − βm+1αnβ′α′ + αmβn+1α′β′ + βmαn+1β′α′)

=
1

8
[αmβnα′β′(−α + β) + βmαnβ′α′(−β + α)]
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bulunur. (3.21) den α− β = 2
√

2 olduğundan

Q̃Pm+1Q̃P n−̃QPmQ̃P n+1 =
1

8
(−αmβnα′β′2

√
2 + βmαnβ′α′2

√
2)

=

√
2

4
αnβn(−αm−nα′β′ + βm−nβ′α′)

=

√
2

4
(−1)n[−αm−n(2 + 4ε)(QPL0 −

√
2λ)

+ βm−n(2 + 4ε)(QPL0 +
√

2λ)]

=

√
2

4
(−1)n(2 + 4ε)[−αm−nQPL0 + αm−n

√
2λ

+ βm−nQPL0 + βm−n
√

2λ)]

=

√
2

2
(−1)n(1 + 2ε)[−QPL0(α

m−n − βm−n)

+
√

2λ(αm−n + βm−n)]

olur. (3.21), (4.7) ve (4.8) gereğince

Q̃Pm+1Q̃P n−̃QPmQ̃P n+1 =

√
2

2
(−1)n(1 + 2ε)(−2

√
2QPL0pm−n + 2

√
2λqm−n)

= (1 + 2ε)(2(−1)n+1QPL0pm−n + 2(−1)nλqm−n)

= (1 + 2ε)(QPm+1QPn −QPmQPn+1)

bulunur.

Şimdi Dual Pell-Lucas kuaterniyonları için d’Ocagne özdeşliğini bulalım. (4.23) için (4.4)

Binet formülü kullanılırsa,

Q̃PLm+1Q̃PLn−̃QPLmQ̃PLn+1 =

(
αm+1α′ + βm+1β′

α + β

)(
αnα′ + βnβ′

α + β

)
−
(
αmα′ + βmβ′

α + β

)(
αn+1α′ + βn+1β′

α + β

)
elde edilir. İspatı iki kısımda inceleyelim:

Birinci kısım;

F1 =

(
αm+1α′ + βm+1β′

α + β

)(
αnα′ + βnβ′

α + β

)
=

1

4

(
αm+n+1α′2 + αm+1βnα′β′ + βm+1αnβ′α′ + βm+n+1β′2

)
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İkinci kısım;

F2 =

(
αmα′ + βmβ′

α + β

)(
αn+1α′ + βn+1β′

α + β

)
=

1

4

(
αm+n+1α′2 + αmβn+1α′β′ + βmαn+1β′α′ + βm+n+1β′2

)
şeklindedir. Buradan;

Q̃PLm+1Q̃PLn−̃QPLmQ̃PLn+1 = F1 − F2

=
1

4
(αm+1βnα′β′ − αmβn+1α′β′ + βm+1αnβ′α′

− βmαn+1β′α′)

=
1

4
[αmβnα′β′(α− β) + αnβmβ′α′(β − α)]

bulunur. (3.21) den α− β = 2
√

2 olduğundan

Q̃PLm+1Q̃PLn−̃QPLmQ̃PLn+1 =
1

4
(αmβnα′β′2

√
2− αnβmβ′α′2

√
2)

=

√
2

2
αnβn(αm−nα′β′ − βm−nβ′α′)

=

√
2

2
(−1)n[αm−n(2 + 4ε)(QPL0 −

√
2λ)

− βm−n(2 + 4ε)(QPL0 +
√

2λ)]

=

√
2

2
(−1)n(2 + 4ε)[(αm−nQPL0 − αm−n

√
2λ

− βm−nQPL0 − βm−n
√

2λ)]

=

√
2

2
(−1)n(2 + 4ε)[QPL0(α

m−n − βm−n)

−
√

2λ(αm−n + βm−n)]

olur. (3.21), (4.7) ve (4.8) gereğince

Q̃PLm+1Q̃PLn−̃QPLmQ̃PLn+1 =

√
2

2
(−1)n(2 + 4ε)(2

√
2QPL0pm−n − 2

√
2λqm−n)

= (1 + 2ε)(4(−1)nQPL0pm−n + 4(−1)n+1λqm−n)

= (1 + 2ε)(QPLm+1QPLn −QPLmQPLn+1)

elde edilir. �
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