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Damgman: Dr. Ogr. Uyesi Zafer UNAL

Bu tezde, Dual Pell ve Dual Pell-Lucas Kuaterniyonlar: verilmistir.

Bu tez dort bolimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, tezin 6nemi irdelenmis ve kaynak taramasi yapilmistir.
ikinci baliimde, temel tamm ve kavramlar verilmistir.

Uciincii blimde, Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlari ve bunlardan elde edilen bazi 6zel
ozdesliklerden bahsedilmistir.

Son bolimde, Dual Pell ve Dual Pell-Lucas Kuaterniyonlari ve bunlara ait bagintilar
verilmistir.
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Supervisor: Assist. Prof. Dr. Zafer UNAL

In this thesis, Dual Pell and Dual Pell Lucas Quaternions are given.
This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, the importance of the thesis was examined and the source was
searched.

In the second chapter, basic definitions and concepts are given.

In the third chapter, Pell and Pell-Lucas quaternions and some specific identities
derived from them are mentioned.

In the last chapter, Dual Pell and Dual Pell-Lucas Quaternions and their correlations
are given.
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1.GIRIS

Kuaterniyonlar ilk olarak 1843 te Irlandali Matematik¢i Sir William Rowan Hamilton
tarafindan tanimlanmis ve bu tarihten sonra uygulamali matematik, fizik ve bilgisayar bi-
limleri gibi cesitli alanlarda yaygin olarak kullanilmaya baslamistir. Ilerleyen zamanlarda,

split kuaterniyon, para kuaterniyon gibi alt kategorilere ayrilmustir.

Clifford (1871), reel sayilar1 dual sayilara genisletmistir.

Kula ve Yayl (2006), dual say1 iicliisiiniin degismeli carpimina deginmistir.

Hacisalihoglu (1983), Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi adl1 kitabinda dual

sayilara, kuaterniyonlara ve dual kuaterniyonlara genis yer ayirarak konuya deginmistir.

Unal, Tokeser ve Bilgici (2017), Dual Lucas ve Dual Oktonyonlarinin dzelliklerini arastir-

miglar ve Binet formiilii, Catalan, Cassini, d’Ocagne 6zdesligine deginmislerdir.

Horadam (1971), Pell sayilar1 ve 6zelliklerini ele almistir.

Patel ve Shrivastava (2013), baz1 Pell ve Pell-Lucas 6zdesliklerinin Binet formlarini kul-
lanarak bunlarin bir kismimi kanitlariyla tartismislardir. Bu 6zellikler, Pell ve Pell-Lucas
dizilerinin iirete¢ fonksiyonlarini, polinomlari, boliinebilirlik 6zelliklerini, matrislerini,

determinantlarini ve diger bircok uygulamayz tiiretmek icin kullanilir.

Koshy (2001), Fibonacci ve Lucas sayilarinin ortaya ¢ikmasina dair tarihsel bir aragtirma
yapip ac¢iklayici orneklerde bulunmustur. Fibonacci ve Lucas sayilarinin uygulamalarini
miihendislik, norofizyoloji gibi cesitli disiplinlere gore uyarlamiglardir. Ayrica Koshy
(2014), Pell sayilart ve Pell-Lucas sayilarimin sirasiyla Pell polinomlar1 ve Pell-Lucas

polinomlarinin 6zel degerleri olduguna deginmistir.

Alptekin (2005) Pell, Pell- Lucas ve Modifiye Pell sayilar1 yardimiyla tanimlanan mat-

risler iizerine ¢alismalar yapmustir.



Halic1 ve Dagdemir (2010), Modifiye Pell dizileri ve Pell, Pell-Lucas sayilar1 arasindaki

bazi iligkiler lizerinde caligmistir.

Szynal ve Wloch (2015) Pell sayilari, Pell-Lucas sayilari, kuaterniyonlar, oktonyonlar ve

yineleme iligkileri {izerinde ¢aligmistir.

Catarino (2016), k-Pell kuaterniyonlarini1 ve oktonyonlari ele alip Binet tarzi formiiller ve

iiretim fonksiyonlar1 dahil olmak iizere baz1 6zellikler sunmaktadir.

Fibonacci ve benzeri tamsayi dizileri matematigin bir¢ok alaninda karsimiza ¢iktigi gibi
fizik, miihendislik ve bilgisayar bilimlerinde olduk¢a genis bir kullanim alanina sahiptir.
Fibonacci ve Lucas say1 bilesenleriyle genellestirilen kuaterniyonlar iizerine Polatli ve

Kesim (2015) caligmustir.

Ozdemir (2009), split kuaterniyonlar iizerine yaptig1 calisma ile literatiire katkida bulun-

mustur.

Tokeser, Unal ve Bilgici (2017), split Pell ve split Pell-Lucas kuaterniyonlarini tanitip
bu sayilar i¢in iirete¢ fonksiyonlari ve Binet formiillerini vermislerdir. Ayrica Catalan
0zdesligi, Cassini 6zdesligi ve d’Ocagne dahil olmak iizere split Pell ve Pell-Lucas ku-

aterniyonlari i¢in bircok 6zdeslik elde etmislerdir.

Bu calismanin temelinde Cimen ve iIpek (2015) in Pell, Pell-Lucas kuaterniyonlari {ize-
rine yaptig1 ¢calismadan yararlanilarak dual Pell, dual Pell-Lucas kuaterniyonlar1 ve bun-
larla ilgili 6zdeslikler irdelenmistir. Pell ve Pell-Lucas tamsay1 dizileri ile kuaterniyon-
lar arasinda kurulan iligkiden ve bunun sonucunda ortaya ¢ikan bazi 6zelliklerden sz
edilecektir. Bunlardan bazilan iirete¢ fonksiyonlari, Binet formiilleri, Catalan, Cassini,
d’Ocagne 6zdeslikleridir. Daha sonra ise dual Pell kuaterniyon ve dual Pell-Lucas kuater-

niyonlar icin benzer 6zellikler incelenecektir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Simdi bazi temel kavramlar1 ve tanimlari ele alalim.

Tanim 2.1

Reel kuaterniyonlar kiimesi
H = {a = ageg + a1e1 + azes + azes : a; € R,i=0,1,2,3} 2.1

R iizerinde {eq = 1, e, €9, 3} baziyla 4 boyutlu bir vektor uzayidir. Burada baz eleman-

lar1 i¢in carpim tablosu agagidaki gibi verilir:

€0 €1 €2 €3

€o | €o €1 €2 €3
€1 | e1 —€ €3 —€2 (22)
€2 | €2 —€3 —€ €1

€3 | €3 €y —€1 —€p

Bir a € H reel kuaterniyonunu a = Zi’zo ases € H olmak lizere
3
a=2S,+ 7(1 = apeg + Z Qg€ (2.3)
s=1

seklinde de gosterebiliriz. Burada .S, , a reel kuaterniyonunun skaler kismu, 7(1 ise vektorel

kismudir (Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 2.2

a,b € H olmak iizere, a ve b nin ¢carpimui skaler ve vektorel kisimlar yardimiyla

ab = (Sy+ Vo) (Sy + V)
= SaSb + Savb + Sbva — 7(1 . 75 + 7,1 X 71) (24)

seklindedir. Burada bahsi gecen 7a . 71, ve 7@ X 71; sirastyla, R3 deki i¢carpim ve
vektorel carpimdir (Hacisalihoglu, 1983).



Ornek 2.1

a=2ey+e; —ey+e3veb=ey+ 2e; + ey + e3 olsun. ab yi bulalim.

azQeo—i—el—62+63:Sa+7a:>5a:2,7a:{61—62—1—63}

b:€0+2€1+€2+6325b+7b:5b:177b:{2€1+62+63}

olmak tlizere

ab = SaSb+Sa7b+Sb7a — 7(1 . 75—{-7,1 X 71,

=2+461+2€2+263+61—62+€3—2+—261+€2+363

= 361 + 262 + 663

seklindedir.
Tanim 2.3

Bir a = ageg+ayie;+ases+azes kuaterniyonunun eslenigi ve normu asagidaki esitliklerle

ifade edilir:

a = apg€p — A1€1 — A€y — A3€3

a 7(1 (25)

I
N

ve
lall = a@ = ag + af + a3 + a3 (2.6)

(Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.4

R reel sayilar ciimlesi ve z,z* € R olmak iizere, ) = R x R ciimlesi iizerinde esitlik,

toplama ve carpma islemleri asagidaki gibi tanimlanmus ise D climlesine dual sayilar sis-

temi ve her (z, z*) € D elemanina da dual say1 denir.



Esitlik: X = (z,2*) ve Y = (y,y*) € Di¢in
r=yvexr =y

Toplama:
G:DxD—-D

icislemi X = (z,2*) ve Y = (y,y*) € D olmak iizere
X®Y =(2,2")® (y,y") = (@ +y, 2" +y")

Carpma:
©:DxD—D

icislemi X = (z,2*) ve Y = (y,y*) € D olmak iizere
XoY =(z,2")0(y,y) = (zy,zy" + 27y)

seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.5

Iki reel kuaterniyon, i = 0, 1,2, 3 icin a; € R, a; € R olmak lizere,

a = ag + aje + ases + ases
a* = ag + aje; + azes + azes

seklinde ve bir dual kuaterniyon da
A=a+ea*, c#0vee’=0

seklinde tanimlanir. Bu dual kuaterniyonu
A = Agey + Arer + Ages + Ages

olarak yazmak miimkiindiir. Burada

Ay = ap + cag
Al = ay +€d]
A2 = a2 +€a§

As = a3 +€a;



seklindedir ve Ay, A;, Ay, As sayilar1 A nin dual bilesenleri olarak adlandirilir. Dual

kuaterniyonu kisaca

3
A= Z Ae,
s=0

seklinde de ifade edebiliriz (Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 2.6

Bir dual kuaterniyonun skalar ve vektorel kisimlar sirast ile Sy ve Vyile gosterilirse,

Sa=8,4+eS = Ag
Vy= ‘7:1 + 5‘7@* = Aje; + Ases + Ases

elde edilir. Bir dual kuaterniyonun skalar kismi bir dual sayidir, vektorel kismi ise bir dual

vektordiir. Buna gore bu dual sayiy1
_>
A=5,4Vy
3
A=Ag+) A,

s=1

seklinde ifade edebiliriz (Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 2.7

K| = ky+ekt, Ky = ky+ek; € D modiil dual vektorlerinin ig ¢arpim f : D3 xD3 — D

seklinde bir doniisiimdiir ve
f(Kl, Kg) = <K1, KQ) = <k’1 + 5]{'1‘(, ]{32 + Ek’;>

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).
Tanmim 2.8

A, B € D Modiil dual vektorlerinin dis ¢arpimi yani vektorel carpimi

A:D?xD? — D3



seklinde bir islemdir ve
AAB=axb+e(a xb" +a" xb)

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).
Tanmim 2.9

Iki dual kuaterniyonun carpimi; A ve B dual kuaterniyon olmak iizere, A ve B nin skaler

ve vektorel kisimlarinin yardimiyla

AB = (Sa+ ‘Z)(SB + ‘7B>)

— — — i — —
:SASB+SAVB+SBVA—VA-VB+VAXVB

o <
seklinde gosterilir. Burada bahsi gegen S4Sg, Va - Vg ve V4 X Vg sirast ile D deki carpma
islemi, kuaterniyonlar kiimesindeki i¢ ¢arpim ve kuaterniyonlar kiimesindeki vektorel
carpim islemidir (Hacisalihoglu, 1983).

Ornek 2.2

A =a+ea*ve B = b+ eb* olmak lizere a = ey — 2e1 + g + 2e3, a* = eg+e; + ey + 2e3,

b=2ey— e+ ey —e3,b" =eg+ e + ea — e3 olsun. AB yi bulalim.

AB = 5485+ SaVis + S5V — Va - Vi + Va x Vi

Sa =Su+ESe = Agve Vo =V, + eV,e = Arer + Ases + Azes

Sp =Sy + &Sy = By ve VB = ‘7}) + 817},* = Bjey + Byeg + Bses
oldugunu da gdzoniine alirsak

Se=1,V, ={—2e; + €3 + 2e3}, Sp» = 1, V,. = {e1 + ex + 2e3}, Sy = 2,

‘73) ={—e1+ ey —e3}, Spr =1, ‘71; = {e1 + ey — e3} seklindedir.



Buradan S4 = 1 + ¢, V4 = {(=24¢e)e; + (1 + e)ea + (2 + 2e)e3}, Sp = 2 + ¢,
Vi = {(=1+¢)er + (1 +€)ea + (=1 — €)es} olmak iizere

AB:SASB—FSA@—FSB‘Z—‘Z“Z;—F‘ZX‘Z;
=(24+3e) —e1 + (1 +2e)eg + (—1 — 2e)es — 4dey
+(2+3c)ea+ (4 +6c)es —1+5e+ (=3 —6e)ey — (A +¢c)ea+ (—1 —€)es

=148+ (—8—06¢c)es + (—1+4e)es + (2 + 3e)es

elde edilir.
Tanim 2.10

Bir A = a + ea* dual kuaterniyonun eslenigi A ile gosterilir ve

fl:a—i—ga*
= Ay — Arer — Ases — Ases

_>

=S54—Va

seklindedir ve bir dual kuaterniyonun normu
|All = AA =AA = AJ + A7 + A3 + A3
seklinde ifade edilir (Hacisalihoglu, 1983).

Simdi Ingiliz diplomat ve matematikgi John Pell tarafindan tanimlanan Pell ve Pell-Lucas

sayilar1 ve bunlara iligkin 6zellikleri verelim.

Tanim 2.11

n > 21i¢in py = 0, p; = 1 baslangi¢ kosullar ile verilen Pell sayilar

Pn = 2Pn—1+ Dn—2 (2.7)

seklindedir. Aymi rekiirans bagmtist ile verilen fakat, baslangic kosullari

go = ¢1 = 1 olan Pell-Lucas sayilar1 ise

dn = 2q7’L—1 + gn—2 (28)



seklinde tanimlanir (Horadam, 1971).

Bu rekiirans bagintis1 yerine kullanilan Binet formiilii olarak anilan bagint1 asagidaki gibi

tanimlanir.

Teorem 2.1

Pell ve Pell-Lucas sayilar1 i¢cin Binet formiilleri asagidaki gibi verilir:

an_ﬁn

=" (2.9)
"= (2.10)

Buradao =1+ \/5 vef=1— V2; 22 — 22 — 1 = 0 kuadratik denkleminin cOziimleridir
(Horadam, 1971; Filipponi ve Horadam, 1995; Cerin ve Ginella, 2006, 2007).



3. PELL VE PELL-LUCAS KUATERNIYONLARI

Bu béliimde Pell kuaterniyonlar1 ve Pell-Lucas kuaterniyonlar1 diye adlandirilan sayi di-
zilerinden bahsedecegiz. Cimen ve Ipek (2015), (2.1) ile verilen kuaterniyonlar kiime-
sinde a; reel terimleri yerine Pell ve Pell-Lucas sayilarini alarak Pell, Pell-Lucas kuaterni-
yonlarii inga etmislerdir. Binet formiilleri, rekiirans bagintilar1 ile baz1 6zdeslikleri ver-

mislerdir.

Tanim 3.1

n-yinci Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlar: sirasiyla

3
QF, = pneo + Dn+1€1 + Ppy2ea + Ppyses = an+ses 3.1
s=0
3
QPL, = qneo + qny1€1 + Gni2€2 + @nyses = an-‘rses (3.2)
s=0

seklinde tanimlanir. Burada p,, ve g, sirasiyla n-yinci Pell ve Pell-Lucas sayilaridir (Cimen

ve Ipek, 2015).

Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlari lizerinde tanimlanan islemler asagidaki gibidir:

3
QF, £QP, = Z(pn+s =+ pm+8>€s (3.3)

s=0

_ _
QP.QP,, = (Sqpr, + Vor,)(Sqr,, + Vor,,)

- —
= Sqr,Sqr,, + Sqr,Vor,, + Sqr..Var,

- VQPn'VQPm + VQPn X VQPm (34)
3
QPLy £ QPLiy =Y (Gnss & Gms)es (3.5)
s=0

s —
QPL,QPL,, = (SorL, + Vorr,)(Sorr.,, + VorL.,)

= Sqrr,SqrL,, + Sqrr,Vorr,, + Sqrr.,VorL,

— Vorw, Vorr.. + Vorr, x Vorr,, (3.6)

10



Tanim 3.2

Q P, ve QPL, Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlarinin eslenikleri

QPn = Pn€0 — Pn+1€1 — Pn4+2€2 — Pn43€3 (37)

QPL, = ¢ne0 — Gnt1€1 — @ni2€2 — @ni3€3 (3.8)

ve normlari

Nop, = QP,QP, = p2 4+ payy + Doy + Dors (3.9)

Norr, = QPL,QPL, = ¢ + @21 + @0 + @iy (3.10)

ile verilir (Cimen ve Ipek, 2015).

Bazi 6zellikleri bir 6nerme ile ifade edelim.

Onerme 3.1
n > 2ig¢in
QF,+QP, =2p, (3.11)
QP? + QP,QP, = 2p,QP, (3.12)

QPnQPn = 6p2n+3 (3.13)

olur (Cimen ve Ipek, 2015).
Ispat

(3.1) ve (3.7) esitliklerinden

QPn + QPn = Pn€o + Prnii1€1 + Pni2€2 + Pn43€3 + Pn€o — Pn+1€1 — Pn+2€2 — Pn43€3

elde edilir. Diger yandan (3.11) 6zdesligini kullanarak

11



buluruz ve boylece

dir. Ayrica (3.13) i¢in Horadam (1971) 1n verdigi p2 + p2. | = pan+1 0zdesliginden yarar-

lanarak

QP.QP, = pi +pi 1 + Do+ Piys

= Pon+1 + Pon+s

bulunur ve (2.7) bagintis1 kullanilirsa,

QPnQPn = 6p2n+3

elde edilir. U
Onerme 3.2

n > 2i¢in

QPn + QQPn-l—l = QPn+2

QF, — QP11 — QP 000 — QP33 = 12¢5,43

olur (Cimen ve Ipek, 2015).
Ispat

(3.1) ve (3.3) esitliklerinden

3 3
QPTL + 2QPTL+1 = an+ses + 22pn+1+ses
s=0 s=0

ve boylece

3
QPTL + ZQPTL+1 = an+2+ses - QPn+2-
s=0

(2.7) gdz oniinde bulundurularak (3.4) ve (3.11) esitliklerinden

3
QP, — Qpn+1€1 - Qpn+262 - QPn+3€3 = an+28'
s=0

12

(3.14)
(3.15)



Gnt1 = Pni1 + Dn V€ Dp = 2p,_1 + Pn_o Horadam (1971) ifadeleri kullanilarak

Qpn - Qpn-i-lel - QPn-i-QeQ - Qpn-i-?)e?) = 12Qn+3

esitligini elde ederiz. Buradan ispat tamamlanir. [

Asagidaki teoremdeki tanimlamalar ¢, = pn11 — Pn V€ @ni1 = Pnt1 + pn bagintilarina

benzerdir (Horadam, 1971).

Teorem 3.1

n > 2icin asagidaki esitlikler saglanir.

QP+ QPy1 = QPL, 1, (3.16)
QP,s1 — QP, = QPL,, (3.17)
QP 1+ QPpy1 = 2QPL,, (3.18)
2QP, + QPL, = QPL,,. (3.19)

(Cimen ve Ipek, 2015).
Ispat

(3.1) ve (3.3) esitliklerinden

3 3
QPn + QPR-H = an—i-ses + an+1+s€s
s=0 s=0

3

= Z(anrs + pn+1+5)6s:
s=0

ve boylece ¢,.1 = pni1 + pn bagitis1i (Horadam, 1971) ve (3.2) kullanilarak

3
QPn + QPn—H = an+1+868
s=0

= QPLn+1.

13



Benzer sekilde, (3.1) ve (3.3) esitliklerinden

3 3

QP —QP, = an—i-l—i-ses - an+ses

s=0 s=0
3

= § (pn+1+3 _pn+s)es
s=0

ve sonug olarak ¢, = p,1+1 — p, bagintis1 (Horadam, 1971) ve (3.2) esitligi kullanilarak

3
QPn+1 - Qpn - ZQnJrses
s=0

= QPL,.

(3.1) ve (3.3) esitlikleri ile p,,_1 + pnt1 = 2¢, (Filipponi ve Horadam, 1995) bagintis1 ve

bazi basit hesaplamalarla

3
Q-Pn—l + QPn+1 - Z (pn—1+s 2y pn+1+s) €s
s=0
elde ederiz ki bu da

Qpnfl als QPn+1 = QQPLn

denkleminden elde edilir.

(3.1) ve (3.2) esitlikleri ile ¢,+1 — ¢, = 2p, bagintis1 (Cerin ve Gianella, 2007) kul-

lanilarak ayn1 hesaplamalarla

2QP,+ QPL, = 2an+ses + quses
s=0

3
Z 2pn+s + Qn+s
s=0

— QPLn+1

oldugunu anlayabiliriz. [J

Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlari icin Binet formiillerini vermeden 6nce bazi esitlikleri

bir lemma ile verelim.

QP, +2QP, 1 = QP,. - rekiirans bagitisinin karakteristik denklemi
2 =22 —-1=0 (3.20)
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dira =1+ \/5 vef=1-— \/§ bu karakteristik denklemin kokleri olmak iizere,

a+B8=2 a—B=2V2veal =—1

seklindedir.
Lemma 3.1

n > 1igin

aQP, +QP,_1 = a"a”
ve

BQP, + QP = p"f"

olup burada o* = Z:z:o ae, ve * = Zizo e, dir (Cimen ve Ipek, 2015).
Ispat

n > 1 olsun. Q P, ve )P, Pell kuaterniyonlari i¢in

3
aQPn + Q-Pn—l - Z (apn+s + pn—l—i-s) €s

s=0

esitligini elde ederiz.

a" = ap, + pn_1 0zdesligi ile baz1 basit hesaplamalarla

aQP, +QP,_1 = a"a"

(3.21)

(3.22)

(3.23)

bulunur. Burada o* = Z‘:’:O a’eg dir. Buna ek olarak 5" = fp, + p,—1 oldugu dikkate

alinarak benzer yollarla

BQF, + QP = "

elde edilir. Burada 8* = 3°°_ B¢, dir. O

(3.24)

Simdi (3.20) rekiirans denklemi ile iligkili & ve 5 nin bir fonksiyonu ile Pell ve Pell-Lucas

kuaterniyonlar i¢in Binet formiillerini verelim.
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Teorem 3.2

QP, ve QPL, icin Binet formiilleri siras1 ile asagidaki gibidir:
B oot — 571 ﬂ*

op, =% "7 (3.25)
a—pf
PL, = 3.26
Q@ 3 (3.26)
burada o* = Zizo a‘e, ve = Zizo e, dir (Cimen ve Ipek, 2015).
Ispat
Oncelikle,
aQP, + QP,_1 = a"a" (3.27)
BRP, +QF, 1 = j3"5" (3.28)

oldugunu Lemma 3.1 de ispatlamistik. (3.27) den (3.28) ¢ikarildiginda

(= B)QP, = a"a" — B"p"
_ aat — Bnﬁ*
QF, = 04——6

(3.27) ve (3.28) toplandiginda ise p,+p,,_1 = ¢, Horadam (1971) esitliginin ve -+ = 2

olmasinin da yardimiyla

(a+B)QP, +2QP,_1 = a"a" + " 5"

P+ QP =22 PP
QF, +QP, ot B
pL, =22 00
@ a+p

elde edilir. O
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Teorem 3.3

Pell kuaterniyonlari i¢in toplam ifadeleri:

& 1
> QP =5 (QPLuyy = QPLy), (3:29)
s=1
Z QP = QPW QPy), (3.30)
Z QP51 = szn Q) (3.31)

seklindedir (Cimen ve Ipek, 2015).

Ispat
Zpk-i-z = 5 (Qhtm+1 — @)

(Cerin ve Gianella, 2007) oldugundan

1
(Gn+3 — q2) — p2| €2+ B (Gn+a — q3) — P3| €3

% (Z Qn+1+s€s — Z qs€s — 2 Z ps€s>
1
T2

(QPLy — QPLy —2Q5) (3.32)
ve boylece QPL, 1 = 2QP, + QPL, esitliginden

ZQP 5 (QPLuy ~ QPLy)

oldugunu anlayabiliriz.

atet =P opr, = 2RO

QPn: (I—B n — Oé‘l’ﬂ

17



formiilleri ile

n B n asa*—ﬁsﬁ*
;QPS—Z—Q_ﬂ

yazilir. Burada o* = Zi:o a‘e; ve f* = Zizo B*e, dir. Boylece bazi basit hesaplama-

larla

n B 1 Ta*a™ — B*ﬁn Oé*Oén—H . B*Bn—i-l afo — 6*6 o — 5*
ZQPS__{ a—f + a—f B a—f _Oz—ﬁ

:%[QPTL_FQPTH-l_QPl_QPO}a

elde edilir. Buradan da QPL,+, = QF, + QF,+; tammindan

> QP = L (QPL. - QPLy

s=1
yazilir. Boylece (3.29) un diger ispati tamamlanir. Hem (3.1) hem de )P, in tanim1 ve

(3.32) deki yaklagim ile

n

Z QP> = e ZPQS + e1 Zp2s+1 + € Zp2s+2 + e3 Zp2s+3
s=1

s=1 s=1 s=1

esitligine sahibiz. Boylece

Zp2k+21 = = (Q2kt2m+2 — P2kt2ms2 + Qo + Dax)
ve

Z Pokaitt = 2qzk+zm + 3Paks2m — pax), (Cerin ve Gianella, 2007)
oldugundan

1
Z QPs = 5 (20 + P20 — do + Po) €0 + 5(2¢2n + 3p20 — po = 2p1)er
1 1
+ 5 (@2nt2 + Pont2 — @2 — P2) €2 + 5 (2¢2n12 + 3P2ns2 — P2 — 2p3)

2 2
esitligine sahibiz. ¢, = p,1 — p, (Horadam, 1971) ve QP,, + 2QP,.1 = Q P, 2 (Cimen

ve Ipek, 2015) dzdeslikleri yardimi ve bazi basit hesaplamalarla

; QP = % §p2n+1+s€s - %;p1+ses

= % (Qp2n+1 - Qpl)

18



esitligini elde ederiz.

Yukaridaki ispat, Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlarinin Binet formiilleri yardimiyla daha
basit yapilabilir.
n n 042305* o 6236*
RTINS pliaastats
s=1 s=1
_ [CY*()(2 Z Ck2(s 1) ﬁ*ﬁ2 Z ﬂQ(sl)]
s=1

Oé—
B 1 >k2042 26271_1
—a—ﬁ{aaoﬂ _55B2—1}

esitligine sahibiz. Burada o* = Zi’zo a’e, ve 3 = Zizo B*e, dir. Sonug olarak, (3.21)

g0z Onilinde bulundurularak basit bir hesaplama ile

iQPQ I _1 [a*a2n r B*an afa?t? — 6*62n+2 afa? — 5*52 B of — ﬁ*
S o —

1 5 o—p MR “p
:%l(Qp% 12— QPan + QP — QD)

bulunur ve boylece QP, + 2QP,.1 = QP,,» (Cimen ve Ipek, 2015) 6zdesliginden

s=1

asagidaki yazilir;

Z QP = 2QP2n+1 —20QP)

= § (Qp2n+1 - QP1) .
Buradan,

ZkaJer = Q2k+2m+2 — Poktom+2 + Gok + Pok)

ve
Z D2k42i41 = Q2k+2m 3pak+2m — Dak), (Cerin ve Gianella, 2007)

0 zaman Z | @P2s_ toplami agagidaki gibi yazilir;

QPQS ( QP23—1> eo + (Z QPQS) e+ (Z QP25+1> e

s=1 s=1
+ ( QP25+2> €3

1
= (2¢2n—2 + 3p2n—2 —p—2 — 2p_ 1)] eo + [5 (P2n+1 _pl):| e

'—‘l\’)>—t

1
+ {— Dant2 — D2 1 es + {5 (P2n+s — p3)] es

(\V]
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4n = Pn+1—Pn> P

_n = (=1)""'p, (Horadam, 1971) ve QP, +2Q P, 1 = QP, > (Cimen

ve Ipek, 2015) 6zdeslikleri birlestirilerek son formiil ile asagidaki esitlik iiretilir;

Z QP23—1
s=1

1 1
= {5(261271—2 + 3pan—2 + P2 — 2p1)} eo + {5 (Pon+1 — Pl)] e

1

(P2nt2 — P2)] €2 + [—

B (p2n+3) - p3} €3

1

(P2nt1 — Pl)] €1+ [—

2

B (P2nt2 — P2)] €

(ot )] 0+ |5

Il
M —_—
[ NG

2
3 3
1 1
= 3 Zp?n—i-ses 5 Ps€s
2 s=0 2 s=0
1
= Q(QP%L —QF)

Pell kuaterniyonlar1 ve (3.21) i¢in Binet formiillerinden ayni yolla toplamlar i¢in yaptigimiz

gibi Y " QP ve ) " | QPs, sonuglarini da agagidaki gibi elde ederiz.

ZQPQS 1 —

*

ZQPQS 1=

n 251 o* ,828 lﬁ
4y L&

s=1

i — B [Oé*OJSZ;OéQ(S_l) . 6*ﬂ;/32(5_1)]

I T PP BN |
_a—ﬁ[woﬁ 1‘”&?—1}

1 |:a>ka2n 1 /8*/8277,—1 a*a2ntl — B*BQTZ-H (Ck* _ 5*)(@ + B)

4

a—p a—pf + a—pf ’

af = Zizo a’eg ve f* = Zizo [B°es seklindedir. Buradan agagidakini yazariz;

- QP2n QPO>

Boylece ispat tamamlanir. [

Simdi Cassini, Catalan, d’Ocagne gibi 6zdegliklerde kullanacagimiz bazi faydal esitlikleri

verelim.
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Lemma 3.2

o = Z;g:o a’es ve 3% = Zi:o [B°es olmak iizere,

o B* = 2QPLo — 22\ (3.33)

B*a* = 20PLo + 2V2\ (3.34)

seklindedir. Burada A = e; + 2e; — e diir.
Ispat

o ve §* ifadeleri yerlerine yazilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

o B* = (1 + ae; + a’ey + aPes) (1 + Bey + BPey + Bes)
=1+ Bey + ey + BPes + aer + aBe? + af’ere;
+ afBBeres + a’ey + a?Beser + 0426263 + o?Beqes
+ odes + o Beser + adBFleses + oz3/6’3e§
=1+ Bey + BPeq + BPes + aer — af + af’es — af’e,
+ a’ey — a?fes — B+ a?fPey + ales + a’Bey
— 0B, — o
=1+ Be; + B%eq + BPez + ey + 1+ af®es — af’ey
+aley — a?fes — 1+ a?BPe; + o’es + a®Pesy
—o’f%; + 1
=2+ (a+ B+ a8 —a®Bel + (o + B — af® + a*Bey
+ (& + 8%+ aB® — a’B)es
=24 (2—2v2)e1 + (6 — 4v/2)eg + (14 + 2v/2)es
= 2(1+ ey + 3ex + Tes) — 2v2(ey + 2e5 — e3)

= 2QPLy — 2V2\

(3.33) ifadesine ulasilmis olur. Benzer hesaplamalar yapildiginda (3.34) bulunur.

Boylece a*3* # 5*a* oldugunu rahatlikla soyleyebiliriz.
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Simdi de Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlar1 i¢in Catalan 6zdegligini verelim.

Teorem 3.4

Sirastyla Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlari i¢in Catalan 6zdeglikleri A = ey + 2es — e3

olmak iizere, agsagidaki gibidir:
1
Qpn+rQPnfr - QPS = §<_1)n_r+1q2erL0
1
+ (=) "po A+ 5(—1)”QPL0 (3.35)

= (1" (2p;QPLo — par )
QPLy,QPL, ., — QPL;, = (=1)""q2,QPLyg

+2(=1)""Hpy, A + (=1)™TIQPLy. (3.36)

Ispat

(3.35) icin (3.25) Binet formiilii kullanilirsa,

2 _
QPn—H’QPn—T_QPn_ &—5 04—5 O{—B

[_an—rﬁn—r(oﬂ'r‘a*ﬁ* 4 527’5*0[*> 4 anﬁna*ﬁ* + B"a”ﬁ*a*}

n4+r x _ QAn4r Qk nN—T * _ QN—T Q* Tl*_n*2
@&Bﬁaaﬁﬁ(@aﬂﬁ>

co| =

bulunur. Burada Lemma 3.2 deki (3.33) ve (3.34) ifadelerinin esitlikteki degerleri yazilir
ve (3.21) den a8 = —1 oldugu dikkate alinirsa,

QPnJerPnfr - ng = (_1)n7r+1(2p72anLO - p2r)\)

elde edilmis olur. Benzer hesaplamalarla (3.36) i¢in de bulunur. [

Catalan 6zdesliginin » = 1 0zel hali literatiirde Cassini 6zdesligi olarak bilinir. Do-

layisiyla bunu ispatsiz olarak asagidaki gibi verebiliriz.
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Sonug 3.1

Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlar i¢in Cassini 6zdeslikleri seklinde verilir.

Bu tiirdeki say1 dizileri i¢in verilen bir baska 6zdeslik de d’Ocagne 6zdegligidir:

Teorem 3.5

Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlari i¢cin d’Ocagne 6zdesligi A = e +2e5 — e3 olmak iizere;

me+1QP QP’ITLQPTL+1 - 2( 1)n+1QPL0pm n
+2(=1)"Agm—n (3.39)
QPLm+1QPL QPLmQPLn+1 — 4( 1>nQPL0pm—n
+4(=1)"" Agm—n (3.40)
seklindedir.
Ispat

(3.25) Binet formiiliinden hareketle

QPm+1QPn - QPmQPn—l-l

am+1a* . Berlﬁ* aa* — ﬂnﬁ* a™a* — ﬁmﬂ* an+1a* . BnJrlB*
a—p a=f  a-p a—p

Ckm—H/BnOé*B* o an/gm—i—lﬂ*a* + Oém/Bn—HO[*B* + O/H_lﬁmﬁ*a*]

[(amﬁn+1 o Oéerlﬁn)Oé*ﬁ* 4 (Oszrlﬂm _ Oénﬁerl)ﬁ*Oé*}

g[8 (B — a)a’f" + o™ (e — B)B7a]

r—|

P—‘OO|HOO|)—‘

bulunur. (3.21)den o — 3 = 22 oldugundan

QPri1QPa = QPuQPos1 = < [a78"(=2V2)a" 5" + 0" §"2v/25"a |
- %anﬁ"[—am-”a*ﬂ* + 7B
olur. (3.21), (3.33) ve (3.34) geregince
QPni1QPa = QPnQPari = 2(=1)"" QP Lop—n + 2(~1)" M-
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elde edilir. Teoremin ikinci kismi da benzer sekilde bulunur. []
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4. DUAL PELL VE DUAL PELL-LUCAS KUATERNIYONLARI

Bu boliimde 3. boliimdeki bilgilerden faydalanarak Pell, Pell-Lucas kuaterniyonlarinin

dualini tamimlayacagiz. Bu sayi dizileri icin ayrica Binet formiilleri, rekiirans bagintilari

ve diger baz1 6zdeslikleri elde edecegiz. Bunun i¢in 6nce bazi tanimlar1 verelim.

Tanim 4.1

Pn Ve @y sirasiyla n-yinci Pell ve Pell-Lucas sayilar1 olmak iizere; dual Pell sayis1 ve dual

Pell-Lucas sayilar1 sirasiyla asagidaki sekildedir:

Pn :pn+€pn+1

Qn = Gn + €qnt1

Tanim 4.2

Dual Pell kuaterniyon ve dual Pell-Lucas kuaterniyon sirasiyla;

QP, = QP, + cQPyy,
QPL, = QPL, + cQPL,..

seklindedir. (3.1) ve (3.2) esitliklerinden yararlanarak ( 4.1), ( 4.2) yerine
- 3
QP, =) P.e,
s=0

QPL, = zn: PL,. e,
s=0

yazilabilir. Farkli bir yaklagimla dual Pell, dual Pell-Lucas kuaterniyonlari

~— _amd — g
= ara + B
QPL, = a+

seklinde de ifade edilebilir. Simdi bunun dogrulugunu ispatlayalim.

25
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Teorem 4.1

Dual Pell ve dual Pell-Lucas sayilar1 i¢in Binet formiilleri asagidaki gibidir.

5p _ o' =8

P = 4.3
QP, ==~ — (4.3)
57 ot + BB
PL, =——"—— 4.4
QPL, = — (4.4)
Burada o = 1 + /2, 8 = 1 — v/2 olmak iizere
3
o = (1+ea) Zoﬁes
s=0
3
B =(1+eB)>_ Bes
s=0
seklindedir.
Ispat
Oncelikle
a@\ﬁn + @\]Sn_l = a"a (4.5)
BQP, +QP,_, = 8"5 (4.6)
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oldugunu a" = ap,, + p,_1 6zdesliginden yararlanarak gosterelim.

aQP, + QP, ;= QP + £QPoy1) + (QPoy +£QP,)
=« (Z anrses +e an+1+ses> (Z DPn— 1+s€s +e an+ses>

3
(apn+ses + Pn— 1+ses +e Z APp41+5€s + pn—i—ses)
s=0

I
Mw

s=0

|
[M]

(apn+s + Pn— 1+s €s +¢€ Z APp41+s + pn—l-s) €s
s=0

w0

w |l
o

a™ es+5§ Qe

O

S=

=a" g a’es +ea" ! g o’eq
s=0 s=0

olup (4.5) ifadesi elde edilmis olur. Benzer sekilde (4.6) ifadesi de gosterilebilir. (4.5) ten
(4.6) cikarilirsa

aQP, - BQP, = a"a' — §"F
(a = B)QP, = a"a' = 3"
P a"o — g
elde edilir ve (4.5) ile (4.6) toplanirsa
aQP, + BQP, +2QP, , = a"a + 83
(o + B)QP, +2QP, , =a"a + "8

bulunur ve o + 3 = 2 esitligini kullanarak

(a+ B)(QP, +QP, ;) = a"a + "

55 LGP L e+ B8
(QP,+QP, )= Tt B
—~—  a"d + "5
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elde edilir.

Lemma 4.1

40,2 =0, A=e1+ 2 —e3, 0 —(1—1—504)2 _oa’es, I —(1+€B)Z§:06565

olmak tizere,

= (24 4¢)(QPLy — V2)),
Ba = (2+4e)(QPLy 4+ V2)),
(a')? = (14 2ea)(—120 — 84v/2 + 2QPLy 4 2V2QP,),
(B)2 = (1 +268)(~120 + 84V2 + 2QPLy — 2V2QR).

seklindedir.

Ispat
3

3
o' f = (1+ea) Z a’es(1+ep) Z Bes
s=0

s=0
3 3
=(1+4+ecea)(l+ep) (Z a’eg Z Bes)
s=0 s=0

(1+ea)(1+eb)a*p*
(1+eB+ca+2aB)(2QPLy — 2V2))
(

(

1+ 2¢)(2QPLy — 2v/2)\)
2+ 4e)(QPLy — V2))

3 3
=(1+¢p) Z Bfes (14 eq) Z a’eg
s=0 s=0

= (1+e8) (1+2a) (Y Fe, Y a'e)

(1+eB)(1+ea)B e’

(14 ca+ 2B + £2Ba)(2QPLy + 2v/2))
(

(

1+ 2¢)(2QPLo + 2V2))
2+ 4e)(QPLo + V2))

(4.7)
(4.8)
(4.9)

(4.10)

Boylece o' 8 # ' oldugunu rahatlikla sdyleyebiliriz. Simdi (a')? ve (5')? yi bulalim.
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(a

(
(

(14 ea) Za es

1+ ca)*(1 4 ae; + ey + a’es)(1 + ae; + a’ey + a’es)

1+ 2ca + %) (1 4 ae; + a’ey + a’es + aer + a?e? + a’ejes

+ a’ejes + aley + alege; + ated + aleses + ales + atese;

62)

+o° esey + v e;
+ a’ey — ales — ot 4+ ey + ales + ates_a’e; — af)

—a'+ o +ates + (o + o — & + a?)ey)

+

+

(
(

1+ 2ca)(1 + aey + a’ey + ales + ae; — a® + a’es — a’ey
1+2ea)((1—a?—a*—abey+ (o +a+a° — a’)e; + (o

1+2ca)((1 — a® — a* — a®eg + 2ae; + 202e; + 2aes3)
1+ 2ea)((1—3—2v2— 17 — 12v/2 — 99 — 70v/2)eq

(2+2V2)e; + (6 +4v2)eq + (14 +10V2)e3)

(
(
(
(1
(

1+ 2e0)((—118 — 84v2)e + (2 + 2v/2)e; + (6 4 4v/2)e,

14 4 10v/2)es)

1+ 2ea)(—118 — 84v/2 + 2e1 + ey + 1des 4+ 2v/2e1 + 4v/2e5 + 10/ 2e5
+ 2e00)(—120 — 84v/2 4+ 2(1 + €1 + ey + Tes) 4+ 2v/2(ey + 2e; + bes))

1+ 2e0)(—120 — 84v2 + 2QP Ly + 2V2QR,)
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(B) =[(1+eB)> Bl

(1+eB)*(1 + Bey + ey + B2e3) (1 + Bey + Beq + BPe3)

= (1+ 26+ 282 (1 + Ber + Bes + e + Ber + G2l + leres

+ Blejes + B2ey + Bleser + Bres + Boeses + BPes + Blese; + BPesen
+3%3)

= (14 2eB)(1 + Bey + BPes + Be3 + Ber — B> + BPez — Bles

+ B%es — Pe3 — B + BPe1 + Bes + Bleg — B¢y — B°)

= (1+2eB)((1 = % = ' = Beo + (B + B+ 5 — f)es

(B2 =B+ 5% + ﬁ4>ez + (8% + 8 — B2 + 5%)es)

= (1+2¢6)((1 = B2 — B* — 3%)ep + 2861 + 26%¢; + 26

= (14+2e8)((1 — 3+ 2V2 — 17+ 12v2 — 99 4 70v/2)eg

(2 —2v2)er + (6 — 4V2)eq + (14 — 10v/2)e3)
(

+

+

(1+2eB)((—118 + 84v/2)ey + (2 — 2v/2)e; + (6 — 4v/2)es
14 — 10v2)es)
= (14 2eB)(—118 + 84V/2 + 2¢; + 6ey + 1des — 2v/2e; — 4v/2e5 — 10V 2e5)

+

= (14 268)(—120 + 84v/2 + 2(1 + €1 + ey + Tes) — 2v/2(eq + 265 + Hes)
= (1 +2¢8)(—120 + 84V2 + 2QPLy — 2V2QP,)

bulunur. J

Simdi dual Pell ve dual Pell-Lucas kuaterniyonlar1 i¢in bazi ifadeleri bir onerme ile vere-

lim.
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Onerme 4.1

n > 2 i¢in asagidakiler dogrudur.

QP, +QP,., =QPL,,,
QP,., —QP,=QPL,
QP,_, +QP,,, =2QPL,
QP, +2QP, ., = QP,,,
QP, +QP, =2QP,
QP, +QP,QP, = 2QP,QP,

v, - ap,aP,

Ispat

Once (4.11) den baglayip sirasiyla dogrulugunu gosterelim.

Gn+1 = Pn+1 + pn (Horadam, 1971) ve 4.1 yardimiyla;

(4.11)
(4.12)
(4.13)
(4.14)
(4.15)
(4.16)
(4.17)

3 3 3 3
Qpn + Qpn+1 = an+ses + 5zpn+1+ses + anJrlJrses + €an+2+ses
s=0 s=0 s=0 s=0

3 3 3 3
= an+ses + an+1+ses +¢ (an—l—l—l—s + an+2+s> €s
s=0 s=0 s=0 s=0

3

= Z(pn+s + pn+1+8)es +e€

s=0

3 3
= E Gn+1+s€s +¢€ E Gn+2+s€s
s=0 s=0

= QPLn-i-l + 8CQPLTH—Z

= QPLn—i—l

bulunur.

Z(pn+l+s + Dnt2ts)€s



QPn+1_a-—P/n:QPn+1+5QPn+2_QPn—€QPn+1

3 3 3 3
= E Dn+1+s€s + €§ Pn+t2+4+s€s — § Pnys€s — € E Prnt145€s
s=0 s=0 s=0 s=0
3 3 3 3
= § Pn4+1+s€s — E Pn+s€s +e E Pn424s — E Pn4+1+s | €s
s=0 s=0 s=0 s=0
3 3
= E :(pn+1+s - pn-i-S)es +€ E (pn+2+s - pn—i—l-i-S)es

s=0 s=0

bulunur. Horadam (1971) dan

dn = Pn+1 — Pn

oldugunu biliyoruz. O halde

—_—

3 3
QPn+1 b QPn = Z n+s€s N 82Qn+1+ses
s=0 s=0

= QPLTL + gQPLn+1

bulunur. Ayrica

@\ﬁnq + /Q:Bm-l =QPFP,_1+eQP, + QP11

+eQP, o

3 3 3 3
- E Pn—1+s€s + € E Pn+s€s + E Pn+1+s€s +e E Pn+2+5€s
s=0 s=0 s=0 s=0

3 3
= Z(pnflJrs + pn+1+s)es +e€ <Z<pn+s + pn+2+s>es>
s=0

s=0

olur ve Filipponi ve Horadam (1995) dan biliyoruz ki

Pn—1 +pn+1 = 2Qn

o halde,

3 3
QPn—l + Qpn—i-l =2 Z Gnis€s + 252%14—14—565
s=0 s=0

= 2(QPL, +=QPL, )
= 2QPL,
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bulunur. Simdi de
QPn + 2QPTL+1 = QPn+2
oldugunu gosterelim.

QP, +2QP, s = QP + QP +2QP 1 +2:QP, 1

3 3 3 3
= an+363 + 22Pn+1+s€s +e€ (an+1+s + 2an+2+s> €s
s=0 s=0 s=0 s=0

3 3
= E Dn+2+s€s T € E Prn+3+5Cs
s=0 s=0

= QP2 +eQP,3
= @\‘—P/n+2
elde ederiz.
QP, +QP, = QP, + cQPypi1 + QP, — QP
=20QP,
bulunur. Ayrica,
—9 A . — —
QP,+QP,QP,=QP,QP,+QP,QP,
= QP,(2QP, — QP,) + QP,QP,
= 2QP,QP, — QP,QP, + QP,QP,

=2QP,QP,

elde ederiz. Son olarak,

|ar.| -ar.ar,

oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir.

|@P.|| =10~ + QP Il = P2

ve
QP,QP, = (QP, + cQPo1)(QP, — €QFoi) = QP
oldugundan son iki esitlikten

.| - ap,aF,
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oldugu goriiliir. [J

Teorem 4.2

Sirastyla Dual Pell ve dual Pell-Lucas kuaterniyonlar: i¢in Catalan 6zdeslikleri

o/ B = (2+4e)(QPLy—+/2)) ve o/ = (2+44¢)(QPLy++/2)\) olmak iizere, asagidaki

gibidir:
— —2
QPnJerPnfr - QPn = (1 + 25) (QPTL-H”QPTL—T - QP'S) (418)
e —~ 2
QPL,. . QPL, ., —QPL, = (14 2¢)(QPLypy,QPL,_, — QPL?) (4.19)
Ispat

(4.18) icin (4.3) Binet formiilii kullanilirsa,

an+ra’_5n+r6/ a/nfra’_ﬁnfrﬁl O_/n(l//—ﬁnﬁl 2
o= p )( a—p )_( a-p )

elde edilir. Ispat1 iki kisimda inceleyelim:

@\ﬁn—w@\ﬁn—r a @\f)i P~ (
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Birinci kisim;

B an—f—ro/_ﬁn—&-rﬂ/ a™ "o ﬁn 7"6/
o= (=) (=)

1
— _(a2na/2 o O/H_Tﬁn_ro/ﬁ, . ﬂn—&-ran—rﬁ/a/ + ﬁ2n6/2)

8
;(CYQHO/Q 4 BZTLBIZ) - é&nTﬁnT(Oé2TO/ﬁl + 62Tﬁ/a/>
— é(OéZna/Z —|—62nﬁl2) o é(_l)n—r[a2r(2 +45)(QPL0 . \/5)\)

+ (8% (2 + 4¢)(QPLy + v2))]

— ;< 2n /2+52nﬁl2) _(_ ) T[(2+4€>(042TQPL0—042T\/§>\

+ BTQPLy + 57V2))]

- é(a%a’g +62nﬁ/2) i %(_1)71—7"[(2 —|—48)(QPL0(042T +62r)

~ (VI - 7))

é(OanO/Q +52nﬁ/2) _( )n ’"[(2+4€)(2QPLoq2T o 4)\])274)}
= (0¥ + F87) — S(=1)"[(1+2)(QPLoga, — 2
et ) < L by 4 4201

3 2

elde edilir

Ikinci kisim;

a™o _Bnﬁ/) <a”o/ _ﬁnﬁl)
g a—p
(Oan 2 nﬁn()élﬁ Bnanﬁ/@/‘i‘ﬁQnB/Q)
(a™a” + 5 3") - WL + 72
(172 +42)(QPLy — VEN)

1
8
1
8
1
B

<&2na/2 4 ﬁZnBIZ)

co I

+ (2+42)(QPLy + V2))]
( 2n /24‘5%5/2)

<a2nal2 4 62n6/2)

(=1)™(2 + 4)(2QPLo)

(=1)"(1 + 2¢)(QPLy)

1
8
1
8

[\le—oolr—l
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bulunur. Buradan;

@\ﬁn%»r@\pnfr - @\ﬁi = Cl - 02

= (0 4 F76%) — LI ) T QP L+ (14 22)(<1)" T

— (070 4 ) + (1) (14 22)(QPLo)

= LB ) QP Lo+ (14 22)(< 1) paA + 5(~1)"(1 + 26 (@PLo)
_ # (14 2¢) g2, QP Ly + (—1)" (1 + 2¢)po, A + (_21)” (1+2e)(QPLo)

(=D"
2

=1+ 26)[(%(—1)"‘”1(127«6213%) + (=" parA + (QPLo)]

olur. Buradan 4p? = gy, — (—1)" esitsizliginden;

QP4 QP,., — QP; = (1+26)(5(~1"QPLo)[(~1) "z + 1
+ (14 28)(—=1)" "parA
= (14+29) (G (-1 QPLY)[(1)(~1) "
(11T (14 22)(<1)" T
= (14 22)(5(~1"QPL)(~1) "= + (~1)]
+ (14 2)(=1)"""porA
= (14+29) (5 (~1)"QPLo) (~1) " (~4p7)
+ (14 2¢)(—=1)" "porA
= (1422)(~1)" " 22QPLy — pa

— (1 —+ 26)(QPH+TQPH—T - Qpi)

elde edilir.

Simdi Dual Pell-Lucas kuaterniyonlari i¢in Catalan 6zdesligini bulalim. (4.19) i¢in (4.4)

Binet formiilii kullanilirsa,

an+ro/_’_6n+rﬁl> <OénrOé,‘I—ﬂnrﬂl)_(OénOél—f—Bnﬁ/)Q

— — —2
PL,..QPL, ,—QPL, =
@PL,..Q @ ( a+ a+ a—+p

elde edilir. Ispat1 iki kisimda inceleyelim:
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Birinci kisim;

n+ra’ + ﬁn—l—rﬁ/ an—ra’ 4 ﬁn—rﬁl
v () (T
1
T4

1
1

—_ (a2na12 + an—&—rﬁn—ra/ﬁ/ + ﬂn—&-ran—rﬁ/al + 62716/2)

( 2n /2+ﬁ2n5/2> a~ rﬁn r(a2r /6 _'_621"6 )
le( 2n /2_‘_5271/6/2) ( )n r[ 2r(2+4€)(QPL()—\/_/\)

+ 8% (2 + 4¢)(QPLy + f 2))]

o /2+ﬁ2n5/2> (_ )" T[(2+4€)(052TQPL0

—(a
4
— o V2 + BT QPLy + ﬁ%\f 2))]

0 4 §057) + 2(~1)" (2 + 42)@PLo(o™ + 57)

2@
—V2A\(a¥ — 7))

. 4( 2n /2 +ﬁ2n5/2> ( )n T[(2+45)(2(I2TQPLO _4p2T)\)]
= 1(0¥” + F7) + (<1 (1+ 26)a QP Lo — (~1)'72(1 + 26)p

elde edilir.

Ikinci kisim;

a+ 6 a+f
0127104,2 —I—O[anOélﬂl—l—ﬁnO[nB/Oé, +62n5/2)

aa + 6”5’) (a”o/ + 5”5’)

(
o
10070+ 5757 + L(-1)"(a'F + )

1070 £ 5757) + 2(-1)[(2 + 49)(QPLy — VD)
+(2+4 )(QPL0+\/_)\)]

(070 4+ 57 7) + 1 (~1)"(2 + 42)(2QPLy)

( 2n ,2_{'52716,2) ( ) (1+25)QPLO

1
4
1
4
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bulunur. Buradan;

—_ —_ —2
QPL, .  QPL, ., —QPL, = D — D,

(—1)" (1 + 26)ga, QP Ly — (—1)"7"2(1 + 2¢)pa, A
— (=1)"(1+2)QPLg

(1+22)((=1)""q2r@PLo + 2(=1)" "z, A

(=

(

1)n+1QPL )

+

1+ 2¢)(QPL,.,QPL, , — QPL?)

elde edilir. [J

Catalan 6zdesliginin » = 1 0zel hali literatiirde Cassini 0zdesligi olarak bilindiginden
bahsetmistik. Ayn1 durum dualleri i¢in de gecerlidir. Dolayistyla bunu ispatsiz olarak ve-
rebiliriz.

Sonug 4.1

Dual Pell ve Dual Pell-Lucas kuaterniyonlar i¢in Cassini 6zdeglikleri

QP 1QP, -y — QP, = (1+20)(QP,1QP, 1 — QF?) (4.20)
QPL,.,QPL, — QPL. = (1 + 22)(QPLys1QPL,_, — QPL?) (4.21)

seklinde verilir.

Bu tiirdeki sayi dizileri icin verilen bir bagka 6zdeslik de d’Ocagne 6zdegligidir:

Teorem 4.3

Dual Pell ve Dual Pell-Lucas kuaterniyonlar1 i¢in d’Ocagne 6zdesligi
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o/ = (24 4e)(QPLy —/2\) ve f'o/ = (2 +4¢)(QPLy + v/2)\) olmak iizere sirastyla;
@\ﬁerl@\ﬁn:@/PmC/é\ﬁnJrl = (1 + 25)(me+1QPn - QPmQPn—i—l)
(4.22)

QPLy1QPL, — QPL, QPL, ., = (1+28)(QPLy1QPL, — QPL,QPLy )
(4.23)

seklindedir.
Ispat

(4.22) icin (4.3) Binet formiilii kullanilirsa;

T o™ty m+1 a1 o — p"p
0P 0P 0P, QP = () (V)

ama’ r ﬁmﬁl Oén+10[/ o 6n+1ﬂ/
‘( a—p )( a—p )

elde edilir. Ispat1 iki kisimda inceleyelim:

Birinci kisim;

_ m+1 / ﬁm+1ﬁ/ o — /Bnﬁ/
- () ()

1
= g (Ogm+n+1a/2 o OéerlﬁnOé//B/ . ﬁerlOénﬁ/Oél + 5m+n+1ﬁl2)

Ikinci kisim;

5mﬁ/ an—f—la/ _ ﬁn—Hﬁ/
A () ()
1
5@

m+n+1 2 mﬂn—HO/ﬁ/ . BmOén—H/B,G{, + /Bm—&-n—HB/Q)

seklindedir. Buradan;

aﬁm+1§ﬁn_QPm@5n+l =FE) — By
1

—_ g(—amHB"o/ﬁ' o Bm—i—la'nﬂ/al 4 Oémﬁn+1alﬁl 4 BmOéTH_l/B/O/)

:gwwm%%ﬂ+ﬂﬂﬁwwﬂdeﬁ+®J
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bulunur. (3.21) den o — 3 = 2v/2 oldugundan

( mﬁna/BQ\/_‘Fﬁm nﬂlO/Q\/_>

OOI»—t

@\ﬁm+1@\ﬁn:§/Pm@5n+l -
anﬂn( m—n /B _’_Bm nﬁl /)

%%

(=1)"[—a™ (2 + 4e)(QP Ly — V2)\)

+ B2 + 4e)(QP Lo 4+ V2]

- g(_1)"(2 +4e)[—a™"QPLy + ™" V2

+ BmTMQPLy + BmTV2N)]

- \/75(—1)"(1 +2)[-QPLo(a™ ™" = ™ 7")

+ V2 (@™ + ]

olur. (3.21), (4.7) ve (4.8) geregince

QPy1QP,~QP, QP = %—1)”(1 +26)(~2V2QP Loprn-n + 22\ g )

= (14 2¢)(2(=1)""' QP Lopm-—n + 2(=1)"A\gin-—n)
= (1+26)(QPn11QPy = QP QPuy1)

bulunur.

Simdi Dual Pell-Lucas kuaterniyonlari icin d’Ocagne 6zdesligini bulalim. (4.23) i¢in (4.4)

Binet formiilii kullanilirsa,

_ — o~ o m+1 / m~+1 Q7 n ./ n Q!
QPLyQPL,~QPL,QPL, ., = ( o 5) (“ s 5)

B (OémOé,—Fﬁmﬁ/) ( n+1 /_'_ﬁn—i-lﬁ/)
a+p a+p

elde edilir. Ispat1 iki kistmda inceleyelim:

Birinci kisim;
Fl: ( m+1 /+ﬁm+16/) (OénOél—i-ﬁnﬁ/)
a+f a+ 3
_ i (am+n+10/2 + Ozm'Hﬁno/ﬁ/ + ﬁm+1an5,a, + 6m+n+15/2)
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Ikinci kisim;

F B ama’ +ﬁm6/ an+1a/ +Bn+1ﬁ/
2_< a+ B )( a+ 8 )
1
4

(am+n+1a/2 + osz"Ho/B’ + BmOén—Hﬂ,O/ + ﬂm—&-n-l—lB/Q)

seklindedir. Buradan;

e~

QPL,1QPL,—QPL,QPL,.,, = F| — F,
1

— Z(O‘m_‘—lﬁnalﬁl o Oémﬂn+1()é/ﬁ/ + Bm+1a”6/o/
_ /BmOén+1B/Oz/)
= {0"F B (o~ ) + a5l (B~ a)

bulunur. (3.21) den o — 3 = 2v/2 oldugundan

—_— —_— —_—— P 1
QPLy,,QPL,—QPL, QPL, |, = Z(@mﬁ"a’ﬁ%@ — Q"B ' 2V2)
V2

. 7Ozn/@n(a{m—no/ﬁl _ ﬁm—nﬁla/)

A g(—l)”[am_"@ +4¢)(QPLy — V2))

— B2+ 4e)(QPLo 4 V2))]

= \/75(—1)”(2 +48) (@™ "QPLy — a™ "2

. 5m_nQpL0 . 5m—n\/§)\)]

- \/75(_1)71(2 +48)[QPLy(a™ ™ — ™M)

. \/5/\(Oém—n + Bm—n)]
olur. (3.21), (4.7) ve (4.8) geregince
QL QPL,“QPL,QPL, ;= (172 + 42)2V2QP Lipy- — 2V2Ng, )
= (14 26)(4(=1)"QPLopm-—n + 4(=1)" ' Agpm—n)
=(14+2¢)(QPLy1QPL, — QPL,QPL,.1)

elde edilir. OJ
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