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1. GIRIS

Kuaterniyonlar ilk olarak 1843 te Sir William R. Hamilton tarafindan tanimlanmis ve
bu tarihten sonra uygulamali matematik, fizik ve bilgisayar bilimleri gibi cesitli
alanlarda yaygin olarak kullanilmaya baslamistir. Ilerleyen zamanlarda, split
kuaterniyon, para kuaterniyon gibi alt katagorilere ayrilmistir. Fibonacci
kuaterniyonlar1 tizerine uzun yillar ¢alismalar yapildi. A.F. Horadam tarafindan ilk
olarak yapilan calismalar bazi yazarlarin da ilgisini ¢ekmistir. 1845 yilinda Cayley
oktonyonlar1 tanimlamigtir. Fibonacci kuaterniyonlarindan ilham alarak, Kegilioglu
ve Akkus ([9] ve [16]) sirasiyla Fibonacci ve Lucas oktonyonlar ile Split Fibonacci
ve Split Lucas Oktonyonlar1 tanimlayip onlarla ilgili baz1 sonuglar ¢ikarmistir. Halici
da [4] dual Fibonacci oktonyonlar1 {izerine ¢alismis ve bunun iirete¢ fonksiyonu ile
Binet formiiliinii elde etmistir. Bundan sonra Bilgici, Unal, Tokeser ve Mert [15]
Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas Oktonyonlar1 elde edip, bunlarla ilgili énemli

sonuclar bulmuslardir.

Bu tezde Split Dual Fibonacci ve Split Dual Lucas Oktonyonlari tanimlayip, bunlar
arasinda ortaya ¢ikan Binet formiilleri, Catalan, Cassini , d’Ocagne 6zdesliklerini ve

bazi esitlikleri elde edecegiz.



2. TEMEL TANIM VE OZELLIiKLER

2.1. Reel Kuaterniyonlar
2.1.1. Tanim
Reel kuaterniyonlar kiimesi;

H={a=a,+ae +a,e, +ae, :a cR,i=0123}

R iizerinde {eo :1,61,62,63} baziyla 4 boyutlu bir vektdr uzayidir. Burada baz

elemanlar i¢in ¢arpim tablosu asagidaki gibi verilir:

Tablo 2.1. Kuaterniyonlar i¢in ¢arpim tablosu

€o €1 (5] €3
€o €o €1 €2 €3
€1 €1 -1 €3 -€2
€ € -€3 -1 €1
€3 €3 () -€1 -1

3
Bir a€ H reel kuaterniyonunu @ = ZaseS € H olmak iizere;
s=0

3
a=S, +V, =ayg, + Y a.e,
s=1

seklinde de gosterebiliriz [5].



2.1.2. Tamim

a,b € H olmak iizere @ ve b nin carpimi skaler ve vektorel kisimlar yardimryla

ab=(S, +V,)(S, +V,)
=S,S, +S.V, +S,V. -V.V, +V_xV,

seklindedir. Burada bahsi gecen V, -\7b ve \7a xV, srastyla R® deki i¢ garpim ve

vektorel ¢arpimdir [3].
2.1.3. Tamim

Bir a=a,g, +a,€, +a,e, +a,6;, kuaterniyonunun eslenigi ve normu asagidaki

esitliklerle ifade edilir:

— vi = 2 2 2 2
a=a., a6 -a,e-a,6=5,-V,, |a|=aa=a, +a +a," +a,
[3].

2.2. Fibonacci ve Lucas sayilar

2.2.1. Tamim
n>0 i¢in F, =0, F, =1 baslangig kosullari ile verilen Fibonacci sayilari
Fn+1 = I:n + I:n—l

seklindedir.



Aym rekiirans bagintist ile verilen fakat baslangic kosullari Ly =2 ve L, =1 olan

Lucas sayilari

Ln+1 = I—n + Ln—l

seklinde tanimlanir [10].

Bu rekiirans bagintis1 yerine kullanilan Binet formiilii olarak anilan bagint1 asagidaki

gibi tanimlanir.
2.2.2. Tammm

Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in Binet formiilleri asagidaki gibi verilir:

Fn:an_ﬂn
a-p
L, =a"+p".

Burada «a=

1++5 1-+5

2\/_ ve f= T; Xx*—Xx-1=0 kuadratik denkleminin
¢Oztimleridir [2].
2.2.3. Tanim

1873 yilinda Clifford reel sayilar1 dual sayilara genisletmistir.

R reel sayilar kiimesi olmak tizere;

D=RxR



kiimesi tizerinde esitlik, toplama, ¢arpma islemleri asagidaki gibi tanimlanmis ise D

kiimesine dual sayilar sistemi, &= (0,1) dual birim a, a"eR ve £2=0,6%0

olmak iizere d =(a,8") =a+&a elemania da dual say1 denir.
A=(a,a)=a+s e€Dve B=(b,b")=b+&" €D olmak iizere:
Esitlik:

a=Db,a =Db’ise A ile B esittir yani A=B seklindedir.
Toplama: DxD — D

A+B=(aa)+({b)=(a+ba +b)=a+b+s@ +b")
seklindedir.
Carpma: DxD —> D

AB=(a,a").(b,b")=(ab,ab” +a’b)=ab+s(ab” +ab)
seklindedir [17].
2.2.4. Tamim

& dual birim olmak iizere sirasiyla dual Fibonacci ve dual Lucas sayilari;



seklinde tanimlanir [2].
2.3. Oktonyonlar

2.3.1. Tamim

Reel sayilar iizerindeki oktonyonlar cebirini O seklinde gosterelim. q',q" € H

olmak tizere Cayley-Dickson metodu kullanilarak p oktonyonu asagidaki gibi verilir:
p=qg' +q"e.

Reel sayilar iizerindeki oktonyonlar cebiri i¢in dogal baz

e, =Le =i,e, =j,e;=k,e, =ee, =ie,e, = je,e, =ke

seklinde ve herhangi bir p oktonyonu
7
p=>Y ae,a R
s=0
seklindedir [9].

7
Re(p) =a, ve IM(p) = _a.e, olmak iizere herhangi bir p €O igin

s=1
7
p=a,+ a.e, =Re(p)+Im(p)
s=1

seklinde ifade edilir [9].



Reel sayilar iizerindeki genellestirilmis oktonyonlar cebirini O(a,b,c) seklinde

gosterelim. Reel sayilar lizerindeki genellestirilmis oktonyonlar cebiri i¢in dogal baz
{eO’el’EZ’eS'e4’e5'e6’e7}
olmak iizere O(a,b,C) i¢in ¢arpim tablosu asagidaki gibi verilir.

Tablo 2.2. Genellestirilmis oktonyonlar icin ¢carpim tablosu

€o €1 (57) €3 €4 €5 €6 €7
€0 €0 €1 (7] €3 €4 €5 €6 ez
€1 €1 -a €3 -aes €5 -a€y -e7 ate
€2 (S} -€3 -b bel €6 e7 -b84 -b85
€3 €3 ae; -be; -ab €7 -aeg bes -abe,
€4 €4 -5 -6 -e7 -C cep ce, ces
€5 €5 ae, -e7 adte -Ce1 -ac -Cez ace;
€6 €6 €7 bes -bes -ce, ces -bc -bce;
€7 €7 -aeg bes abey -Ce3 -ace; | bcey -abc

Bu ¢arpim tablosunda a=1, b=1 ve c=1 alindiginda O(1,1,1) oktonyon ¢arpim tablosu
asagidaki gibi olusur.



Tablo 2.3. Oktonyonlar igin ¢arpim tablosu

1 e1 es €3 €4 €5 €6 €7
1 1 €1 €2 €3 €4 €5 €6 e7
€1 €1 -1 €3 -€2 €5 -€4 -e7 €s
€2 €2 -e3 -1 €1 €6 e7 -€4 -€5
€3 €3 €2 -e1 -1 e7 -€6 (ST -€4
€4 €4 -5 -6 -e7 -1 €1 (5] €3
€5 €5 €4 -e7 €6 -€1 -1 -€3 (57)
€6 €6 (S¥4 €4 -€5 -€2 €3 -1 -€1
€7 €7 -6 €5 €4 -€3 -€2 €1 -1
2.3.2. Tamim

p oktonyonunun normu ve eslenigi asagidaki gibi tanimlanir:

p=Re(p)-Im(p)

Sifirdan farkli herhangi bir oktonyonun inversi (tersi)

L_ P
p =
Np

seklindedir [9].




2.3.3. Tanim

0;,0q, swrastyla ' ve Q" kuaterniyonlarmm eslenikleri p, =0, +0,'€ ve

P, =0, +0, €olsun. Oktonyonlar cebirine gore iki oktonyonun toplam ve carpimi

P+ P, = (0, +0,"e)+(q; +0g5e) =0a; +0a; +(a; +03)e
PP, = (a; +0;€)(a; +0,€) = (0,0, —4,0;") + (9,0, + ;' q)e

seklindedir [9].

Reel sayilar iizerinde 8 boyutlu oktonyonlar tanimlanan cebire gore degisme ve

birlesme 6zelliklerine sahip degillerdir.

2.3.4. Tanmim

F, ve L, n. Fibonacci ve Lucas sayilari ve {eo,el,ez,e3,e4,e5,e6,e7} oktonyonlarin

standart bazi olmak tizere n > 0 i¢in n. Fibonacci ve Lucas oktonyonlart;

seklindedir [9].

Biz de n. split Fibonacci ve n. split Lucas oktonyonlar1 sirasiyla;

seklinde gosterelim.



2.3.1. Teorem (Binet Formiilii)

L5 1-5

7 7
ayrica & =ZO€S€5 ve f =Zﬂses olmak tizere N >0

B =
2 2 s=0 s=0
icin n. split Fibonacci oktonyon ve n. split Lucas oktonyonun Binet formiilleri
asagidaki gibidir:
* n * nn
~ aa -pp
Q=" (2.1)
a-p
P=a'a"+pp" 2.2)
[15].
Ispat
Es. 2.1 i¢in

- - 7
aQn + Qn—l = Z(aFnJrs + Fn+s—l)es
s=0

esitligine ve
aF, +F = a (2.3)
PR +F o =p (2.4)

esitliklerine ihtiyacimiz olacak. Es. 2.3 yardimiyla

aQn + Qn—l = ana* (25)
esitligine ve Es. 2.4 yardimiyla da

10



~

M, +Q,.=p"8 (2.6)

esitligine ulasabiliriz [10]. Es. 2.5 ve Es. 2.6 taraf tarafa ¢ikarilirsa;

B aa"-pp"

Q-5

elde edilir. Es. 2.5 ve Es. 2.6 taraf tarafa toplanirsa;
Q,+2Q, =a'a"+5B"

esitligine ulasilir. L, = F, +2F, , oldugu dikkate alinirsa;

~

P=aa"+pp"
elde edilir.
2.3.5. Tanim
Kecilioglu ve Akkus Fibonacci ve Lucas octonyonlari ve bunlarin Binet formiillerini
vermigstir. Serpil Halic1 da dual Fibonacci octonyonlari iizerine ¢aligsmis ve bunun

iiretec fonksiyonu ile Binet formiiliinii elde etmistir.

Kegilioglu ve Akkus’un galismasina gore bizde bu ¢alismamizda dual Fibonacci ve

dual Lucas octonyonlar: sirasiyla;

seklinde gosterelim.

11



Biitlin dual Fibonacci ve dual Lucas octonyonlarin kiimesi;

O, ={(§n =Q, +6Q,,,:Q,,Q,, €0, & :0}

0, = {Xn P 1+ P, P cO & :o}
olsun.

Dual Fibonacci octonyon ve dual Lucas octonyonlarin eslenigi, normu ve negatif

indisli ifadeleri sirasiyla asagidaki gibidir:

- 7 8
Q—n = Z (_1) e I:n—ses + SZ (_1) et I:n—ses—l
s=1

O

= 27:(—1)”‘S L. e+ 528:(—1) L, e
s=1

s=0

2.3.2. Teorem (Binet Formiilii)

1_ 5 * ! s * i S
1+2\/§ , IB: 2\/_ ayrica O =(1+5a)20: e ve ﬂ =(1+6U£)Zﬂ €,
s=0 s=0

olmak iizere N >0 i¢in n. dual Fibonacci oktonyon ve n. dual Lucas oktonyonun

Binet formiilleri asagidaki gibidir:

12
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3. SPLIT DUAL FIBONACCI VE SPLIT DUAL LUCAS OKTONYONLAR

3.1. Split Fibonacci ve Split Lucas Oktonyonlar

Split oktonyonlar, Cayley-Dickson tarafindan iki kuaterniyonun carpilmasi ile

olusturulmustur. Akkus ve Kegilioglu [6], yeni bir sanal birim olan | ile (a,b)

seklinde gosterilen bir ¢ift kuaterniyonun a+Ib formunu alip, ¢arpim kuraling;
(a+Ib)(c+I1d) = (ac + Adb) +1(ad + cb)

seklinde tammlamstir. Burada A° =1 dir. 1 =-1 oldugunda oktonyonlar, A =1
oldugunda split oktonyonlar elde edilir. Split oktonyonlar reel sayilar iizerinde 8

boyutlu bir cebir olusturur. Standart oktonyondan farki, sifirdan farkli elemanlar

icermesidir. Buna gore reel sayilar tizerinde Split dual oktonyon cebirini O ile
gosterelim. Genellestirilmis oktonyonlar ¢arpim tablosunda a=1, b=1 ve c=-1

alindiginda O(L1,—1) split oktonyon garpim tablosu olusur. Bu cebirin bazlar1 reel

sayilar uzaymda formu asagidaki gibidir:

eO:]" el:i’ezzj’e3:k’ e4:|,65:|i,86 :Ij,e7 :Ik

Tablo 3.1. Split Oktonyon Carpim Tablosu

1 e e, e, e, e € e,

1 1 e e, e, e, e € e,

e e -1 €, -e, | —e& e, —-e, | &
e, e, -e, -1 e —€, e, e, e

& e, e, -e -1 -e, | —¢& es e,

e, e, es € e, 1 e e, e,
e | & -e, | —& € —e 1 e, -e,
€ € e, | -e, -6 | -—e, -e, 1 e

e, e, —& es -e, | —-& e, -e 1




3.2. Split Dual Fibonacci ve Split Dual Lucas Oktonyonlar

Split dual Fibonacci ve split dual Lucas oktonyonlari

Q, =Q, +&Q,. (3.2
P=P+

ve

F =F +&,, (3.2)
I’:n = I‘:n +g|:n+l

olmak lizere

seklinde gosterelim. Buna gore sirasiyla split dual Fibonacci ve split dual Lucas

oktonyonlarin eslenigi;

= =
Qn z n+ses )

7
S=! s=0

'I'Iu

S0y|
I
u
D

n+s’s !

normu;

ve negatif indislileri;

15



~ 7
™ +1 +1
Q,=>(-1)""F, e+sz )" F e
s=0 s=1
~ 7
:Z L <& +6‘Z L, &,
s=0
seklindedir.

Simdi split dual Fibonacci ve split dual Lucas oktonyonlar i¢in Binet formiiliini

asagidaki teorem ile verelim.

3.2.1. Teorem (Binet Formiilii)

o =1+ ga)iases Ve 5" =1+ gﬂ)i B, olmak tizere N> 0 igin n. split dual Fibonacci

s=0 s=0
oktonyon ve n. split dual Lucas oktonyonun Binet formiilleri sirasiyla asagidaki
gibidir:

~ *n * nn
= oo -pp
Q="

3.3
o (3.3
P=c'a"+8pB" (3.4)
3.2.1. Lemma
a,b,c e R i¢in;
——1—% abc —9ab—%ac 161bc—§ ——b—ﬂ
2 2 2 2 2
a)zzgabc 4ab - 72bc—§ac—§—gb—2?lc,

A=(bc—-b-c)e, +(ac—a-c)e, + (-3c+1)e, + (—3ab—3a+3b)e,
+(7b +2)e, + (7Ta—1)e, —6e,
u=abc+ab+ac-bc+a-b-c-1

16



olmak tizere;

(@) =, + P, +5(w, +Q,),
(B7) =w,+P, —\/g(a)z +Q,),
a B =p+P,+/52
Ba" =u+P, —+51

dir [15].

fspat

O(a,b,c) i¢in garpim tablosunu kullanarak asagidaki esitlikleri yazabiliriz.

(@) = (Zases)(zases)
843 123 3 47

— 1B e g - ac _161mc - 3a ——b——
2 2 2 2

+e, +3e, +4e, +7e, +11e. +18e, + 29,
x/_(—abc 4ab - 72bc—§ —E_ﬁb_éc)
/ 2 2 2 2

+e +e, +2e, +3e, +5e, +8e, +13e,

=w, +P, +J§(w2 +Q,)

() = (iﬁes)(iaﬁes)

_—1—% abc —9ab—%ac 16]bc—§ ——b—ﬂ
2 2 2 2 2

+e, +3e, +4e, +7¢e, +11e, +18e, + 29,

—«/g(_3;37abc 4ab - 72bc—5—25 —E—Eb—éc)

+e +e, +2e, +3e, +5e; +8e, +13¢,

=, +P, —\/g(a)z +Q,)

17



Burada a=1, b=1 ve c=-1 alarak @,,®,,4, 1 yii bulduktan sonra Split oktonyonlar

icin (@")? yive (8°)? yi hesaplayalim.

o =148 g 123 16 3 T 47 _130
2 2 2 2 2 2
v, -3 47, B 1 3 255
2 2 22 2 2

A=-e —e, +4e, -3¢, +9e. +6e, —6e,
u=-1+1-1+1+1-1+1-1=0

seklindedir. Bu degerlere gore Split oktonyonlar i¢in (&")® ve (8°)* asagidaki
gibidir.

1305 5 545

(@) = (- +Q)

(5 =2F +P, - 522 +Q

Benzer sekilde o B = u+ P, + J52 ve Ba =u+ P, —51 esitliklerini de

gosterebiliriz.

a'f = (Va3 pe)
=abc+ab+ac—-bc+a-b-c+1+e +3e, +4e, +7e, +11e, +18e, + 2%,
+ \/g[(bc —b-c)e, +(ac—a-c)e, + (—3c+1e, + (-3ab—-3a+3b)e,
+(7b+2)e, + (7a—1)e, — 6e, ]
= u+P,+/54

18



pa = (S pe) e
= asbc+ ab +Sac—bc+ a-b-c+1+e +3e,+4e, +7e, +11e, +18e, + 2%,
—x/g[(bc —-b-c)e, +(ac—a—c)e, +(-3c+1)e, + (-3ab-3a+3b)e,
+(7b + 2)e, + (7a—1)e, —6e, ]
=u+Ph, ~/54 -

Burada a=1, b=1 ve c=-1 alindiginda z =0 oldugundan o 8 ve B a asagdaki

gibi olur.

a B =pu+P, +51
:Po+«/§/1

s :,u+P0—\/§i
=P, /51

Yukaridaki lemmaya gore asagidaki teoremi Split dual Fibonacci ve Split dual Lucas

oktonyonlar i¢in verebiliriz.

3.2.2. Lemma
1305
W =—
2
545
W, =——
2

A=-e —e, +4e, -3¢, + 9, +6€; —6e,

olmak iizere;
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N 1305 545
(@) =T+PO+J€(—+QO),

(B) =222 4R -5 +Qy),

a f =P, +\/_ A

Ba" =P, —54

dir.

fspat

Lemma 3.2.1 de a=1, b=1 ve c=-1 alindiginda sonuglar agik¢a goriliir. -

3.2.2. Teorem (Catalan Ozdesligi)

Her nve r tamsayilar1 i¢in ve A =-€ —e, +4e,—3e, +9¢e, +6e, —6e, olmak lizere

split dual Fibonacci ve split dual Lucas oktonyonlarin Catalan 6zdesligi sirasi ile

asagidaki gibidir:

énz - 6n+r6nfr = (_1) " [PO I:r2 + A‘FZr](l-i_ 8) (35)
P F)n+r F’n P = 5(—1)”_”1[|:r2 P, +AF, 1d+¢). (3.6)
fspat

Es. 3.5 i¢in Es. 3.3 Binet formiilii kullanilirsa;
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~, ~ ~ _ _ ﬂ ﬂ a*amr _ﬂ*ﬂmr a*an—r _ﬂ*ﬂn—r
§:-0,.0,, - (~ _ﬁ Y B Sy

s ﬂ) @) a (BB - BB - e
_(a ) OC +6¥,B* n+rﬁnr+ﬂaﬁn+r n-r (ﬂ*)2ﬁ2n]
& _ﬂ) S B -pa B
+aﬂan+rﬂnr+ﬂaﬁn+r nr)

" _ﬂ) o' B+ )

+an ran r(a ﬂ* 2r+ﬂ*a*ﬁ2r)]

elde edilir. Burada Lemma 3.2.2 deki o 8 ve B a ifadeleri yerine yazilir
a—-pf= J5 ve aff =1 oldugu dikkate alinirsa;

-y 1

Q7 = QuurQur = AED™ 2Py + (D[R, +5A)a™ + (P, V515" T}

- %{(—1)”“2% FED)™R (@ + 7Y+ VBA - )T}

_1 1\l _\n-r 2 T a _ﬁZr
= 5{( D™2R + (=D R, (BF +2(-1) )+51(—£ )}
= %{(—1)””2PO +(-D"" P05Fr2 +2P,(-1)" +51F, }

=(-1)""(RF’ +4F,)

elde edilir. Es. 3.1 den;

6n = 6n + ‘EQ~n+1
6 6 + ‘C’Qn+r+1
6 6 + ‘C’Qn r+1

oldugundan ve
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5n6n _6 6 (Q +€Qn+l)(Q +€Qn+1) (Qn+r +“,;(?n+r+1)((?n r +5Qn r+1)

=Q,” +Q,Qus +8Q,4Q, — Q0 Qur — Q0 Qs — Q01 Qrr
=Q," -0, Qur +6(Q, Q0 + Q0uQy ~ Q0 Qs — QuriQo)
=Q,"-Q,.,Q,, +£(Q,”-Q,..Q,.,)

=(Q,°-Q,.,Q,)+¢)

olup gerekli diizenlemeler yapildiginda;

Qrf _Qn+rQ:n—r = (_1)"4 I:Fr2 P0 + AFZr ](1+ ‘9)
bulunur.

Benzer hesaplamalarla Es. 3.6 elde edilir.

Teorem 3.2.2 de r =1 igin, split dual Fibonacci ve split dual Lucas oktonyonlar i¢in

Cassini 6zdesligi asagidaki sonugta verilmistir.
3.2.1. Sonug (Cassini Ozdesligi)

Her n tamsayisi i¢in ve A =—¢, —€, +4e, — 3¢, + 9¢e, + 66, —6€, olmak lizere;

~ ~
~ ~

0, ~0uaQrs = (1" (A4 P)(L+ &)

PZ_P P . =5(1)"(1+P,)1+s)

n+l

dir.
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3.2.3. Teorem (d’Ocagne Ozdesligi)

Her m ve n tamsayilar i¢in ve A =—¢ —e¢, +4e, -3¢, + 9¢, + 6¢, —6€, olmak {lizere

split dual Fibonacci ve split dual Lucas oktonyonlarin d’Ocagne 6zdesligi sirasi ile

asagidaki gibidir:

6m+1 :n _(3mQ:n+l = (_1)m [Fn—mPO _j“lﬂw—m](l-’_g) (37)
:m+1F:)n - IEN;m :n+l = 5(_1)m+l [Fn—m PO - /u-nfm ] (1+ 5) . (38)

fspat

Es. 3.7 i¢in Es.3.3 Binet formiilii kullanilirsa;
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6m+16n _émdnﬂ = (a = _ﬂ ﬂ )(a = _ﬂ ﬂ )

a-p a-p
~ a*am _ﬂ*ﬂm a*an+l _ﬂ*ﬂn+l
o O )
1

[((a*)zam+lan —a*ﬂ*am”ﬂ"

(@-p)?
_ﬂ*a*ﬁmﬂan +(ﬁ*)2ﬂm+lﬂn)
_((a*)ZamanJrl _a*ﬂ*amﬂnﬂ

—,B*a*ﬂma"” + (ﬂ*)Zﬂmﬁml)]

:(a}ﬂy[%fﬁb”ﬁwa—ﬂﬁifa¥mawa—ﬁﬂ
i (aiﬂ) [a'fa"B"+f a fma"]

4 (aiﬂ) a"B-a" B+ e "]

= OO R+ BB (P =B D))
P, TR e
_(1)[a—,8 a A oy JE

=c4WK9;;}§T5%—zw*m+ﬂ”%]

= (_1) ; [Fn—m F>0 B ZLn—m ]

split oktonyonlar i¢in elde edilir. Es 3.1 den;

~
~

Qm+16n - 5m5n+l = ( ~m+1 + ‘('Q~m+2)(6n + ‘SQ~n+1) - (6m + ‘5Q~m+1)(6n+1 + 5Q~n+2)
Qm+lQn - Qan+l + g(Qm+1Qn - Qan+l)
Q,

~

+1Qn - ém 6n+l (1+ 8)

olup benzer islemler yapildiktan sonra

~
~

Qm+16n - Sm Sml = (_1) " [Fn—m PO - ;“—n—m ] + 8(_1) " [Fn—m F)0 - ﬂ’Ln—m]
= (_1)m [Fn—m PO B ﬂ’Ln—m](l+ 8)

24



elde edilir.

Benzer sekilde Es. 3.8 de ispat edilebilir.
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4. SPLIT DUAL FIBONACCI VE SPLIT DUAL LUCAS OKTONYONLAR
ICIN BAZI SONUCLAR

Kecilioglu ve Akkus [16], Split Fibonacci ve Split Lucas Oktonyonlar1 tanimlayip
onlarla ilgili baz1 sonuglar ¢ikarmistir. Bu boliimde, Split Fibonacci ve Split Lucas
Oktonyonlar i¢in bulunan sonuglar1 Split Dual Fibonacci ve Split Dual Lucas
Oktonyonlar i¢in elde edecegiz.

4.1. Teorem

1305
o =——
2
545
w, =——
2
A=-e —e, +4e, -3¢, + 9. +6e, —6e,

olmak tiizere;

Q. +B —{§[<wl+P>L2n+5(w2+Qo)F2n]+ ()"P}L+e), (4.1)
p2-Q, —{g[(wl +B)L,, +5(0, +Q0)F2n]+€(—l)” PIL+é), (4.2)
IE)’:n+r(3 S 56 _2( 1)n+r POFS r(1+g)’ (43)
Qun +(-1"Q, . = QL L+ ), (4.4)
Q.P QP =2(-)™PF,  (l+¢), (4.5)
QuP, ~P,Q, = 20-1)™[P,F, , + AL, A+ ¢) (4.6)
dir.
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fspat

Split Fibonacci ve Lucas oktonyonlar i¢in verilen Binet formiillerini kullanarak

ispatlayacagiz.

Es. 4.1 igin;

Qi +P =Z(aa" - B +(aa"+ B B
_ g((a*)zazn + (ﬂ*)zﬂzn —a*ﬂ*anﬂn —ﬁ*a*anﬂn)
(@) 2a® +(B) BT va Ba"p + fla " B

olur. Lemma 3.2.1 deki A, @, ,, 11, (), (B )*,a ~ ve B’ ifadelerinin
esitlikleri kullan1ldiginda;

an + IE;nz = g[(a)l + )Ly, +5(@, +Q0)F2n]+§(_1)n(ﬂ+ R)

split oktonyonlar i¢in elde edilir. Es 3.1 den;

n

[l
rOu
tu
_On

624—2

n n

Oz

5Qn+1)(Q +€Qn+1)+(P +l)(|5 + ~+1)
SQ Qn+l + 5Qn+1Q + P + an Pn+1 + an+1 Pn

+P +‘9(Q Qn+l+Qn+lQ + n n+l n+1 n)
= +Pn +g(Qn +Pn)

n

@,

Qn +
_|_
+

Il Il
N I N}

1 O O

N

~

= (QZ+P)(L+¢)

olup benzer islemler yapildiktan sonra ve Lemma 3.2.2 deki tanimlamalar da

kullanilarak;
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~

Q. +P/ ={§[(wl +P)L,, +5(a, +QO)FZH]+§(—1)" P+ e)

bulunur.

Es. 4.2 i¢in;

P2-Q=(a'a"+ 5" —%(a*a“ BB
(@) e + (BT va a4 fa e )
—%«a*)za“ Y S S Y L )

olur. Lemma 3.2.1 deki A, @, @,, 1, (' )?,(B ), &’ B ve B’ ifadelerinin
esitlikleri kullan1ldiginda;

iy ~ 4 X n €3 n 12 n
P’ -Q,’ =< (@ ) o™ + p7 B )+ (DR

split oktonyonlar i¢in elde edilir. Es 3.1 den;

L +eP)(P, + +1) Q, +Q,.)(Q, +&Q,.,)
=P +eP P, +P P, Q - 6Q,Q,., —Q,.,Q,
=F’>‘f—6§+e(5n5n+l P~ Q,Q0 - 0,10,
=P -Q +&(P? -Q7)

olup benzer islemler yapildiktan sonra ve Lemma 3.2.2 deki tanimlamalar da

kullanilarak;
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~

= 4 12, ..,
I:,nz _an :{g[(a)1 + Po)l-zn +5(a72 +Q0)F2n]+€(_l) Po}(l"‘g)
bulunur. .

Es 4.3 igin Lemma 3.2.1 deki 4,0, @,, 1, (a)*,(B7)?,a’ B~ ve B’ ifadelerinin

esitlikleri kullanildiginda;

~ ~ ~ ~

n+rQn+s - n+sQn+r - ﬂ[(a anH +ﬂ ﬂnﬂ)(a a™t - ﬂ*ﬂms)
_(a C( +s +ﬂ*ﬁn+5)(a*an+r _ﬁ*ﬂmr)]

1 *\ 2 n+r n+s n+s n+r
-l —aps
+ﬁ a* n+sﬂn+r (ﬁ*)zﬁmrﬂms

—((Z)(Z fo" +(Zﬂﬂn+r n+s

ﬁ* * n+rﬁn+s+(ﬂ ) ﬂn+rﬁn+s]
:_[ a ﬁ ﬂ”+5 n+r+ﬂ*a*an+sﬁn+r

-p
+a ﬂﬁnﬂa ﬂ* * n+rﬂn+5]
iﬁ n+rﬁn+r[a ﬂ*Ols r_ *ﬂ*ﬁs—r

+f e - fa ]

}_?(Wﬁf%aﬂ+ﬁa)ﬂ“mﬂ+ﬂan
n+r _ﬂsr

= (-1

= ()" (@ o) 5

=2(u+PR)D" R,

split oktonyonlar icin elde edilir. Es 3.1 den;
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n+rQn+s - 5n+s(gn+r (Pn+r + EP +r+1)(Qn+s + ‘an+s+1)
Pn+s + SP +s+1)(Qn+r + 6Qn+r+1)

F)n+r Qn+s n+r Qn+s+l +r+1Qn+s

n+sQn+r n+sQn+r+l n+s+lQn+r
- n+rQ n+sQn+r

+ (IS 6 5+ +r+1Qn+s n+s(§n+r+l - ~n+s+16n+r)
= P Q P Qn+r + 8( n+rQn+s n+sQn+r)
(P Q n+sQn+r)(1+ ‘9)

olup benzer islemler yapildiktan sonra ve Lemma 3.2.2 deki tanimlamalar da

kullanilarak;

'UH

' Q..-P. Q. =2(-)""PF_ (l+¢)

0" s—r

elde edilir.

Es 4.4 igin Lemma 3.2.1 deki 4,0, @,, 1, (a)*,(B7)?,a’ B~ ve B’ ifadelerinin
esitlikleri kullanildiginda;

6m+n + (_1)n6m7n _ a a™" :'Z*ﬂmm s (aﬂ)n a‘a™" :ﬁ*ﬂm_n
a™" ﬁﬂm+n+aaﬂ ,B,BO{

a-p
_a"@a" - p ")+ B "~ B
a-p

@a" - f )" + )
a-p

_§ P+ )

:Qm n

_(aa"

split oktonyonlar i¢in elde edilir. Es 3.1 den;
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Quen + (1" Q- = Quoy + EQun) + (D" (Qy +6Qp 00
= Qun +(-1)"Qyy +&Qps +E(-1"Qy )
= Qi + (D" Q) + £Qpuns + (<" Qp i)
= Qpin + (-D"Q,,., ) +¢)

olup benzer islemler yapildiktan sonra

~ ~

Qun +(-1"Q,, =Q, L, AL +¢)

elde edilir. =

Es 4.5 i¢in Lemma 3.2.1 deki 4,0, @,, 1, (& )*,(B7)?,a’ B~ ve B’ ifadelerinin
esitlikleri kullanildiginda;

L (@a" g p") e a" + 5"
ap
—(a*a" B Ao e+ B A
ﬂ[w Veata 1o fa" B - fa fha —(B) "
—(a Yata—a' " B+ fra e + () BB
SR P LY L o LIy LY LI g AP
a—ﬂ

émﬁn _(Snﬁm =

[@" B (@"B" ~a"B")+pa (a" " ~a"B)]

X
ﬁ[(a BN B )]
- amﬂ"‘(L‘ZM)z(u +P)
L
= 2(u+P,)(-1
R

= 2(_1) e (/,l + I:>0 ) I:n—m
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split oktonyonlar igin elde edilir. Es 3.1 den;

olup benzer islemler yapildiktan sonra ve Lemma 3.2.2 deki tanimlamalar da

kullanilarak;

~ ~

~ o~ ~

Q.P, —-Q.P, =2(-)™P,F,__(1+¢)

elde edilir.
[ |

Es. 4.6 i¢in Lemma 3.2.1 deki A, @, @,, 1,(c’)?,(B)*,a’ B ve Ba” ifadelerinin

esitlikleri kullanildiginda;
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il AR R
e N )
i Y A S VA
@) et va A - B (5 B
L aa p  ra f S - ]

,5

ﬂ[aﬁ (@"B"+a"p")-pa’ (B a" + fa")]
ﬂ[a Ba"p - pa pra]

2

5 "B BT -Ba’a"T)

=2 ()t PY)AT — (it P
a B

+5AB" " +/5Aa" )]
4 %ﬁ(—l)m[(lu + Po)(ﬂnim - Otnfm) + \/gﬂ(ﬂn—m n an,m)]
— o)™+ R L _ﬁ ' a‘/_gﬂ (B +a™™)]

=2(-0)™ (u+ Py)Fyp + AL, ]

split oktonyonlar i¢in elde edilir. Es 3.1 den;

~ ~

QuP, —P,Q, = (Q, +&Q,.)(P, +&P,,) (P, + &P, )(Q, +Q,.,)
=Q, E +6Q,P,., +Q,.,P, ~P,Q, - P,Q,,, - P,..Q,
=(QuP, —P,Q,) +£(QyPry + QusP, ~ P, Qs — PriQ,)
=(Q,P, -P,Q,)+£(@Q,P, -P,Q,)
=(Q.P, -P,Q,)1+¢)

olup benzer islemler yapildiktan sonra ve Lemma 3.2.2 deki tanimlamalar da

kullanilarak;
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QP —PQ, =2(-)™[PF__ +AL _ ]1+¢&)

elde edilir.
m

4.2. Teorem:

(Smr I:n+r _6 F Fzrézn (1+ 5) (47)
6n+r I—n+r én r Ln r [L2rQ2n + 2( 1)n+r QO](1+ 8) (48)
IS‘n+r I—n+r - IS L = 5F2rQ2n (1+ g), (49)
P.L. +P L  =[L,P, +2(-)" P,]1+¢), (4.10)
~n+r I:n+t ~n+t I:n+r = [262n+r+t - (_1) 4 Lr—tQO](1+ ‘9) (411)
fspat

Split Fibonacci ve Lucas oktonyonlar i¢in verilen Binet formiillerini kullanarak

ispatlayacagiz.

Es. 4.7 igin Lemma 3.2.1 deki A, @,,@,, 1, (a)?,(B ), &’ B~ ve B " ifadelerinin

esitlikleri kullanildiginda;
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~ _ ~ _ a*amr _ﬁ*ﬁmr an+r _ﬁn+r
Qn+r I:n+r Qn—r I:n—r - ( a _ﬂ )( a _ﬂ )
~ a*an—r _ﬂ*ﬂn—r an—r _ﬂn—r

)

1 ( 2n+2r ﬂ ﬂ2n+2r _ * 2n 2r ﬂ ﬂZn Zr)

" (@-p)’
1 * 2n+2r * n2n+2r _ (a*a2nﬁ2r _ﬂ*QZrIBZn)
T (@h)”

1 * 2n+2r n+2r % 20 p2r  p* 21 p2n
(a ﬁ)( +5p aa” BT -pa”pr)
_ ﬁﬂzn _ﬂZI’
=& > )& o

]

= Q2n 2r

split oktonyonlar i¢in elde edilir. Es 3.1 den;

~ ~
~

Qn+r l:n+r Qn rfnr = (Qn+r +‘SQn+r+l)Fn+r (Qn r +‘C’Qn r+1)Fn r
Qn+r n+r Qn r’n-r + S(Qn+r+1 n+r _Qn—r+1 I:n—r)
- (Qn+r n+r Qn r' n- r)(1+g)

olup benzer islemler yapildiktan sonra ve Lemma 3.2.2 deki tanimlamalar da

kullanilarak;

~ ~
~

Qn+r I:n+r - Qn—r I:n—r = FZrQZn (1+ g)
elde edilir. .

Es. 4.8 i¢in Lemma 3.2.1 deki 4, @,,@,, 1,(a”)*,(B7)*,a’ B ve B’ ifadelerinin

esitlikleri kullanildiginda;
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6n+r Ln+r + anl’ Ln—r = (

_ 1 [ ™ +a’a™ g™ — BB ™ — g g
+0§f[05_2”i)r +aa" BT =B B " - BB
— 1 [a* 2n+2r _I_a*amrﬂmr _ﬂ*ﬁnJrl’al’Hl’ _ﬂ*ﬁZFHZI’
‘(Faajj])_rﬂnr BB a™"
aZrﬂZr (a* 2n-2r ﬁ ﬂZﬂ*Zf)

(l 2r
= (aiﬁ) [a*a2n+2r +a*an+rﬂn+r _ﬂ*ﬂmramr _ﬂ*ﬂ2n+2r
+a*an—rﬂn r ﬁ ﬂn r_n-r _l_a*aZnﬂZr ﬁ ﬂZn 2r]
(@ ﬁ) [@'a™ (@™ + p*) = BB (@™ + B¥)
¢ 4l (@ =B)+a" p (@ )]
( ﬁ) [(a2r +ﬂ2r)(a* 2n ﬂ*ﬂZn)

+(a _ﬂ )(anwﬂmr +O{n—rﬂn—r)]
:(aZr +ﬂ2r)(a az:ﬁ ﬁzn)

+ (u)(amrﬂnw _I_an—rﬂn—r)
a-f

= L, Q0 +[(-D)™" +(-1)""1Q,
= I-2r62n + 2(_1)n+r QO

+

split oktonyonlar i¢in elde edilir. Es 3.1 den;

~
~

Qn+r n+r Qn rbnor — (Qn+r +‘C'Qn+r+1)|-n+r +(Qn r +£Qn r+1)Ln r
Qn+r n+r Qn r—n-r +8(Qn+r+1 n+r +Qn r+1 n— r)
= (Qn+r n+r n r n r)(1+€)
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olup benzer islemler yapildiktan sonra

~ ~

Qn+r I—n+r Qn r=n-r [LZrSZn + 2(_1) " QO](1+ ‘9)

elde edilir.

Es. 4.9 i¢in Lemma 3.2.1 deki A, 0, @,, 1,(c’)?,(B)°,a’ B~ ve B ifadelerinin
esitlikleri kullanildiginda;
ProrLnee =ProiLoy = (@™ + 878" ) (@™ + p")
SR b Ry
=(a" @™ + T —a ™ - p )
= (o ™" +/5'*,32n+2r -a Znﬂzr pa’ ™)

_ 4 ) ,Bﬂzn ﬂZr
(= p) = EE _ﬂ>

split oktonyonlar igin elde edilir. Es 3.1 den;

u
u

n+r Ln+r " Thor Ln r— (5 gﬁn+r+l)|—n+r (P +‘C’P r+1)Ln r
5n+r I—n+r Pn an r +g( n+r+l n+r Pn—r+an—r)

:( ﬂ+an+l’ n r n r)(1+8)

olup benzer islemler yapildiktan sonra ve Lemma 3.2.2 deki tanimlamalar da

kullanilarak;

~ ~
~

P.L.-P L =5F0Q,(l+e)

n+r —n+r n—-r —n-r

elde edilir.
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Es. 4.10 igin Lemma 3.2.1 deki A, @, ®,,1,(a”)*,(87),a’ B~ ve f'a

ifadelerinin esitlikleri kullanildiginda;

P.L.+P_ L =@a™ +p B ") a"" +p"")

+@a" + BN + )

:a*aZrH—Zr +a*an+rﬂn+r +IB*IBn+ran+l’ +,B*ﬂ2n+2r
+a a™ vaa" B+ BB e+ p )

:a*aZrHZI’ +a*an+rﬂn+r +ﬂ*ﬂn+ran+r +,B*ﬂ2n+2r
+aa" T+ B
+ a2rﬂ2r (a*aZn—Zr + ﬂ*ﬁZﬂ—Zr)

:a*aZrHZI’ +a*an+rﬂn+r +ﬂ*ﬂn+ran+r +ﬂ*ﬂ2n+2r
+a " B+ BT o B+ B

—aa® (@ ) 0 )

+a"™ B (" + )+ B (o + B)

=(a” + "N a® +  B°")

+(@ + B ) a™ B +a" BT

=L, P, +2(-1)™"P,

split oktonyonlar i¢in elde edilir. Es 3.1 den;

~ ~
~ ~

L. + n—r Ln_r = (IS + ‘(’{5 +r+l) Ln+r + (Isn—r + ‘(’ﬁ‘n—wl) Ln—f

n+r —n+r n+r n
= Pn+r I‘n+r + Pn—r Ln—r + g(Pn+r+1 Ln+r + Pn—r+1 Ln—r)

= (I5n+r I—n+r - ISn—r Ln—r)(1+ g)

olup benzer islemler yapildiktan sonra ve Lemma 3.2.2 deki tanimlamalar da

kullanilarak;

P.L.+P L . =[L,P, +2(-)™ P]L+e)

n+r =—n+r n—-r =—n-r

elde edilir.
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Es. 4.11 igin Lemma 3.2.1 deki A, @, ,,11,(a”)*,(B7),a’ B~ ve f'a

ifadelerinin esitlikleri kullanildiginda;

~ ~

P F +P F — 1 [(a*amr +ﬂ*ﬁ"”)(a"” _ﬂmt)
a-p

n+r - n+t n+t "' n+r

+ (a*an+t _l_ﬂ*ﬂnﬂ)(amr _IBn+r)]

— 1 ﬂ[(a*a2n+r+t _a*an+r n+t +ﬂ*ﬁn+ran+t
a p—
_ﬂ*ﬁ2n+r+t +a*a2n+r+t

_a*an+t n+r +ﬂ*ﬂn+tan+r _ﬁ*ﬂ2n+r+t]
— L[Z(a*a2n+r+t _ﬂ*ﬂ2n+r+t) _a*(an+rﬂn+t +an+tﬂn+r)
a-p
+ﬂ*(ﬂn+ran+t +ﬂn+tan+r)]
— l [2(a*a2n+r+t _ﬂ*ﬂ2n+r+t)
a-p
_(an+rﬂn+t +an+tﬂn+r)(a* _ﬂ*)]
* 2n+r+t * n2n+r+t * *
a o - n+ r- r-ty &~
2 D @@+

a-p a-p
= 2Q2n+r+t - (_1) "t Lr—tQO

split oktonyonlar i¢in elde edilir. Eg 3.1 den;

n
n

I:)nJrr I:n+t + Pn+t I:n+r = (5n+r + 65n+r+l)|:n+t + (|5n+t + 85n+t+1)|:n+r
= ISnJrr I:n+t + |5n+t I:n+r + ‘9(5n+r+1 Fn+t + |5n+t+1 I:n+r)
= (PP + PP )L+ )

olup benzer islemler yapildiktan sonra ve Lemma 3.2.2 deki tanimlamalar da

kullanilarak;

~

n+r Fn+t + n+t I:n+r = 2Q2n+r+t - (_1) " Lr—tQO (1+ g)

u

elde edilir. "
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4.3. Teorem:

A=-6 —e, +4e, -3¢, +9e. +6e, —6e,

olmak iizere;

0.0, -0.0 =2(-D)™IF (l+¢) (4.12)
PP —P P =10(-1)"4F, (L+s) (4.13)
dir.

Ispat

Split Fibonacci ve Lucas oktonyonlar igin verilen Binet formiillerini kullanalim.

Es. 4.12 i¢in;

3,0, - 0,0, = %[(a*a” BN "~ 5"
(@ a" - F o e~ B A)]

- é[—a*ﬂ*a”ﬁ’“ Ny PP LY I YL

olur. Lemma 3.2.1 deki A,@,,@,, 1, (a)*,(B7),a’ B~ ve B’ ifadelerinin
esitlikleri kullanildiginda;

0.0.-0.0, = 1[—a“ﬂm 257 +a"™ B"24/51]

— 2\/_1 ﬂ ( nm_an—m)

= 2(—1)””1/1|:n_m
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split oktonyonlar igin elde edilir. Es 3.1 den;

=Q,Q. +sé 6 +1+€Qn+1Q Q Q, - Q, QM €Q1Q,
= Q,Qn ~ Qs +(Q Qs + Q0 Q — QuQust ~ 0raQn)
-Q,Q, -Q,Q, +£(Q,Q, -9.Q,)

olup benzer islemler yapildiktan sonra ve Lemma 3.2.2 deki tanimlamalar da

kullanilarak;

0,Qy ~Q,Q, = 2A-D™AF, , (1+£)
elde edilir.

Es. 4.13 igin Lemma 3.2.1 deki A, ,,@,, 1,(c’)?,(B)*, & B~ ve fa’

ifadelerinin esitlikleri kullanildiginda;

PP, PP = (" a"+ B ") " + B S")

—(@a" + "N 2" + BB
=a fa"p"+paa"p —a fa"p" - aa"B"
ZOC*ﬂ*Olmﬂm((Zn_m _ﬂn—m)_ﬂ*a*amﬂm(an—m _ﬂn—m)
—a" " - NGB )
RNy, AR A N )

a-p

=10-)" AF, .

split oktonyonlar icin elde edilir. Es 3.1 den;
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u
u
u
u

P, ~P.P, = (P, + &P )P, +ePp) — (P + &P )(P, +
=PP, +&P,, +&P P —PP -
BB, BB+ (PP, + PP, -
=PP —PP +&PP —PP)
=(PP —P P)(1+¢)

olup benzer islemler yapildiktan sonra

u
u

P _P P =10(-)"AF, _(1+¢)

elde edilir.
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