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TAAHHÜTNAME . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii
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1. GİRİŞ

Fibonacci ve Lucas kuaterniyonları Horadam tarafından tanımlanmıştır [2]. Birçok yazar

Fibonacci veya genelleştirilmiş Fibonacci kuaterniyonları ile ilgilenmiştir. Bu çalışmaların

bazıları [3,5,7,9].

Karmaşık sayılar teorisini sağlam bir matematiksel temel üzerine yerleştirme girişiminin

dönüm noktasını İrlandalı matematikçi William Rowan Hamilton’ın (1805-1865) çalış-

ması oluşturmuştur. Hamilton, gerçek kısım ve sanal kısımdan oluşan iki boyutlu karma-

şık sayıların üç boyutlu ifade edilmesi üzerine çalışıyordu ve karmaşık sayıları üç bo-

yutlu uzaya genişletmeyi umuyordu. Kuaterniyonların keşfine kadar, uzayda noktalar

sayı üçlü-leri olarak gösteriliyordu. Hamilton üçlüleri a, b ve c’nin asal sayılar i2 = j2 =

−1 olması durumunda a+bi+cj şeklinde yazılır. Bu üçlülerle toplama, çıkarma işlemleri

yapılabiliyor fakat çarpma ve bölme yapılamıyordu. Toplama ve çıkarma işlemlerinde her

i ve j biriminin katsayılarının toplamı veya farkı alınarak hesaplanır:

(a1 + b1i+ c1j) + (a2 + b2i+ c3j) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j

Üçlülerin çarpımı için Hamilton a1 + b1i + c1j üçlüsünün karesini alma şeklindeki en

basit durumu ele almıştır.

(a1 + b1i+ c1j)
2 = a21 − b21 − c21 + 2a1b1i+ 2a1c1j + 2bc1ij

elde etmiştir [13].

n > 2 için n adet sayının çarpımı Hamilton’ı on yıl kadar uğraştırmış ancak bir çözüme

ulaşamamıştır. Bir gün karısıyla Dublin’de Royal Canal’da gezinirken bir içgörü anında

çarpmadaki yer değiştirme yasasını bir kenara atıp üçlü sıralama yerine dörtlü sıralamayı

kullanırsa karşılaştığı sorunun ortadan kalkacağını fark etti. Dörtlü sıralamada, a + bi +

cj + dk için i2 = j2 = k2 = −1 alınması gerektiğini kabul etmiştir. Bu aşamadan yola

çıkarak ij = k diyebileceğini ji = −k , aynı şekilde jk = i = −kj ve ki = j = −ik

olması gerektiğini düşünmüştür.

Lobachevski’nin paralellik postulatını dışlayarak kendi içinde tutarlı yeni bir geometri

kurgulaması gibi Hamilton da çarpmadaki yer değiştirme kuralını yok sayarak kendi
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içinde tutarlı bir cebir ortaya koymuştur. Yürürken bir anda durmuş ve bir çakıyla temel

formülü i2 = j2 = k2 = ijk = −1 biçiminde Royal Canal’daki Brougham Köprüsünün

taşlarına kazımıştır. Aynı gün İrlanda Kraliyet Akademisi’ne giderek keşfini ilan etmiştir.

Buluş ani bir esin sonucu gerçekleşmiş fakat Hamilton keşfi üzerinde on beş yıla yakın

bir süre uğraşmıştır [11]. Günümüzde kuaterniyonlar özellikle fizik, kinematik, bilgi-

sayar grafikleri, animasyon, katı cisimler dönüşümleri içeren optimizasyon problemle-

rinde kullanılmaktadır. 1849 yılında James Cackle tarafından bölüntülü kuaterniyonlar

ileri sürülmüştür.

Hamilton’un kuaterniyonları keşfinin ilk üç ayı içerisinde, John Graves sekiz birim ele-

manlı bir sistem olan oktonyonlar sonucuna varmıştır. Bu cebirdeki çarpma sadece sıra

bağımlı değil aynı zamanda birleşme kuralına da sahip değildir. 1845 yılında Arthur

Cayley, Graves’in oktonyonları ile temelde aynı olan bir cebir tanımlayan çalışmasını

yayınlamıştır [13].

Kuaterniyonlar ve oktonyonlar hakkında özellikle son yıllarda artan pek çok çalışma

yapılmıştır. Keçilioğlu ve Akkuş [8] çalışmalarında Fibonacci ve Lucas oktonyonlar ile

Split Fibonacci ve Split Lucas Oktonyonları [10] tanımlamış ve bunlarla ilgili bazı sonuç-

lar çıkarmıştır. Halıcı [4] dual Fibonacci oktonyonları üzerine çalışmasında üreteç fonksi-

yonunu ve Binet formülünü elde etmiştir. Bilgici, Ünal, Tokeşer ve Mert [12] genelleştiril-

miş Fibonacci ve Lucas Oktonyonları ile ilgili çalışmalarında önemli sonuçlar bulmuşlar-

dır. 1830 yılından itibaren İrlandalı Sir William Rowan Hamilton kompleks sayılar üze-

rinde çalışmış. 1833 te iki reel sayıdan oluşan kompleks sayıların bir cebir oluşturduğu

sonucuna varmıştır. Clifford reel sayıları dual sayılara genişletmiştir [1]. Hacısalihoğlu,

Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi adlı kitabında dual sayılara kuaterniyon-

lara ve dual kuaterniyonlara geniş yer ayırarak konuya değinmiştir [4].

2



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde bazı temel kavramları ve teoremleri ele alalım. İlk olarak reel kuaterniyonlar

kümesi ile ilgili bazı tanımları vereceğiz.

Tanım 2.1

Tüm kuaterniyonların kümesi

K =
{
a+ b̂i+ cĵ + dk̂ : a, b, c, d ∈ R

}
olarak ifade edilmiştir. Burada ı̂, ̂, k̂; R3 ün ortonormal temel baz vektörleri ve

î2 = ĵ2 = k̂2 = −1

îĵ = −ĵk̂ = k̂

ĵk̂ = −k̂ĵ = −î

k̂î = −îk̂ = ĵ

şartlarını sağlar.

Bir q = a+ bı̂+ ĉ+ dk̂ kuaterniyonunun skaler kısmı, Sq ve vektörel kısmı, Vq olarak

gösterilir. Buna göre Sq = a ve Vq = bı̂ + ĉ + dk̂ olup herhangi bir q kuaterniyonu

q = Sq + Vq şeklinde ifade edilir [4].

Tanım 2.2

Toplama İşlemi;

⊕ : K×K→ K

(q1, q2)→ q1 ⊕ q2 = Sq1+q2 + Vq1+q2

şeklinde tanımlanır [4].
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Tanım 2.3

Skaler ile Çarpma:

� : R×K→ K

(λ, q)→ λ� q = λq = λSq +
−→
Vq

şeklinde tanımlanır ve aşağıdaki özellikler sağlanır.

∀λ ∈ R ve ∀q1, q2 ∈ K ∀λ1, λ2 ∈ R ve ∀q ∈ K için

• λ� (q1 ⊕ q2) = λ� q1 ⊕ λ� q2,

• (λ+ λ2)� q = (λ1 � q)⊕ (λ2 � q) ,

• (λ1λ2)� q = λ1 � (λ2 � q) ,

•1� q = q [4].

Tanım 2.4

Çarpma (Kuaterniyon Çarpma)

× : K×K→ K

(q1, q2)→ q1 × q2

işlemi aşağıdaki çarpım tablosu ile tanımlanır:

Tablo 2.1. Çarpım Tablosu

× 1 î ĵ k̂

1 1 î ĵ k̂

î î −1 k̂ −ĵ

ĵ ĵ −k̂ −1 î

k̂ k̂ ĵ −î −1
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Tablo 2.1 den

q1 × q2 =
(
a1 + b1î+ c1ĵ + d1k̂

)
×
(
a2 + b2î+ c2ĵ + d2k̂

)
= q1q2 − b1b2 + c1c2 + (d1d2 + a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2) î

+ (a1c2 + c1a2 + d1a2 − b1d2) ĵ

+ (a1d2 + a2d1 + b1c2 − c1b2) k̂

elde edilir. Böylece kuaterniyon çarpımınının şu özelliklere sahip olduğu görülür.

• İki kuaterniyon çarpımı bir kuaterniyondur,

• Kuaterniyon çarpımı birleşme özelliğine sahiptir,

• Kuaterniyon çarpımı dağılma özelliğine sahiptir.

Kuaterniyon çarpımı değişmeli değildir. Bu özellikleri ile {K,⊕,R,+, ·,�,×} sistemi

bir birleşmeli kümedir. Bu cebire kuaterniyon cebiri denir. K ile gösterilir [4].

Tanım 2.5

Eşitlik: Kuaterniyonlar için eşitlik bağıntısı her q1, q2 ∈ K için

q1 = q2 ⇐⇒ Sq1 = Sq2 ,
−→
Vq1 =

−→
Vq2

ve şeklinde tanımlanır.

Fark: Toplama ve skaler ile çarpma işlemlerinde iki kueterniyonun farkı

q1 − q2 = (Sq1 − Sq2) +
(−→
Vq1 −

−→
Vq2

)
yani Sq1−q2 = Sq1 − Sq2 ,

−−−→
Vq1−q2 =

−→
Vq1 −

−→
Vq2 olarak tanımlanır.

Eşlenik: K : K→ K, q → K (q) = Kq işlemi q = Sq +
−→
Vq −→ Kq = Sq −

−→
Vq şeklinde

tanımlanır ve Kq kuaterniyonuna q nun eşleniği denir.
−→
VKq = −

−→
Vq olduğundan

q ×Kq = Kq × q = a2 + b2 + c2 + d2 ∈ R

5



dır. O halde; q×Kq = Kq× q ≥ 0 dır ve q×Kq = Kq× q = 0 ⇐⇒ q = 0 dır. Eşlenik

işleminin aşağıdaki özelliklere sahip olduğu açıktır.

• K (aq1 + bq2) = aKq1 + bKq2 ;

• K (q1 × q2) = Kq1 ×Kq2 ;

• K (Kq) = q.

O halde eşlenik işlemi K cebirinde bir involusyonlu bağıntıdır.

Norm:

N : K→ R

q −→ N (q) = Nq = q ×Kq = Kq × q

veya q = a+bı̂+ĉ+dk̂ iseNq = q×Kq = Kq×q = a2+b2+c2+d2 pozitif reel sayısına

q kuaterniyonunun normu denir. q kuaterniyonun çarpmanın normu için aşağıdaki özellik

verilebilir:

N (q1 × q2) = N (q1 × q2) 1 = (q1 × q2)K (q1 × q2)

= q1 × (N (q2) 1)Kq = N (q2) 1N (q1) 1

= N (q1)N (q2)

İnvers:

()−1 : K−{0} −→ K−{0}

q −→ q−1 = Kq

Nq

şeklindedir. Böylece q × q−1 = q−1 × q = 1 elde edilir [4].

Şimdi Fibonacci ve Lucas sayıları ile ilgili tanım ve teoremleri vereceğiz.

Tanım 2.6

n > 0 için F0 = 0, F1 = 1 başlangıç koşulları ile verilen Fibonacci sayıları

Fn+1 = Fn + Fn−1

şeklindedir.
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Aynı bağıntı ile verilen fakat başlangıç noktaları L0 = 2, L1 = 1 olan Lucas sayıları

Ln+1 = Ln + Ln−1

şeklinde tanımlanır [6].

Teorem 2.1

x2 − x − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olan α = 1+
√
5

2
ve β = 1−

√
5

2
olmak

üzere Fibonacci ve Lucas sayılarının Binet formülleri sırasıyla

Fn =
αn − βn

α− β
(1.1)

ve

Ln = αn + βn. (1.2)

şeklindedir [1].

Fibonacci ve Lucas sayılarının Vajda teoremlerini verelim:

Teorem 2.2

i, j, n ∈ Z için

Fn+iFn+j − FnFn+i+j = (−1)n FjFi

Ln+iLn+j − LnLn+i+j = (−1)n+1 5FiFj

eşitlikleri sağlanır.

İspat

Binet formülünden yararlanarak,

7



Fn+iFn+j − FnFn+i+j =

(
αn+i − βn+i

α− β

)(
αn+j − βn+j

α− β

)
−
(
αn − βn

α− β

)(
αn+i+j − βn+i+j

α− β

)

=

[
− (−1)n αiβj − (−1)n βiαj

(α− β)2

]
−
[
− (−1)n βi+j − (−1)n αi+j

(α− β)2

]

= (−1)n
(
αi+j + βi+j − αiβj − βiαj

(α− β)2

)

= (−1)n
[
αi (αj − βj)

(α− β)2
− βi (αj − βj)

(α− β)2

]

= (−1)n
(
αj − βj

α− β

)(
αi − βi

α− β

)
= (−1)n FjFi

elde edilir.

Lucas sayıları için Vajda özdeşliği

Binet formülünden yararlanarak;

Ln+iLn+j − LnLn+i+j =
(
αn+i + βn+i

) (
αn+j + βn+j

)
− (αn + βn)

(
αn+i+j + βn+i+j

)
= (−1)n

[
αiβj + βiαj − βi+j − αi+j

]
= (−1)n

[
−αi

(
αj − βj

)
+ βi

(
αj − βj

)]
= (−1)n

(
αj − βj

) (
βi − αi

)
= (−1)n+1 (αj − βj

) (
αi − βi

)
= (−1)n+1 5FiFj

elde edilir.�
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Tanım 2.8

R reel sayılar kümesi (+) toplama (·) çarpma işlemlerine göre bir cisimdir. Reel sayılar

cismi de R ile gösterilsin. ∀ a, a∗ ikilisine bir sıralı ikili denir. Bu şekilde tanımlanan

R× R kümesi D ile gösterilsin.

D = {(a, a∗) : a, a∗ ∈ R} kümesi üzerinde bir eşitlik ve iki iç işlem aşağıdaki gibi tanımlanır

[4].

Tanım 2.9

⊕ : D× D −→ D iç işleminde A ile B sırasıyla (a, a∗) ve (b, b∗) için

A⊕B = (a, a∗) + (b, b∗) = (a+ b, a∗ + b∗)

biçiminde yapılır [4].

Tanım 2.10

� : D× D −→ D iç işleminde A ileB sırasıyla (a, a∗) ve (b, b∗) şeklinde alınırsa tanımı

A � B = (a, a∗) � (b, b∗) = (ab, ab∗ + a∗b) biçiminde yapılır. D üzerindeki tanımlı

işlemi çarpma olarak adlandırılır [4].

Tanım 2.11

R reel sayılar kümesi iken D = R× R kümesi üzerinde eşitlik,toplama ve çarpma işlemleri

yukarıdaki gibi tanımlandığında D kümesine dual sayılar sistemi ve bu eşitliği sağlayan

her bir D elemanına da bir dual sayı denir [4].

Tanım 2.12

A = (a, a∗) ∈ D dual sayısında ”a∗” reel sayısına A nın dual kısmı, ”a” reel sayısına da

A nın reel kısmı denir ve ReA = a, DuA = a∗ biçiminde tanımlanır.
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i = 0, 1, 2, 3 için ai, a∗i ∈ R olmak üzere, a = a0+a1e1+a2e2+a3e3 ve a∗ = a∗0+a∗1e1+

a∗2e2 +a∗3e3 reel kuaterniyonlar yardımıyla bir dual kuaterniyon A = a+εa∗, ε 6= 0, ε2 =

0 şeklinde tanımlanır. Bu dual kuaterniyonu A = A0e0 + A1e1 + A2e2 + A3e3 olarak

yazmak mümkündür. Burada

A0 = a0 + εe∗0

A1 = a1 + εe∗1

A2 = a2 + εe∗2

A3 = a3 + εe∗3

şeklindedir ve A0, A1, A2, A3 sayıları A nın dual bileşenleri olarak adlandırılır. Dual

kuaterniyonu kısaca

A =
3∑

s=0

Ases

şeklinde ifade edebiliriz [4].

Bir dual kuaterniyonun skaler ve vektörel kısımları sırası ile SA, ~VA ile gösterilirse,

SA = Sa + εSa∗ = A0

~VA = ~Va + ε~V ∗a = A0e0 + A1e1 + A2e2 + A3e3

elde edilir. Bir dual kuaterniyonun skaler kısmı bir dual sayıdır, vektörel kısmı ise bir

dual vektördür. Buna göre bu dual sayıyı

A = SA + ~VA

A = A0 +
3∑

s=1

Ases

şeklinde ifade edebiliriz [4].
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Tanım 2.9

ε dual birim olmak üzere sırasıyla dual Fibonacci ve dual Lucas sayıları:

F̃n = Fn + εFn+1

L̃n = Ln + εLn+1

şeklinde tanımlanır [1].

Tanım 2.10

Reel sayılar üzerindeki oktonyonlar cebirini O şeklinde gösterelim. q′ , q” ∈ K olmak

üzere Cayley-Dickson metodu kullanılarak p oktonyonu aşağıdaki gibi verilir:

p = q
′
+ q”e

Reel sayılar üzerindeki oktonyonlar cebiri için doğal baz e0 = 1, e1 = i, e2 = j, e3 =

k, e4 = e, e5 = ie, e6 = je, e7 = ke şeklinde ve herhangi bir p oktonyonu p0, ..., p7 ∈ R

olmak üzere,

p =
7∑

s=0

ases

şeklindedir [8].

Re(p) = a0 ve Im(p) =
7∑

s=1

ases olmak üzere herhangi bir p ∈ O için

p = a0 +
7∑

s=1

ases = Re(p) + Im(p)

şeklinde ifade edilir [8].

Bir p oktonyonunun eşleniği ve normu sırasıyla aşağıdaki gibi tanımlanır:

p̄ = Re(p)− Im(p)

ve

Np = pp̄ = p̄p =
7∑

s=0

a2s.
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Sıfırdan farklı herhangi bir oktonyonun inversi(tersi)

p−1 =
p̄

Np

şeklindedir [8].

q
′
1, q

′
2 sırasıyla q′1 ve q′2 kuaterniyonlarının eşlenikleri p1 = q

′
1+q

′′
1e ve p2 = q

′
2+q

′′
2e olsun.

Oktonyonlar cebirine göre iki oktonyonun toplam ve çarpımı :

p1 + p2 =
(
q
′

1 + q
′′

1e
)

+
(
q
′

2 + q
′′

2e
)

= q
′

1 + q
′

2 +
(
q
′′

1 + q
′′

2

)
e

p1p2 =
(
q
′

1 + q
′′

1e
)(

q
′

2 + q
′′

2e
)

=
(
q
′

1q
′

2 − q
′′
2 q
′′

1

)
+
(
q
′′

2 q
′

1 + q
′′

1 q
′
2

)

şeklindedir.

Reel sayılar üzerinde 8 boyutlu oktonyonlar tanımlanan cebire göre değişme ve birleşme

özelliklerine sahip değillerdir [8].
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3. FIBONACCI VE LUCAS OKTONYONLARI

Bu bölümde Fibonacci ve Lucas oktonyonları ile ilgili bazı tanım ve teoremleri vereceğiz.

Keçilioğlu ve Akkus, Fibonacci ve Lucas oktonyonlarını ve onların Binet formüllerini

tanıtmıştır. Fn ve Ln n’inci Fibonacci ve Lucas sayıları ve {e0, e1, ..., e7} oktonyonların

standart temeli olduğu taktirde n-yinci Fibonacci ve Lucas oktonyonları sırasıyla

Un =
7∑

s=0

Fn+ses

ve

Vn =
7∑

s=0

Ln+ses

şeklindedir [8].

{e0 = 1, e1, ..., e7} standart taban elemanlarının çarpım tablosu aşağıdaki gibidir:

Tablo 3.1.Oktonyon bazlarının çarpımı [5]

· 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

1 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 e1 −1 e3 −e2 e5 −e4 −e7 e6

e2 e2 −e3 −1 e1 e6 e7 e4 −e5
e3 e3 e2 −e1 −1 e7 −e6 e5 −e4
e4 e4 −e5 −e6 −e7 −1 e1 e2 e3

e5 e5 e4 −e7 e6 −e1 −1 −e3 e2

e6 e6 e7 e4 −e5 −e2 e3 −1 −e1
e7 e7 −e6 e5 e4 −e3 −e2 e1 1

Binet formülü ile Fibonacci ve Lucas oktonyonları sırasıyla;

Un =
α∗αn − β∗βn

α− β

ve

Vn = α∗αn − β∗βn
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şeklinde gösterilir. Burada α∗ =
7∑

s=0

αses β
∗ =

7∑
s=0

βses şeklindedir.[5]

Şimdi Fibonacci ve Lucas oktonyonları için Catalan özdeşliklerini verelim.

Teorem 3.1

n, r negatif olmayan tamsayılar ve λ = 2e5 +2e6 +e7 olsun. O halde Fibonacci ve Lucas

oktonyonları için, Catalan özdeşliği aşağıdaki gibidir.

U2
n − Un+rUn−r = (−1)n+r [F 2

r V0 − F2r (U0 − 14e5 − 14e6 − 7e7)
]

V 2
n − Vn+rVn−r = 5 (−1)n−r+1 [F 2

r V0 − F2r (U0 − 7λ)
]

[8].
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İspat

U2
n − Un+rUn−r =

(
α∗αn − β∗βn

α− β

)2

−
(
α∗αn+r − β∗βn+r

α− β

)(
α∗αn−r − β∗βn−r

α− β

)

=

[(
(α∗)2 α2n − α∗β∗ (αβ)n − β∗α∗ (αβ)n + (β∗)2 β2n

(α− β)2

)

−

(
(α∗)2 α2n − α∗β∗ (αβ)n αrβ−r − β∗α∗ (αβ)n βrα−r + (β∗)2 β2n

(α− β)2

)]

=
1

5

[
(α∗)2 α2n − α∗β∗ (−1)n − β∗α∗ (−1)n + (β∗)2 β2n

− (α∗)2 α2n − α∗β∗ (−1)n+r α2r − β∗α∗ (−1)n+r β2r + (β∗)2 β2n
]

=
1

5

[
(−1)n+r α∗β∗

((
α2r
)
− (−1)r

)
+ β∗α∗

(
β2r − (−1)r

)]

=
1

5
(−1)n+r

[(
V0 −

√
5U0 + 7

√
5 (2e5 + 2e6 + e7)

) (
α2r − (−1)r

)

+
(
V0 +

√
5U0 − 7

√
5 (2e5 + 2e6 + e7)

) (
β2r − (−1)r

)]

=
1

5
(−1)n+r

[(
α2r − 2 (−1)r + β2r

)
V0 −

√
5
(
α2r − β2r

)
U0

+7
√

5
(
α2r − β2r

)
(2e5 + 2e6 + e7)

]

=
1

5
(−1)n+r

[
5

(
αr − βr

α− β

)2

V0 − 5

(
α2r − β2r

α− β

)
U0

+35

(
α2r − β2r

α− β

)
(2e5 + 2e6 + e7)

]

=
1

5
(−1)n+r [5F 2

r V0 − 5F2rU0 + 35F2r (2e5 + 2e6 + e7)
]

= (−1)n+r [F 2
r V0 − F2r (U0 − 14e5 − 14e6 − 7e7)

]
15



V 2
n − Vn+rVn−r

= (α∗αn + β∗βn) (α∗αn + β∗βn)−
(
α∗αn+r + β∗βn+r

) (
α∗αn−r + β∗βn − r

)
= (−1)n 2V0 + (−1)n+1 α∗β∗αrβ−r + (−1)n+1 β∗α∗βrα−r

= (−1)n 2V0 + (−1)n+1−r α2rα∗β∗ + (−1)n+1−r β∗α∗β2r

= (−1)n 2V0 + (−1)n+1−r
[(
V0 −

√
5U0 + 7

√
5λ
)
α2r +

(
V0 +

√
5U0 − 7

√
5λ
)
β2r
]

= (−1)n 2V0 + (−1)n+1−r
[
V0
(
α2r + β2r

)
−
√

5U0

(
α2r − β2r

)
+ 7
√

5λ
(
α2r − β2r

)]
= (−1)n 2V0 + (−1)n+1−r

[
V0L2r − F2r

(√
5U0 − 7

√
5λ
)]

= 5 (−1)n−r+1 [F 2
r V0 − F2r (U0 − 7λ)

]

elde edilir.�

Catalan özdeşliğinde r = 1 alınarak Cassini özdeşliği elde edilir.

Sonuç 3.1

Herhangi bir n tamsayısı için

Un+1Un−1 − U2
n = (−1) [V0 − U0 + 14e5 + 14e6 + 7e7]

eşitliği sağlanır [8].

Teorem 3.2 (d’Ocagne Özdeşliği)

Keyfi n,m tamsayıları için

Um+1Un − UmUn+1 = (−1)m [Fn−mV0 + Ln−m (U0 − 14e5 − 14e6 − 7e7)]

Vm+1Vn − VmVn+1 = 5(−1)m+1 [Fn−mV0 + Ln−m (U0 − 14e5 − 14e6 − 7e7)]
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eşitlikleri sağlanır [8].

Um+1Un − UmUn+1

=

(
α∗αm+1 − β∗βm+1

α− β

)(
α∗αn − β∗βn

α− β

)

−
(
α∗αm − β∗βm

α− β

)(
α∗αn+1 − β∗βn+1

α− β

)

=

(
(α∗)2 αm+1αn − α∗β∗αm+1βn − β∗α∗βm+1αn + (β∗)2 β2n

(α− β)2

)

−

(
(α∗)2 αmαn+1 − α∗β∗αmβn+1 − β∗α∗βmαn+1 + (β∗)2 β2n

(α− β)2

)

=

[
−α∗β∗αm+1βn − β∗α∗βm+1αn + α∗β∗αmβn+1 + β∗α∗βmαn+1

(α− β)2

]

=
1

5
[α∗β∗αmβn (β − α) + β∗α∗βmαn (α− β)]

=

[
β∗α∗βmαn (α− β)

(α− β)2
+
α∗β∗αmβn (β − α)

(α− β)2

]

=

[
β∗α∗βmαn (αm)

(α− β) (αm)
− α∗β∗αmβnβm

(α− β) βm

]

=
(−1)m

(α− β)

[
β∗α∗αn−m − α∗β∗βn−m]

=
(−1)m

(α− β)

[(
V0 +

√
5U0 − 7

√
5 (2e5 + 2e6 + e7)α

n−m
)

−
(
V0 −

√
5U0 + 7

√
5 (2e5 + 2e6 + e7) β

n−m
)]

=
(−1)m

(α− β)

(
αn−m − βn−m)V0 +

√
5
(
αn−m + βn−m)U0

−7
√

5
(
αn−m − βn−m) (2e5 + 2e6 + e7)

= (−1)m [Fn−mV0 + Ln−m (U0 − 14e5 − 14e6 − 7e7)]
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Vm+1Vn − VmVn+1

=
(
α∗αm+1 + β∗βm+1

)
(α∗αn + β∗βn)− (α∗αm + β∗βm)

(
α∗αn+1 + β∗βn+1

)
= α∗β∗αm+1βn + β∗α∗βm+1αn − α∗β∗αmβn+1 − β∗α∗βmαn+1

= α∗β∗αmβn(α− β) + β∗α∗βmαn(β − α)

= (α− β) [α∗β∗αmβn − β∗α∗βmαn]

= (α− β)

[
α∗β∗αmβ

m

βm
βn − β∗α∗βmα

m

αm
αn

]
= (α− β)(−1)m

[
α∗β∗βn−m − β∗α∗αn−m]

=
√

5(−1)m
[(
V0 −

√
5U0 + 7

√
5λ
)
βn−m −

(
V0 +

√
5U0 − 7

√
5λ
)
αn−m

]
=
√

5(−1)m
[
V0
(
βn−m − αn−m)−√5U0

(
βn−m + αn−m)+ 7

√
5λ
(
βn−m + αn−m)]

=
√

5(−1)m
[
−V0

(
βn−m + αn−m)−√5U0

(
βn−m + αn−m)+ 7

√
5λ
(
βn−m + αn−m)]

=
√

5(−1)m+1
[
V0
(
βn−m + αn−m)+

√
5U0

(
βn−m + αn−m)− 7

√
5λ
(
βn−m + αn−m)]

=
√

5

√
5√
5

(−1)m+1
[
V0
(
βn−m + αn−m)+

√
5U0

(
βn−m + αn−m)− 7

√
5λ
(
βn−m + αn−m)]

=
√

5(−1)m+1 [V0Fn−m + U0Ln−m − 7λLn−m]

=
√

5(−1)m+1 [V0Fn−m + Ln−m (U0 − 7λ)]

�

Fibonacci ve Lucas oktonyonları için sırası ile Vajda teoremlerini verelim:
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Teorem 3.3

n, i, j ∈ Z ve λ = 2e5 + 2e6 + e7 için

Un+iUn+j − UnUn+i+j = (−1)n Fi [V0Fj + Lj (U0 − 7λ)]

Vn+iVn+j − VnVn+i+j = (−1)n Fi [−5V0Fj + Lj (35λ− 5U0)]

eşitlikleri sağlanır.

İspat

Binet formülünden yararlanılarak;

Un+iUn+j − UnUn+i+j

=
1

5

[(
α∗αn+i − β∗βn+i

) (
α∗αn+j − β∗βj

)
− (α∗αn − β∗βn)

(
α∗αn+i+j − β∗βn+i+j

)]

=
1

5

[
α∗β∗

(
−αn+iβn+j + αnβn+i+j

)
+ β∗α∗

(
−αn+jβn+i + βnαn+i+j

)]

=
(−1)n

5

[
α∗β∗

(
−αiβj + βi+j

)
+ β∗α∗

(
−αjβi + αi+j

)]

=
(−1)n

5

[
−α∗β∗βj

(
αi − βi

)
+ β∗α∗αj

(
αi − βi

)]

=
(−1)n√

5
Fi

[
−α∗β∗βj + β∗α∗αj

]

=
(−1)n√

5
Fi

[
βj
(
−V0 +

√
5U0 − 7

√
5λ
)

+ αj
(
V0 +

√
5U0 − 7

√
5λ
)]

= (−1)n V0FiFj + (−1)n U0FiLj − (−1)n 7λFiLj

= (−1)n Fi [V0Fj + Lj (U0 − 7λ)]
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elde edilir.

Vn+iVn+j − VnVn+i+j =
(
α∗αn+i + β∗βn+i

) (
α∗αn+j + β∗βn+j

)
− (α∗αn − β∗βn)

(
α∗αn+i+j − β∗βn+i+j

)
= α∗β∗ (−1)n αiβj + β∗α∗ (−1)n βiαj − α∗β∗ (−1)n βi+j

−β∗α∗ (−1)n αi+j

= (−1)n
(
αi − βi

) [
α∗β∗βj − β∗α∗αj

]
= (−1)n

(
αi − βi

) [(
V0 −

√
5U0 + 7

√
5λ
)
βj

−
(
V0 +

√
5U0 − 7

√
5λ
)
αj
]

= (−1)n
(
αi − βi

) [
−V0

(
αj − βj

)
−
√

5U0

(
αj + βj

)
+ 7
√

5λ
(
αj + βj

)]

= (−1)n
(αi − βi)

α− β
[−5V0Fj − 5U0Lj + 35λLj]

= (−1)n Fi [−5V0Fj + Lj (35λ− 5U0)]

elde edilir. �
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4. DUAL FIBONACCI VE LUCAS OKTONYONLARI

Bu bölümde 3. bölümdeki bilgilerden yararlanarak Fibonacci ve Lucas oktonyonların du-

allerini tanımlayacağız. Bu sayı dizileri için ayrıca binet formülleri, rekürans bağıntıları

ve diğer bazı özdeşlikleri elde edeceğiz. Bunun için önce bazı tanımları verelim.

Tanım 4.1

Fn ve Ln sırasyıla n-yinci Fibonacci ve Lucas sayıları olmak üzere sırasıyla dual Fibo-

nacci ve Lucas sayıları sırası ile aşağıdaki şekildedir:

F̃n = Fn + εFn+1 ve L̃n = Ln + εLn+1.

Tanım 4.2

n-yinci Dual Fibonacci oktonyon ve dual Lucas oktonyon sırası ile;

Ũn = Un + εUn+1 (4.1)

ve

Ṽn = Vn + εVn+1 (4.2)

şeklindedir. (3.1), (3.2) den yararlanarak (4.1), (4.2) yerine

Ũn =
7∑

s=0

F̃n+ses

ve

Ṽn =
7∑

s=0

L̃n+ses

yazılabilir.

Başka bir yaklaşımla dual Fibonacci, dual Lucas oktonyonları

Ũn =
α′αn − β ′βn

α− β

21



ve

Ṽn = α′αn + β
′
βn

şeklinde ifade edilir. Burada α′ = (1 + εa)
7∑

s=0

ases β
′ = (1 + εβ)

7∑
s=0

βses şeklindedir.

[3]

Şimdi Dual Fibonacci ve Lucas Oktonyonları için Catalan özdeşliklerini verelim.

Teorem 4.4

n, r negatif olmayan tamsayılar ve λ = 2e5 + 2e6 + e7 için

Ũ2
n − Ũn+rŨn−r = (−1)n−r

[
F 2
r V0 − F2r (U0 − 7λ)

]
(1 + ε)

Ṽ 2
n − Vn+rVn−r = 5(−1)n−r+1

[
Fr2V0 − Fr(U0 − 7λ) (1 + ε)

]

eşitlikleri sağlanır.

İspat:

Ũ2
n − Ũn+rŨn−r = (Un + εUn+1)

2 − (Un+r + εUn+r+1) (Un−r + εUn−r+1)

= U2
n − Un+rUn−r

+ε (UnUn+1 + Un+1Un − Un+rUn−r+1 − Un+r+1Un−r)

İspatı iki kısımda inceleyelim.
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Birinci kısım;

U2
n − Un+rUn−r

=

(
α∗αn − β∗βn

α− β

)2

−
(
α∗αn+r − β∗βn+r

α− β

)(
α∗αn−r − β∗βn−r

α− β

)

=

[(
(α∗)2 α2n − α∗β∗ (αβ)n − β∗α∗ (αβ)n + (β∗)2 β2n

(α− β)2

)

−

(
(α∗)2 α2n − α∗β∗ (αβ)n αrβ−r − β∗α∗ (αβ)n βrα−r + (β∗)2 β2n

(α− β)2

)]

=
1

5

[
(α∗)2 α2n − α∗β∗ (−1)n − β∗α∗ (−1)n + (β∗)2 β2n

− (α∗)2 α2n − α∗β∗ (−1)n+r α2r − β∗α∗ (−1)n+r β2r + (β∗)2 β2n
]

=
1

5

[
(−1)n+r α∗β∗

((
α2r
)
− (−1)r

)
+ β∗α∗

(
β2r − (−1)r

)]

=
1

5
(−1)n+r

[(
V0 −

√
5U0 + 7

√
5 (2e5 + 2e6 + e7)

) (
α2r − (−1)r

)

+
(
V0 +

√
5U0 − 7

√
5 (2e5 + 2e6 + e7)

) (
β2r − (−1)r

)]

=
1

5
(−1)n+r

[(
α2r − 2 (−1)r + β2r

)
V0 −

√
5
(
α2r − β2r

)
U0

+7
√

5
(
α2r − β2r

)
(2e5 + 2e6 + e7)

]

=
1

5
(−1)n+r

[
5

(
αr − βr

α− β

)2

V0 − 5

(
α2r − β2r

α− β

)
U0

+35

(
α2r − β2r

α− β

)
(2e5 + 2e6 + e7)

]

=
1

5
(−1)n+r [5F 2

r V0 − 5F2rU0 + 35F2r (2e5 + 2e6 + e7)
]

= (−1)n+r [F 2
r V0 − F2r (U0 − 14e5 − 14e6 − 7e7)

]
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İkinci kısım;

(UnUn+1 + Un+1Un − Un+rUn−r+1 − Un+r+1Un−r)

=
1

5

[
(α∗αn − β∗βn)

(
α∗αn+1 − β∗βn+1

)
(
+α∗αn+1 − β∗βn+1

)
(α∗αn − β∗βn)

−
(
α∗αn+r − β∗βn+r

) (
α∗αn−r+1 − β∗βn−r+1

)
−
(
α∗αn+r+1 − β∗βn+r+1

) (
α∗αn−r − β∗βn−r)]

=
1

5

[
−αnβn (α + β) (α∗β∗ + β∗α∗) + αn−rβn−r (α + β)

(
α∗β∗α2r + β∗α∗β2r

)]

α∗β∗ = V0 −
√

5U0 + 7
√

5λ

β∗α∗ = V0 +
√

5U0 − 7
√

5λ

α∗β∗ + β∗α∗ = 2V0

5F 2
r = L2r − 2 (−1)r
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özdeşliklerinden yararlanılarak,

(UnUn+1 + Un+1Un − Un+rUn−r+1 − Un+r+1Un−r)

=
1

5

[
2 (−1)n+1 V0 + (−1)n−r

(
V0 −

√
5U0 + 7

√
5λ
)
α2r

+
(
V0 +

√
5U0 − 7

√
5λ
)
β2r
]

=
1

5

[
2 (−1)n+1 V0

+ (−1)n−r
(
V0
(
α2r + β2r

)
−
√

5U0

(
α2r − β2r

)
+ 7
√

5λ
(
α2r − β2r

))]

=
1

5

[
2 (−1)n+1 V0 + (−1)n−r (L2rV0 − 5F2r (U0 − 7λ))

]

= (−1)n−r
[
F 2
r V0 − F2r (U0 − 7λ)

]

Birinci ve ikinci kısım birleştirilirse, istenen elde edilir.

Ṽ 2
n − Ṽn+rṼn−r

= (Vn + εVn+1)
2 − (Vn+r + εVn+r+1) (Vn−r + εVn−r+1)

= VnVn − Vn+rVn−r + ε [VnVn+1 + Vn+1Vn − Vn+rVn−r+1 − Vn+r+1Vn−r]

İspatı iki kısımda inceleyelim:
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Birinci kısım,

V 2
n − Vn+rVn−r

= (α∗αn + β∗βn) (α∗αn + β∗βn)−
(
α∗αn+r + β∗βn+r

) (
α∗αn−r + β∗βn − r

)
= (−1)n 2V0 + (−1)n+1 α∗β∗αrβ−r + (−1)n+1 β∗α∗βrα−r

= (−1)n 2V0 + (−1)n+1−r α2rα∗β∗ + (−1)n+1−r β∗α∗β2r

= (−1)n 2V0 + (−1)n+1−r
[(
V0 −

√
5U0 + 7

√
5λ
)
α2r +

(
V0 +

√
5U0 − 7

√
5λ
)
β2r
]

= (−1)n 2V0 + (−1)n+1−r
[
V0
(
α2r + β2r

)
−
√

5U0

(
α2r − β2r

)
+ 7
√

5λ
(
α2r − β2r

)]
= (−1)n 2V0 + (−1)n+1−r [V0L2r − F2r (5U0 − 35λ)]

= (−1)n+1−r V0L2r + (−1)n 2V0 + (−1)n+1−r [−F2r (5U0 − 35λ)]

= (−1)n+1−r V0L2r − (−1)n+1 2V0 + (−1)n+1−r [−F2r (5U0 − 35λ)]

= (−1)n+1−r V0L2r − (−1)r (−1)n−r+1 2V0 + (−1)n+1−r [−F2r (5U0 − 35λ)]

= [L2r − 2(−1)r]P0 (−1)n−r+1 + (−1)n+1−r [−F2r (5U0 − 35λ)]

= 5F 2
r P0 (−1)n−r+1 + (−1)n+1−r [−F2r (5U0 − 35λ)]

= 5 (−1)n−r+1 [F 2
r V0 − F2r (U0 − 7λ)

]
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İkinci kısım,

VnVn+1 + Vn+1Vn − Vn+rVn−r+1 − Vn+r+1Vn−r

= (α∗αn + β∗βn)
(
α∗αn+1 + β∗βn+1

)
+
(
α∗αn+1 + β∗βn+1

)
(α∗αn + β∗βn)

−
(
α∗αn+r + β∗βn+r

) (
α∗αn−r+1 + β∗βn−r+1

)
−
(
α∗αn+r+1 + β∗βn+r+1

) (
α∗αn−r + β∗βn−r)

= (−1)nα (α∗β∗ + β∗α∗) + (−1)nβ (α∗β∗ + β∗α∗) + (−1)n+1 α∗β∗αrβ−rβ

+ (−1)n+1 β∗α∗βrα−rα + (−1)n+1 α∗β∗αrβ−rα + (−1)n+1 β∗α∗βrα−rβ

= 2V0(−1)n + (−1)n+1 α∗β∗αrβ−r [α + β] + (−1)n+1 β∗α∗βrα−r [α + β]

= 2V0(−1)n + (−1)n+r+1 α∗β∗α2r + (−1)n+r+1 β∗α∗β2r

= 2V0(−1)n + (−1)n+r+1 [α∗β∗α2r + β∗α∗β2r
]

= 2V0(−1)n + (−1)n+r+1
[(
V0 −

√
5U0 + 7

√
5λ
)
α2r +

(
V0 +

√
5U0 − 7

√
5λ
)
β2r
]

= (−1)n 2V0 + (−1)n+1−r
[
V0
(
α2r + β2r

)
−
√

5U0

(
α2r − β2r

)
+ 7
√

5λ
(
α2r − β2r

)]
= (−1)n 2V0 + (−1)n+1−r [V0L2r − F2r (5U0 − 35λ)]

= 5 (−1)n−r+1 [F 2
r V0 − F2r (U0 − 7λ)

]

Birinci ve ikinci kısım birleştirilirse istenen elde edilir.�

Şimdi dual Fibonacci ve Lucas oktonyonları için sırası ile Vajda teoremlerini verelim.

Teorem 4.5

n negatif olmayan tamsayı, i, j ∈ Z ve λ = 2e5 + 2e6 + e7 için,

Ũn+iŨn+j − ŨnŨn+i+j = (−1)n Fi [V0Fj + Lj (U0 − 7λ)] (1 + ε) (4.3)

Ṽn+iṼn+j − ṼnṼn+i+j = (−1)n Fi [−5V0Fj + Lj (35λ− 5U0)] (1 + ε) (4.4)

eşitlikleri sağlanır.
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İspat

Binet formülünden yararlanarak;

Ũn+iŨn+j − ŨnŨn+i+j = (Un+i + εUn+i+1) (Un+j + εUn+j+1)

− (Un + εUn+1) (Un+i+j + εUn+i+j+1)

= Un+iUn+j − UnUn+i+j

+ε (Un+iUn+j+1 + Un+i+1Un+j − UnUn+i+j+1 − Un+1Un+i+j)

İspatı iki kısımda inceleyelim:
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Birinci kısım;

Un+iUn+j − UnUn+i+j =
1

5

[(
α∗αn+i − β∗βn+i

) (
α∗αn+j − β∗βj

)

− (α∗αn − β∗βn)
(
α∗αn+i+j − β∗βn+i+j

)]

=
1

5

[
α∗β∗

(
−αn+iβn+j + αnβn+i+j

)

+β∗α∗
(
−αn+jβn+i + βnαn+i+j

)]

=
(−1)n

5

[
α∗β∗

(
−αiβj + βi+j

)
+ β∗α∗

(
−αjβi + αi+j

)]

=
(−1)n

5

[
−α∗β∗βj

(
αi − βi

)
+ β∗α∗αj

(
αi − βi

)]

=
(−1)n√

5
Fi

[
−α∗β∗βj + β∗α∗αj

]

=
(−1)n√

5
Fi

[
βj
(
−V0 +

√
5U0 − 7

√
5λ
)

+αj
(
V0 +

√
5U0 − 7

√
5λ
)]

= (−1)n V0FiFj + (−1)n U0FiLj − (−1)n 7λFiLj

= (−1)n Fi [V0Fj + Lj (U0 − 7λ)]

elde edilir.

İkinci kısım: (4.3) de j yerine j + 1 yazılırsa;

Un+iUn+j+1 − UnUn+i+j+1 = (−1)n Fi [V0Fj+1 + Lj+1 (U0 − 7λ)] (4.5)

elde edilir.
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Yine (4.3) de n yerine n+ 1 ve j yerine j − 1 yazılırsa;

Un+i+1Un+j − Un+1Un+i+j = (−1)n+1 Fi [V0Fj−1 + Lj−1 (U0 − 7λ)] (4.6)

elde edilir. (4.5) ve (4.6) dan

Un+iUn+j+1 + Un+i+1Un+j − UnUn+i+j+1 − Un+1Un+i+j

= (−1)n Fi [V0 (Fj+1 − Fj−1) + (Lj+1 − Lj−1) (U0 − 7λ)]

= (−1)n Fi [V0Fj + Lj (U0 − 7λ)]

olur. O halde; birinci kısım ve ikinci kısım birleştirilirse, istenen elde edilir.

Ṽn+iṼn+j − ṼnṼn+i+j = [(Vn+i + εVn+i+1) (Vn+j + εVn+j+1)

− (Vn + εVn+1) (Vn+i+j + εVn+i+j+1)]

= [Vn+iVn+j − VnVn+i+j

+ε (Vn+i+1Vn+j + Vn+iVn+j+1 − VnVn+i+j+1 − Vn+1Vn+i+j)]

İspatı iki kısımda inceleyim:

30



Birinci kısım,

Vn+iVn+j − VnVn+i+j =
(
α∗αn+i + β∗βn+i

) (
α∗αn+j + β∗βn+j

)
− (α∗αn + β∗βn)

(
α∗αn+i+j + β∗βn+i+j

)
= α∗β∗ (−1)n αiβj + β∗α∗ (−1)n βiαj

−α∗β∗ (−1)n βi+j − β∗α∗ (−1)n αi+j

= (−1)n
(
αi − βi

) [
α∗β∗βj − β∗α∗αj

]
= (−1)n

(
αi − βi

) [(
V0 −

√
5U0 + 7

√
5λ
)
βj

−
(
V0 +

√
5U0 − 7

√
5λ
)
αj
]

= (−1)n
(
αi − βi

) [
−V0

(
αj − βj

)
−
√

5U0

(
αj + βj

)
+7
√

5λ
(
αj + βj

)]

= (−1)n
(αi − βi)

α− β
[−5V0Fj − 5U0Lj + 35λLj]

= (−1)n Fi [−5V0Fj + Lj (35λ− 5U0)]

İkinci kısım,

(4.4) de j yerine j + 1 yazılırsa

Vn+iVn+j+1 − VnVn+i+j+1 = (−1)n Fi [V0Fj+1 + Lj+1 (U0 − 7λ)] (4.7)

elde edilir.

(4.4) de n yerine n+ 1, j yerine j − 1 yazılırsa

Vn+i+1Vn+j − Vn+1Vn+i+j = (−1)n+1 Fi [V0Fj−1 + Lj−1 (U0 − 7λ)] (4.8)

elde edilir.

(4.7) ve (4.8) den

Vn+i+1Vn+j + Vn+iVn+j+1 − VnVn+i+j+1 − Vn+1Vn+i+j (−1)n Fi [−5V0Fj + Lj (35λ− 5U0)]
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olur.

Birinci ve ikinci kısım birleştirilirse istenen elde edilir.

Şimdi dual Fibonacci ve Lucas oktonyonları ile ilgili bazı özdeşlikler verelim.

Lemma 4.3

n,m, s, r negatif olmayan tamsayılar ve λ = 2e5 + 2e6 + e7 için aşağıdakiler sağlanır.

1. Ṽn = Ũn−1 + Ũn+1

2. Ũn+rLn+r + Ũn−rLn−r = L2rŨ2n + 2 (−1)n+r Ũ0

3. Ũn+rFn+r − Ũn−rFn−r = F2rŨ2n

4. Ṽn+rŨn+s − Ṽn+sŨn+r = 2V0 (−1)n+r Fs−r (1 + ε)

5. Ũm+n + (−1)n Ũm−n = LnŨm

6. Ṽn+rLn+r + Ṽn−rLn−r = 2 (−1)n+r Ṽ0 + L2rṼ2n

7. Ṽn+rLn+r − Ṽn−rLn−r = 5FrŨ2n

8. Ṽn+rFn+t + Ṽn+tFn+r = 2Ũ2n+r+t − (−1)n+t Lr−tŨ0
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İspat

1. Ln = Fn−1 + Fn+1 ve Vn =
7∑

s=0

Ln+ses özdeşlikleri kullanılarak

Ũn−1 + Ũn+1 = Un−1 + εUn + Un+1 + εUn+2

=
7∑

s=0

(Fn+s−1 + Fn+s+1) es +
7∑

s=0

(Fn+s + Fn+s+2) es

=
7∑

s=0

Ln+ses + ε
7∑

s=0

Ln+s+1es

= Vn + εVn+1

= Ṽn

elde edilir.

2.

Ũn+rLn+r + Ũn−rLn−r = (Un+r + εUn+r+1)Ln+r + (Un−r + εUn−r+1)Ln−r

= Un+rLn+r + Un−rLn−r + ε [Un+r+1Ln+r + Un−r+1Ln−r]
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İspatı iki kısımda inceleyelim. Önce reel kısmı ele alalım.

Un+rLn+r + Un−rLn−r =

[(
α∗αn+r − β∗βn+r

α− β

)(
α∗αn+r + β∗βn+r

)

+

(
α∗αn−r − β∗βn−r

α− β

)(
α∗αn−r + β∗βn−r)]

=

[(
α∗α2n+2r − β∗β2n+2r

α− β

)
+

(
α∗α2n−2r − β∗β2n−2r

α− β

)

+ (−1)n+r

(
α∗ − β∗

α− β

)
+ (−1)n+r

(
α∗ − β∗

α− β

)]

=

[(
α∗α2n+2r − β∗β2n+2r

α− β

)
+

(
α∗α2n−2r − β∗β2n−2r

α− β

)

+2 (−1)n+r

(
α∗ − β∗

α− β

)]

=
(
α2r + β2r

)(α∗α2n − β∗β2n

α− β

)
+ 2 (−1)n+r

(
α∗ − β∗

α− β

)
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İkinci olarak dual kısım;

Un+r+1Ln+r + Un−r+1Ln−r =

[(
α∗αn+r+1 − β∗βn+r+1

α− β

)(
α∗αn+r + β∗βn+r

)

+

(
α∗αn−r+1 − β∗βn−r+1

α− β

)(
α∗αn+r + β∗βn+r

)]

=

[(
α∗α2n+2r+1 − β∗β2n+2r+1

α− β

)
+ (−1)n+r

(
α∗α− β∗β
α− β

)

+ (−1)n−r
(
α∗α− β∗β
α− β

)
+

(
α∗α2n+2r+1 − β∗β2n+2r+1

α− β

)]

=

[(
α2r + β2r

)(α∗α2n+1 − β∗β2n+1

α− β

)

+2 (−1)n+r

(
α∗α− β∗β
α− β

)]

Birinci ve ikinci kısım birleştirilirse;

=
(
α2r + β2r

) [(α∗α2n − β∗β2n

α− β

)
+ ε

(
α∗α2n+1 − β∗β2n+1

α− β

)]

+2 (−1)n+r

[(
α∗ − β∗

α− β

)
+ ε

(
α∗α− β∗β
α− β

)]

= L2rŨ2n + 2 (−1)n+r Ũ0

elde edilir.
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3.

Ũn+rFn+r − Ũn−rFn−r = (Un+r + εUn+r+1)Fn+r − (Un−r + εUn−r+1)Fn−r

= Un+rFn+r − Un−rFn−r + ε(Un+r+1Fn+r − Un−r+1Fn−r

=

[(
α∗αn+r − β∗βn+r

α− β

)(
αn+r − βn+r

α− β

)

−
(
α∗αn−r − β∗βn−r

α− β

)(
αn−r − βn−r

α− β

)

+ε

(
α∗αn+r+1 − β∗βn+r+1

α− β

)(
αn+r − βn+r

α− β

)

−
(
α∗αn−r+1 − β∗βn−r+1

α− β

)(
αn−r − βn−r

α− β

)]

=

(
α2r − β2r

α− β

)(
α∗α2n − β∗β2n

α− β

)

+ε

[(
α2r − β2r

α− β

)(
α∗α2n+1 − β∗β2n+1

α− β

)]

=

(
α2r − β2r

α− β

)[(
α∗α2n − β∗β2n

α− β

)

+ε

(
α∗α2n+1 − β∗β2n+1

α− β

)]

= F2r (U2n + εU2n+1)

= F2rŨ2n

elde edilir.
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4.

Ṽn+rŨn+s − Ṽn+sŨn+r

= (Vn+r + εVn+r+1) (Un+s + εUn+s+1)− (Vn+s + εVn+s+1) (Un+r + εUn+r+1)

= Vn+rUn+s − Vn+sUn+r

+ε (Un+s+1Vn+r + Vn+r+1Un+s − Vn+sUn+r+1 − Un+rVn+s+1)

=
(
α∗αn+r + β∗βn+r

)(α∗αn+s − β∗βn+s

α− β

)
−
(
α∗αn+s + β∗βn+s

)(α∗αn+s − β∗βn+s

α− β

)
+ε

[(
α∗αn+s+1 − β∗βn+s+1

α− β

)(
α∗αn+r + β∗βn+r

)

+

(
α∗αn+s − β∗βn+s

α− β

)(
α∗αn+r+1 + β∗βn+r+1

)
(
α∗αn+r+1 − β∗βn+r+1

α− β

)(
α∗αn+s + β∗βn+s

)
−

−
(
α∗αn+r − β∗βn+r

α− β

)(
α∗αn+s+1 + β∗βn+s+1

)]

= (−1)n (α∗β∗ + β∗α∗)

(
βrαs − αrβs

α− β

)
+

ε

[(
(−1)n (α∗β∗ + β∗α∗)αs+1βr + (α∗β∗ + β∗α∗) β−rαs+1

α− β

)

−
(

(−1)n (α∗β∗ + β∗α∗) βn+sαn+r+1 + (α∗β∗ + β∗α∗) βn+sαn+r+1

α− β

)

= (−1)n
[
(α∗β∗ + β∗α∗)

(
βrαs − αrβs

α− β

)

+ε (−1)n (α∗β∗ + β∗α∗)

[
αsβr (α + β)

α− β
− βsαr (α + β)

α− β

]

= (−1)n+r (2V0Fs−r) + ε (2V0Fs−r)

= 2V0 (−1)n+r Fs−r (1 + ε)
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5.

Ũm+n + (−1)n Ũm−n

= (Um+n + εUm+n+1) + (αβ)n (Um−n + εUm−n+1)

=

(
α∗αm+n − β∗βm+n

α− β

)
+ ε

(
α∗αm+n+1 − β∗βm+n+1

α− β

)

+ (αnβn)

(
α∗αm−n − β∗βm−n

α− β

)
+ ε

(
α∗αm−n+1 − β∗βm−n+1

α− β

)

=

(
α∗αm+n − β∗βm+n

α− β

)
+

(
α∗αmβn − β∗βmαn

α− β

)

+ε

[(
α∗αm+n+1 − β∗βm+n+1

α− β

)
+

(
α∗αm+1βn − β∗βm+1αn

α− β

)]

=

(
α∗αm − β∗βm

α− β

)
(αn + βn)

+ε

[(
α∗αm+1 − β∗βm+1

α− β

)
(αn + βn)

]

= (αn + βn)

[(
α∗αm − β∗βm

α− β

)
+ ε

(
α∗αm+1 − β∗βm+1

α− β

)]

= Ln (Um + εUm+1)

= LnŨm

elde edilir.
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6.

Ṽn+rLn+r + Ṽn−rLn−r

= (Vn+r + εVn+r+1)Ln+r + (Vn−r + εVn−r+1)Ln−r

= Vn+rLn+r + Vn−rLn−r + ε (Vn+r+1Ln+r + Vn−r+1Ln−r)

= α∗α2n
(
α2r + α−2r

)
+ β∗β2n

(
β2r + β−2r

)
+ 2 (−1)n+r (α∗ + β∗)

+ε
[
α∗α2n+1

(
α2r + α−2r

)
+ β∗β2n+1

(
β2r + β−2r

)
+ 2 (−1)n+r (α∗α + β∗β)

]
=

(
α2r + β2r

) (
α∗α2n + β∗β2n

)
+ 2 (−1)n+r (α∗ + β∗)

+ε
[(
α2r + β2r

) (
α∗α2n+1 + β∗β2n+1

)
+ 2 (−1)n+r (α∗α + β∗β)

]
= 2 (−1)n+r [α∗ + β∗ + ε (α∗α + β∗β)]

+
(
α2r + β2r

) [(
α∗α2n + β∗β2n

)
+ ε

(
α∗α2n+1 + β∗β2n+1

)]
= 2 (−1)n+r (V0 + εV0) + L2r (V2n + εV2n+1)

= 2 (−1)n+r Ṽ0 + L2rṼ2n

elde edilir.
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7.

Ṽn+rLn+r − Ṽn−rLn−r = (Vn+r + εVn+r+1)Ln+r − (Vn−r + εVn−r+1)Ln−r

= Vn+rLn+r − Vn−rLn−r + ε (Vn+r+1Ln+r − Vn−r+1Ln−r)

=
(
α∗αn+r + β∗βn+r

) (
αn+r + βn+r

)
−
(
α∗αn−r + β∗βn−r) (αn−r + βn−r)

+ε
[(
α∗αn+r+1 + β∗βn+r+1

) (
αn+r + βn+r

)
−
(
α∗αn−r+1 + β∗β

n−r+1
) (
αn−r + βn−r)]

= α∗α2n+2r + β∗β2n+2r − α∗α2n−2r − β∗β2n−2r

+ε
(
α∗α2n+2r+1 + β∗β2n+2r+1 − α∗α2n−2r+1 − β∗β2n−2r+1

)

= 5

(
α∗α2n

α− β

)(
α2r − α−2r

α− β

)
− 5

(
β∗β2n

α− β

)(
β2r − β−2r

α− β

)

+ε

[
5

(
α∗α2n+1

α− β

)(
α2r − α−2r

α− β

)

−5

(
β∗β2n+1

α− β

)(
β2r − β−2r

α− β

)]

= 5

(
α2r − β2r

α− β

)(
α∗α2n − β∗β2n

α− β

)

+ε

[
5

(
α2r − β2r

α− β

)(
α∗α2n+1 − β∗β2n+1

α− β

)]

= 5FrU2n + ε (5FrU2n+1)

= 5Fr (U2n + εU2n+1)

= 5FrŨ2n
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8.

Ṽn+rFn+t + Ṽn+tFn+r = (Vn+r + εVn+r+1)Fn+t + (Vn+t + εVn+t+1)Fn+r

= Vn+rFn+t + Vn+tFn+r + εVn+r+1Fn+t + Vn+t+1

İspatı iki kısımda inceleyelim. Önce reel kısım;

Vn+rFn+t + Vn+tFn+r =

[(
α∗αn+r + β∗βn+r

)(αn+t − βn+t

α− β

)

+
(
α∗αn+t + β∗βn+t

)(αn+t − βn+t

α− β

)]

=

[
2

(
α∗α2n+r+t − β∗β2n+r+t

α− β

)

− (−1)n (α∗ − β∗) (−1)t
(
βr−t + αr−t)]

= 2U2n+r+t − (−1)n+t Lr−tU0

Dual kısım;

Vn+r+1Fn+t + Vn+t+1Fn+r = 2

(
α∗α2n+r+t+1 − β∗β2n+r+t+1

α− β

)

− (−1)n+t (α∗α− β∗β)
(
βr−t + αr−t)

= ε
(
2U2n+r+t+1 − (−1)n+t Lr−tU1

)

bulunur. Buradan Ṽn+rFn+t + Ṽn+tFn+r = 2Ũ2n+r+t − (−1)n+t Lr−tŨ0 elde edilir. �
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