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1.GIRIS

Matematikte kuaterniyon, karmasik sayilar cisminin degismesiz genigletilmesidir.
Ik defa Irlandali matematikci Sir. William Rowan Hamilton tarafindan 1843
yilinda tamimlanmig ve ii¢ boyutlu matematige uygulanmistir. Sir.W.R. Hamil-
ton 1843 de kuaterniyonlar1 tanimlamig bundan alt1 y1l sonrada J. Cackle, Split
kuaterniyonlar1 hakkinda c¢aligma yapmistir. Reel ve kompleks sayilar gibi ku-
aterniyonlarda bir say1 sistemidir. Reel sayilar bir, kompleks sayilar iki bilegen
igerirken kuaterniyonlar dort bilegen icerir. Kompleks sayilar reel sayilarin bir
kombinasyonudur ve reel sayilar, ayni zamanda kompleks sayilarin bir alt kiime-
sidir. Dolayisiyla da kuaterniyonlar da iki kompleks sayimmin kombinasyonundan
olugmustur. Bu durumda kompleks sayilar da kuaterniyonlarin bir alt kiimesi ol-
malidir. Kuaterniyonlarin sonug olarak hem reel sayilar hem de kompleks sayilari
kapsayan daha genig bir say1 sistemi oldugu goriiliir. Fizikte olciilebilen her sey
reel olmak zorundadir ve reel sayilar bilimin dogusundan itibaren kendilerine her
alanda uygulama sahasi bulmustur. Kompleks sayilarda mekanik ve elektriksel
uygulamalarda ozellikle devre analizlerinde kullanilmaktadir. Bu say1 sistemi uy-
gulamalara sadece iki boyut getirirken, 3-boyutlu uygulamalarda ise vektorler kul-
lanilir. Fakat vektorler bazi uygulamalarda yetersiz kalmaktadir. Kuaterniyonlar
vektorleri ifade etmede kullanilabilir. Bu say1 sistemi vektorleri kapsadigi gibi, bir

de reel bilegen ortaya koyarak uygulamalara dordiincii bir boyut ekler.

Kuaterniyon cebiri, birlesmeli fakat degisimli olmayan (1,i, j,k gibi) dort eleman-
dan olusur ve bunlardan biri reel, diger iicii sanaldir. Kuaterniyonlar boliim cebi-
rine sahip olup her ne kadar kuaterniyonlar degigme oOzelligini saglamasa da pek
¢ok uygulamada vektorler ve matrisler yerlerini almig hala kuramsal ve uygulamali
matematikte kullanilmaktadir. Baghca kullanim alani ii¢ boyutlu uzayda donme

ve kayma hareketinin hesaplanmasidir.

Pell sayilar1 ise 1 4 /2 giimiig oraninin katlarma orantih iistel olarak biiyiir. Pell

say1 dizisi {0, 1,2, 5, 12,29, 70,169, ...} seklindedir.



Eger x,y € Z icin Pell denkleminde 22 +y? = 1 ¢oziimiinii olusturursak g oranlari

v i1 3 T 17T 41 99
V2 ye yakin yaklasim saglar. Bu formun yaklasik dizisi 1, 52 E5 90 591 Ty -

Pell-Lucas say1 dizisi: {2, 2,6, 14, 34,82, 198,478, ...} seklindedir.

Fibonacci ve Lucas sayilari gibi Pell ve Pell-Lucas sayilar1 da matematik diinyasinin
glizelligini ve uygulanabilirligini gostermektedir. Analiz, geometri, trigonometrive
ayrik matematigin cesitli alanlarini, say1 teorisini, grafik teorisini, lineer cebir ve
alanlar1 birbirine baglayan deney, kesif, varsayim ve problem ¢ozme teknikleri i¢in
firsatlar sunar. Pell ve Pell-Lucas sayilar1 genig bir say1 dizisinin ilging ¢zelligini

gikarmak i¢in giiclii bir arag olarak genisletilmig bir Fibonacci ailesine aittir.

Koshy (2001), uygulamah Pell ve Pell-Lucas sayilari, Pell denklemleri, Pell top-
lamlar1, Pell-Fibonacci Hibritleri ve genigletilmig Pell ailesi iizerinde calismalar

yapmisgtir.

Cimen (2016), Pell ve Pell-Lucas sayilariyla iligkili kuaterniyon sayilarimin yeni

siniflarini sistematik bir sekilde incelemistir.

Tokeser, Unal ve Bilgici (2016), Split Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlar: {izerinde

caligmalar yapmiglardir.



2.TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Bu boliimde kuaterniyon kiimesi tanimlanip kuaterniyon kiimesi iizerinde tanimli

temel kavramlar verilecektir.

Tanim 2.1

Bir reel kuaterniyon, sirali 1,7,5,k gibi dort birime eslik etmesiyle tanimlanabilir
ve ¢ = a+bi+ cj + dk bigiminde ifade edilir (4,7,k birimleri {i¢ boyutlu reel vektor

uzaymin bir dik koordinat sisteminin baz vektorleri olarak alinir).

Burada;

1= k= —5n
k= 1= — kj
ki= 5= —ik

ozelliklerine sahiptir. Bu ¢alismamizda kuaterniyon kiimesini H (Hamilton) ile
gosterelim ve H = {a+bi +c¢j+dk : a,b,c,d € R} ile tammlayalim. Bir ¢ ku-
aterniyonu S, = a skaler kisim ve V, = bi + ¢j + dk vektorel kisim olmak tizere
q = Sy +V, seklinde yazilir. H tzerinde toplama, cikarma, skaler ile ¢arpma,

eglenik ve norm gibi ifadeler agagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 2.2

Kuaterniyonlar tizerindeki iglemler:

¢1,¢2 € H igin; toplama islemi, @ : HxH — H, ¢ ®q2 = Sy 4+ P Viy 44, seklinde

tammlanir.



Yani ¢; = a1 + b12 + c17 + dik, go = as + bot + coj + dok olmak tizere,

ql@QQ = (CLl+6L2)—|—(bl+b2)i+<01+02>j+(d1+d2)]{3
SQ1@Q2 = SQ1 + 5(12

Vig = Vot Ve

914492

seklindedir.

q € H icin, bir kuaterniyon ile bir skalerin ¢arpimi

©: RxH — H
(Ag) — AOg=Ag=AS,+ 2V,

seklindedir ve agagidaki ozellikleri saglar.

LAO(@ @)= A1+Ag, VAER ¢, € H
2- (M ®A2) g = (Mg) + (A2g2) , A, A2 €R

3- (MeA2) ¢ = A1 (A29)

L10q=q 1R 4]

q1,q2 € Higin

x HxH — H
(01,q2) = @1 X @2
iki kuaterniyon carpimi q; = ay + b1t + c1j + dik, g2 = as + bai + coj + dok olmak
iizere,
@1 X @a = (a1 +bii+ 1)+ dik) (ag + boi + coj + dok)

= ajay — (biby + c1c9 + dids) + (a1by + bras + ayds — dyas)i

+ (CL102 + ciag + d1a2 - bldg)j + (CleQ + CLle + b102 - C1b2>/{3



seklindedir. Bu tanim agagidaki tablo yardimiyla elde edilir:
Tablo 1: Kuaterniyonun bazlarinin carpima
X |1 T 7k
1)1 7k

Kuaterniyon carpimi icin baz o6zellikler asagidaki gibi verilebilir:

1- Iki kuaterniyon carpim bir kuaterniyondur.
2- Kuaterniyon ¢arpimi birlesme 6zelligine sahiptir.
3- Kuaterniyon ¢arpimi dagilma ozelligine sahiptir.

4- Kuaterniyonlarda c¢arpma igleminin degisme ozelligi olmadigindan bir cisim

degildir,[4].

q € H icin,
H@:H — H
g — H(q)=a— (bi+cj+dk)
bir kuaterniyonun eslenigi H(q) = a— (bi + ¢j + dk) seklindedir. H(q) = H, i¢in
q=S,+V,— H,= S, -V, ve H; kuaterniyonuna ¢ nun eglenigi denir ve
H(aqy +bg2) = aH,, +bH,,
H(qi X g2) = Hy, x Hy,

H(H(q)) =q

ozelliklerine sahiptir.

Bir q kuaterniyonun normu

N:H — R
¢ = N(¢g)=N,=qx H,=a*>+ b+ +d

5



O halde, g x Hy=H, xq>0vegx Hy=H, x q=0<% ¢=0 dir.

Bir kuaterniyonun tersi

0™t H-{0} - H-{0}
. q_lzﬂ:a;(bi—i—cj—i—dk)
N, a2+b+c+d?

seklindedir [4].



3. PELL VE PELL-LUCAS SAYILARI

Bu boliimde Pell ve Pell-Lucas sayilar1 tanimlanip Binet formiiliindeki gosterimi
ve Pell ve Pell-Lucas sayilarinin 6zdeslikleri ve Vajda gibi ozel teorem ve ispatlar

verilecektir.
Tanim 3.1

Pell sayilar1 negatif olmayan n tamsayA-+larA+ icin,

2Pn_1 + Pn_Q’ n Z 2

seklinde tanimlanir. Dizinin terimleri; {0,1,2,5,12,29, 70, 169, ...} seklindedir.

Pell sayilar1 Binet formiiliinde; v =1 + V2 ve § =1 — /2 olmak iizere

,yn —§n

P, =
vy— 0

seklinde de ifade edilebilir.

Pell-Lucas sayilar1 negatif olmayan n tamsayilari icin
2, n=>0
PLn = 2, n=1
2PLn71 + PLn,Q7 n Z 2

seklinde tammlanir. Pell-Lucas dizisinin terimleri ise, {2, 2, 6, 14, 34, 82,198,478, ...
seklindedir.

Pell-Lucas sayilarinin Binet formiilii ise

B ,.yn + 57’1

PL,
2

ile verilir [2].



Pell ve Pell-Lucas sayilar1 arasindaki baz1 bagintilar :

P, — 2P, 5+ Ppis
PLyyw =P+ B,

PL, =P, —P, (3.1)
9PL, =P, | — Py

9P,  =2PL,,, — PL,

[12]

elde edilir [12].H

Tanim 3.2

ag, @y, as, ... bir reel say1 dizisi olsun n > 0 olmak iizere, h (v) = ap + a1 + asz® +

... + a,a" + ... ifadesine {a,} dizisinin tireteg fonksiyonu denir [6].

Pell ve Pell-Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonlarii verelim.

Teorem 3.3

P(z); Pell polinomu olmak iizere iireteg fonksiyonu

T

P(x)zl—Zx—xQ

dir.



ispat

P(z) =3, P,a™ olmak iizere

P(z) = ZPn:c”
n=0
= P0$0+P1£C1+P2£L'2+P31'3+...

= 0+ 1z + Z P, 2"t

n=1

= z+ 2(2]3” + P,_p)z" !

n=1

= T+ f: 2P,z + f: P,_qiz"t1
n=1 n=1

= x4+ 2z i P.a" +x i P,_x"
n=1 n=1

= 42 Z P.a" + x(Pyx' + Pz’ + Pyr?..)

n=1

= x4+ QxZPna:” +x(0+ Pa? + Pyad + )

n=1

= x4+ QIZ P,a" + 2*P ()
n=1
= x+22P(z) +2°P (z)
x
1—2z — a2

PL(x); Pell -Lucas polinomu olmak tizere iireteg fonksiyonu PL(x) = >~ 7 PL,a"



olmak tizere

PL(z) = Y PL,a"
n=0
= PL()IO + PL1I1 + PLQ.CL’2 + PL3I3 + ...

= 21422+ ) PLyga™"

n=1

= 2420+ Y (PLy+ PLyy)2™!

n=1

= 2+ 2x+xiPLna:” + xiPLn_lx"

n=1 n=1

= 2422+ 2(PLy(x' + PLyx® + ...) + 2(PLoz" + PLy2°...)

= 2422+ 2PL(z) + 2*PL(x)
2 ST
1— 2z — x2

Pell ve Pell-Lucas sayilarinda Vajda teoremlerini verelim.
Teorem 3.4

n,t,j € Z olmak tizere, Pell ve Pell-Lucas sayilari i¢in Vajda ozdeglikleri
PoyiPoyj — PoPuyiy; = (—1)" PP,

ve
PLyiPLyj— PL,PLy i =2(=1)""' PP

dar.

10



ispat
Pell sayilarinin Binet formiiliinden yararlanilarak
,yn+i - 5n+i ,YnJrj - 5n+j B ,yn - 5n ,yn+i+j - 5n+i+j

2v/2 2V/2 2v/2 2V/2

2n+i+j5 ,Yn+i5n+j _ 5n+i,yn+j + 52n+i+j

Pn+iPn+j - PnPn+i+j -

—~

)]

[y

_72n+i+j + ’}/ndn+i+j + 5n,yn+i+j o 52n+i+j]

0| —

— _[_,yn—ﬁ—z(sn—l-j - 5n+z,yn+] +,7n5n+z+j +5n,yn+z+]]

8

1 o ) o )
= h"eE =) + 8"y = 8]

1 . AP . . .
— g[_,yn(;n-‘r](,yz F 52) + 6n,yn+j(,yz . 51)]

_ 1<_1)n[(7" -9 (7 = &)
8 2V/2  2v/2
= (-1)"RF

8]

Pell-Lucas sayilar1 Binet formiiliinden yararlanilarak

,.Yn—i—i + (5n+z‘ ,yn—i—j + 6n+j) (,.)/n + 571 ,yn—i-z'—i—j + 5n+i+j
2 2 2 2
[,72n+1l+j + 7n+i5n+j 4 6n+i7n+j + 62n+i+j _ 72n+i+j

PLytiPLyyj— PLyPLyyiy; =

—
—~

)

A~ =

_,yTL(STL+’L+] _ 6n,yn+z+] _ 52n+1+g

_ 1 hn+i5n+j + 5n+i7n+j _ ,Yn(;n—f—i-i-j _ 5n,yn+i+j]

1
= %[7”5”“ (7' = 0") + 0"y (8" = 4")]
L (=) (7 )

= (Vs s

— 2-1"RA

11



4. SPLIT PELL VE SPLIT PELL-LUCAS KUATERNIYONLARI

Bu boltimde Split Pell ve Split Pell-Lucas sayilar: tanimlanip Binet formiiltindeki
gosterimi ve Split Pell ve Split Pell-Lucas sayilarininda Catalan, Cassini, d’Ocagne
ve Vajda gibi 0zel teoremleri ve ispatlar1 verilmig olup son olarak da Split Pell ve

Split Pell-Lucas sayilarinin 6zdeglikleri ve ispatlar1 yapilmigtir.

Tanim 4.1

F karekteristigi 2 olmayan keyfi bir cisim ve F’, F' nin c¢arpimsal grubu olsun.

Kuaterniyon cebiri (%) ve

bagintisiyla tanimlanir.

Eger k= ij, K®>= —ij € I’ ve th = —ki = a jalirsak ki = —jk = bi elde

ederiz.

a=b=—-1 ve F =R, (%) durumunda reel sayilar tizerinde kuaterniyon-
lar halkasidir denir. Split kuaterniyonlar1 para kuaterniyonlar, antikuaterniyonlar,
pseudo kuaterniyon hiperbolik kuaterniyon olarak da adlandirilir [12].

Tanim 4.2

Split kuaterniyon kiimesi,

Pe={a+bi+cj+dk:abcdcRi*=—1j5>=k =1}

12



seklinde tanimlanir ve baz elemanlarinin ¢carpim tablosu

Tablo 2: Split kuaterniyonun bazlarimin ¢arpima

X |1 1 gk
1)1 v gk
11 —1 k —j

-k 1 —i
klk 5 1+ 1

seklindedir [12].

Tanim 4.3

a = a+ bi + ¢j + dk bir split kuaterniyon olmak tizere, eglenigi
a=a—bi—cj—dk

normu ise,
N(a)=aa=a*+b - —d°

seklinde tammlanir [12].

Split Pell kuaterniyon n > 0; {1,4, j, k} standart baz alinarak
SP,=P,+ Pyi1i+ Pyioj + Puisk
ile tammlanir [12].
Negatif indisli Pell sayilar i¢in P_,, = (—1)""'P, ozdegliginden yararlanarak,
negatif indisli split Pell kuaterniyonu
SP_, =(—1)"(P1SPy — P,SP)
seklinde verilir.

13



v =1++2ve d =1—+/2 olmak iizere; split Pell kuaterniyon Binet formiilii

’7”’7* — §ns*

P, =
SP, o

(4.1)

seklinde tammlanir [12].

Split Pell-Lucas kuaterniyonu
SPL, =PL,+ PL,1i+ PL, 25+ PL, sk

ile tanumlanir.

v = 1++/2ve § = 1—+/2 olmak iizere; Split Pell-Lucas kuaterniyon Binet formiilii

SPL, = % (4.2)

seklinde tanimlanir.

Negatif indisli split Pell-Lucas kuaterniyonu ise
SPL_, = (—=1)"(P,;1SPLy — P,SPLy)

dir [12].

Simdi ileride hesaplamalarda kullanacagimiz bazi 6zellikleri bir lemma ile verelim.

Lemma 4.4

Y=14+v2,0=1-V2,7" = 14+~i++2j +73k ve 6" = 1+5i + 552 + 5k ve \ =

t — 27 + k olmak tizere,

(v)? = 112+ 80v2 + 2SPL, + 2v2S P, (4.3)
(6*)* = 112 — 80v/2 + 2SPL, — 2V2SP, (4.4)
(v*6*) = 28 PLo + 2v/2\ (4.5)
(6*7*) = 25PLy — 2v/2\ (4.6)

14



dir [12].

ispat

() = (L+79i+7%+7°k) (1 +vi++% +7°k)
= 1475+ + 7k +7i + 7% + %5 + v ik + 975 + %50 + 150
+73k + ki + kg + 0k?
= 14+2v+ 2y + 2%k —7* +7* +7°
= 14207 +7%2+ k) — 3= 22 + 17+ 12v/2 + 99 + 70v/2
= 1+2[<1+\/§)z’+<3+2\/§>j+(7+5\/§)k]+113+80\/§
= 112+ 80V2 + 2+ 2i + 65 + 14k + 2v/2i + 4v/25 + 10v/2k
= 1124+ 80vV2 +2(1 +i + 35 + Tk) + 2V2 (i + 2j + 5k)
= 112+ 80v2 +2SPLy + 2V2SP,
= 112 +80V2 +2SPLy + 2V2SP,

(6?7 = (1406i+06% + 6°k) (1+ i + 0% + 8°k)
= 146804 6% + 8%k + 6i 4 6% + 6% + 6%ik + 6% + 63ji + 6%5% + 6%k +
+6%k + 0*ki + 6°kj + +6°K?
= 14280+ 20%) + 26k — 0% + 6 + &F
= 142(8i + 6% + 6°k) — 3+ 22+ 17 — 12v/2 4+ 99 — 70v/2
= 14 2(8i + 6% + 6°k) 4+ 113 — 80V/2
= 1+2[(1-v2) i+ (3-2v2) j+ (T 5v2) k] + 113 - 50V2
= 142 —2V2i+ 65 —4v2j + 14k — 102k + 113 — 802
= 112 —80V2+ 2+ 2i + 6] + 14k — 2v/2 (i + 2j + 5k)
= 112 —80V2+2SPL, — 2v/2SP,
= 112 —-80vV2+2(14i+3j+ Tk) — 6% (i + 2j + 5k)

= 112 — 80v2 + 2SPL, — 228 P,

15



Vo = (L4yi+y5" +7°k) (1400 + 6% + 6°k)

= 1400+ 0% + 8%k + i + 708> 4+ 620§ + v03ik + 4%
472855 + 26%5% + 420%k + Pk + 2 0ki + 267 + 42 0°k?

= 14+i(v+0)+j (P +6%) +k(V*+6) —v8ji — 85> + 7785
+70%k — Y20k — Y2530 4 42052 + 4262 + 4358

= 142465+ 14k — 70 +7°6° + 7°8° + i (v°0> — 1*6°)
+7 (735—753)4—1{:(752—725)

= 142 +6j+14k+14+1—14+2V2(i —2j + k)

= 242 +6j+ 14k +2V2 (i — 2j + k)

= 2SPLy+2V2)\

5y = (1+0i+ 6524 0%k) (L+~i++% ++°k)
= 1470+ + 3k + 0i 4+ 67i® + 57205 + 695k + 657
+62y4i + 0°v% 5% + 6%vjk + 6%k
= 14+i(v=0)+j(* =) +k(y* =0 — 0y + 6
+0°9° + (69% = 6%9) k + (8% — 69°) j + (6°7% — 6°°) i
= 14204 6]+ 14k — (—1) + (+1) + (-1) + (-2v2) b+ (4v3) j + (-2v2) ¢
= 242465+ 14k —2v2(i — 2] + k)

= 2SPLy—2V2)\

Sonug 4.5

v=14vV2,0=1—V2, 7" =14+7i+*j+ 7k ve 6* =1+ 8i+ 052+ 8%k ve A =

16



i — 25 + k olmak tizere,

V6" + 6"y = ASPL (4.7)

(V) + (0%)* = 224 + 4SPL, [12). (4.8)

Split Pell ve Split Pell-Lucas kuaterniyonlar: i¢cin Catalan, Cassini ve d’Ocagne

ozdesliklerini ve ispatlarini verelim.
Teorem 4.6 (Catalan Ozdeslikleri)

Her n,r € Z i¢in, A = i — 25 + k olmak iizere,
SPy,SP,_, — SP2 = (—1)""*' [2P2SPLy + AP»,]
ve
SPL,.,SPL, ., — SPL? = —-2[SP,,.SP,_, — SP?]

dir [12].
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ispat

Split Pell kuaterniyonlarinda Catalan 6zdegligi

SP,,,SP,_, — SP?

’7n+r’7* _ 5n+r§* ,ynfr,y* o 5n7r5* B ,yn,y* _ 5115* ,yn,y* _ 5n5*
2v/2 2v/2 2v/2 2v/2
[(72n<7*>2 - ,yn+r,y*5nfr5* . 5n+r(5*7n77‘,}/* 4 5211(5*)2

1
8

[16 (—1)" " SPLyP? + (—1)""' 4SPL,

1

g [_,yn—&-r(;n—'r‘,y*(;* o 571—}—7"5*,771—7“7*} . [,yn/y*(sn&* o 5n6*’7n'7*]
]' n_n—rsn—r Tk S TSk nLn * Ok * %
g (D" "7 (Y787 4+ 870y") | + [7707 (776" + 67y
1 n—r+1 | _2r 2r

= (1) [7 (28PL0+2\/§>\) + (25PL0—2\/§>\>]
+(—1)"4SPL,

1 3 (727" + 52r> (,}/2r - 52r>
(=) 228 PL———L 2o ——29\/9
S oy H VoV
+(—=1)"4SPLy)

1

8

+

(=1)" " 8Py, 4 (—1)"4S P L]

(—1)" " [2P2SPLy + APy, ]

Split Pell-Lucas kuaterniyonlarinda Catalan 6zdegligi

18



,yn—H“,y* 4 g ,Yn—l,y* _ 5n—15* ,Yn,y* 4 5 H*

SPL,.,.SPL, , — SPL?> = _ 2
4 SPL, 5 5 ) (%)

~—~

[(,7271(,7*)2 _i_,yn—l—'r’,y*(sn—r(;* 4 5n+r6*7n—r7* 4 5271(5*)2

_ = ['}/n+r’}/*(5n_rd* + 5n+r5*,_)/n—rﬁy* _ ,yn,y*é*né** _ 5n5*ﬁyn7*]

1 =

—_

("7 (V6T 4 676 ) + (1) (4S P L)

e e S Bl

[(—1)" "*" (4SPLoPLa,) + 0° (8APy,)

—(—1)"4SPLy]

1

1 [(—=1)""(4SPLoPLs, + 8\Ps,) — (—1)"4SPL)
— ()" "SPLyPLyy + 2\Ps, — (—1)"SPL,

4P? = PLy,. — (—1)" ve PLy, = 4P% + (—1)" 6zdesliklerinden yararlanilarak

SPLyr.SPL, , — SPL2 = —2[SP,,SP, , — SP?]

elde edilir.H
Catalan 6zdegliginin » = 1 hali Cassini 6zdegligidir.
Sonug 4.7 (Cassini Ozdeslikleri)

Her n € Z ve A =i — 2j + k i¢in Cassini 6zdesligi
SP,1SP, 1 — SP? = (—1)"[2SPLy + 2)]

ve
SPL,1SPL,  — SPL? = 4(—1)""'[SPLy + ]

dir [12].
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Teorem 4.8 ( d’Ocagne Ozdeslikleri)

Her n,m € Z ve A\ =i — 2j + k igin,

SPpi1SP, — SPpSPyy = 2(=1)™ (Py_nSPLy — APLy_y,)
SPLy1SPL, — SPLySPLyy = 4(—=1)"" (Py_nSPLy — APLyy 1)

dir [12].
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ispat

Split Pell kuaterniyonlarinin Binet formA%lAinden

SPm+1SPn—SPmSPn+1 = (

2V2 2v2 2v/2
(,.yn—l—l,y* _ 5n+15*)
22
1
— _[,ym+n+1<,y*>2 o ,ym—kl,y*(sn(s* . 6m+15*7n7*

8
+5m+n+1(5*>2 _ ,ym+n+1(,y*)2 N N Ian S LLp NS
=) Ay 4 6Ty
g (s)?)

_ %[_7m+17*5n5* - 5m+16*7n,}/* 1 7m7*5n+15*
8y

= é[(7m7*5n+15* - 7n~0+17*57~05*)
+ (67T — 6y )]

= Sl e (<2v2))

(=176 (-2v2)]

(=)™ (=2V2) [0"7™ (y*67) — 4" (5%")]

+

oo = 0l =

(~1)" (~2v2)5" " (25PLy + 2V2))
e (QSPLO . 2\/§A)]

L (c2ve) - i e il
= (=17 (-2v2) - 25PL2V2 e
TR E i R
2
_ é(—1)m(—2\/§) —4\/§SPLO.Pn,m+4\/§APLn,m]

= 2(=1)"(SPLyP,_, — A\PL,_,)

bulunur.
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Split Pell-Lucas kuaterniyonlar: i¢in Binet formiiliinden

,Ym+1,y* + 5m+15* ’7”7* + 5n5*)
2 2
_(,Ym,y* +5m5*)(7n+1’7* +5n+15*
2 2
1
_ Z[,_mern+l(,}/*)2 + ")/erl’y*én(S*

+5m+15*,}/n7* + 5m+n+1(6*)2

SPLy1SPL, — SPL,SPL,;; = (

)

_,Ym—&—n—&—l (7*)2 . /ym,y*(;n—i-l(;*
_§m5*,}/n+17* - §m+n+1(5*)2]

1
_ _[,ym—i-l,_)/*éné* + (5m+15*7n,}/*

4

_,Ym,y*(sn-l—ld* _ 5m5*’7n+17*]

1 m * O\ Tn—m
= 7 (=1 [(2v2) (776%) 6

+(—2v2) (") 7"
¥ (—1)™ [ (25PL0 + 2\/§A)
_ynm (ZSPLO h 2\/§A)]

- g (—1)™ [—4\/§(SPL0.Pn,m + 4\/§APLn,m)]
= 4(=1)""(SPLy.Py_py — APLy_,,)

elde edilir.l

Teorem 4.9 (Vajda teoremi)

Hernm,reZ , A=1—27+k, 1,5,k € Z igin

SPimSPosr — SPuSPimir = 2(—1)""'P(SPLyP, — APL,)
SPLyimSPLyiw — SPLySPLyimir = 4(=1)""'Po(APL, — SPLyP,)

dar.
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ispat

Split Pell kuaterniyonlarinda Vajda teoremi

SPn+mSPn+r -

SPnSPn+m+r

[ (,Yn+m,y* . 5n+m5* ) (,YnJrr,y* o 5n+r5* )
2v/2 2v/2
,yn,y* _ 5n5* n+m+r * 5n+m+r 5* ) ]
()

1 n+m-r 2% n+m * sn+r ok n+m cx _ n4r _k
gh2++72_7+75+6 5+5,y+
+52n+m+r62* . 72n+m+r,}/2* + ~y 7*5n+m+7"5*

+5n5* n+m+r * 52n+m+7’52* 52n+m+7‘52*]
1

g[_,yn—l—m,y*én—&—r(;* _5n+m6*,yn+r,y*
+7n,}/*5n+m+r5* _|_ 6n6*7n+m+r7*]

1 k ok m T .k Ok m m
(18 (7" - 87) = 6776 (" = 8™
1 (y™ —0™)

~ (=) A———2V2[y" (2SPLy — 2A
SV 2Vl (25PLy - 2))
—0"(2SPLy + 2)\)]

V2 (v =47
~Z(=1)""'P,[2SPLy~~——22V2

TN Eal2S Py
_2\/5)\@2]

g(—nnﬂpm [4V/2SPLoP, — 4V2\PL,]

2(=1)""' P, (SPLyP, — APL,)
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Split Pell-Lucas kuaterniyonlarinda Vajda teoremi

SPLysmSPLysy — SPLySPLyymsr

24

[(,Yn%»m,y* + 5n+m5*) (,ynJrr,y* + 5n+r6*>

2 2

B (,Yn,.y* + 5n5*) (,yn+m+r,y* 4 gt g )]

2 2
Lparemeryae i 4 g
I e N PN N laaiant s
gt mAT yx _ g2ndmetr 524)
;l[/yn—i—m,y*(sn—&-ré* + 6n+m5*,yn+7‘/y* . ,)/n,y*(sn—&—m—i—r(s*
=573y

}l(—1)”[5T(25PL0 +20) (Y™ —46™)
—"(2SPLy — 2A)(v™ — 6™)]

1 (™ =0m) (" —9d")
7= W?\@[—QSPLOWQ\E

+2\/§>\@2]
}l(—1)”Pm[—4\/§SPLOPT +4V2\PL,]

V2(=1)""' P, [2V2(PL, — SPLyP,)]
4(=1)""' P, [APL, — SPLyP,)]



Simdi baz1 6zdeglikleri agagidaki lemma ile verelim.
Lemma 4.10

n,m,r,s € Z ve A\ =1 — 2j + k olmak tizere

1. SPL,.1 = SP,.1 + SP,
2. SPL, = SP,., — SP,

3. 25PL, = SP, 1 + SPni1

4. 2SP, = SPL,., — SPL,

5. SPL? —25P2 = 2(—1)"SPL,

6. SP? + SPL? = 3[28P Ly, + 40Py, + LSPLoP Ly, + SPyPs,] + (CSPLy)

7. SP2—SPL? = Z[56P Ly, +80Ps, + SPLyP Ly, +25PyPay +3 (—1)" SPL]
8. SP,SPL, = 56Py, +40PLy, + P5,SPLy + PLy,SPy + (—1)" A
9. SP,,SPLyys — SPy ySPLyy, =2(—1)"""" P,_,SPL,

10. SPLyn + (—1)" SPLy,_, = 2SL,SPL,,

11. SPpin+ (-1)"SP,,_, = 2PL,SP,,

12. (=1)"[Py_1SPy, — P,SP,_1] = SPp_y,

13. P,,1SP, + P,SP, 1 = SP,,

14. Pyy1SPyiy + P,SP, = SPyyi1

15. (=1)"[Py_1SP,, — P,SPp_1] = SPp_n

16. SPLyyn + (—1)"SPL,,_,, = 2PL,.SPL,,

17. SPL? —28P% =2(—1)"SPL, [12]
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ispat

¥ =1++/2,6=1—1+/2 olmak iizere (4.1) ve (4.2) den,

1-SP,+1 + SP, = SPL,; oldugunu gosterelim.

SP,.1 + SP,

(,YnJrl * 6n+15*) N (,yn,y* o 6n5*>
2v/2 2v/2

L (,_yn—‘rl * 5n+15* + Wn,y* o (5”(5*)

Wi 'y (v + 1) = 0"0" (6 +1)]

% (2+2v3) 970 - (2-2v2) 50"

2% [ww* — 265" + V29" + \/55”5*]
21f 2(~" 2\/55“5*)2\[ \/_(7”7;+ 5" 5*)

: 35 [ (" 72¢—§5"5*)2 v5 . V2l v 6“6*)2]
% [4x/§SPn + 2\/§SPLn]

2SP,+ SPL, (3.1) 28P, = SPL, .1 — SPL, esitliginden yararlanlarak
SPLy.i — SPL, + SPL,
SPLn..

26



2-SP,.1 — SP, = SPL, oldugunu gosterelim.

SPu.1 — SP,

<,Yn+1 * 5n+15*> (,yn,y* _ 5n5*)
2V/2 2v/2

[,yn+17* §n+16* - ,Ynfy* 4 5n5*]

[\
HQIH
[\

[y (v =1) = 66" (6 — 1)]
()= (s
Wi [\/5(7"7* + 5”5*)}

O

2
SPL,.

[\) DO
HS HS
[\) [\

3-SP, 1+ SP,.1 = 25PL, oldugunu gosterelim.

SP, 1+ SP,+1

(,Yn—l,y* _al 571—16*) N (,yn—&—l * 6n+16*>
2v/2 2v/2

(,yn 1_* 5n 15*+’7n+1 * 5n+15*)

now (1 (1
L Go)-ro (o)
—=l(=1) <4 + 2\/§> (1 - 2\/5) i
_ (—1) (4 — 2\/§> (1 + 2\/§> 576"

5 f 2v2"" + 2v205 |
72\/_[ oy
ot

2
25PL,.
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4-SPL,,1 — SPL, = 25P, oldugunu gosterelim.

SPL B SPL _ f)/n—ﬁ-l,.y* + 5n+15* B ,.Yn,y* + 677,5*
n+1 n 2 2

1
— 5 [’Yn+17* . /yn,y* . 5n+15* + (5”(5*]
1 * n Gk
= 0" (r=1)+6%" (0 - 1)
1
- Larr s
\/§ n . x n Sk
= 5 " 0%
_ 2("y = 0no)
22
= 6.

5-SPL? —2SP? =2 (—1)" SPLy oldugunu gosterelim.

A% n 5%\ 2 n+l x _ Sn+l$x* 2
SPI? - 2SP? = (—77 +”) —2(7 G 0 ‘5)
2 22

- 2 2

9 (,Yn-l—l,y* _ 5n+15*) (,Yn-l—l,y* _ 5n+16*)
2V2 2v/2

1
= (" + 8 (" + 5)

- <7n+1’}/* o 5n+15*> (7n+17* - 5n+15*)]
1 * Nk SN S N S¥ AN A ¥ n ([ Ok
= D7) =y 4 70y 4 67(87)?

[2 ("7 6"0%) + 2 (676" y"y")]
=1)" (v"6") + (=1)" (6"v")]

I
[ =l =] =
—

3

oY \V)
|
—_

—_ DN

- (_2) 4SPL,
= 2(=1)"SPLy.
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oldugunu gosterelim.

SP?+ SPL?

NG 2

* N

(%SPLO)

3(57(7) 4 6 (6%)2) 44770 + 570
3 (Y*"(v)? +67(8%)%) +1"0" (770" + 6%7)]

( (06 + )
(" ()2 + 8(8%)2)] + S[(=1)" (4P Lo)]
(2 ()2 + 92 + o spL

2 [y2n (112 +80V2 + 2SPLy + 2V2 SPO)

4+42n (112 — 80V2 + 2SPLy — 2\/§SP0))] + [

3 s o 2
2199l T 1 80v2.2
< S+ V2.2v/2— \/5

=t (=D)"
+2v25Py.2v/2 e |+ [F5—SPL]

3
5[224PL2n + 320P,, + 4SPLoPLs, + 8SPy Py, +

+2SPLy2

3
{84PL2n + 1205, + §SPL0PL2n + 35P0P2n:| +

1
3 [28PL2n + 40P, + §SPL0PL2n + SP()PQn:| + (

29

(="
2

[

(

(

(_

2v/2 2v/2 2

2

_1)”
2
1)"

_1)”
2

2

]

,yn_i_,an

SPL]

SPL|

)

)



7-SP? — SPL?

5H[56P Ly, 4 80Py, + SPLoP Ly, + 2SPyPyy, + 3(—1)" SPLy)

oldugunu gosterelim.

SP? — SPL?

2\/' 2

2\/5 22 2 2
1
8

[(’72n(’7*)2 o 7n'7*5n5* . 5n5*'7n’7* + 6271(5*)2)]

[(=1)" (v70" + 6"")]
[(V*"(v*)? + 6°"(6"))] + Z[(=1)" (4SPLy)]

— (" (") + 8 (57))] +
o (112 — 80v2+2SPLy — 2\/§SP0) +12(=1)" SPLy]

—1 R " e
—[1122——— 2.2 25PLy2-————
g S +80V22V2——— \/_ +28 5

Lovashava " \/5 G 12(1)" SPLy

~1
?[2241%2” +320Py, + 4SPLoP Ly, + 85 Py Pay, + 12 (—1)" SP L)

wWoo| w +
oo

OOlOJOO

[(=1)" (45PLy)]

~1
5 [56P Ly, + 80Py, + SPLoP Ly, + 25 Py Pay + 3 (—1)" SPLy).
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8SP,SPL, = 56P,,+40PLy, + P,SPLo+ PL,SPy+ (—1)" \] oldugunu goste-

relim.

SP,SPL,

2v/2 2

(2.3 47" 876" = 887" = 6% (5"))]

W
»—S»—t
)

[(P".(7)? = 6°(67)%) + " 6" (" 6" — 6*4")]

W
HQI
[\

(42 (112 +80v2 + 2SPLy + 2@5130)

5

(e %)
S

112 — 80v/2 + 2SPLy — 2\/§SP0> (1) (46 — 5]

1 2n A 2n 2n 2n
i2avel T gy T

44/2 2¢/2 2

L28PLaVI T o aep e E T L (1) 4y
22 2

4—\1/5[224\/5132” + 160V/2PLsy, + 4V2SP Lo Py, + 4V 2S5 Py P Lo,

+(=1)"4v2)]

56 Pay, 4+ 40V/2P Loy, + SPLoPay 4+ SPyP Ly, + (—1)" A
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9-SP, SPLyys — SPyysSPL, ., =2(=1)""*" P,_ SPL, oldugunu gésterelim.

’YnJrT’}/* _ 5n+r(5*) (,YTH»S,Y* + 6n+55*>
SP,++SPLy s — SP, sSPL,, =
+ + + + ( 2\/§ 2

B (,.Yn—l—s,y* _ 5n+35*) (,.yn—s—r,.y* + 5n+r5*>
2v/2 2
1
— 4\/5[72n+r+s(7*)2 T ,yn—l-r,y*(sn—l-s(;* - 5n+r6*7n+sry*
_52n+7’+s(5*)2 o 72n+7“+s (7*)2 —
_‘_5n+55*7n+r7* + 52n+r+s(5*)2]
1
— 4\/5[,}@—&-7’571—1—7‘ (6s—r7*5* o 'YS_T'Y*(;*)
_'_,yn—&-r(;nJrr (_(5*7*7877‘ 21 5*,}/*5371")]
1 NTr ok ok s—r s—r
= 4—\/5[(—1) et (0T =)
+ (_1>n+r 5*,)/* (5377' . str)]
_ (_1)n+r [_7*5* (’YS_T o 55—7") 2\/§
44/2 2v/2
_5*7* (,ys—r - 68—7‘) 2\/5]
2V/2
(_1)n+r+1

= 5 VES*2V2P,_, + 85 2V2P,_,
(_1)n+r+1
(_1)TL+T‘+1

= W2\/§PS_T(4SPLQ>

= 2(=1)"""*' p,_.SPL,.

n+sfy*5n+r5*
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10-SPLyyyp + (=1)" SPLy,

SPLupsn + (=1)" SP Ly

11-SPpin + (—1)" SPp_y, =

n = 2SL,SPL,, oldugunu gosterelim.

m—+n *+5m+n5* n m—n *_‘_5mfn5*
g g : + (1) g g :

1
2
1
1

2
112(9" +6")2(y™y" +0™07)

2 2 2

= 2PL,SPL,,.

2PL,SP,, oldugunu gosterelim.

,Ym+n,y* _ 5m+n5*) . <,ymn,y* _ 5mn5*>
+ (-1
(5 b NG

‘ ~

2v2

% [yt = 8T 4 4Oy — 0]
% Yy (Y A+ 6 = 66 (8" + ")

% [(Y" +67) (Y™ = 6™6%)]

; (Y" +6") Wm”;;;m&)

2PL,SP,

n m-
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12-(-1)"[P,-1.SP,, — P,.SP,,_1] = SP,,_,, oldugunu gosterelim.

(=1)" [Pa_1SPy — PuSPy1]

n—1 __ 5n71 ,ym,y* — Mo B
2v/2 2v/2
_,.yn — o ,.Ym—l,y* _ 5m—15*]
2v/2 2v/2
1"
( 8) [(,yn+m+1,y* _ ,yn—ltsm(s* _ 5n—17m7* + 6m+n+15*)
_(,yn—l—m—l—l,y* o ,yn(sm—l(;* . 5n/ym—1,y* 4 5m+n+15*)]

(-2

[_,Ynflém(s* - 5n71,}/m7* 4 ,ynémfla* 4 6n7m717*]

(—1)" 11 11
8 7 o v o v o0

(Ol et (—2v2) +5memet (2v2)]

—1 nzﬁ n cm ok n_.m %
%[—7 6™o" + 8"y

it 4 2\/§ —n o m—n__ %
CO22 [ngr(gnrg — =)

s AL ; [Y"0™ 0™ — 6"y y"]

—1 n 2\/5 n m—n % m—mn o
CU 22 [y - (e — g7 on)
_(_1)2n+1 2\/§ (,Ym—nfy* o 5m—n5*)2\/§

8 2v/2
SP,_n.

34



13-P,s1SP, + P,SP,_1 = SP,, oldugunu gosterelim.

,yn+1 _ 5n+1> <’7n’7* _ 5n5*) (’7”1’7* _ 51115*)
PSP, + P,.SP,_, = +
" 1 ( 22 2V2 2v2

1
= §[72n+1/7* o 7n+16n6* . 6n+17n7* + 52n+16* + 72n717*
_,.)/né‘n—lé** o 5n,yn—1,>/* + 5271—15*]

1 1 1 1

— _[72717* ’Y‘f‘_ _,ynéné* 'Y‘f‘_ _5n,yn,7* 5+_
8 )

Y v

1
525 (5 + 5)]

_ % 2? :[ g.y%y* + 2?:—£.52’15*]
= i [\/572”7* + (—\/§> 62”6*]

-~ 2—@ [y — 6267

= s [ —emo
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