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1.GİRİŞ

Matematikte kuaterniyon, karmaşık sayılar cisminin değişmesiz genişletilmesidir.

İlk defa İrlandalı matematikçi Sir. William Rowan Hamilton tarafından 1843

yılında tanımlanmış ve üç boyutlu matematiğe uygulanmıştır. Sir.W.R. Hamil-

ton 1843 de kuaterniyonları tanımlamış bundan altı yıl sonrada J. Cackle, Split

kuaterniyonları hakkında çalışma yapmıştır. Reel ve kompleks sayılar gibi ku-

aterniyonlarda bir sayı sistemidir. Reel sayılar bir, kompleks sayılar iki bileşen

içerirken kuaterniyonlar dört bileşen içerir. Kompleks sayılar reel sayıların bir

kombinasyonudur ve reel sayılar, aynı zamanda kompleks sayıların bir alt küme-

sidir. Dolayısıyla da kuaterniyonlar da iki kompleks sayının kombinasyonundan

oluşmuştur. Bu durumda kompleks sayılar da kuaterniyonların bir alt kümesi ol-

malıdır. Kuaterniyonların sonuç olarak hem reel sayılar hem de kompleks sayıları

kapsayan daha geniş bir sayı sistemi olduğu görülür. Fizikte ölçülebilen her şey

reel olmak zorundadır ve reel sayılar bilimin doğuşundan itibaren kendilerine her

alanda uygulama sahası bulmuştur. Kompleks sayılarda mekanik ve elektriksel

uygulamalarda özellikle devre analizlerinde kullanılmaktadır. Bu sayı sistemi uy-

gulamalara sadece iki boyut getirirken, 3-boyutlu uygulamalarda ise vektörler kul-

lanılır. Fakat vektörler bazı uygulamalarda yetersiz kalmaktadır. Kuaterniyonlar

vektörleri ifade etmede kullanılabilir. Bu sayı sistemi vektörleri kapsadığı gibi, bir

de reel bileşen ortaya koyarak uygulamalara dördüncü bir boyut ekler.

Kuaterniyon cebiri, birleşmeli fakat değişimli olmayan (1,i, j,k gibi) dört eleman-

dan oluşur ve bunlardan biri reel, diğer üçü sanaldır. Kuaterniyonlar bölüm cebi-

rine sahip olup her ne kadar kuaterniyonlar değişme özelliğini sağlamasa da pek

çok uygulamada vektörler ve matrisler yerlerini almış hala kuramsal ve uygulamalı

matematikte kullanılmaktadır. Başlıca kullanım alanı üç boyutlu uzayda dönme

ve kayma hareketinin hesaplanmasıdır.

Pell sayıları ise 1 +
√

2 gümüş oranının katlarına orantılı üstel olarak büyür. Pell

sayı dizisi {0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, ...} şeklindedir.
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Eğer x, y ∈ Z için Pell denkleminde x2 +y2 = 1 çözümünü oluşturursak x
y

oranları
√

2 ye yakın yaklaşım sağlar. Bu formun yaklaşık dizisi 1, 3
2
, 7
5
, 17
12
, 41
29
, 99
70
, ...

Pell-Lucas sayı dizisi : {2, 2, 6, 14, 34, 82, 198, 478, ...} şeklindedir.

Fibonacci ve Lucas sayıları gibi Pell ve Pell-Lucas sayıları da matematik dünyasının

güzelliğini ve uygulanabilirliğini göstermektedir. Analiz, geometri, trigonometrive

ayrık matematiğin çeşitli alanlarını, sayı teorisini, grafik teorisini, lineer cebir ve

alanları birbirine bağlayan deney, keşif, varsayım ve problem çözme teknikleri için

fırsatlar sunar. Pell ve Pell-Lucas sayıları geniş bir sayı dizisinin ilginç özelliğini

çıkarmak için güçlü bir araç olarak genişletilmiş bir Fibonacci ailesine aittir.

Koshy (2001), uygulamalı Pell ve Pell-Lucas sayıları, Pell denklemleri, Pell top-

lamları, Pell-Fibonacci Hibritleri ve genişletilmiş Pell ailesi üzerinde çalışmalar

yapmıştır.

Çimen (2016), Pell ve Pell-Lucas sayılarıyla ilişkili kuaterniyon sayılarının yeni

sınıflarını sistematik bir şekilde incelemiştir.

Tokeşer, Ünal ve Bilgici (2016), Split Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonları üzerinde

çalışmalar yapmışlardır.
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2.TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Bu bölümde kuaterniyon kümesi tanımlanıp kuaterniyon kümesi üzerinde tanımlı

temel kavramlar verilecektir.

Tanım 2.1

Bir reel kuaterniyon, sıralı 1,i,j,k gibi dört birime eşlik etmesiyle tanımlanabilir

ve q = a+ bi+ cj+dk biçiminde ifade edilir (i,j,k birimleri üç boyutlu reel vektör

uzayının bir dik koordinat sisteminin baz vektörleri olarak alınır).

Burada;

i2 = j2 = k2 = −1, ijk = −1

i j = k = −ji

j k = i = − kj

ki = j = −ik

özelliklerine sahiptir. Bu çalışmamızda kuaterniyon kümesini H (Hamilton) ile

gösterelim ve H = {a+ bi+ cj + dk : a, b, c, d ∈ R} ile tanımlayalım. Bir q ku-

aterniyonu Sq = a skaler kısım ve Vq = bi + cj + dk vektörel kısım olmak üzere

q = Sq + Vq şeklinde yazılır. H üzerinde toplama, çıkarma, skaler ile çarpma,

eşlenik ve norm gibi ifadeler aşağıdaki gibi tanımlanır.

Tanım 2.2

Kuaterniyonlar üzerindeki işlemler:

q1,q2 ∈ H için; toplama işlemi, ⊕ : H×H → H, q1⊕ q2 = Sq1+q2 ⊕Vq1+q2 şeklinde

tanımlanır.
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Yani q1 = a1 + b1i+ c1j + d1k, q2 = a2 + b2i+ c2j + d2k olmak üzere,

q1 ⊕ q2 = (a1 + a2) + (b1 + b2) i+ (c1 + c2) j + (d1 + d2) k

Sq1⊕q2 = Sq1 + Sq2

Vq1⊕q2 = Vq1 + Vq2

şeklindedir.

q ∈ H için, bir kuaterniyon ile bir skalerin çarpımı

� : R×H → H

(λ, q) → λ� q = λq = λSq + λVq

şeklindedir ve aşağıdaki özellikleri sağlar.

1- λ� (q1 ⊕ q2) = λq1 + λq2 , ∀λ ∈ R, q1, q2 ∈ H

2- (λ1 ⊕ λ2) q = (λ1q) + (λ2q2) , λ1, λ2 ∈ R

3- (λ1�λ2) q = λ1 (λ2q)

4- 1� q = q, 1 ∈ R [4].

q1, q2 ∈ H için

× :H×H → H

(q1, q2)→ q1 × q2

iki kuaterniyon çarpımı q1 = a1 + b1i+ c1j + d1k, q2 = a2 + b2i+ c2j + d2k olmak

üzere,

q1 × q2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k) (a2 + b2i+ c2j + d2k)

= a1a2 − (b1b2 + c1c2 + d1d2) + (a1b2 + b1a2 + a1d2 − d1a2)i

+ (a1c2 + c1a2 + d1a2 − b1d2)j + (a1d2 + a2d1 + b1c2 − c1b2)k

4



şeklindedir. Bu tanım aşağıdaki tablo yardımıyla elde edilir:

Tablo 1: Kuaterniyonun bazlarının çarpımı

× 1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j

j j −k −1 i

k k j −i −1

Kuaterniyon çarpımı için bazı özellikler aşağıdaki gibi verilebilir:

1- İki kuaterniyon çarpımı bir kuaterniyondur.

2- Kuaterniyon çarpımı birleşme özelliğine sahiptir.

3- Kuaterniyon çarpımı dağılma özelliğine sahiptir.

4- Kuaterniyonlarda çarpma işleminin değişme özelliği olmadığından bir cisim

değildir,[4].

q ∈ H için,

H(q) : H → H

q → H(q) = a− (bi+ cj + dk)

bir kuaterniyonun eşleniği H(q) = a− (bi + cj + dk) şeklindedir. H(q) = Hq için

q = Sq + Vq → Hq = Sq − Vq ve Hq kuaterniyonuna q nun eşleniği denir ve

H(aq1 + bq2) = aHq1 + bHq2

H(q1 × q2) = Hq1 ×Hq2

H(H(q)) = q

özelliklerine sahiptir.

Bir q kuaterniyonun normu

N : H → R

q → N (q) = Nq = q ×Hq = a2 + b2 + c2 + d2

5



O halde, q ×Hq = Hq × q ≥ 0 ve q ×Hq = Hq × q = 0⇔ q = 0 dır.

Bir kuaterniyonun tersi

()−1 : H− {0} → H− {0}

q → q−1 =
Hq

Nq

=
a− (bi+ cj + dk)

a2 + b2 + c2 + d2

şeklindedir [4].
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3. PELL VE PELL-LUCAS SAYILARI

Bu bölümde Pell ve Pell-Lucas sayıları tanımlanıp Binet formülündeki gösterimi

ve Pell ve Pell-Lucas sayılarının özdeşlikleri ve Vajda gibi özel teorem ve ispatları

verilecektir.

Tanım 3.1

Pell sayıları negatif olmayan n tamsayÄ±larÄ± için,

Pn =


0, n = 0

1, n = 1

2Pn−1 + Pn−2, n ≥ 2

şeklinde tanımlanır. Dizinin terimleri; {0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, ...} şeklindedir.

Pell sayıları Binet formülünde; γ = 1 +
√

2 ve δ = 1−
√

2 olmak üzere

Pn =
γn − δ n

γ − δ

şeklinde de ifade edilebilir.

Pell-Lucas sayıları negatif olmayan n tamsayıları için

PLn =


2, n = 0

2, n = 1

2PLn−1 + PLn−2, n ≥ 2

şeklinde tanımlanır. Pell-Lucas dizisinin terimleri ise, {2, 2, 6, 14, 34, 82, 198, 478, ...}

şeklindedir.

Pell-Lucas sayılarının Binet formülü ise

PLn =
γn + δn

2

ile verilir [2].
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Pell ve Pell-Lucas sayıları arasındaki bazı bağıntılar :

Pn = 2Pn−2 + Pn+2

PLn+1 = Pn+1 + Pn

PLn = Pn+1 − Pn

2PLn = Pn−1 − Pn+1

2Pn = 2PLn+1 − PLn

(3.1)

[12]

elde edilir [12].�

Tanım 3.2

a0, a1, a2, ... bir reel sayı dizisi olsun n > 0 olmak üzere, h (x) = a0 + a1x+ a2x
2 +

...+ anx
n + ... ifadesine {an} dizisinin üreteç fonksiyonu denir [6].

Pell ve Pell-Lucas sayılarının üreteç fonksiyonlarını verelim.

Teorem 3.3

P (x); Pell polinomu olmak üzere üreteç fonksiyonu

P (x) =
x

1− 2x− x2

dir.

8



İspat

P (x) =
∑∞

n=0 Pnx
n olmak üzere

P (x) =
∞∑
n=0

Pnx
n

= P0x
0 + P1x

1 + P2x
2 + P3x

3 + ...

= 0 + 1x+
∞∑
n=1

Pn+1x
n+1

= x+
∞∑
n=1

(2Pn + Pn−1)x
n+1

= x+
∞∑
n=1

2Pnx
n+1 +

∞∑
n=1

Pn−1x
n+1

= x+ 2x
∞∑
n=1

Pnx
n + x

∞∑
n=1

Pn−1x
n

= x+ 2x
∞∑
n=1

Pnx
n + x(P0x

1 + P1x
2 + P2x

3...)

= x+ 2x
∞∑
n=1

Pnx
n + x(0 + P1x

2 + P2x
3 + ...)

= x+ 2x
∞∑
n=1

Pnx
n + x2P (x)

= x+ 2xP (x) + x2P (x)

=
x

1− 2x− x2

PL(x); Pell -Lucas polinomu olmak üzere üreteç fonksiyonu PL(x) =
∑∞

n=0 PLnx
n

9



olmak üzere

PL(x) =
∞∑
n=0

PLnx
n

= PL0x
0 + PL1x

1 + PL2x
2 + PL3x

3 + ...

= 2.1 + 2x+
∞∑
n=1

PLn+1x
n+1

= 2 + 2x+
∞∑
n=1

(PLn + PLn−1)x
n+1

= 2 + 2x+ x
∞∑
n=1

PLnx
n + x

∞∑
n=1

PLn−1x
n

= 2 + 2x+ x(PL1(x
1 + PL2x

2 + ...) + x(PL0x
1 + PL1x

2...)

= 2 + 2x+ xPL(x) + x2PL(x)

=
2− 2x

1− 2x− x2

�

Pell ve Pell-Lucas sayılarında Vajda teoremlerini verelim.

Teorem 3.4

n, i, j ∈ Z olmak üzere, Pell ve Pell-Lucas sayıları için Vajda özdeşlikleri

Pn+iPn+j − PnPn+i+j = (−1)nPiPj

ve

PLn+iPLn+j − PLnPLn+i+j = 2(−1)n+1PiPj

dır.
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İspat

Pell sayılarının Binet formülünden yararlanılarak

Pn+iPn+j − PnPn+i+j = [(
γn+i − δn+i

2
√

2

γn+j − δn+j

2
√

2
)− (

γn − δn

2
√

2

γn+i+j − δn+i+j

2
√

2
)]

=
1

8
[γ2n+i+j − γn+iδn+j − δn+iγn+j + δ2n+i+j

−γ2n+i+j + γnδn+i+j + δnγn+i+j − δ2n+i+j]

=
1

8
[−γn+iδn+j − δn+iγn+j + γnδn+i+j + δnγn+i+j]

=
1

8
[γnδn+j(δi − γi) + δnγn+j(γi − δi)]

=
1

8
[−γnδn+j(γi − δi) + δnγn+j(γi − δi)]

=
1

8
(−1)n[

(γi − δi)
2
√

2

(γj − δj)
2
√

2
8]

= (−1)nPiPj

Pell-Lucas sayıları Binet formülünden yararlanılarak

PLn+iPLn+j − PLnPLn+i+j = [(
γn+i + δn+i

2

γn+j + δn+j

2
)− (

γn + δn

2

γn+i+j + δn+i+j

2
)]

=
1

4
[γ2n+i+j + γn+iδn+j + δn+iγn+j + δ2n+i+j − γ2n+i+j

−γnδn+i+j − δnγn+i+j − δ2n+i+j

=
1

4
[γn+iδn+j + δn+iγn+j − γnδn+i+j − δnγn+i+j]

=
1

4
[γnδn+j(γi − δi) + δnγn+j(δi − γi)]

=
1

4
(−1)n+1.[

(γi − δi)
2
√

2

(γj − δj)
2
√

2
8]

= 2(−1)n+1PiPj

�
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4. SPLIT PELL VE SPLIT PELL-LUCAS KUATERNİYONLARI

Bu bölümde Split Pell ve Split Pell-Lucas sayıları tanımlanıp Binet formülündeki

gösterimi ve Split Pell ve Split Pell-Lucas sayılarınında Catalan, Cassini, d’Ocagne

ve Vajda gibi özel teoremleri ve ispatları verilmiş olup son olarak da Split Pell ve

Split Pell-Lucas sayılarının özdeşlikleri ve ispatları yapılmıştır.

Tanım 4.1

F karekteristiği 2 olmayan keyfi bir cisim ve F ′, F nin çarpımsal grubu olsun.

Kuaterniyon cebiri (a,bR ) ve

i2 = a j = b ij = −ji

bağıntısıyla tanımlanır.

Eğer k = ij, k2 = −ij ∈ F ′ ve ik = −ki = a j alırsak ki = −jk = bi elde

ederiz.

a = b = −1 ve F = R,
(−1,1

R

)
durumunda reel sayılar üzerinde kuaterniyon-

lar halkasıdır denir. Split kuaterniyonları para kuaterniyonlar, antikuaterniyonlar,

pseudo kuaterniyon hiperbolik kuaterniyon olarak da adlandırılır [12].

Tanım 4.2

Split kuaterniyon kümesi,

PR = {a+ bi+ cj + dk : a, b, c, d ∈ R, i2 = −1, j2 = k2 = 1}

12



şeklinde tanımlanır ve baz elemanlarının çarpım tablosu

Tablo 2: Split kuaterniyonun bazlarının çarpımı

× 1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j

j j −k 1 −i

k k j i 1

şeklindedir [12].

Tanım 4.3

α = a+ bi+ cj + dk bir split kuaterniyon olmak üzere, eşleniği

α = a− bi− cj − dk

normu ise,

N (α) = αα = a2 + b2 − c2 − d2

şeklinde tanımlanır [12].

Split Pell kuaterniyon n ≥ 0; {1, i, j, k} standart baz alınarak

SPn = Pn + Pn+1i+ Pn+2j + Pn+3k

ile tanımlanır [12].

Negatif indisli Pell sayıları için P−n = (−1)n+1Pn özdeşliğinden yararlanarak,

negatif indisli split Pell kuaterniyonu

SP−n = (−1)n(Pn+1SP0 − PnSP1)

şeklinde verilir.
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γ = 1 +
√

2 ve δ = 1−
√

2 olmak üzere; split Pell kuaterniyon Binet formülü

SPn =
γnγ∗ − δnδ∗

γ − δ
(4.1)

şeklinde tanımlanır [12].

Split Pell-Lucas kuaterniyonu

SPLn = PLn + PLn+1i+ PLn+2j + PLn+3k

ile tanımlanır.

γ = 1+
√

2 ve δ = 1−
√

2 olmak üzere; Split Pell-Lucas kuaterniyon Binet formülü

SPLn =
γnγ∗ + δnδ∗

γ + δ
(4.2)

şeklinde tanımlanır.

Negatif indisli split Pell-Lucas kuaterniyonu ise

SPL−n = (−1)n(Pn+1SPL0 − PnSPL1)

dır [12].

Şimdi ileride hesaplamalarda kullanacağımız bazı özellikleri bir lemma ile verelim.

Lemma 4.4

γ = 1 +
√

2, δ = 1−
√

2, γ∗ = 1 + γi+ γ2j + γ3k ve δ∗ = 1 + δi+ δj2 + δ3k ve λ =

i− 2j + k olmak üzere,

(γ∗)2 = 112 + 80
√

2 + 2SPL0 + 2
√

2SP0 (4.3)

(δ∗)2 = 112− 80
√

2 + 2SPL0 − 2
√

2SP0 (4.4)

(γ∗δ∗) = 2SPL0 + 2
√

2λ (4.5)

(δ∗γ∗) = 2SPL0 − 2
√

2λ (4.6)

14



dır [12].

İspat

(γ∗)2 =
(
1 + γi+ γ2j + γ3k

) (
1 + γi+ γ2j + γ3k

)
= 1 + γi+ γ2j + γ3k + γi+ γ2i2 + γ3ij + γ4ik + γ2j + γ3ji+ γ4j2

+γ3k + γ4ki+ γ5kj + γ6k2

= 1 + 2γi+ 2γ2j + 2γ3k − γ2 + γ4 + γ6

= 1 + 2(γi+ γ2j2 + γ3k)− 3− 2
√

2 + 17 + 12
√

2 + 99 + 70
√

2

= 1 + 2[
(

1 +
√

2
)
i+
(

3 + 2
√

2
)
j +

(
7 + 5

√
2
)
k] + 113 + 80

√
2

= 112 + 80
√

2 + 2 + 2i+ 6j + 14k + 2
√

2i+ 4
√

2j + 10
√

2k

= 112 + 80
√

2 + 2 (1 + i+ 3j + 7k) + 2
√

2 (i+ 2j + 5k)

= 112 + 80
√

2 + 2SPL0 + 2
√

2SP0

= 112 + 80
√

2 + 2SPL0 + 2
√

2SP0

(δ∗)2 =
(
1 + δi+ δ2j + δ3k

) (
1 + δi+ δ2j + δ3k

)
= 1 + δi+ δ2j + δ3k + δi+ δ2i2 + δ3ij + δ4ik + δ2j + δ3ji+ δ4j2 + δ5jk +

+δ3k + δ4ki+ δ5kj + +δ6k2

= 1 + 2δi+ 2δ2j + 2δ3k − δ2 + δ4 + δ6

= 1 + 2(δi+ δ2j + δ3k)− 3 + 2
√

2 + 17− 12
√

2 + 99− 70
√

2

= 1 + 2(δi+ δ2j + δ3k) + 113− 80
√

2

= 1 + 2[
(

1−
√

2
)
i+
(

3− 2
√

2
)
j +

(
7− 5

√
2
)
k] + 113− 80

√
2

= 1 + 2i− 2
√

2i+ 6j − 4
√

2j + 14k − 10
√

2k + 113− 80
√

2

= 112− 80
√

2 + 2 + 2i+ 6j + 14k − 2
√

2 (i+ 2j + 5k)

= 112− 80
√

2 + 2SPL0 − 2
√

2SP0

= 112− 80
√

2 + 2 (1 + i+ 3j + 7k)− δ2 (i+ 2j + 5k)

= 112− 80
√

2 + 2SPL0 − 2
√

2SP0
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γ∗δ∗ =
(
1 + γi+ γj2 + γ3k

) (
1 + δi+ δ2j + δ3k

)
= 1 + δi+ δ2j + δ3k + γi+ γδi2 + γδ2ij + γδ3ik + γ2j

+γ2δji+ γ2δ2j2 + γ2δ3jk + γ3k + γ3δki+ γ3δ2 + γ3δ3k2

= 1 + i (γ + δ) + j
(
γ2 + δ2

)
+ k

(
γ3 + δ3

)
− γδji− γδ3j2 + γ3δj

+γδ2k − γ2δk − γ2δ3i+ γ3δi2 + γ2δ2 + γ3δ3

= 1 + 2i+ 6j + 14k − γδ + γ2δ2 + γ3δ3 + i
(
γ3δ2 − γ2δ3

)
+j
(
γ3δ − γδ3

)
+ k

(
γδ2 − γ2δ

)
= 1 + 2i+ 6j + 14k + 1 + 1− 1 + 2

√
2 (i− 2j + k)

= 2 + 2i+ 6j + 14k + 2
√

2 (i− 2j + k)

= 2SPL0 + 2
√

2λ

δ∗γ∗ =
(
1 + δi+ δj2 + δ3k

) (
1 + γi+ γ2j + γ3k

)
= 1 + γi+ γ2j + γ3k + δi+ δγi2 + δγ2ij + δγ3ik + δj2

+δ2γji+ δ2γ2j2 + δ2γjk + δ3k

= 1 + i (γ − δ) + j
(
γ2 − δ2

)
+ k

(
γ3 − δ3

)
− δγ + δ2γ2

+δ3γ3 +
(
δγ2 − δ2γ

)
k +

(
δ3γ − δγ3

)
j +

(
δ3γ2 − δ2γ3

)
i

= 1 + 2i+ 6j + 14k − (−1) + (+1) + (−1) +
(
−2
√

2
)
k +

(
4
√

2
)
j +

(
−2
√

2
)
i

= 2 + 2i+ 6j + 14k − 2
√

2 (i− 2j + k)

= 2SPL0 − 2
√

2λ

�

Sonuç 4.5

γ = 1 +
√

2, δ = 1−
√

2, γ∗ = 1 + γi+ γ2j + γ3k ve δ∗ = 1 + δi+ δj2 + δ3k ve λ =

16



i− 2j + k olmak üzere,

γ∗δ∗ + δ∗γ∗ = 4SPL0 (4.7)

(γ∗)2 + (δ∗)2 = 224 + 4SPL0 [12]. (4.8)

Split Pell ve Split Pell-Lucas kuaterniyonları için Catalan, Cassini ve d’Ocagne

özdeşliklerini ve ispatlarını verelim.

Teorem 4.6 (Catalan Özdeşlikleri)

Her n, r ∈ Z için, λ = i− 2j + k olmak üzere,

SPn+rSPn−r − SP 2
n = (−1)n−r+1

[
2P 2

r SPL0 + λP2r

]
ve

SPLn+rSPLn−r − SPL2
n = −2[SPn+rSPn−r − SP 2

n ]

dır [12].
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İspat

Split Pell kuaterniyonlarında Catalan özdeşliği

SPn+rSPn−r − SP 2
n =

γn+rγ∗ − δn+rδ∗

2
√

2

γn−rγ∗ − δn−rδ∗

2
√

2
− γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

=
1

8
[(γ2n(γ∗)2 − γn+rγ∗δn−rδ∗ − δn+rδ∗γn−rγ∗ + δ2n(δ∗)2

−γ2n(γ∗)2 + γnγ∗δnδ∗ + δnδ∗γnγ∗ − δ2n(δ∗)2)]

=
1

8

[
−γn+rδn−rγ∗δ∗ − δn+rδ∗γn−rγ∗

]
− [γnγ∗δnδ∗ − δnδ∗γnγ∗]

=
1

8

[
(−1)n γn−rδn−r

(
γ2rγ∗δ∗ + δ2rδγ∗

)]
+ [γnδn(γ∗δ∗ + δ∗γ∗)]

=
1

8
(−1)n−r+1

[
γ2r
(

2SPL0 + 2
√

2λ
)

+ δ2r
(

2SPL0 − 2
√

2λ
)]

+ (−1)n 4SPL0

=
1

8
[(−1)n−r+1 2.2SPL0

(γ2r + δ2r)

2
+ 2
√

2λ
(γ2r − δ2r)

2
√

2
2
√

2

+ (−1)n 4SPL0]

=
1

8
[16 (−1)n−r+1 SPL0P

2
r + (−1)n+1 4SPL0

+ (−1)n−r+1 8P2r + (−1)n4SPL0]

= (−1)n−r+1 [2P 2
r SPL0 + λP2r

]

Split Pell-Lucas kuaterniyonlarında Catalan özdeşliği
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SPLn+r.SPLn−r − SPL2
n = (

γn+rγ∗ + δn−rδ∗

2

γn−1γ∗ − δn−1δ∗

2
)− (

γnγ∗ + δnδ∗

2
)2

=
1

4
[(γ2n(γ∗)2 + γn+rγ∗δn−rδ∗ + δn+rδ∗γn−rγ∗ + δ2n(δ∗)2

−γ2n(γ∗)2 − γnγ∗δnδ∗ − δnδ∗γnγ∗ − δ2n(δ∗)2)]

=
1

4
[γn+rγ∗δn−rδ∗ + δn+rδ∗γn−rγ∗ − γnγ∗δnδ∗ − δnδ∗γnγ∗]

=
1

4

[
γn−rδn−r

(
γ2rγ∗δ∗ + δ2rδ∗γ∗

)
+ (−1)n+1(4SPL0)

]
=

1

4
[(−1)n−rγ2r (4SPL0PL2r) + δ2r (8λP2r)

−(−1)n4SPL0]

=
1

4

[
(−1)n−r(4SPL0PL2r + 8λP2r)− (−1)n4SPL0

]
= (−1)n−rSPL0PL2r + 2λP2r − (−1)nSPL0

4P 2
r = PL2r − (−1)r ve PL2r = 4P 2

r + (−1)r özdeşliklerinden yararlanılarak

SPLn+r.SPLn−r − SPL2
n = −2

[
SPn+rSPn−r − SP 2

n

]
elde edilir.�

Catalan özdeşliğinin r = 1 hali Cassini özdeşliğidir.

Sonuç 4.7 (Cassini Özdeşlikleri)

Her n ∈ Z ve λ = i− 2j + k için Cassini özdeşliği

SPn+1SPn−1 − SP 2
n = (−1)n [2SPL0 + 2λ]

ve

SPLn+1SPLn−1 − SPL2
n = 4(−1)n−1 [SPL0 + λ]

dır [12].
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Teorem 4.8 ( d’Ocagne Özdeşlikleri)

Her n,m ∈ Z ve λ = i− 2j + k için,

SPm+1SPn − SPmSPn+1 = 2 (−1)m (Pn−mSPL0 − λPLn−m)

SPLm+1SPLn − SPLmSPLn+1 = 4 (−1)m+1 (Pn−mSPL0 − λPLn−m)

dır [12].
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İspat

Split Pell kuaterniyonlarının Binet formÃ1
4
lÃ1

4
nden

SPm+1SPn − SPmSPn+1 = (
γm+1γ∗ − δm+1δ∗

2
√

2

γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2
)

(
γmγ∗ − δmδ∗

2
√

2

)
(
γn+1γ∗ − δn+1δ∗

2
√

2
)

=
1

8
[γm+n+1(γ∗)2 − γm+1γ∗δnδ∗ − δm+1δ∗γnγ∗

+δm+n+1(δ∗)2 − γm+n+1(γ∗)2 + γmγ∗δn+1δ∗ + δmδ∗γn+1γ∗

−γm+n+1(γ∗)2 + γmγ∗δn+1δ∗ + δmδ∗γn+1γ∗

−δm+n+1(δ∗)2]

=
1

8
[−γm+1γ∗δnδ∗ − δm+1δ∗γnγ∗ + γmγ∗δn+1δ∗

+δmδ∗γn+1γ∗]

=
1

8
[
(
γmγ∗δn+1δ∗ − γm+1γ∗δnδ∗

)
+
(
δmδ∗γn+1γ∗ − δm+1δ∗γnγ∗

)
]

=
1

8
[((−1)m δn−mγ∗δ∗

(
−2
√

2
)

)

+((−1)m γn−mδ∗γ∗
(
−2
√

2
)

]

=
1

8
(−1)m (−2

√
2)
[
δn−m (γ∗δ∗)− γn−m (δ∗γ∗)

]
=

1[

8
(−1)m (−2

√
2)δn−m

(
2SPL0 + 2

√
2λ
)

−γn−m
(

2SPL0 − 2
√

2λ
)

]

=
1

8
[(−1)m (−2

√
2)− 2SPL02

√
2

(−δn−m + γn−m)

2
√

2

+2
√

2λ
2 (δn−m + γn−m)

2
]

=
1

8
(−1)m (−2

√
2)
[
−4
√

2SPL0.Pn−m + 4
√

2λPLn−m

]
= 2 (−1)m (SPL0Pn−m − λPLn−m)

bulunur.
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Split Pell-Lucas kuaterniyonları için Binet formülünden

SPLm+1SPLn − SPLmSPLn+1 = (
γm+1γ∗ + δm+1δ∗

2

γnγ∗ + δnδ∗

2
)

−(
γmγ∗ + δmδ∗

2
)(
γn+1γ∗ + δn+1δ∗

2
)

=
1

4
[γm+n+1.(γ∗)2 + γm+1γ∗δnδ∗

+δm+1δ∗γnγ∗ + δm+n+1(δ∗)2

−γm+n+1(γ∗)2 − γmγ∗δn+1δ∗

−δmδ∗γn+1γ∗ − δm+n+1(δ∗)2]

=
1

4
[γm+1γ∗δnδ∗ + δm+1δ∗γnγ∗

−γmγ∗δn+1δ∗ − δmδ∗γn+1γ∗]

=
1

4
(−1)m [(2

√
2) (γ∗δ∗) δn−m

+(−2
√

2) (δ∗γ∗) γn−m]

=
2
√

2

4
(−1)m [δn−m

(
2SPL0 + 2

√
2λ
)

−γn−m
(

2SPL0 − 2
√

2λ
)

]

=

√
2

2
(−1)m

[
−4
√

2(SPL0.Pn−m + 4
√

2λPLn−m)
]

= 4 (−1)m+1 (SPL0.Pn−m − λPLn−m)

elde edilir.�

Teorem 4.9 (Vajda teoremi)

Her n,m, r ∈ Z , λ = i− 2j + k, i, j, k ∈ Z için

SPn+mSPn+r − SPnSPn+m+r = 2(−1)n+1Pm(SPL0Pr − λPLr)

SPLn+mSPLn+r − SPLnSPLn+m+r = 4(−1)n+1Pm(λPLr − SPL0Pr)

dır.
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İspat

Split Pell kuaterniyonlarında Vajda teoremi

SPn+mSPn+r − SPnSPn+m+r = [

(
γn+mγ∗ − δn+mδ∗

2
√

2

)(
γn+rγ∗ − δn+rδ∗

2
√

2

)
−
(
γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

)(
γn+m+rγ∗ − δn+m+rδ∗

2
√

2

)
]

=
1

8
[γ2n+m+rγ2∗ − γn+mγ∗δn+rδ∗ − δn+mδ∗γn+rγ∗

+δ2n+m+rδ2∗ − γ2n+m+rγ2∗ + γnγ∗δn+m+rδ∗

+δnδ∗γn+m+rγ∗ − δ2n+m+rδ2∗ − δ2n+m+rδ2∗]

=
1

8
[−γn+mγ∗δn+rδ∗ − δn+mδ∗γn+rγ∗

+γnγ∗δn+m+rδ∗ + δnδ∗γn+m+rγ∗]

=
1

8
(−1)n+1[γjδ∗γ∗(γm − δm)− δrγ∗δ∗(γm − δm)]

=
1

8
(−1)n+1[

(γm − δm)

2
√

2
2
√

2[γr(2SPL0 − 2λ)

−δr(2SPL0 + 2λ)]

=

√
2

4
(−1)n+1Pm[2SPL0

(γr − δr)
2
√

2
2
√

2

−2
√

2λ
(γr + δr)

2
2]

=

√
2

4
(−1)n+1Pm[4

√
2SPL0Pr − 4

√
2λPLr]

= 2(−1)n+1Pm(SPL0Pr − λPLr)
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Split Pell-Lucas kuaterniyonlarında Vajda teoremi

SPLn+mSPLn+r − SPLnSPLn+m+r = [

(
γn+mγ∗ + δn+mδ∗

2

)(
γn+rγ∗ + δn+rδ∗

2

)
−
(
γnγ∗ + δnδ∗

2

)(
γn+m+rγ∗ + δn+m+rδ∗

2

)
]

=
1

4
[γ2n+m+rγ2∗ + γn+mγ∗δn+rδ∗ + δn+mδ∗γn+rγ∗

+δ2n+m+rδ2∗ − γ2n+m+rγ2∗ − γnγ∗δn+m+rδ∗

−δnδ∗γn+m+rγ∗ − δ2n+m+rδ2∗]

=
1

4
[γn+mγ∗δn+rδ∗ + δn+mδ∗γn+rγ∗ − γnγ∗δn+m+rδ∗

−δnδ∗γn+m+rγ∗]

=
1

4
(−1)n[δr(2SPL0 + 2λ)(γm − δm)

−γr(2SPL0 − 2λ)(γm − δm)]

=
1

4
(−1)n

(γm − δm)

2
√

2
2
√

2[−2SPL0
(γr − δr)

2
√

2
2
√

2

+2
√

2λ
(γr + δr)

2
2]

=
1

4
(−1)nPm[−4

√
2SPL0Pr + 4

√
2λPLr]

=
√

2(−1)n+1Pm[2
√

2(PLr − SPL0Pr)]

= 4(−1)n+1Pm[λPLr − SPL0Pr)]

�
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Şimdi bazı özdeşlikleri aşağıdaki lemma ile verelim.

Lemma 4.10

n,m, r, s ∈ Z ve λ = i− 2j + k olmak üzere

1. SPLn+1 = SPn+1 + SPn

2. SPLn = SPn+1 − SPn

3. 2SPLn = SPn−1 + SPn+1

4. 2SPn = SPLn+1 − SPLn

5. SPL2
n − 2SP 2

n = 2 (−1)n SPL0

6. SP 2
n + SPL2

n = 3[28PL2n + 40P2n + 1
2
SPL0PL2n + SP0P2n] + ( (−1)

n

2
SPL0)

7. SP 2
n−SPL2

n = −1
2

[56PL2n +80P2n +SPL0PL2n +2SP0P2n +3 (−1)n SPL0]

8. SPnSPLn = 56P2n + 40PL2n + P2nSPL0 + PL2nSP0 + (−1)n λ

9. SPn+rSPLn+s − SPn+sSPLn+r = 2 (−1)n+r+1 Ps−rSPL0

10. SPLm+n + (−1)n SPLm−n = 2SLnSPLm

11. SPm+n + (−1)n SPm−n = 2PLnSPm

12. (−1)n [Pn−1SPm − PnSPm−1] = SPm−n

13. Pn+1SPn + PnSPn−1 = SP2n

14. Pn+1SPn+1 + PnSPn = SP2n+1

15. (−1)n [Pn−1SPm − PnSPm−1] = SPm−n

16. SPLm+n + (−1)n SPLm−n = 2PLn.SPLm

17. SPL2
n − 2SP 2

n = 2 (−1)n SPL0 [12]
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İspat

γ = 1 +
√

2, δ = 1−
√

2 olmak üzere (4.1) ve (4.2) den,

1-SPn+1 + SPn = SPLn+1 olduğunu gösterelim.

SPn+1 + SPn =

(
γn+1γ∗ − δn+1δ∗

2
√

2

)
+

(
γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

)
=

1

2
√

2

(
γn+1γ∗ − δn+1δ∗ + γnγ∗ − δnδ∗

)
=

1

2
√

2
[γnγ∗ (γ + 1)− δnδ∗ (δ + 1)]

=
1

2
√

2

[(
2 + 2

√
2
)
γnγ∗ −

(
2− 2

√
2
)
δnδ∗

]
=

1

2
√

2

[
2γnγ∗ − 2δnδ∗ +

√
2γnγ∗ +

√
2δnδ∗

]
=

1

2
√

2

2(γnγ∗ − δnδ∗)
2
√

2
2
√

2 +

√
2(γnγ∗ + δnδ∗)

2

=
1

2
√

2

[
2(γnγ∗ − δnδ∗)

2
√

2
2
√

2 +

√
2(γnγ∗ + δnδ∗)

2
2

]
=

1

2
√

2

[
4
√

2SPn + 2
√

2SPLn

]
= 2SPn + SPLn (3.1) 2SPn = SPLn+1 − SPLn eşitliğinden yararlanılarak

= SPLn+1 − SPLn + SPLn

= SPLn+1.
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2-SPn+1 − SPn = SPLn olduğunu gösterelim.

SPn+1 − SPn =

(
γn+1γ∗ − δn+1δ∗

2
√

2

)
−
(
γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

)
=

1

2
√

2
[γn+1γ∗ − δn+1δ∗ − γnγ∗ + δnδ∗]

=
1

2
√

2
[γnγ∗ (γ − 1)− δnδ∗ (δ − 1)]

=
1

2
√

2

[(√
2
)
γnγ∗ −

(
−
√

2
)
δnδ∗

]
=

1

2
√

2

[√
2(γnγ∗ + δnδ∗)

]
=

γnγ∗ + δnδ∗

2

= SPLn.

3-SPn−1 + SPn+1 = 2SPLn olduğunu gösterelim.

SPn−1 + SPn+1 =

(
γn−1γ∗ − δn−1δ∗

2
√

2

)
+

(
γn+1γ∗ − δn+1δ∗

2
√

2

)
=

1

2
√

2

(
γn−1γ∗ − δn−1δ∗ + γn+1γ∗ − δn+1δ∗

)
=

1

2
√

2

[
γnγ∗

(
1

γ
+ γ

)
− δnδ∗

(
1

δ
+ δ

)]
=

1

2
√

2
[(−1)

(
4 + 2

√
2
)(

1− 2
√

2
)
γnγ∗

− (−1)
(

4− 2
√

2
)(

1 + 2
√

2
)
δnδ∗]

=
1

2
√

2

[
2
√

2γnγ∗ + 2
√

2δnδ∗
]

=
1

2
√

2
2
√

2 [γnγ∗ + δnδ∗]

=
γnγ∗ + δnδ∗

2
2

= 2SPLn.
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4-SPLn+1 − SPLn = 2SPn olduğunu gösterelim.

SPLn+1 − SPLn =

(
γn+1γ∗ + δn+1δ∗

2

)
−
(
γnγ∗ + δnδ∗

2

)
=

1

2

[
γn+1γ∗ − γnγ∗ − δn+1δ∗ + δnδ∗

]
=

1

2
[γnγ∗ (γ − 1) + δnδ∗ (δ − 1)]

=
1

2

[√
2γnγ∗ −

√
2δnδ∗

]
=

√
2

2
[γnγ∗ − δnδ∗]

=
2 (γnγ∗ − δnδ∗)

2
√

2

= 2SPn.

5-SPL2
n − 2SP 2

n = 2 (−1)n SPL0 olduğunu gösterelim.

SPL2
n − 2SP 2

n =

(
γnγ∗ + δnδ∗

2

)2

− 2

(
γn+1γ∗ − δn+1δ∗

2
√

2

)2

=

(
γnγ∗ + δnδ∗

2

)(
γnγ∗ + δnδ∗

2

)
−2

(
γn+1γ∗ − δn+1δ∗

2
√

2

)(
γn+1γ∗ − δn+1δ∗

2
√

2

)
=

1

4
[(γnγ∗ + δnδ∗) (γnγ∗ + δnδ∗)

−
(
γn+1γ∗ − δn+1δ∗

) (
γn+1γ∗ − δn+1δ∗

)
]

=
1

4
[γ2n(γ∗)2 − γnγ∗δnδ∗ + δnδ∗γnγ∗ + δ2n(δ∗)2

−γ2n(γ∗)2 + γnγ∗δnδ∗ + δnδ∗γnγ∗ − δ2n(δ∗)2

=
1

4
[γnγ∗δnδ∗ + δnδ∗γnγ∗ + γnγ∗δnδ∗ + δnδ∗γnγ∗]

=
1

4
[2 (γnγ∗δnδ∗) + 2 (δnδ∗γnγ∗)]

=
1

2
[(−1)n (γ∗δ∗) + (−1)n (δ∗γ∗)]

=
(−1)n

2
[γ∗δ∗ + δ∗γ∗]

=
(−1)n

2
4SPL0

= 2 (−1)n SPL0.
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6-SP 2
n + SPL2

n = 3[28PL2n + 40P2n + 1
2
SPL0PL2n + SP0P2n] + ( (−1)

n

2
SPL0)

olduğunu gösterelim.

SP 2
n + SPL2

n =

(
γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

)2

+

(
γnγ∗ + δnδ∗

2

)2

=

(
γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

)(
γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

)
+

(
γnγ∗ + δnδ∗

2

)(
γnγ∗ + δnδ∗

2

)
=

1

8
(γ2n.(γ∗)2 − γnγ∗δnδ∗ − δnδ∗γnγ∗ + δ2n(δ∗)2)

+
2

8

(
γ2n(γ∗)2 + γnγ∗δnδ∗ + δnδ∗γnγ∗ + δ2n(δ∗)2

)
=

1

8

[
3
(
γ2n(γ∗)2 + δ2n(δ∗)2

)
+ γnγ∗δnδ∗ + δnδ∗γnγ∗

]
=

1

8

[
3
(
γ2n(γ∗)2 + δ2n(δ∗)2

)
+ γnδn(γ∗δ∗ + δ∗γ∗)

]
=

3

8
[
(
γ2n(γ∗)2 + δ2n(δ∗)2

)
] +

1

8
[(−1)n (γ∗δ∗ + δ∗γ∗)]

=
3

8
[
(
γ2n(γ∗)2 + δ2n(δ∗)2

)
] +

1

8
[(−1)n (4SPL0)]

=
3

8
[
(
γ2n(γ∗)2 + γ2n(δ∗)2

)
] + [

(−1)n

2
SPL0]

=
3

8
[γ2n

(
112 + 80

√
2 + 2SPL0 + 2

√
2SP0

)
+δ2n

(
112− 80

√
2 + 2SPL0 − 2

√
2SP0

)
)] + [

(−1)n

2
SPL0]

=
3[

8
112.2

γ2n + γ2n

2
+ 80
√

2.2
√

2
γ2n − γ2n

2
√

2
+ 2SPL02

γ2n + γ2n

2

+2
√

2SP0.2
√

2
γ2n − γ2n

2
√

2
] + [

(−1)n

2
SPL0]

=
3

8
[224PL2n + 320P2n + 4SPL0PL2n + 8SP0P2n] + [

(−1)n

2
SPL0]

=

[
84PL2n + 120P2n +

3

2
SPL0PL2n + 3SP0P2n

]
+ [

(−1)n

2
SPL0]

= 3

[
28PL2n + 40P2n +

1

2
SPL0PL2n + SP0P2n

]
+ (

(−1)n

2
SPL0)

29



7-SP 2
n − SPL2

n = −1
2

[56PL2n + 80P2n + SPL0PL2n + 2SP0P2n + 3 (−1)n SPL0]

olduğunu gösterelim.

SP 2
n − SPL2

n =

(
γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

)2

−
(
γnγ∗ + δnδ∗

2

)2

=

(
γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

)(
γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

)
−
(
γnγ∗ + δnδ∗

2

)(
γnγ∗ + δnδ∗

2

)
=

1

8
[(γ2n(γ∗)2 − γnγ∗δnδ∗ − δnδ∗γnγ∗ + δ2n(δ∗)2)]

−2

8
[
(
γ2n(γ∗)2 + γnγ∗δnδ∗ + δnδ∗γnγ∗ + δ2n(δ∗)2

)
]

=
−1

8

[(
γ2n(γ∗)2 + δ2n(δ∗)2

)
] +

3

8
[γnγ∗δnδ∗ + δnδ∗γnγ∗

]
=
−1

8

[(
γ2n(γ∗)2 + δ2n(δ∗)2

)
] +

3

8
[γnδn(γ∗δ∗ + δ∗γ∗)

]
=
−1

8
[
(
γ2n(γ∗)2 + δ2n(δ∗)2

)
] +

3

8
[(−1)n (γ∗δ∗ + δ∗γ∗)]

=
−1

8
[
(
γ2n(γ∗)2 + δ2n(δ∗)2

)
] +

3

8
[(−1)n (4SPL0)]

=
−1

8
[
(
γ2n(γ∗)2 + δ2n(δ∗)2

)
] +

3

8
[(−1)n (4SPL0)]

+δ2n
(

112− 80
√

2 + 2SPL0 − 2
√

2SP0

)
+ 12 (−1)n SPL0]

=
−1

8
[1122

γ2n + γ2n

2
+ 80
√

2.2
√

2
γ2n − γ2n

2
√

2
+ 2SPL02

γ2n + γ2n

2

+2
√

2SP02
√

2
γ2n − γ2n

2
√

2
+ 12 (−1)n SPL0]

=
−1

8
[224PL2n + 320P2n + 4SPL0PL2n + 8SP0P2n + 12 (−1)n SPL0]

=
−1

2
[56PL2n + 80P2n + SPL0PL2n + 2SP0P2n + 3 (−1)n SPL0].
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8-SPnSPLn = 56P2n +40PL2n +P2nSPL0 +PL2nSP0 +(−1)n λ] olduğunu göste-

relim.

SPnSPLn =

(
γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

)(
γnγ∗ + δnδ∗

2

)
=

1

4
√

2

[
(γ2n.(γ∗)2 + γnγ∗δnδ∗ − δnδ∗γnγ∗ − δ2n(δ∗)2)

]
=

1

4
√

2

[
(γ2n.(γ∗)2 − δ2n(δ∗)2) + γnδn(γ∗δ∗ − δ∗γ∗)

]
=

1

4
√

2
[(γ2n

(
112 + 80

√
2 + 2SPL0 + 2

√
2SP0

)
−δ
(

112− 80
√

2 + 2SPL0 − 2
√

2SP0

)
+ (−1)n (γ∗δ∗ − δ∗γ∗)]

=
1

4
√

2
[112.2

√
2
γ2n − γ2n

2
√

2
+ 80
√

22
γ2n + γ2n

2

+2SPL02
√

2
γ2n − γ2n

2
√

2
+ 2
√

2SP0.2
γ2n + γ2n

2
+ (−1)n 4

√
2λ]

=
1

4
√

2
[224
√

2P2n + 160
√

2PL2n + 4
√

2SPL0P2n + 4
√

2SP0PL2n

+ (−1)n 4
√

2λ]

= [56P2n + 40
√

2PL2n + SPL0P2n + SP0PL2n + (−1)n λ].
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9-SPn+rSPLn+s − SPn+sSPLn+r = 2 (−1)n+r+1 Ps−rSPL0 olduğunu gösterelim.

SPn+rSPLn+s − SPn+sSPLn+r =

(
γn+rγ∗ − δn+rδ∗

2
√

2

)(
γn+sγ∗ + δn+sδ∗

2

)
−
(
γn+sγ∗ − δn+sδ∗

2
√

2

)(
γn+rγ∗ + δn+rδ∗

2

)
=

1

4
√

2
[γ2n+r+s(γ∗)2 + γn+rγ∗δn+sδ∗ − δn+rδ∗γn+sγ∗

−δ2n+r+s(δ∗)2 − γ2n+r+s(γ∗)2 − γn+sγ∗δn+rδ∗

+δn+sδ∗γn+rγ∗ + δ2n+r+s(δ∗)2]

=
1

4
√

2
[γn+rδn+r

(
δs−rγ∗δ∗ − γs−rγ∗δ∗

)
+γn+rδn+r

(
−δ∗γ∗γs−r + δ∗γ∗δs−r

)
]

=
1

4
√

2
[(−1)n+r γ∗δ∗

(
δs−r − γs−r

)
+ (−1)n+r δ∗γ∗

(
δs−r − γs−r

)
]

=
(−1)n+r

4
√

2
[−γ∗δ∗ (γ

s−r − δs−r) 2
√

2

2
√

2

−δ∗γ∗ (γ
s−r − δs−r) 2

√
2

2
√

2
]

=
(−1)n+r+1

4
√

2

[
γ∗δ∗2

√
2Ps−r + δ∗γ∗2

√
2Ps−r

]
=

(−1)n+r+1

4
√

2
2
√

2Ps−r(γ
∗δ∗ + δ∗γ∗)

=
(−1)n+r+1

4
√

2
.2
√

2Ps−r(4SPL0)

= 2 (−1)n+r+1 Ps−rSPL0.
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10-SPLm+n + (−1)n SPLm−n = 2SLnSPLm olduğunu gösterelim.

SPLm+n + (−1)n SPLm−n =

(
γm+nγ∗ + δm+nδ∗

2

)
+ (−1)n

(
γm−nγ∗ + δm−nδ∗

2

)
=

1

2

[
γm+nγ∗ + δm+nδ∗ + (γnδn)(γm−nγ∗ + δm−nδ∗)

]
=

1

2

[
γm+nγ∗ + δm+nδ∗ + γmδnγ∗ + γnδmδ∗

]
=

1

2
[γmγ∗ (γn + δn) + δmδ∗ (δn + γn)]

=
1

2

[
2 (γn + δn)

2

2(γmγ∗ + δmδ∗)

2

]
= 2PLnSPLm.

11-SPm+n + (−1)n SPm−n = 2PLnSPm olduğunu gösterelim.

SPm+n + (−1)n SPm−n =

(
γm+nγ∗ − δm+nδ∗

2
√

2

)
+ (−1)n

(
γm−nγ∗ − δm−nδ∗

2
√

2

)
=

1

2
√

2

[
γm+nγ∗ − δm+nδ∗ + (γnδn)(γm−nγ∗ − δm−nδ∗)

]
=

1

2
√

2

[
γm+nγ∗ − δm+nδ∗ + γmδnγ∗ − γnδmδ∗

]
=

1

2
√

2
[γmγ∗ (γn + δn)− δmδ∗ (δn + γn)]

=
1

2
√

2
[(γn + δn) (γmγ∗ − δmδ∗)]

=
2

2

[
(γn + δn)

(γmγ∗ − δmδ∗)
2
√

2

]
= 2PLnSPm.
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12-(−1)n [Pn−1.SPm − Pn.SPm−1] = SPm−n olduğunu gösterelim.

(−1)n [Pn−1SPm − PnSPm−1] = (−1)n [
γn−1 − δn−1

2
√

2

γmγ∗ − δmδ∗

2
√

2
−

−γ
n − δn

2
√

2

γm−1γ∗ − δm−1δ∗

2
√

2
]

=
(−1)n

8
[(γn+m+1γ∗ − γn−1δmδ∗ − δn−1γmγ∗ + δm+n+1δ∗)

−(γn+m+1γ∗ − γnδm−1δ∗ − δnγm−1γ∗ + δm+n+1δ∗)]

=
(−1)n

8
[−γn−1δmδ∗ − δn−1γmγ∗ + γnδm−1δ∗ + δnγm−1γ∗]

=
(−1)n

8

[
γnδmδ∗

(
1

δ
− 1

γ

)
+ δnγmγ∗

(
1

γ
− 1

δ

)]
=

(−1)n

8

[
γnδmδ∗

(
−2
√

2
)

+ γnδmδ∗
(

2
√

2
)]

=
(−1)n 2

√
2

8
[−γnδmδ∗ + δnγmγ∗]

=
(−1)n+1 2

√
2

8

[
γnδn(δm−nδ∗ − γm−nγ∗)

]
=
− (−1)n 2

√
2

8
[γnδmδ∗ − δnγmγ∗]

=
(−1)n+1 2

√
2

8

[
(−1)n − (γm−nγ∗ − δm−nδ∗)

]
= −(−1)2n+1 2

√
2

8

[
(γm−nγ∗ − δm−nδ∗)2

√
2

2
√

2

]
= SPm−n.
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13-Pn+1SPn + PnSPn−1 = SP2n olduğunu gösterelim.

Pn+1SPn + Pn.SPn−1 =

(
γn+1 − δn+1

2
√

2

)(
γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

)
+

(
γn−1γ∗ − δn−1δ∗

2
√

2

)
=

1

8
[γ2n+1γ∗ − γn+1δnδ∗ − δn+1γnγ∗ + δ2n+1δ∗ + γ2n−1γ∗

−γnδn−1δ∗ − δnγn−1γ∗ + δ2n−1δ∗]

=
1

8
[γ2nγ∗

(
γ +

1

γ

)
− γnδnδ∗

(
γ +

1

δ

)
− δnγnγ∗

(
δ +

1

γ

)
+δ2nδ∗

(
δ +

1

δ

)
]

=
1

8

[
2

2 +
√

2

1 +
√

2
.γ2nγ∗ + 2

2−
√

2

1−
√

2
.δ2nδ∗

]
=

1

4

[√
2γ2nγ∗ +

(
−
√

2
)
δ2nδ∗

]
=

√
2

2.2

[
γ2nγ∗ − δ2nδ∗

]
=

1

2
√

2

[
γ2nγ∗ − δ2nδ∗

]
= SP2n.
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14-Pn+1SPn+1 + PnSPn = SP2n+1 olduğunu gösterelim.

Pn+1SPn+1 + PnSPn =

(
γn+1 − δn+1

2
√

2

)(
γn+1γ∗ − δn+1δ∗

2
√

2

)
+

(
γn − δn

2
√

2

)(
γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

)
=

1

8
[γ2n+1γ∗ − γn+1δnδ∗ − δn+1γn+1γ∗ + δ2n+1δ∗ + γ2nγ∗

−γnδnδ∗ − δnγnγ∗ + δ2nδ∗]

=
1

8
[γ2nγ∗

(
γ2 + 1

)
− γnδnδ∗ (γδ + 1)

−δnγnγ∗ (δγ + 1) + δ2nδ∗
(
δ2 + 1

)
]

=
1

8
[γ2nγ∗

(
4 + 2

√
2
)
− γnδnδ∗. (0)− δnγnγ∗. (0)

+δ2nδ∗
(

4− 2
√

2
)

]

=
1

8

[
4

(
γ2nγ∗ + δ2nδ∗

2

)
2 + 2

√
2.

2
√

2(γ2nγ∗ − δ2nδ∗)
2
√

2

]
=

1

8
[8SPL2n + 8SP2n] .

= SPL2n + SP2n (3.1) bağıntılarından

= SP2n+1 elde edilir.
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15-(−1)n [Pn−1SPm − PnSPm−1] = SPm−n olduğunu gösterelim.

(−1)n [Pn−1SPm − PnSPm−1] = (γnδn)[
γn−1 − δn−1

2
√

2

γmγ∗ − δmδ∗

2
√

2

−γ
n − δn

2
√

2

γm−1γ∗ − δm−1δ∗

2
√

2
]

=
1

8
(γnδn)[γn+m+1γ∗ − γn−1δmδ∗ − δn−1γmγ∗ + δm+n+1δ∗

−γm+n+1γ∗ + γnδm−1δ∗ + δnγm−1γ∗ − δm+n+1δ∗]

=
1

8
(−1)n [−γn−1δmδ∗ − δn−1γmγ∗ + γnδm−1δ∗

+δnγm−1γ∗]

=
1

8
(−1)n [γnδmδ∗

(
1

δ
− 1

γ

)
+ δnγmγ∗

(
1

γ
− 1

δ

)
]

=
1

8
(−1)n [γnδmδ∗

(
2
√

2
)

+ δnγmγ∗
(
−2
√

2
)

]

=
−2
√

2

8
(−1)n

[
(γnδn)

(
γm−nγ∗ − δm−nδ∗

)]
=
−2
√

2

8
(−1)n (−1)n

[(
γm−nγ∗ − δm−nδ∗

2
√

2

)
2
√

2

]
= SPm−n.

16-SPLm+n + (−1)n SPLm−n = 2PLnSPLm olduğunu gösterelim.

SPLm+n + (−1)n SPLm−n = (
γm+nγ∗ + δm+nδ∗

2
) + (γnδn)(

γm−nγ∗ + δm−nδ∗

2
)

=
1

2

[(
γm+nγ∗ + δm+nδ∗

)
+ (γmγ∗δn + δmγmδ∗)

]
=

1

2
[(γmγ∗ (γn + δn) + δmδ∗ (δn + γn))]

=
1

2

[
2 (γn + δn)

2
+

2 (γmγ∗ + δmδ∗)

2

]
= 2PLnSPLm.
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17-SPL2
n − 2SP 2

n = 2 (−1)n SPL0 olduğunu gösterelim.

SPL2
n − 2SP 2

n = (
γnγ∗ + δnδ∗

2
)(
γnγ∗ + δnδ∗

2
)− 2

(
γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

)(
γnγ∗ − δnδ∗

2
√

2

)
=

1

4
[γ2n(γ∗)2 + γnγ∗δnδ∗ + δnδ∗γnγ∗ + δ2n(δ∗)2

−γ2n(γ∗)2 + γnγ∗δnδ∗ + δnδ∗γnγ∗ − δ2n(δ∗)2]

=
1

4
[γnγ∗δnδ∗ + δnδ∗γnγ∗ + γnγ∗δnδ∗ + δnδ∗γnγ∗]

=
1

4
[2 (γnγ∗δnδ∗ + δnδ∗γnγ∗)]

=
1

2
[(γnδn) (γ∗δ∗ + δ∗γ∗)]

=
1

2
(−1)n (4SPL0)

= 2 (−1)n SPL0.

�
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